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Recenzja rozprawy doktorskiej pana mgr. Marcina Sroki

Pan magister Marcin Sroka przedstawit rozprawe doktorska ,, Monge-Ampére equation in
hypercomplex geometry”, napisang pod kierunkiem profesora Stawomira Kotodzieja.

Rozprawa sktada si¢ z o§miu rozdziatléw. Znaczna czg¢s¢ zawarto$ci pracy (wstepny rozdziat 1. oraz
rozdzialy 2,3,4) stanowi niezbedne wprowadzenie w tematyke i przedstawienie stanu wiedzy
dotyczacej badanych dalej zagadnien.

Wiasciwe wyniki pracy sg przedstawione w podrozdziale 4.6 (pytania o lokalng catkowalno$¢),
rozdziale 5 (,,Jocal case”-czyli zagadnienie rozwigzania ,.kwaternionowego” problemu Dirichleta
dla naturalnej klasy obszarow w H") , rozdziale 6 (zagadnienie regularno$ci rozwigzan), rozdziale
7 (dyskusja rownania Monge’a-Ampere’a na HKT rozmaito$ciach, dyskusja hipotez ,,Calabi Yau”,
opis stanu badan 1 motywacja dotyczaca istotno$ci wyniku w kolejnym rozdziale), i wreszcie- w
rozdziale 8 (dowdd ograniczenia a priori dla rozwigzania zagadnienia Monge’a Ampere’a na HKT
rozmaitosciach).

Tak wigc, rozdziaty wstepne zajmujg az ponad 50 stronic (ponad potowe zawartosci) rozprawy. Te
proporcje moga na pierwszy rzut dziwi¢. Rozbudowanie tych poczatkowych rozdziatow jest jednak
znakomitym pomystem, czynigcym z rozprawy samowystarczalny tekst, dostepny w lekturze takze
dla czytelnika nie pracujacego bezposrednio w tej waznej, ale nie znanej szeroko dziedzinie.

Konstrukcja wstepnych rozdziatéw jest logiczna i dobrze przemys$lana. Rozdziat 2 zawiera
informacje o algebrze kwaternionow, zaczynajac od podstawowej definicji, 1 przechodzac do pojec¢
hiperhermitiowskiej algebry liniowej 1 wprowadzajac potrzebne oznaczenia i definicje.

Rozdziat 3 rozpoczyna si¢ od przedstawienia formalizmu rozmaito$ci hermitowskich, a nast¢pnie-
hiperhermitowskich. W dalszej cz¢$ci rozdzialu autor thumaczy pojecie form dodatnich w
kontekscie rozmaito$ci hiperhermitowskich.

Obszerny rozdzial 4 jest systematycznym zwartym wykladem teorii operatora Monge’a- Ampere’a
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w przestrzeni kwaternionowej H". Wprowadza si¢ zatem kolejno rézniczkowania % i F
gtadkich funkcji (klasy C?) i Hessian rzeczywistej funkcji klasy C?, i przeprowadza, nieco
podobnie jak w klasycznej sytuacji (wielu zmiennych zespolonych) wyrazenie Hessianu w jezyku
operatoréw 0 i d;. Kolejne podrozdzialy rozdziatu 4 sa poswigcone wprowadzeniu odpowiednika

funkcji subharmonicznych (niekoniecznie gtadkich) w konteks$cie analizy kwaternionowej 1



operatora Monge’a Ampeére’a, a dalej- m.in odpowiednik pojecia pojemnosci, wyrazenia funkcji
maksymalnej przez zerowanie operatora Monge’a- Ampére’a oraz tzw. comparison principle.
Wreszcie - w podrozdziale 4.4 autor zbiera dotychczasowe (czyli uzyskane przed napisaniem
rozprawy) wyniki innych autorow dotyczace zagadnienia rozwigzania rOwnania Monge’a Ampere’a
w wersji kwaternionowej.

Poczawszy od podrozdzialu 4.6 rozpoczyna si¢ prezentacja wtasnych wynikow doktoranta.
Zawarto$¢ omowionych powyzej wstepnych rozdziatow autor komentuje we wstepie, piszac: No
claim on the originality is made there.

Przed przej$ciem do omowienia wlasciwych wynikdéw rozprawy, chce podkresli¢ bardzo wysoki
poziom prezentacji zawarte] we wstepnych rozdziatach. Autor z godng podziwu erudycja
przedstawia wyniki zawarte w dziesigtkach publikacji - rowniez zupetnie niedawnych, porzadkujac
stan wiedzy 1 uzupehiajac wyktad licznymi trafnymi komentarzami.

Ta wstepna czes$¢ pracy jest podsumowana rozszerzonym komentarzem- probg zunifikowanego
spojrzenia na zagadnienia klasycznych teorii potencjatu, pluripotencjalu oraz wersji
kwaternionowej.

W rozdziale 4.6 autor rozwaza naturalne pytanie o lokalng catkowalno$¢ z p-tg potega
kwaterionowej funkcji subharmonicznej okreslonej w obszarze w H". Dla n = 1 pytanie sprowadza
si¢ do wigc pytania o catkowalno$é zwykfej funkcji subharmonicznej w R*. Sprawdzenie
catkowalnosci z p-ta potega (dla p < 2) polega na umiejetnym i przemyslanym zastosowaniu do$¢
standardowej procedury, polegajacej na zapisaniu funkcji subharmonicznej w postaci danej z
twierdzenia reprezentacyjnego Riesza , szacowaniu calki z poteg funkcji Greena i umiejgtnym
uzyciu nierowno$ci Harnacka i nierownosci Minkowskiego.

Przejscie do przypadku wielowymiarowego uzyskuje si¢ przez zastosowanie twierdzenia Fubiniego.
Otrzymuje si¢ lokalng catkowalnos¢ p- tej potegi funkcji kwaternionowo subharmonicznej dla
kazdego p < 2 (i jest to $ciste ograniczenie).

Ponadto autor dowodzi twierdzenia o zbieznosci: zbieznoéé ciggu funkcji subharmonicznych w L'
implikuje zbieznos¢ w LP dlap < 2.

Rozdzial 5 jest poSwiecony wersjom twierdzenia o istnieniu i jednoznacznos$ci rdwnania Monge’a
Ampere’a. Glowny wynik tego rozdziatu to Twierdzenie 5.3.1. Rozwazany obszar D o gladkim
brzegu jest kwaternionowo scisle pseudowypukty. Warunek brzegowy jest dany przez funkcje ciagla
na dD, a o funkcji f pojawiajacej si¢ w rownaniu dd;u = fQ, zaklada si¢ catkowalno$¢ z g-ta
potega dla pewnego g > 2. Warto poréwnac ten wynik z wezesniejsza praca Wan, w ktérej dowodzi
si¢ istnienia cigglych rozwigzan dla rownan z prawg strong w L7 dla g > 4. Autor zauwaza (w
Proposition 5.3.2), ze g < 2 istniejg gestosci f dla ktorych rozwigzanie zagadnienia jest
nieograniczone, zatem warunek g > 2 jest (prawie) optymalny.

W tym rozdziale podobatl mi si¢ efektowny pomyst poréwnania kwaternionowego 1 zespolonego
Hessianu dla funkcji plurisubharmonicznej na obszarze D C H" - (plurisubharmoniczno$é¢
rozumiana przez naturalne wprowadzenie zespolonych zmiennych) - Lemat 5.1.1.

Twierdzenie 5.1.2 wywnioskowane z tego Lematu daje informacjg, ktora - nieformalnie- méwi, ze
funkcja plurisubharmoniczna spetniajaca zespolone rownanie Monge’a- Ampére’a- rozumiana jako
funkcja kwaternionowo subharmoniczna- spetnia odpowiednig nierownos¢ typu Monge’a
-Ampere’a. Podobato mi si¢ tez bardzo zastosowanie aproksymacji gtadkimi rozwigzaniami i
skorzystanie ze stabilno$ci rozwigzan.



Lemat 5.1.3 przynosi bardzo ogdlne, eleganckie - i zapewne uzyteczne rowniez w innych
kontekstach- szacowanie miary Lebesgue’a zbioru borelowskiego przez jego pojemnos¢
kwaternionowg. Dowod polega na pomystowym wykorzystaniu obserwacji zawartej w powyzszym
Twierdzeniu 5.1.2 i oszacowan L a priori dla rozwigzan rownania Monge’a Ampere’a
(pochodzacych z wezesniejszych prac S. Kotodzieja).

Kluczowym krokiem w tej czesci rozprawy jest dowdd szacowana a priori dla rozwigzan
zagadnienia Dirichleta z prawa strong w L9, g > 2. Dowod, wykorzystujacy znany w literaturze
Lemat (twierdzenie De Giorgi) jest bardzo pomystowy i efektowny.

Rozdziat 6 rozprawy zawiera wyniki uzyskane we wspdlnej publikacji z S. Kotodziejem.

Gtowny wynik tego rozdziatu to Twierdzenie 6.5, ktére dowodzi, ze rozwigzanie rownania
Monge’a - Ampere’a otrzymane w omawianym powyzej Twierdzeniu 5.3.1, jest hdlderowsko ciagle
(z konkretnym, danym wzorem, wyktadnikiem Holdera) o ile funkcja zadajaca warunek brzegowy
jest w klasie C11.

Dowdd tego twierdzenia zawiera pewne idee, ktore pojawity si¢ wczesniej w dowodzie
analogicznego wyniku dla rozwigzania zagadnienia Dirichleta w teorii pluripotencjatu (praca
[GKZ08]), ale wymaga oczywi$cie odrebnego podejscia, zwigzanego z odmiennos$cig teorii
kwaterionowego pluripotencjatu.

Rozdzialy 7 18 rozprawy skupiajg si¢ na zagadnieniach okre$lanych przez autora jako global
case. Rozdzialy te dotycza kwaternionowej wersji hipotezy Calabi oraz powigzanych probleméw
na HKT rozmaito$ciach. W rozdziale 7 autor zawarl bardzo dobrze przygotowany i1 przemyslany
opis zagadnien; przedstawil tez szczegdtowa bibliografie i opis dotychczasowych wynikéw. W
szczegolnosci, przedstawiony jest stan wiedzy dotyczacy ograniczen C° a priori dla rozwigzania
roéwnania Monge’a - Ampere’a na zwartej] HKT rozmaitosci.

Takie szacowanie a priori zostalo wykazane wcze$niej w niedawnej pracy Aleskera i Shelukhina.
Dowdd podany przez autora rozprawy jest znacznie krotszy, 1 daje lepsze szacowanie (szacowanie
na norm¢ L rozwigzania mozna wyrazi¢ tylko przez L9 norme¢ prawej strony rownania).

Jest to wedlug mnie najciekawsza cze$¢ rozprawy, i bardzo pickna. Dowod jest oparty na lemacie
8.1.1, nazwanym Cherrier type inequality, a cate rozumowanie jest - jak pisze autor- motywowane
pracami Tossatti 1 Wieinkove dotyczacymi rownania Monge’a Ampeére’a na zwartych
rozmaito$ciach Kéhlerowskich.

Dowdd Lematu 8.1.1 przedstawiony jest w rozprawie w dos$¢ zawily sposob; tok rozumowania
przerywa si¢, aby wykaza¢ potrzebny dowod Lematu 8.1.2, ktory z kolei opiera si¢ na kolejnym
lemacie 8.1.3. Mialam pewne ktopoty z zorientowaniem si¢ w tej zagniezdzonej strukturze
lematow.

W dowodzie kluczowy jest bardzo tadny Lemat 8.1.5. Podobata mi si¢ nieoczywista indukcja,
prowadzaca do skracania sumy w formule II1.8.6 , i wykorzystujaca wczesniejsze szacowanie
uzyskane w Lemacie 8.1.2. Jedyne formalne zastrzeZenie dotyczy nieco mylacego zapisu sumy: dla
[ = n trzeba przyja¢ konwencje ze ta suma jest pusta.

W dalszej czeséci rozumowania bardzo tadnie wykorzystuje si¢ Lemat 8.1.1 aby, przy uzyciu
nierownos$ci Sobolewa 1 sprytnej procedury iteracyjnej, dosta¢ szukane szacowanie odpowiedniego
supremum przez szacowanie w L',
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W pracy zauwazytam troche usterek, ktore wypisuj¢ ponizej. Sa one tatwo usuwalne i nie
maja wpltywu na wartos¢ rozprawy.

« W dowodzie Proposition 4.6.1 przydalby si¢ szerszy komentarz przy przejsciu od przypadku
jedno- do wielowymiarowego.

« W zalozeniach Twierdzenia 5.3.1 brakuje, jak sadzg, zalozenia ze funkcja f jest nieujemna.
« Twierdzenie 5.1.2 powinno by¢: approximate ¢ uniformly (zamiast: approximate u uniformly).
« W dowodzie Twierdzenia 5.1.2 pojawia si¢ bez wyjasnienia oznaczenie C®(D ).

e str. 62: Zamiast zdania: By the characterization of the maximality of qpsh functions, as in [WZ15]
(..), warto bylo sformutowac t¢ charakteryzacje.

« Koncowy fragment dowodu Twierdzenia 5.3.1 jest potraktowany zbyt pobieznie. Ostatnie dtugie
zdanie dowodu This is the solution we were looking for because...pozostawia wskazdéwki dla
czytelnika jak dokonczy¢ dowdd, 1 nie budzi specjalnych watpliwosci, ale w rozprawie
doktorskiej warto byto te szczegdty uzupehic.

« str. 72 oznaczenia Lip, i C%® nie s3 standardowe; lepiej byto napisa¢ wprost ze chodzi o funkcje
holderowskie. Podobnie, warto bylto napisa¢ explicite standardowa norme¢ uzywana w Lip,,.

« W sformulowaniach Twierdzen 6.1 i 6.5 warto byto przypomnie¢ skad pochodzi oznaczenie y;.
Co prawda wynika to z dowodu, ale czytelnik jest zdezorientowany przy czytaniu sformutowania.

« Dowod Twierdzenia 6.1, oznaczenie Dys. Zbior D powinien by¢, jak sadzg, zdefiniowany jako
{g € D :dist(q,0D) > 5}.

« str. 80 sformutowanie Conjecture 7.2.1 - ta sama funkcja oznaczona jako f, a dalej- jako F.

Podsumowanie:

Przedstawiona rozprawa dotyczy aktualnych i1 intensywnie badanych zagadnien analizy 1 geometrii
zespolonej. Autor rozprawy wykazat si¢ gtebokim zrozumieniem nietatwej tematyki i godna
podziwu szerokg wiedzg zwigzang z tg gatezig badan. Praca jest §wietnie zredagowana. Rozprawa
zawiera kilka nowych waznych wynikow, ktdre juz zostaty opublikowane w trzech artykutach
naukowych. Szczeg6lnie wysoko oceniam wyniki zwigzane z badaniami dotyczacymi hipotezy
Calabi na HKT rozmaitos$ciach.

Jestem przekonana, Ze rozprawa spelnia z nadmiarem wymagania stawiane rozprawom
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Z pelnym przekonaniem wnosze tez o wyrdznienie rozprawy.



