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"Arithmetic properties of finite quotients of Calabi-Yau manifolds"

Rozmaitosci Calabi-Yau stanowia jedng z najciekawszych klas rozmaitosci zwar-
tych badanych w geometrii algebraicznej i zespolonej. Z punktu widzenia geo-
metrii r6zniczkowej sg jedng z fundamentalnych klas rozmaitosci riemannow-
skich ze wzgledu na ich grupe holonomii. Z kolei, ze wzgledu na trywialnosé
wiazki kanonicznej, w geometrii zespolonej i algebraicznej stanowia graniczna
klase pomiedzy rozmaito$ciami Fano, z dodatnig klasa anty-kanoniczna, a roz-
maito$ciami typu ogdlnego, z dodatnia klasg kanoniczng. Torusy zespolone i
rozmaitosci abelowe tez maja te wlasnosé¢ ale - przy calym szacunku dla badan
dotyczacych tych klas rozmaitosci - ich geometria jest znacznie mniej ciekawa i
zaskakujgca niz rozmaitosci Calabi-Yau. W zespolonym wymiarze dwa, rozma-
itodci Calabi-Yau sa jednoczes$nie rozmaitosciami hyperkihlerowskimi i zostaty
ochrzczone przez Weila jako powierzchnie K3, od Kummera, Kéhlera i Kodairy,
ktorzy je badali; jednocze$nie nazwa ta odnosi sie do K2, drugiej co wysokosci
gory $wiata w masywie Karakorum, uwazanej za najtrudniejszy do zdobycia
szczyt powyzej 8.000 m n.p.m., co ma sugerowa¢ stopien trudnosci badania

tych rozmaitosci.

O ile powierzchnie K3 fascynowaly matematykéw co najmniej od potowy ze-
sztego wieku, o tyle ich zespolone trojwymiarowe odpowiedniki (ktore juz nie
sa rozmaitosciami hyperkdhlerowskimi) zyskaly stawe w latach dziewieé¢dziesia-

tych dzieki teorii strun z fizyki teoretycznej, a przede wszystkim, dzieki hipo-
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tezie lustrzanej, ktora dobrze sie formutuje w jezyku czysto matematycznym.
Od tego czasu badanie rozmaitosci Calabi-Yau w wymiarze trzy i wyzszych, i
znajdowanie ich topologicznych i holomorficznych niezmiennikoéw, w szczegol-
noéci ich liczb Hodge’a, jest motywacja do wielu prac matematycznych, w tym

i recenzowanej rozprawy doktorskiej.

Istnieja dwa standardowe sposoby konstruowania rozmaitosci Calabi-Yau: jako
zupelne przeciecia w "tatwiejszych" rozmaitosciach, na przyktad w rozmaito-
Sciach torycznych, lub jako rozwiazania ilorazéow przy dzialaniu grup skon-
czonych na rozmaitosciach abelowych (torusach zespolonych), lub innych roz-
maito$ciach Calabi-Yau i ich produktach. Ta druga konstrukcja jest czasami
nazywana uogoélniong konstrukcja Kummera, jako ze klasyczna powierzchnia
Kummera jest otrzymana z zespolonego torusa podzielonego przez inwolucje.
Oczywiscie dzialanie grupy w tej konstrukcji musi by¢ tak dobrane, zeby ist-
niato rozwigzanie osobliwo$ci ilorazu, ktore jest rozmaitoscia Calabi-Yau; takie
rozwigzania nazywamy krepantnymi (nazwa jest kalka z angielskiego neologi-
zmu, nie ma chyba dobrego polskiego odpowiednika). Recenzowana rozpra-
wa zajmuje sie tym wtasnie przypadkiem: punktem wyjscia jest praca Cynka
i Hulka dotyczaca rozmaitosci Calabi-Yau otrzymanych z ilorazéw dziatania
produktu grup cyklicznych na produkcie krzywych eliptycznych (rozdzial 3
rozprawy) oraz konstrukcja Borcea i Voisin, w ktorej z kolei mamy dzialanie
grupy cyklicznej na produkcie powierzchni K3 i krzywej eliptycznej. Konstruk-

cja Borcea-Voisin jest uogolniona na wyzsze wymiary w rozdziale 5 rozprawy.

Jednym z kluczowych rezultatéw rozprawy, pozwalajacym na policzenie nie-
zmiennikow badanych rozmaitoéci Calabi-Yau, jest twierdzenie 2.3.3, ktore za-
wiera formule na liczby Hodge’a rozwigzania krepantnego ilorazu produktu
rozmaitosci Calabi-Yau, na ktoérych dziata ustalona grupa cykliczna. Korzy-
stajac z formuty Chena-Ruana na kohomologie orbifoldowe, twierdzenia Yasu-
dy i formuty Kiinnetha, autor podaje formute na liczby Hodge’a rozwigzania
krepantnego ilorazu. W dowodzie autor korzysta z funkcji generujacej dla liczb
Hodge’a, ktora pozwala przedstawic¢ je jako wspotczynniki w pewnych wielo-
mianach Puiseaux, co z kolei pozwala w miare wygodnie je liczy¢. Jest to wy-
korzystane w rozprawie dla policzenia liczb Hodge’a rozmaitos$ci Cynka-Hulka

w rozdziale 3 i wyzej wymiarowych rozmaitos$ci Borcea-Voisin w rozdziale 5.

W przypadku rozmaitosci Calabi-Yau zdefiniowanych nad liczbami wymierny-
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mi mozna rozpatrywaé ich redukcje zdefiniowane nad skonczonymi ciatami i
badac ich topologie korzystajac z hipotezy postawionej przez wspomnianego
juz Weila, a dowiedzionej w kolejnych pracach przez Dworka, Grothendiecka
i, ostatecznie, przez Deligne’a. Funkcja zeta liczaca punkty nad skonczonymi
redukcjami danej rozmaitosci, pozwala policzy¢ charakterystyke Eulera rozma-
itosci nad liczbami zespolonymi. Dla rozmaitosci z dziataniem grupy skoriczonej
Rosen rozszerzyl idee Chena i Ruana by zdefiniowa¢ orbifoldows wersje funk-
cji zeta, ktora dla rozwigzan krepantnych ilorazéw pokrywa sie z funkcja zeta
rozwigzania. Kluczowym rezultatem dla tego watku rozprawy jest twierdzenie
2.7.1, ktore podaje formute na funkcje zeta rozwiazania krepantnego ilorazu
produktu rozmaitosci Calabi-Yau z dziataniem ustalonej grupy cyklicznej. Po-
dobnie jak twierdzenie 2.3.3, i ten rezultat jest wykorzystany w rozdziatach
3 1 5 by policzyé¢ funkcje zeta dla rozmaitoéci Cynka-Hulka i uogoélnionych

rozmaitosci Borcea-Voisin.

Rozdzial 3 rozprawy po$wiecony rozmaitosciom Cynka-Hulka zawiera jeszcze
dwa oryginalne rezultaty autora, ktorych waga jest mniejsza niz wymienio-
nych powyzej twierdzeni, bo dotycza one dosy¢ specyficznych sytuacji. Pierw-
szy 7z nich to alternatywna metody uzyskiwania liczb Hodge’a dla tego typu
rozmaitosci. Drugi rezultat to rozwigzanie osobliwosci ilorazowych produktu
rozmaitodci, na ktorych dziata grupa cykliczna rzedu 6: ten rezultat jest na-
turalnym uzupelnieniem pracy Cynka i Hulka, w ktérej rozpatrzone zostaly
pozostate przypadki prowadzace do rozwazanych przez nich rozmaitosci. Kon-
strukcja rozwigzania jest przeprowadzona metodami torycznymi przez poda-
nie odpowiedniej triangulacji sympleksow odpowiadajacych otrzymanym oso-
bliwo$ciom; podobna konstrukcja jest wykorzystana w jednym z przyktadow

badanych w rozdziale 5.

Rozdzial 6 rozprawy dotyczy trojwymiarowych rozmaitosci Calabi-Yau, ktore
sa otrzymane przez rozwiazanie krepantne ilorazu produktu wtoknistego po-
wierzchni eliptycznych z inwolucjami (pochodzacymi od cie¢). Motywacja do
rozpatrywania tej sytuacji jest praca Michata Kapustki z 2009 roku, w ktorej
rozmaitosci tego typu byly rozpatrywane. W tym krotkim rozdziale rozprawy
autor podaje metode znajdowania sktadowych punktow statych inwolucji pro-
duktu, co umozliwia policzenie niezmiennikéw otrzymanej rozmaitosci Calabi-
Yau. Podana metoda driata bardzo dobrze dla powierzchni eliptycznych zada-

nych rownaniem typu Weierstrassa, co jest zilustrowane na przyktadzie jednej
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z powierzchni Beauville’a.

Rownie krotki rozdziat 4 rozprawy dotyczy rozmaitosci Zariskiego, czyli rozma-
itosci nad ciatem dodatniej charakterystyki, ktore sa wymiernie dominowane
(w sposOb nieseparowalny) przez rozmaitosci wymierne. W tej czeSci rozpra-
wy autor pokazuje, ze niektére z rozmaitosci Calabi-Yau otrzymanych przez
konstrukcje Cynka i Hulka sa w pewnych dodatnich charakterystykach domi-
nowane przez rozmaitosci wymierne. W tym celu wykorzystana zostaje argu-
mentacja z pracy Katsury i Schiitta, ktorzy zastosowali podobny pomyst dla

skonstruowania powierzchni Zariskiego.

Rozprawa jest niezwykle obszerna, ma 140 stron, i powstata na bazie trzech
preprintow, ktore sg umieszczone na serwerze arxiv.org. Cze$¢ dotyczaca roz-
maitosci Cynka-Hulka zostata juz opublikowana w zesztym roku, w dobrym
czasopismie Mathematische Nachrichten. Rozmaito$ci Borcea-Voisin dotyczy
artykut opublikowany trzy lata temu w tomie wydanym przez Centrum Bana-
cha, ale gléwne rezultaty rozprawy na ten temat sa w pracy, ktora pojawita
sie w formie preprintu dopiero w lipcu biezacego roku i zapewne jest zlozona

do recenzji.

Kilkustronicowy wstep do rozprawy podaje motywacje prowadzonych badan
oraz pokrotce przedstawia zawartosé pracy. Jako recenzent doceniam zwtaszcza
przedstawienie oryginalnego wktadu autora i najwazniejszych rezultatow roz-
prawy, ktore sa wyszczegolnione we wstepie. Obszerny rozdziat 2 jest szerokim
przedstawieniem materiatu zwigzanego z tematyka poruszang w rozprawie. W
tym rozdziale znajduja sie rowniez dwa kluczowe rezultaty autora, twierdzenia
2.3.3 i oraz 2.7.1, o ktorych napisalem powyzej. Uwazam, ze w przeciwien-
stwie do krotkich artykulow badawczych, kazda powazna rozprawa powinna
zawiera¢ czes¢ wprowadzajaca czytelnika w najwazniejsze pojecia poruszane
w pracy. Doceniam wiec przedstawienie przez autora odpowiedniego materiatu
w rozdziale 2, wraz z przyktadami. Z drugiej strony jednak, mam wrazenie, ze
czes¢ materiatu podana zostala na zapas; na przyktad podana jest klasyfikacja
skoriczonych podgrup grupy SL w wymiarze 2 i 3 (sekcje 2.1.2 1 2.1.4), nie

widze jednak gdzie te rezultaty sa uzywane w rozprawie.

Zasadniczo, rozprawa jest napisana w sposOb staranny, zaréwno pod wzgle-
dem redakcyjnym jak i jezykowym. Jako recenzent musze jednak skupié¢ sie

na niedociaggnieciach, ktore zauwazylem. W czytaniu pracy przeszkadzal mi
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przede wszystkim enigmatyczny sposoéb podawania odno$nikéw do bibliografii.
Poza nielicznymi wyjatkami, autor podaje odno$nik do artykutu lub ksigzki
nie precyzujac numeru lematu, twierdzenia lub sekcji, do ktorej sie odnosi.
Taki sposéb odnoszenia sie do materiatu, na ktérym praca bazuje, jest bar-
dzo uciazliwy dla czytelnika, ktory probuje zweryfikowac jej rezultaty. Sprawe
komplikuje dodatkowo to, ze niektore sformutowania przedstawione w rozpra-
wie niekoniecznie muszg sie pokrywac z oryginalnymi, a sa jedynie 7z nich wy-
wiedzione, co nie jest jednocze$nie zaznaczone. Na przyklad, w rozdziale 6
rozprawy podane sg rezultaty wynikajace z artykulu Michata Kapustki, ale
ich przedstawienie sugeruje, ze sa wziete z tej pracy. Pozostale uwagi doty-
czace bibliografii sg zdecydowanie mniejszego kalibru: nie rozumiem dlaczego
piszac o hipotezie Weila, ktora "od 1974 roku jest twierdzeniem", autor roz-
prawy nie podal odnosnika do pracy Deligne’a, nie rozumiem réwniez dlaczego

przestawiono kolejnos¢ nazwisk autoréow pracy Katsury i Schiitta.

W czesci recenzji dotyczacej redakeji rozprawy, chcialbym rowniez zwrocié
uwage na kolizje oznaczen: jest to problem trudny do unikniecia, jednak w
przypadku "zmiennych globalnych", czyli oznaczen standardowych uzywanych
dla danej grupy obiektow przedstawianych w pracy, warto zadbac¢ o unikniecie
takich kolizji. W rozprawie X (czasami z indeksami) oznacza rozmaitosé, skta-
dowa punktow statych itd., jednak w definicji 2.3.2 litera X pojawia sie jako
formalna zmienna. W sekcji 2.6 litera L oznacza szereg, a tuz na nastepnej
stronie, w sekcji 2.7, L oznacza endomorfizm; litera i wystepuje z regulty jako

indeks ale w rozdziale 6 pojawia si¢ jednocze$nie jako inwolucja.

Na koniec kilka uwag o charakterze merytorycznym: Wprowadzenie kluczowe]
definicji nie-symplektycznego dziatania grupy cyklicznej na rozmaitosci Calabi-
Yau jest zrobione "w biegu" w sekcji 2.3, nie podano osobnej definicji, przy
czym brakuje mi zatozenia, ze pierwiastek &; powinien byé¢ pierwotny. Lemat
2.3.1 jest sformutowany w sposéb nie do konica jasny: dziatanie grupy podane
jest na produkcie kartezjaniskim przestrzeni wektorowych, zas sktadowe punk-
tow statych sg liczone na jego podniesieniu do produktu tensorowego. Dowody
kluczowych twierdzen 2.3.3 11 2.3.7 sa bardzo zwiezte i trudne do przesledzenia;
na przyktad, w dowodzie 2.3.3 warto poda¢ uzasadnienie dlaczego sumowanie w
formule Kiinnetha jest robione po podanym zbiorze indekséw, podobna uwaga

dotyczy dowodu 2.7.1.
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Podsumowanie. Podane powyzej uwagi maja charakter czysto techniczny i nie
wplywaja istotnie na moja bardzo pozytywna ocene rozprawy. Uwazam, ze
przedstawiona rozprawa spetnia wszystkie warunki postulowane zaré6wno w
art. 13. Ustawy o stopnia naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i
tytule w zakresie sztuki z 14 marca 2003, z pdzniejszymi zmianami (Dz. U.
2017, poz. 1789), jak i w art. 187. Ustawy Prawo o szkolnictwie wyzszym i
nauce, 7z dnia 20 lipca 2018 roku. W zwiagzku 7 tym, z pelnym przekonaniem
rekomenduje dopuszczenie autora rozprawy do kolejnych etapéw postepowania

w sprawie nadania stopnia doktorskiego.

W mojej ocenie przedstawiona rozprawa nie jest przecietna: na uwage zashu-
guje szerokie podejscie do tematyki badan zaprezentowane przez autora, ktoére
wskazuje na jego kompetencje w réznych dziatach geometrii algebraicznej wy-
chodzace poza waska specjalizacje prezentowang czasem w rozprawach doktor-
skich. Z drugiej jednak strony, uzyskane przez niego rezultaty nie wydaja sie na
tyle ogolne, zeby mogly w sposob istotny wptynaé¢ na dziedzine, ktorej praca
dotyczy. Dlatego tez, oceniajac prace wysoko, wstrzymuje sie od wnioskowa-
nia o jej wyrdznienie, przyjmujac, ze wyréznianych powinno by¢ istotnie mniej
niz 10% prac doktorskich. O ile jednak praktyka instytucji nadajacej doktorat
dopuszcza wyrdznianie wiekszej liczby rozpraw, to jestem sktonny zaglosowac

za wnioskiem o jej wyrdznienie.
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