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Pan magister Dominik Burek jest doktorantem w Instytucie Matematyki Uniwersytetu
Jagielloriskiego w Krakowie. Jego rozprawa doktorska nosi tytut:
Arytmetic properties of finie quotiens of Calabi-Yau type manifolds.
Rozprawa zostata napisana pod kierunkiem prof. dr hab. Stawomira Cynka.

Rozmaitosci Calabi-Yau nalezg do najintensywniej badanych rozmaitosci w geometrii
algebraicznej i fizyce matematycznej. W swojej rozprawie doktorskiej Dominik Burek
konstruuje rodziny rozmaitosci Calabi-Yau oraz oblicza ich liczby Hodge’a oraz funkcje zeta.
Przypomnijmy, ze rozmaitos¢ Calabi-Yau to zespolona gtadka rzutowa (Kdhlera) rozmaitosé X
spetniajagca Ky = Oy oraz H'Oy =0 dla 0 < i < dim X. Dla zwartej zespolonej
rozmaitosci X, liczby Hodge'a zdefiniowane sa jako h*/(X) = dimcH/QY(X) dla
0<i,j<dmX.

Niech q = p”* bedzie potega liczby pierwszejiniech X/F, bedzie rozmaitoscig
zdefiniowang nad  F;. Woweczas funkcja zeta rozmaitosci X /IF, jest zdefiniowana jako

s e .
Zy(8) = exp (Tiz Nor -5) € qQle]],
gdzie N,r jestliczbg FF,r-wymiernych punktow X.

Przypomnijmy jeszcze, ze rozmaitosc typu Calabi-Yau to zespolona gtadka rzutowa
(Kahlera) rozmaitosc¢ X spetniajgca wy = Oy.

To s3 kluczowe definicje dla rezultatéw rozprawy.

Niech X;,i=1,..,n bedarozmaitosciami typu Calabi-Yau z czysto nie-symplekty-
cznymi automorfizmami  ¢; 5: X; — X; stopnia d. Rozwazmy grupe

Gan = {(my,...,my) €Z}: my+ - +m, =0} = 781!

ktora dziata symplektycznie na X; X ... X X,, przez cp?;" na i-tym czynniku. Przypusémy,

ze istnieje krepantna desingularyzacja X, ilorazu



xd,n =Xy XXy X .. XXn/
Z?1~1
d

Wowczas Xy, jest rozmaitoscig typu Calabi-Yau.

W Twierdzeniu 2.3.3 autor podaje wzér na liczby Hodge’a X, uzywajac

kohomologii Chena-Ruana.
W Twierdzeniu 2.7.1 podany jest wzor na funkcje zeta tej krepantnej desingularyzacji.

W rozdziale 3 w Twierdzeniu 3.2.3, autor podaje konstrukcje torycznej krepantne;

n
desingularyzacji ilorazu EG/Zn_l . Jest to rozszerzenie konstrukcji Cynka-Hulka dla
6

krzywych eliptycznych Eg wyposazonych w czysto nie-symplektyczny automorfizm rzedu 6.

W rozdziale 3.3 autor wylicza na 2 sposoby liczby Hodge’a rozmaitosci Cynka-Hulka
Xgn- Jedna metoda jest zastosowana w Twierdzeniu 3.3.1. Druga metoda jest opisana

w rozdziale 3.3.5.

W rozdziale 3.4, autor wylicza funkcje zeta rozmaitosci Cynka-Hulka X4 n- Funkcja
zeta rozmaitosci X, zalezy od jawnego modelu krzywej eliptycznej E; nad Z. W obliczeniu
funkcji zeta wykorzystywane jest Twierdzenie 2.7.1.

Rozdziat 4 poswigcony jest rozmaitosciom Zariskiego. Rozmaito$¢ algebraiczna
(niewymierna) X wymiaru n nad ciatem algebraicznie domknietym charakterystyki p > 0
jest rozmaitoscig Zariskiego gdy istnieje czysto nierozdzielcze dominujace odwzorowanie
wymierne P" > X stopnia p. Autor wykorzystuje konstrukcje Cynka-Hulka, aby rozszerzy¢
twierdzenie Katsury-Schuetta na wyzej wymienione rozmaitosci Calabi-Yau, ktére sa
rozmaitosciami Zariskiego. Kluczowe rezultaty rozdziatu 4 orzekaja, ze rozmaitoéci Calabi-Yau

7 v n
ES/FZ =Xz, , E4/H5 =Xun » Ef’/js = X4 S9 rozmaitosciami Zariskiego.

Jako wnioski autor otrzymuje nastepujace rezultaty:

- W kazdej nieparzystej charakterystyce p # 1 (mod 12) istnieje rozmaito$¢ Zariskiego
Calabi-Yau dowolnego wymiaru.

- W dowolnej nieparzystej charakterystyce p # 1 (mod 12) istnieje uniwymierna
rozmaitosc Calabi-Yau dowolnego wymiaru.

W rozdziale 5, autor bada rozmaitosci Calabi-Yau typu Borcea-Voisin. Doktadniej
konstruowane sg wyzej wymiarowe uogdlnienia klasycznej konstrukcji Borcea-Voisin,
obliczone ich liczby Hodge’a oraz funkcje zeta. Konstrukcje Borcea-Voisin sg wazne z punktu
widzenia symetrii lustrzanej. Niech E bedzie krzywa eliptyczng, za$ S bedzie powierzchnia
K3, obie posiadajace nie-symplektyczne inwolucje aj i ag . Rozwaimy iloraz
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S X E/as X ap - Ten iloraz jest osobliwy i ma osobliwosci cykliczne. Krepantna

desingularyzacja S X E/as X ag jest rozmaitoscig Calabi-Yau z liczhami Hodge'a
ht1 =11+45N'—N oraz h%? =11+5N - N’,

gdzie N jest liczba krzywych w Fix(ag) ,zas N’ jest sumg genusdw wszystkich tych
krzywaych. Voison uzyta tej konstrukcji do otrzymania ,partnera zwierciadlanego”.
Cattaneo i Garbagnati uogdlnili konstrukcje Borcea-Voisin do nie-symplektycznych
automorfizmoéw powierzchni K3 wyzszych stopni. Obliczyli oni liczby Hodge’a otrzymanych
rozmaitosci uzywajgc ich krepantnych desingularyzacji.

Autor rozprawy podaje wyzej wymiarowe uogolnienie klasycznej 3-wymiarowej

. . .. . ) w Fo1 )
rozmaitosci Borcea-Voisin, rozwazajac krepantng desingularyzacje Sa X By /Gd . Tutaj
,1

d € {2,3,4,6}, Sy jest powierzchnig K3 z nie-symplektycznym automorfizmem stopnia d ,
E, jest krzywg eliptyczng z niesymplektycznym automorfizmem stopnia d. Grupa

Gan ={(my, ....my) €Zy:my + - +m, =0} =731
z d

dziata w sposéb naturalny na S, x E7!. Autor dowodzi, ze istnieje krepantna desingulary-

8y RET

zacja rozmaitosci G’ ktora jest rozmaitoscig Calabi-Yau wymiaru n + 1.
1

W dalszym ciggu rozdziatu 5., autor wylicza liczby Hodge’a i funkcje zeta tej rozmaitosci
Calabi-Yau.

Przejdzmy do podsumowan. Autor rozprawy uzyskat szereg wartosciowych
rezultatéw na temat desingularyzacji krepantnych, liczb Hodge’a i funkji zeta. Sa to
Twierdzenia 2.3.3, 2.7.1, 3.2.3, 3.3.1, 3.35, 433, 435, 437, 531, 571, 5.7.2.
Umiejetnie zastosowat on szereg technik geometrii algebraicznej zwigzanych z
rozmaitosciami typu Calabi-Yau. W swoich rozwazaniach ulepsza on rezultaty takich
matematykow jak Cynk i Hulek, Borcea i Voisin, Cattaneo i Garbagnati oraz Katsura i Schuett.

Strona redakcyjna jest bardzo dobra. Praca napisana jest jasno i poprawnie. Obszerna
czesc wstepna ufatwia czytanie tej rozprawy. Praca jest bardzo ,techniczna”, zawiera wiele
dos¢ skomplikowanych wzoréw. Pomimo to nie udato mi sie w nich znale#¢ 7zadnego
istotnego btgdu (poza kilkoma nieistotnymi , literowkami”).

Dominik Burek jest autorem 4 prac opublikowanych w Mathematische Nachrichten,
International Journal of Number Theory, Journal of Pure and Applied Algebra oraz Banach
Center Publications.



Uwazam, ze wyniki uzyskane przez Dominika Burka sg bardzo ciekawe i swiadczg nie
tylko o doskonatym opanowaniu ,rzemiosta” przez ich autora, ale rowniez o jego
niewatpliwym talencie.

Bioragc powyisze pod uwage, stwierdzam, ze praca doktorska Pana mgr Dominika
Burka spetnia wszystkie wymagania stawiane rozprawom doktorskim w Ustawie
o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki
(DZ.U. z 2016r. poz. 882) i wnosze o jej dopuszczenie do publicznej obrony.

Ponadto wnosze o wyrdznienie tej rozprawy.
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