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Recenzja rozprawy doktorskiej Bartosza Sobolewskiego

Last non-zero digits and p-adic valuations of special sequences

Rozprawa doktorska Bartosza Sobolewskiego traktuje o wlasnosciach pewnych ciagoéw re-
kurencyjnych definiowanych przy pomocy zapisu cyfrowego liczb. Wychodzac od jakiegos
ciagu liczbowego, na przyktad od ciagu silni kolejnych liczb catkowitych nieujemnych,

1,1,2,6,24, 120, 720, 5040, 40320, 362880, 3628800 . . .,

patrzymy na ostatnia niezerowq cyfre w kolejnych wyrazach i badamy nowy ciag sktadajacy

sie z tych cyfr:
1,1,2,6,4,2,2,4,2,8,8,....

W 1967 Kakutani dowiodl, ze ciag ten jest 5-automatyczny, co oznacza, ze mozna go wyge-
nerowac przez automat skonczony nad alfabetem rozmiaru 5.

Oczywiscie mozna wyobrazi¢ sobie rozmaite warianty tego zagadnienia, w ktérych zmienia-
my wyjsciowy cigg, podstawe systemu liczbowego, a takze liczbe i umiejscowienie interesuja-
cych nas cyfr. Zagadnienia tego typu sa powiazane z teorig ergodyczna, teorig automatow czy
rownaniami Diofantycznymi. Niektore stawne, od lat otwarte problemy teorii liczb maja po-
dobny charakter. Nie wiadomo, na przyktad, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych,
ktorych zapis cyfrowy sktada sie z samych jedynek. Pytanie to w systemie dwojkowym jest
réwnowazne zagadnieniu liczb pierwszych Mersenne’a (sa to liczby pierwsze postaci 27 — 1).

Przedlozona rozprawa zawiera szereg ciekawych wynikow dotyczacych wtasnosci ciagow
otrzymywanych w okreslony sposéb z zapisu cyfrowego réznych wyjsciowych ciggéw liczbo-
wych.

W rozdziale 2 wyjsciowym ciagiem jest cigg silni n! kolejnych liczb catkowitych nieujem-
nych. Autor rozwaza ogdlniejszy wariant problemu Kakutani’ego, w ktérym bada ciggi licz-
bowe utworzone z ostatniego bloku d kolejnych cyfr silni niekoriczacego sie zerem (ciag ten
jest oznaczany przez l4(n!)). W gtéwnym wyniku rozdziatu (Twierdzenie 2.2) wyznaczo-

ny jest zbiér podstaw b, przy ktérych ciag ten jest p-automatyczny (gdzie p jest szczegdlna
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liczba pierwsza z rozktadu b na czynniki pierwsze). Jest to daleko idace uogdlnienie nie-
co wezesniejszego rezultatu Lipki, ktory dotyczyt przypadku jednocyfrowego. Co ciekawe, w
przypadku podstaw b dajacych ciagi nieautomatyczne wykazano, ze zgadzaja sie one z cig-
gami p-automatycznymi na zbiorze o gestosci 1. Wyniki te uzupehia eleganckie twierdzenie
moéwigce o czestoscl wystepowania wyrazéw w ciagach cyfrowych ¢, 4(n!) (Twierdzenie 2.3).
Czestosc¢ ta pozostaje taka sama na podciagach biegnacych po dowolnych postepach arytme-
tycznych. Wyniki tego rozdziatu zostaty opublikowane w bardzo dobrym czasopismie Acta
Arithmetica.

W rozdziale 3 badane sa podobne ciagi cyfrowe ¢, 4(f(n)) tworzone na bazie wielomianéw
(lub ogdlniejszych funkeji analitycznych p-adycznych). W gtéwnym wyniku rozdziatu podano
petna charakteryzacje wlasnosci automatycznych tych ciggéw w zaleznosci od parametrow
b, d oraz zadanej funkcji f (Twierdzenie 3.17). Rezultaty te sa do$¢ ogdlne i techniczne, ale
pozwalaja na uzyskiwanie ciekawych wnioskow dla konkretnych ciagéw f(n), w tym ciagéw
rekurencyjnych. Na przyktad, jezeli F,, jest n-ta liczba Fibonacci’ego, to ciag ¢1o(F,) (ostat-
nia niezerowa cyfra w zapisie dziesietnym liczby F,,) jest 10-automatyczny (Przyktad 3.7).
Roéwnolegle autor bada ciagi stowarzyszone L(f(n)) powstajace przez odciecie wszystkich
konicowych zer w zapisie liczby f(n) przy podstawie b. W podobny sposéb charakteryzuje
zbidr tych liczb b, k, dla ktérych otrzymany w ten sposéb ciag jest k-regularny (Twierdzenie
3.18).

Rozdziat 4 poswiecony jest ciaggom rekurencyjnym typu Fibonacci’ego dowolnego rzedu k
(kolejny wyraz jest suma k ostatnich wyrazéw). Autor bada waluacje 2-adyczne takich ciagdw,
czyli ciagi postaci vp(F ")), gdzie F®) jest ciggiem Fibonacci’ego rzedu k za$ v5(n) oznacza
wyktadnik z jakim liczba 2 wchodzi w rozktad n. Gtéwny wynik rozdziatu (Twierdzenie 4.2)
podaje doktadny wzoér na ciagi waluacji, z ktérych wynika ich 2-regularnosé (przy k > 4).
Ponadto, w dalszej czesci pokazano ciekawe zastosowania uzyskanych wynikéw do rozwiazy-
wania rownan Diofantycznych pewnego specyficznego typu. Na przyktad, dowiadujemy sie
(Twierdzenie 4.18), ze przy ustalonym d, jedynie skoficzona liczba wyrazéw ciggu n! rozktada
sie na iloczyn d uogdélnionych liczb Fibonacci’ego (rzedu parzystego k > 4). Ponadto, mozna
efektywnie wyliczy¢ stala ograniczajaca wielko$¢ wszystkich rozwiazan. Oprocz tego, kolejny
rezultat (Twierdzenie 4.24) podaje pelna informacje o reprezentacji uogdlnionych liczb Fibo-
nacci’ego (rzedu parzystego k > 4) w postaci pewnych form kwadratowych. Rezultaty tego
rozdziatu zostaly opublikowane w bardzo dobrym czasopismie Journal of Number Theory.

Metody dowodowe stosowane w pracy sg w zasadzie elementarne, jednak dos¢ trudne tech-
nicznie. Stanowia pomystows kompilacje analizy p-adycznej, metody morfizméw i tworczego
wykorzystania wtasnych oraz istniejacych wynikéw. O stopniu ztozonosci rozumowan $wiad-
czy chocby taczna liczba lematéw w pracy, ktéra wynosi 34.

Praca jest bardzo dobrze zredagowana. Liczne przyktady i uwagi znakomicie ilustruja i
uzupetniaja nietatwa miejscami materi¢. Dzigki temu lektura pracy jest catkiem przyjemna.
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Wtasciwie dostrzegtem tylko jedna niedoskonatosé, a mianowicie w sformutowaniu Twierdze-
nia 3.5 wystepuje funkcja Carmichaela A\, ktorej definicja pojawia si¢ po raz pierwszy dopiero
kilka stron dalej.

Podsumowujac, stwierdzam, ze praca Bartosza Sobolewskiego to bardzo dobry doktorat
zawierajacy szereg nowych i wartosciowych rezultatéw dotyczacych ciekawej tematyki ciggdow
bazujacych na cyfrowych rozwinieciach liczb. Wiekszo$¢ wynikow wzmacnia czy uogolnia do-
konania znanych w teorii liczb autoréw (Kakutani, Luca, Ruzsa, itd.). Ich uzyskanie $wiadczy
o bardzo dobrym opanowaniu warsztatu badawczego oraz znakomitej intuicji i erudycji w za-
kresie tematyki pracy. Uwazam zatem, ze przedlozona rozprawa doktorska spetnia wymogi
ustawowe 1 wnosze o dopuszczenie Bartosza Sobolewskiego do dalszych etapow przewodu
doktorskiego.
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