Streszczenie

Tematem niniejszej rozprawy jest badanie rozwinie¢ w réznych bazach wyrazéw
specjalnych ciggéw liczbowych, takich jak silnie, ciagi zadane przez rekurencje lin-
iowa, wartosci funkeji p-adycznych analitycznych dla argumentéw naturalnych. In-
teresujgce nas cechy rozwinie¢ to przede wszystkim ostatnie bloki cyfr niezakoriczone
zerem, a takze waluacja p-adyczna v,. Naszym gléwnym celem jest scharaktery-
zowanie sytuacji, w ktorych wartosci powyzszych funkcji obliczonych dla kolejnych
wyrazéw odpowiednich ciggéw tworzg ciagi automatyczne lub regularne.

Rozdziat 1 stanowi wprowadzenie do gltéwnych poje¢ i narzedzi znanych w liter-
aturze i uzywanych w dalszym ciggu pracy. W pierwszej czeéci rozdziatu zdefiniowane
sg ciggi automatyczne i regularne oraz podany jest przeglad ich najwazniejszych wtas-
noéci. Druga cze$é rozdziatu dotyczy konstrukcji ciata liczb p-adycznych oraz pod-
stawowych faktow z zakresu analizy p-adycznej.

Rozdzial 2 jest oparty o prace autora i po§wigcony badaniu ciggu opisujacego
ostatni niezakoriczony zerem blok d cyfr w zapisie n! dla kolejnych n. Podany
jest warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby rozwazany cigg byl automaty-
czny. Co wiecej, obliczona jest czestotliwo$¢ wystepowania w nim poszczegdlnych
wartoéci. Otrzymane wyniki stanowig uogélnienie i uzupelnienie prac autoréw takich
jak Deshouillers, Luca, Ruzsa, Lipka, Byszewski, Konieczny.

W Rozdziale 3 rozwazamy ostatnie niezakoriczone zerem bloki w zapisie f(n), gdy
f jest p-adyczng funkcja analityczng lub wielomianem. Przedstawiona jest klasy-
fikacja takich f, ze otrzymany dla ustalonej bazy ciag blokéw jest, odpowiednio,
automatyczny lub regularny. W przypadku, gdy baza jest potega liczby pierwszej,
opisane wyniki okazujg sie blisko powigzane z rezultatami Bella oraz Shu i Yao doty-
czacymi v,(f(n)). Ponadto, otrzymujemy takze peiny opis w sytuacji, gdy rozwazana
baza ma dwa lub wiecej czynnikéw pierwszych.

Rozdzial 4 pogwiecony jest obliczeniu waluacji 2-adycznej wyrazow uogdlnionych
ciggéw Fibonacciego (t,(k))n>0, zadanych przez rekurencje liniows stopnia k. Zagad-
nienie to bylo rozwazane przez Lengyela i Marquesa dla k = 2,3,4,5. W oparciu o
prace autora wyznaczamy dla k > 4 parzystego wzor na v(t,(k)), z ktérego wynika,
ze cigg ten jest 2-regularny. Podajemy réwniez alternatywny dowéd na czgsciowy
wzér dla k > 5 nieparzystego z pracy Younga. Otrzymane wyniki sg zastosowane do
rozwigzania pewnych réwnati diofantycznych zawierajacych ¢, (k).
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Abstract

This thesis is devoted to the study of base-b expansions of the terms of special
number sequences, such as factorials, linear recurrence sequences, and p-adic analytic
functions evaluated at nonnegative integers. We are interested primarily in the last
blocks of digits not ending with zero and the p-adic valuation v,. Our main goal is to
characterize the situation when the above functions evaluated at subsequent terms of
considered sequences form automatic or regular sequences.

Chapter 1 serves as an introduction to main notions and tools known in the
literature and used throughout the thesis. In the first part of the chapter the definition
of automatic and regular sequences is provided, together with a survey of their key
properties. The second part concerns the construction of the field of p-adic numbers
as well as basic facts from p-adic analysis.

Chapter 2 is based on the author’s work and dedicated to the investigation of the
sequence describing the last block of d digits not ending with zero in the expansion of
n! for subsequent n. A necessary and sufficient condition is given for the automaticity
of the considered sequence. Moreover, the frequency of each value in this sequence
is computed. The obtained results generalize and complement the works of authors
such as Deshouillers, Luca, Ruzsa, Lipka, Byszewski, Konieczny.

In Chapter 3 we consider the last blocks of digits not ending with zero in the
expansion of f(n), when f is a p-adic analytic function or a polynomial. We provide
a classification of f such that for a fixed base the resulting sequence of blocks is
automatic or regular, respectively. In the case of a prime power base the described
results turn out to be closely related to the work of Bell, Shu and Yao on v,(f(n)).
Moreover, we also obtain a full description when the considered base has several prime
factors.

Chapter 4 is devoted to calculating the 2-adic valuation of the terms of general-
ized Fibonacci sequences (t,(k)),>o, defined by a linear recurrence of order k. This
problem has been considered by Lengyel and Marques for £ = 2,3,4,5. Based on
the author’s paper we derive for £ > 4 even a formula for 1,(t,(k)), which implies 2-
regularity of this sequence. We also provide an alternative proof for a partial formula
in the case of £ > 5 odd from the paper of Young. The obtained results are applied
to solving certain Diophantine equations involving the terms ¢,(k).
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