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Opinia o rozprawie doktorskiej magistra Michala Kozdeby
zatytulowanej

” Projekcje minimalne w przestrzeniach funkcji mierzalnych ”

Teoria projekcji minimalnych w przestrzeniach Banacha ma liczne i wazne zastosowania w teorii
aproksymacji i analizie funkcjonalnej ( zob. V.P. Odinets and G. Lewicki, Minimal projections in
Banach spaces, Lectures Notes in Math., 1449, Springer , Berlin , 1990).

Przypomnijmy, ze projekcja Py z przestrzeni Banacha S na jej domknigta podprzestrzen T nazywa
si¢ minimalna, jezeli || Py || = inf (||P||: P € P(S,T) ) , gdzie P(S,T) jest zbiorem wszystkich
ograniczonych liniowych projekcji z przestrzeni S na przestrzen T. Gldwne problemy rozwazane w
tej teorii to istnienie projekcji minimalnych, jedynos¢ projekcji minimalnych, efektywne wzory na
projekcje minimalne oraz oszacowania norm projekcji minimalnych.

Rozprawa doktorska mgra. Michata Kozdgby pos$wigcona jest znalezieniu postaci projekcji
minimalnych oraz wykazaniu jedynosci projekcji minimalnych na pewnych przestrzeniach Banacha
funkcji mierzalnych.

Rozprawa sklada si¢ z czterech rozdziatéw. W rozdziale pierwszym, ktory pelni role wstepu,
zebrane sa niezbgdne definicje i twierdzenia wykorzystywane w rozprawie. W szczegdlnosci,
przytoczone sg tutaj twierdzenia W. Rudina (Twierdzenie 1.5 i Twierdzenie 1.6) , ktére odgrywaja
kluczowa rolg w dowodach gtownych wynikéw rozprawy. Oryginalne wyniki autora zawarte sa w
pozostatych rozdziatach rozprawy.

Niech X, Y, Z bedg zbiorami skofczonymi i niech S =1L, (X x Y x Z) oznacza przestrzen
Banacha ( z p-norma ) ztozong z wszystkich funkcji f: X x Y x Z — K ( = ciato liczb rzeczywistych
lub zespolonych). Niech T = Ly(X x Y) + L(X x Z) + L (Y x Z) bgdzie podprzestrzenia S zfozong z
funkeji zaleznych od dwoch zmiennych. Przestrzei S  mozna interpretowaé jako przestrzen
» macierzy trojwymiarowych” M(n,m,r), ktorej elementami sa zestawy nz klasycznych macierzy o
wymiarach nx na nz . Niech G bedzie grupa skonczona generowana przez permutacje plaszczyzn
macierzy z ich skladaniem jako naturalnym dziataniem.

W rozdziale drugim rozwazany jest problem znalezienia postaci projekeji minimalnych z przestrzeni
S=L,(XxY x Z) na podprzestrzenie T=Ly(XxY)+Ly(XxZ)+L(YxZ) oraz T=LyX)+
Ly(Y) + Ly(Z) . Gtéwnymi rezultatami sa tutaj Twierdzenie 2. 2 i Twierdzenie 2.7, gdzie wykazano,
ze istnieja jedyne projekcje Q z przestrzeni L, (X xY x Z) na podprzestrzenie T= Ly (XxY)+
Ly(XxZ) + LY xZ) oraz T =Ly(X)+ L,(Y) + L(Z) komutujace z grupg G. Stosujgc Twierdzenie
2.2 i Twierdzenie 2.7 oraz korzystajac z Twierdzenia W. Rudina ( Twierdzenie 1.6) wykazano tutaj ,
ze projekcje Q sg minimalne oraz uzyskano efektywne wzory na projekcje Q (Twierdzenie 2.3 i
Twierdzenie 2.8). Nalezy podkresli¢, ze dowody Twierdzenia 2.2 i Twierdzenia 2.7 sg pomystowe i
wymagaty od autora stosowania wyrafinowanych technicznie metod.



W rozdziale trzecim badane sa projekcje minimalne z przestrzeni S = L, (X x Y x Z) na
podprzestrzeh T =L(X xY)+L(XxZ)+ L, (Y xZ) ,gdzie X, Y iZ sg przestrzeniami z
bezatomowymi miarami probabilistycznymi. Wykorzystano tutaj wyniki rozdziatu trzeciego do
uzyskania wzoru na projekcje minimalna w przestrzeni funkcji prostych ( Wniosek 3.7). Korzystajac z
Whiosku 3.4 oraz Wniosku 3.7  uzyskano efektywny wzor na projekcje minimalng Q dla 1<p
(Twierdzenie 3.8). Wynik ten jest rozszerzeniem na przypadek przestrzeni X x Y x Z wyniku W.A.
Lighta i E.W. Cheneya ( Approximation theory in tensor product spaces, Lectures Notes in Math.,
1169, Springer, Berlin, 1985), gdzie uzyskano efektywna formute na minimalna projekcje przestrzeni
Banacha L,(X x Y) na podprzestrzen Ly(X) + L,(Y).

Uogo6lnienia wspomnianych wynikow z rozdziatéw drugiego i trzeciego dla skonczonej liczby
przestrzeni X, gdy i = 4,... sa rozpatrywane w paragrafie 2.3 oraz paragrafie 3.2. Ponadto rozwazane
sa tutaj roéwniez przypadki norm innych niz norma operatorowa.

Niech M(1,1,n) bedzie podprzestrzenia przestrzeni S macierzy 3-wymiarowych M(n,m,r) o takich
elementach a;jx , ze ajj j1 = ap p« dla dowolnych 1 <i;,i,<n , 1< j, j, <m. Analogiczne
definiujemy podprzestrzenie macierzy M(1,m,1), M(n,1,1). W rozdziale czwartym rozwazana jest
podprzestrzen T = M(1,1,n) + M(1,m,1) + M(n,1,1) przestrzeni S = M(n,m,r) , gdzie 3 <m, n, r.
Gléwnym wynikiem tego rozdziatu jest Twierdzenie 4.7 , gdzie pokazano, ze projekcja Q rozwazana
w rozdziale drugim jest jedyna projekcja minimalng. Zastosowana tu metoda bazuje na metodzie
L. Skrzypka , ktéry wykazal podobny rezultat dla zwyktych macierzy ( L. Skrzypek, The uniqueness
of minimal projections in smooth matrix spaces, J. Approx. Theory, Vol.107 (2000), 315-336 oraz L.
Skrzypek, Minimal projections in spaces of functions of N variables, J. Approx. Theory, Vol.123
(2003), 214-231 ). Opiera si¢ ona rowniez na twierdzeniach W. Rudina (Twierdzenie 1.5) oraz B.L.
Chalmersa i F.T. Metcalfa (The determination of minima projections and extensions In L', Trans.
Amer. Math. Soc., Vol.329 (1992), 289-305) .

Rozprawa jest zredagowana w sposob przejrzysty a jej uklad jest zwarty i logiczne spojny. Nie
zauwazylem istotnych usterek redakcyjnych. Troche¢ niezrgczne jest stosowanie w paragrafie 1.2
oznaczenia X dla przestrzeni wektorowych, podczas gdy w pozostatej czesci rozprawy X oznacza
przestrzen z miarg. Nie ma to jednak zadnego wplywu na merytoryczng warto$¢ rozprawy.

Ocena merytoryczna rozprawy. Moim zdaniem rozprawa doktorska mgra Michata Kozdeby jest
merytorycznie poprawna i wnosi wazny wklad do teorii projekcji minimalnych na przestrzeniach
Banacha. Tematyka rozprawy jest dobrze osadzona w literaturze przedmiotu i nawigzuje do wynikow
czotowych matematykdéw z tej dziedziny. Wyniki zawarte w rozprawie sa oryginalne a dowody
kluczowych twierdzefi wymagaly pokonania sporych trudnosci technicznych. Warto tutaj zaznaczy¢,
ze cz¢s¢ wynikow rozprawy zostata juz opublikowana lub wystana do druku .

Konkluzja. Biorgc powyzsze pod uwagg jednoznacznie stwierdzam, ze rozprawa doktorska mgra.
Michata Kozdgby spetnia wymagania okreslone w Ustawie o stopniach i tytule naukowym. Wnioskuje
o dopuszczenie mgra. Michala Kozdgby do dalszych etapow przewodu doktorskiego i nadanie Mu
stopnia naukowego doktora w dziedzinie nauk Scistych i przyrodniczych, w zakresie dyscypliny
matematyka. Ponadto, uwazam , Ze rozprawa zastuguje na wyrdznienie.

Marian Nowak



