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Praca sklada si¢ ze wstepu (Rozdzial 1.) i trzech nastepnych rozdziatéw zawierajacych no-
we wyniki Autora. Pierwszy zasadniczy cel pracy, ktéry pochlonat chyba najwiecej wysitku,
to konstruowanie projekcji minimalnej na wybrane przestrzenie. Zasadnicze wyniki dotycza
przestrzeni macierzy tréjindeksowych (Rozdzial 2.) i przestrzeni funkeji od trzech zmiennych
(Rozdziat 3.). Podprzestrzen, na ktora rzutujemy jest wybierana pewnymi warunkami symetrii.
Uzywane narzedzia sprowadzaja sie do klasycznych wynikéw W. Rudina opisanych w Rozdzia-
le 1. (Twierdzenie 1.5 wraz z Twierdzeniem 1.6). Oto ich tresé. Niech S bedzie przestrzenia
Banacha, T - jej domknietg podprzestrzenia. Projekcjg z S na T nazwiemy operator ograniczo-
ny P: S — T, taki, ze P|y jest identycznoscia. Projekcja P jest minimalna jezeli 1P| < 1@l
dla kazdej innej projekcji @ z S na T'. Niech G bedzie grupg liniowych izomorfizméw prze-
strzeni .S. Bedziemy na niej rozpatrywac silna topologie operatorows i zalozymy jej zawartoseé.
Jezeli na podprzestrzen T istnieje projekcja P i podprzestrzeri jest niezmiennicza wzgledem
G, to formuta Qps = ng‘ngsdp.(g) dla s € S okresla pewng projekcje na T, komutujaca
z G. Przez p oznaczylismy tu miar¢ Haara na G. Wynika stad, ze jezeli dodatkowo G jest
grupg surjektywnych izometrii S i wiemy, ze istnieje tylko jedna projekcja P na T komutujaca
z G, to @p musi by¢ projekcja minimalng (Twierdzenie 1.6, podstawa badan w Rozdziatach 2.
i 3.). Dowod istnienia projekeji minimalnej i wskazanie jej postaci sprawdza sie do znalezienia
stosowne] grupy izometrii i opisania jednej projekeji, ktora z nia komutuje.

W Sekeji 2.1 rozwazono przestrzen S macierzy tréjindeksowych z norma by 1 < p < 06



Podprzestrzen T jest sumg trzech podprzestrzeni. Kazda taka podprzestrzen powstaje jako klasy
macierzy o wyrazach niezaleznych od ustalonego indeksu. Znaleziona jest konkretna postac
minimalnej projekcji. Prowadza do tego diugie, elementarne rachunki, fadnie przedstawione.
- W Sekcji 2.2 rozwaza sie taks sama przestrzeni S macierzy tréjindeksowych. Podprzestrzen T'
jest tym razem sumg trzech podprzestrzeni. Kazda z nich to macierze o wyrazach niezaleznych
od dwéch ustalonych indekséw. Znéw wskazany jest konkretny projektor minimalny. Dowod
jest wyjatkowo dhugi, zwiazany z rozwazaniem licznych réwnan liniowych. Znow jest ladnie
przedstawiony.

W tym momencie warto przej$¢ do Twierdzenia 3.8 w Sekcji 3.2. W dowodzie (rozciggnigtym
na Sekcje 3.1 i 3.2) drobiazgowo uzyskano postaé¢ rzutu minimalnego P : S — T w nastepujace]
sytuacji. S jest przestrzenia L, funkcji od trzech zmiennych (wzgledem miary bedacej produk-
tem trzech miar bezatomowych). T jest sumg trzech przestrzeni funkcyjnych. Kazda z nich,
to klasa funkcji f € S, takich, ze warto$¢ f nie zalezy od jednej wybranej zmiennej. Podsta-
wq badan jest tu wspomniany wynik z Sekcji 2.1. Zastosowanie teorii macierzy uzyskuje sie
poprzez przyblizenie elementéw z L, odpowiednimi funkcjami prostymi. Doktorant wspomina
o analogicznych konstrukcjach w ksigzce E. Cheney’a i W. Lighta (1985 r.) i w pracy A. Zwaka
~ (1995 r.), ale funkcje proste sa stosowane powszechnie i na rézne sposoby. Dostrzezenie mozli-
wosci dowodu Twierdzenia 3.8 uzyta metoda i zrozumiale przedstawienie calego rozumowania
uznaje za oryginalne osiagniecie Autora.

Po drobiazgowych rachunkach dla macierzy tréjwskaznikowych i dla funkeji od trzech zmien-
nych, Autor wskazuje analogiczne fakty w sytuacji, gdy 3 zostaje zastapione dowolng liczbg
naturalng n > 3. Dokladniej, uogdlnia wyniki z Sekcji 2.1, uzyskujac Twierdzenie 2.13, oraz
uogoélnia Twierdzenie 3.8 uzyskujac Twierdzenie 3.10. W przestrzeni S macierzy n-indeksowych
- Autor rozwaza przestrzen 7' sum macierzy, takich ze dla kazdej z nich istnieje indeks, od ktérego
nie zalezg wyrazy tej macierzy. Analogicznie w przestrzeni S funkcji od n zmiennych rozwaza
przestrzenn T' sum funkcji, gdzie kazda taka funkcja jest niezalezna od jednej ze zmiennych.
Warto zaznaczy¢, ze uogdlnienia te sa przedstawione krétko, ale zrozumiale.

W pracy wskazany jest jeszcze jeden typ uogoélnien, dotyczacych istnienia projekeji minimal-
nej. W Sekeji 1.1, Autor przytacza tez wzmocniong wersje twierdzenia Rudina o minimalno$ci
projekcji komutujacej z grupa (jako Twierdzenie 1.12). W Sekcji 2.3.2, wysuwa stad szereg
wnioskow dotyczacych réznego typu norm na przestrzeni macierzy wieloindeksowych. Wnioski
te sa raczej proste. Fenomen zaleznosci rzutu minimalnego od normy, opisany w przykladzie
2.20, jest oczywisty.

Zauwazymy teraz, ze w kazdym opisanym przypadku, po znalezieniu pewnej projekcji mini-



malnej P (przestrzeni S na podprzestrzeri T'), warto odpowiedzieé na pytanie, czy projekcja ta
jest jedna. W wielu przypadkach problem mozna sprowadzi¢ do zaproponowania w przestrzeni
S pewnego operatora Ep, zwigzanego z P, przeprowadzajacego T na T'. Przyjmijmy dla uprosz-
czenia, ze S jest przestrzenia refleksywna i kazdy punkt ma tylko jeden funkcjonal wybijajacy
norme (tzn. norma jest gladka). Zaltézmy tez, ze podprzestrzeni T jest skoficzenie wymiarowa,
zas P jest projekcja minimalna na 7. Niech operator Ep, dziatajacy na S, bedzie skoniczona
suma, ), yii(-), dla par (2i(),3;) € S* x S speniajacych ||z:(Py:)|| = ||zl llw:llllP]. G. Le-
wicki i L. Skrzypek w 2007 roku wykazali, ze jezeli pewlen operator Ep, opisanej postaci, ma
odwracalne obciecie do podprzestrzeni T, to P jest jedyna projekcja minimalna. W ogélniejszej
sytuacji, operatory tego typu znane sa jako operatory Chalmersa, Metcalfa. Postuzyty one do
sformutowania ogélnego kryterium minimalnogci projekeji w 1992 roku. Nalezy zaznaczyé, ze
badania jedynosci projekeji minimalnej w przestrzeniach macierzy i funkeji wielu zmiennych,
metodg Lewickiego, Skrzypka, zostalo zapoczatkowane juz w pracach L. Skrzypka w 2000 i 2003
roku.

Rozdzial 4. omawianej pracy zawiera nastepujacy zasadniczy wynik. Niech S bedzie prze-
strzenig macierzy trojindeksowych, zas T podprzestrzenia sum macierzy typu: wyrazy ma-
cierzy nie zalezg od jednego indeksu ustalonego dla tej macierzy. Woéwczas, przy naturalnej
normie [, na S istnieje dokladnie jedna projekcja minimalna z S na T (Twierdzenie 4.7).
Metoda dewodu, ogdlnie sugerowana przez prace S. Skrzypka, polega na zaproponowaniu pew-
nej grupy surjektywnych izometrii na przestrzeni S. W tym przypadku jest to (jak w Sekcji
2.1) grupa G permutacji wyrazéw macierzy, generowana przez przestawienie dwoch warstw
macierzy. Warstwy te sg okreslone dwoma wartogciami Jednego indeksu. Dla ustalonej pary
((-),y) € 8* x S, wybijajacej norme projekcji minimalnej S (opisanej w Sekcji 2.1), unormo-
wana suma Ep(s) = > g(y)sg~'(x(s)) jest juz pozadanym operatorem Chalmersa, Metcalfa
(gdy g przebiega grupe G). Autor osiaga ten rezultat pokazujac, ze obcigcie operatora Ep do
podprzestrzeni T' jest wielokrotnoécig identycznosci (dowod Twierdzenia 4.7). Uzyskuje sie to
przez popisowy rezultat, polegajacy na opisaniu dowolnej operacji L : T — T komutujacej
z obcigciem do T' wszystkich izometrii z grupy G (Twierdzenie 4.6). W dowodzie Twierdzenia
4.7, dajacego jedynosé projekeji minimalnej, niezbedny byt tez szereg pomocniczych wynikow.

Rozdzial 4. zawiera kilka uogélnient gtéwnego wyniku. Norma L, w przestrzeni S zlozonej
z macierzy jest zastepowana dos¢ dowolna normg (np. normami Orlicza). Jedyno$é¢ projekeji
minimalnej jest przy tym zachowana. Zauwazalny jest fakt, ze w Rozdziale 4., poza zmiang
normy, nie rozpatruje si¢ innych par ztozonych z przestrzeni S i podprzestrzeni 7. Wskazuje

to, ze temat projekcji minimalnej jest daleki od wyczerpujacego omoéwienia.



Podsumowujac, opiniowana rozprawa zawiera zlozone, oryginalne rozumowanie pokazujace

jedynos¢ projekeji P z S na T, komutujacej z podgrupa G izometrii S, w pewnych naturalnych
sytuacjach (gdy S jest przestrzenia macierzy wieloindeksowych). Pozwala to, za kazdym ra-
zem, efektywnie opisa¢ projekcje minimalna z S na T (rezultaty Rozdziatu 2.). Oryginalne jest
tez wywnioskowanie, z niektorych faktéw dotyczacych macierzy, analogicznych faktéw dotycza-
cych funkeji na produktach przestrzeni z miarami bezatomowymi (Rozdzial 3.). W wybranym
przypadku pokazana jest tez jedyno$¢ projekeji minimalnej (Rozdziat 4.). Cho¢ dowdd przepro-
wadzony w Rozdziale 4. struktura nasladuje wezesniejsze badania w przestrzeniach macierzy,
wlaénie w tym rozdziale zostaly przelamane wyjatkowe trudnosci techniczne. Rozdzial 4. jest
przy tym przejrzyscie napisany. Ogolnie biorgc Autor wykazat duza dojrzalos¢ w badaniach
macierzy wieloindeksowych. Dotaczam liste zauwazonych bledéw i sugerowanych poprawek,
ale redakcje wszystkich rozumowan oceniam wysoko. Pewnym wyjatkiem jest pierwsza czesc
wstepnego Rozdziatu 1., dotyczaca ogdlnych przestrzeni Banacha. Warto w niej przynajmnie]
ujednolici¢ oznaczenia i wskaza¢ uproszczenia, ktore daje refleksywnosé przestrzeni 5.

Rozlegloéé Rozdziatu 2., pokazuje, ze Autor nie wyczerpal naturalnych w tym momencie
pytaii piszac Rozdzial 3. i 4. Tlo§¢ przetamanych trudnosci jest jednak wyjatkowo duza. Pozwala
ocenié prace jako bardzo dobrg rozprawe doktorska.

Doktorant posiada tez ciekawy, opublikowany dorobek. Wnioskuje o dopuszczenie mgr. Mi-

chata Kozdeby do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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