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Recenzja rozprawy doktorskiej Pana mgra Piotra Miski

p-adic properties of combinatorial sequences and subsets of N

Rozprawa doktorska mgr. Piotra Miski p-adic properties of combinatorial sequences and subsets of N sktada
sie z cyklu czterech prac powigzanych tematycznie i opublikowanych w dobrych czasopismach o zasiegu miedzy-
narodowym. Promotorem rozprawy jest prof. UJ dr hab. Maciej Ulas. Zgodnie z tematem rozprawy omawia ona
pewne wlasnoéci p-adyczne wybranych ciaggéow kombinatorycznych oraz zbioréw utamkéw utworzonych z pew-
nych podzbioréw zbioru liczb naturalnych. W naturalny sposéb rozprawe tematycznie mozna podzieli¢ na dwie
czedci. Pierwsza dotyczy badania waluacji p-adycznej pewnych ciagéw kombinatorycznych. Druga czesé dotyczy
gestosci p-adycznej zbioru wszystkich utamkéw, gdzie licznik i mianownik brany jest z ustalonego podzbioru
zbioru liczb naturalnych, w ciele liczb p-adycznych.

Na pierwsza cze$é¢ sktadaja sie nastepujace dwie prace naukowe:
[1] P. Miska, On p-adic valuations of Stirling numbers, Acta Arith. 186.4 (2018), 337-348.

[2] P. Miska, M. Ulas, On some properties of the number of permutations being products of pairwise disjoint
d-cycles, Monats. Math. 192 (2020), 125-183.

W pierwszej z nich badana jest waluacja p-adyczna dla liczb Stirlinga drugiego typu S(n, k), czyli wielkosci li-
czacej liczbe podziatu zbioru n-elementowego na doktadnie k£ niepustych podzbioréow. Przez waluacje p-adyczna
vp(x) (p jest liczba pierwsza) niezerowej liczby wymiernej = rozumiemy liczbe caltkowita ¢, taka ze = (a/b)p’,
gdzie a € Z, b € Ny, nwd(a,b) = 1 oraz p { ab. Badanie wlasnosci ciggu waluacji (v,(S(n, k)))nen, nie jest
zagadnieniem nowym i bylo ono tematem badan dla wielu matematykéw. W szczegdlnosci znana jest hipoteza,
postawiona dla p = 2 przez T. Amdeberhana, D. Manna i V. Molla oraz dla p > 3 przez A. Berrizbeitia,
L. Medina, A. Molla, V. Molla i L. Noble, dotyczaca zachowania si¢ ciagu (v,(S(n, k)))ne[q),, gdzie n przebiega
liczby pewnego ustalonego ciagu arytmetycznego [a]q := {n € Ny : n = a (mod d)}. Hipoteza ta méwi, ze dla
ustalonego k € N i liczby pierwszej p (jezeli p > 3, to dodatkowo zadamy, aby p > k), istnieje liczba natural-
na u, taka ze dla dostatecznie duzego m ciag (v,p(S(n, k)))ne[a]me jest ciggiem stalym dla wszystkich oprécz
p reszt @ modulo Lym = (p — 1)plegs F1+m=2 "o wiecej, kazda z tych wyjatkowych p reszt modulo Lym+1, dla
ktérych cigg ten nie jest staly, pochodzi od doktadnie jednej klasy modulo L=, dla ktérej réwniez ten cigg nie
jest staly. W literaturze hipoteza ta zostala udowodniona jedynie dla malych k i p = 2. Natomiast gléwnym
wynikiem pracy [1] autorstwa Pana Miski jest twierdzenie potwierdzajace te hipoteze dla p > k. Co wiecej, autor
zauwazyl, ze wlasnosc¢, o ktorej méwi ta hipoteza, mozna udowodni¢ w pelnej ogélnosci dla dowolnego k£ € N
i dowolnej liczby pierwszej p, o ile bedziemy jedynie wymagali, aby ciag (v,(S(n, k)))ne[q), byt staly tylko dla
prawie wszystkich n € [a]y tzn. staly z wyjatkiem skorficzonej liczby liczb n € [a]4. Ponadto na uwage zashu-
guje fakt, ze gléwne twierdzenie pracy [1] zawiera réwniez ciekawa zalezno$é pozwalajaca wyznaczy¢ warto$é
ciagu stalego (v,(S(m. k))nefulmysy 78 POmOCa ciagt (v (S k) nefal, 1y, -
ciag (vp(S(n, k)))ne[a]pm_l(,,_l) jest jednym z p wyjatkowych ciggéw niestatych. Dowdd gléwnego twierdzenia

rowniez w przypadku, gdy

pracy [1] uwazam za bardzo ciekawy i pomystowy, pomimo ze autor nie stosuje w nim bardzo zaawansowanych
narzedzi. Ponadto warto wspomnieé, ze oba twierdzenia pomocnicze (Theorem 2.1 i Theorem 2.2 w [1]) sa
udowodnione w wigkszej ogdlnosci i prawdopodobnie mozna je stosowac¢ dla innych ciaggdéw kombinatorycznych
spelniajacych odpowiednie wlasnosci.

Praca [2] zostala napisana przez Pana Miske wspdlnie z promotorem rozprawy. Jednak oswiadczenie wspél-
autora jasno potwierdza, ze wklad autorski Pana Miski byl znaczacy. Co wiecej oswiadczenie to jasno precyzuje,
ktore fragmenty artykutu zostaly opracowane przez promotora. Zatem biorac pod uwage obszernosé¢ tej pracy
oraz dosy¢ techniczny charakter niektérych wynikéw omowie jedynie jej najciekawsze tezy z pominieciem tych
uzyskanych przez promotora. Praca dotyczy pewnych wlasnosci p-adycznych ciagu (Hq(n))nen, gdzie Hy(n)



jest liczba permutacji w .S, bedacych iloczynem parami rozlgcznych cykli dtugoéci d. Zagadnienie to jest dosyé
dobrze zbadane w przypadku, gdy d jest liczba pierwsza, co nie dziwi, gdyz w tym przypadku Hgy(n) liczy
liczbe elementéw rzedu d w grupie S,. Cel jaki postawili sobie autorzy to zbadanie tego ciagu w przypadku,
gdy d nie jest koniecznie liczba pierwsza. Problem postawiony przez autoréw, mimo ze zdecydowanie mniej
naturalny od przypadku, gdy d jest liczba pierwsza, uwazam wciaz za ciekawy i warty zbadania. Jedna z inte-
resujacych wlasnosci oméwionych w [2] jest okresowos$é ciagu (Hg(n) (mod ¢))nen. Jak pokazali autorzy ciag
ten jest ciagiem stalym réwnym 1, gdy ¢ = d + 1,d + 2 jest liczba zlozona lub ¢ = d 4 k jest rowniez liczba
zlozong oraz d > max(k + 2,3 + 2v/k + 2). Natomiast w przypadku, gdy ¢ = p" dla liczby pierwszej p # d oraz
(d,p,7) # (4,2,2) ciag Hq(n) (mod c) jest okresowy o okresie c. Natomiast ¢ jest okresem zasadniczym tego cia-
gu, o ile p > d. Ponadto autorzy podaja dokladna charakteryzacje tego ciagu w przypadku, gdy c =d+1,d+2
jest liczba pierwsza, czego konsekwencja sa réwnosci v, (Hp—1(n)) = 01 v, (Hp—2(n)) = 0 dla dowolnego n € N.
Nastepnie autorzy pracy [2] podejmuja prébe opisania ciagu (vp(Ha(n))nen, gdzie p > d jest liczba pierw-
sza. Warto wspomnie¢, ze przypadek p = d zostal juz wczeéniej dobrze opisany w literaturze. Jednak autorzy

w pracy [2] podaja elegancji i dosy¢ prosty dow6d znanego faktu méwiacego, ze
n n
o) > | 5 -0+ (|2] modn).

gdzie nier6wnoéé staje sie réwnoscia, o ile p | {%J Autorzy podaja rowniez dosy¢ elegancka charakteryza-
cje ciagu (vp(Ha(n))nen dla p > d, poprzez pokazanie w jaki sposéb zachowuja si¢ rozwiazania kongruencji
Hy(n) = 0 (mod p*), gdy k zwickszymy o 1. Aby podkregli¢ réznorodnosé zagadnienn arytmetycznych cig-
gu Hy(n) poruszonych w pracy [2] przytocze jedynie, ze autorzy pokazali réwniez, ze dla dowolnego d > 2
zbiér dzielnikéw pierwszych ciagu (Hg(n))nen jest nieskonczony. Co wiecej, podali wzér na nwd(Hg(n) — 1,n)
oraz szereg wynikéw dotyczacych najwiekszego wspélnego dzielnika liczb H,y(n) i Hp(n). Metody dowodowe
zastosowane w pracy [2] bazuja na dosy¢ elementarnych, lecz pomystowych rozumowaniach. Wymagaly one
z pewnoscia dosy¢ zmudnych rachunkow oraz przeanalizowania wielu poszczegélnych przypadkow, co bardzo
dobrze pokazuje solidny warsztat dowodowy Pana Miski. Natomiast szeroki wachlarz wtasnosci arytmetycznych
ciagu Hg(n) zbadanych w pracy [2] pokazuje, ze Pan Miska potrafi z duza elastycznoscia podejs$é do zbadania
postawionego problemu.

Drugim tematem poruszonym w rozprawie jest p-adyczna gesto$¢ pewnych zbioréw utamkéw w ciele liczb
p-adycznych. Wyniki dotyczace tego zagadnienia zostaly zawarte w pracach

[3] P. Miska, N. Murru, C. Sanna, On the p-adic denseness of the quotient set of a polynomial image,
J. Number Theory 197 (2019), 218-227.

[4] P. Miska, C. Sanna, p-adic denseness of members of partitions on N and their ratio sets, Bull. Malays.
Math. Sci. Soc. 43 (2020), 1127-1133.

Przez zbiér ulamkéw zbioru A C Z rozumiemy zbiér R(A) := {a/b: a,b € A,b # 0}. Zagadnienie p-adyczne]
gestosci zbioru R(A) w ciele liczb p-adycznych Q, bylo przedmiotem badan wielu matematykéw, lecz dotyczyty
one gléwnie sytuacji, gdy zbiér A byt ustalonym znanym ciggiem liczb naturalnych np. ciagiem Fibonacciego
lub ciagiem Lucasa. Praca [3] dotyczy problemu p-adycznej gestosci zbioréw R(A) w Q,, gdzie A = f(Z4) dla
pewnych funkcji f : Z — Q,. Jak pokazuja autorzy pracy [3] gesto$¢ zbioru Ry := R(f(Z4)) jest Scisle powia-
zana z miejscami zerowymi funckji f i ich krotnoéciami. Mianowicie warunkiem konicznym na to, by zbiér Ry
byt gesty w Q, dla funkcji ciaglej f : Z, — Q,, jest posiadanie miejsc zerowych funkcji f w Z,,. Znacznie mniej
oczywistym wynikiem pokazanym w [3] jest fakt, ze jezeli funkcja f jest analityczna oraz posiada dwa miejsca
zerowe o krotnodciach, ktére sg liczbami wzglednie pierwszymi, to Ry jest gesty w Q. Jako konsekwencje tej
obserwacji autorzy charakteryzuja kiedy zbiér R jest gesty w Qp, gdy f jest wielomianem niskiego stopnia
o wspolczynnikach catkowitych. Nastepnie autorzy podaja szereg wynikow podajacych precyzyjna i pelna ka-
tegoryzacje kiedy zbiér R(S},) jest gesty w Qp, gdzie S), = {a7 + ...+ 2], : 21,...,Tm € Zxo}. Autorzy
znaczaco poszerzaja wiedze w tym temacie, gdyz dotychczas znane byly jedynie wyniki w przypadku n = 2, 3.
Oéwiadczenia wspélautoréw tej pracy potwierdzaja istotny wktad Pana Miski w powstanie tej pracy.
Ostatnia praca [4] wchodzaca w sktad rozprawy doktorskiej dotyczy gestosci p-adycznej zbioréw Ay, ..., Ay
w Z, oraz zbioréw R(A1),..., R(Ax) w Qp, gdzie zbiory As,..., Ay tworza podzial zbioru N. Autorzy pokazuja,



ze dla dowolnych Ay, ..., Ax bedgeyeh podzindem N, istnicje co najwyzej k — 1 liczb pierwszych p, takich ze
zaden ze zbiorow Ay, ..., A nie jest gesty w Z,,. Ponadto antorzy poknzali, ze liczba k—1 jest tutaj optymalna
tzn. dla parami réznych liczb pierwszyeh ppy ..., pe-1 podali oni przyklad podzialu zbioru N na k zbioréw,
ktore nie sy geste w Zy, , j = 1,2,...,k — L. Latwym wnioskicm 7 tych rozwazan jest fakt, ze réwnicz dla co
najwyzej & — 1 liczb pierwszych p zbiory R(A)), ..., R(Ay) nic sy geste w Q. Jak jednak pokazujiy autorzy, w
tym przypadku liczba k — 1 nie jest jest juz optymalna i mozna jg poprawié do wartodci llogg k|, ktora jak si¢
okazuje jest juz optymalna. Réwnicez i w tym przypadku o$wiadcezenia wspdlautora jasno wskazujg na znaczacy
wkilad autorski Pana Miski.

Podsumowanie. Pan mgr Piotr Miska jest autorem dwunastu prac naukowych opublikowanych w wiek-
szosci w dobrych czasopismach o migdzynarodowym zasiggu. Fakt ten wraz z merytoryczng zawartoscig prac
wehodzacyeh w sklad rozprawy doktorskicj pokazuje bardzo wysoki poziom doktoranta. Dorobek wskazuje, ze
Pan Miska jest w stanic samodziclnie dowodzié twierdzen oraz, co moze byé réwniez bardzo istotne w dalszej
karierze naukowej, potrafi nawigzywaé wspolprace z matematykami z innych ofrodkéw akademickich. Prace
wehodzace w sklad rozprawy sy starannie napisane. Nicliczne usterki redakeyjne w zaden sposob niec wplywaja
na pozytywny odbiér pracy. Dowody przedstawione w rozprawic sa spisanc wyjatkowo duzg ilocia deta-
li, co znaczaco ulatwia czytanie pracy. Jednak biorgc pod uwagg, ze rozprawa sklada sie z cyklu artykulow
naukowych, dziwi w pewnych miejscach az taka szczegdlowosé w przedstawianiu wigkszo$ci obliczen. Metody
dowodowe przedstawione w rozprawic opicraja si¢ gléwnic na dosyé elementarnych rozwazaniach i nie opieraja
si¢ na zaawansowanych metodach pochodzacych z innych dziedzin matematyki. Niemniej jednak nie uwazam te-
go za wade, bo w przejrzysty sposéb wskazuje to na doglgbne zrozumienie danego zagadnienia przez Pana Miske.
Z pewnoscia przeprowadzenie opisanych w rozprawic dowodoéw przy uzyciu gléwnie technik dosyé klasycznych
wymagalo od doktoranta bardzo dokladnego zrozumienia natury badanych obiektéw. Wszystko to swiadczy o
wysokim poziome matematycznym, duzej dojrzaloscii bardzo dobrym opanowaniu technik dowodowych charak-
terystycznych dla tej tematyki. Podsumowujac uwazam, ze przedstawiona rozprawa spelnia z nawiagzka

ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane pracom doktorskim i wnosze o dopuszczenie Pana

mgra Piotra Miski do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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