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Recenzja rozprawy doktorskiej

“Topological Dynamics of Countable Amenable Groups”
mgr Marta Straszak

Wstep

Rozprawa doktorska, napisana w jezyku angielskim, sktada sie z 86 stron
i jest podzielona na 8 rozdzialow w tym wstep. Zawiera spis tresci oraz
bibliografia. Rozprawa zostala napisana pod kierunkiem dra hab. Dominika
Kwietniaka, prof. UlJ, i opiera sie¢ i rozszerza opublikowana prace "Martha
Lacka and Marta Straszak. Quasi-uniform convergence in dynamical systems
generated by an amenable group action. Journal of the London Mathematical

Society, 98(3):687— 707, 2018."

Rozprawa dotyczy pytania jakie wartosci entropii topologicznej mozna
realizowa¢ dla naturalnych podklas przesunie¢ na alfabecie skoniczonym dla
dziatan przeliczalnych grup mierzalnych. Historycznie dla przesunieé¢ przez
grupe Z na alfabecie o7 = {1,2,..., A} z typu Toeplitza zostalo udowodnione
przez Kurka w oparciu o wyniki Susan Walters, ze wszystkie mozliwe wartosci
dla entropii topologicznej oprocz log A, t.j. [0,log A), sa realizowane. Ten
wynik zostal uogélniony przez Fabrice Krieger w 2007 dla przesunie¢ przez
przeliczalne i mierzalne grupy rezydualnie skonczone. Gléwnym wynikiem
Rozprawy jest:

Twierdzenie 8.1 Rozprawy: Niech GG bedzie grupa kongruentnie
monokafelkowalng, a @/ bedzie skonczonym alfabetem. Wtedy dla kazdej
liczby v € [0, 1) istnieje minimalny poduktad Y uktadu dynamicznego («7“, G)
taki, ze hiop(Y) = v log| <.
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Dodatkowym wynikiem udowodni w Rozprawie (Twierdzenie 8.2) jest
ze, dla kazdej liczby « € [0, 1) istnieje poduktad tranzytywny i proksymalny
(Z, Q) uktadu dynamicznego ({0, 1}¢, G) dla G grupy mierzalnej i rezydualnie
skoniczonej takie, ze hiop(Z) = vlog2. Zauwazmy, ze dla dziatan przez grupy
przemienne nie ma nietrywialnych proksymalnych dzialan minimalnych, wiec
dwa powyzsze wyniki sg ,niezalezne”.

Uwazam, ze te wyniki sa interesujace, ale nie nazwatbym ich fundamen-
talnymi. Doktorantka zwraca uwage na zasadnicze pytanie czy kazda grupa
mierzalna jest grupa kongruentnie monokafelkowalna, ale proba rozwiaza-
nia tego problemu nie jest wspomniana. Z drugiej strony jezeli odpowiedz
jest pozytywna, Twierdzenie 8.1 jest najlepszym mozliwym dla kategorii
grup mierzalnych i to jest bardzo satysfakcjonujace. Zwracamy uwage, ze
w artykule na ktérym Rozprawa jest oparta, tylko stabszy wynik dla dziatan
mierzalnych grup rezydualnych skonczonych zostat udowodniony, bedac al-
ternatywnym dowodem wyniku Fabrice Krieger. Poniewaz klasa grup (mierzal-
nych) kongruentnie monokafelkowalnych jest wieksza niz klasa grup mierzal-
nych rezydualnych skonczonych, stwierdzono ze Rozprawa zawiera oryginalny
i wartosciowy material, ktory nie zostal jeszcze opublikowany w literaturze.

Rozprawa jest bardzo dobrze napisana i jest przyjemna do czytania.
Wiele instruktywnych przypadkéw ilustruje teorie. Czasami jednak podano
zbyt wiele szczegdlow, np. zdziwienie budzi dowod tatwego i klasycznego
faktu, ze kazdy uktad dynamiczny zawiera minimalny poduktad. Rozprawa
zostala réwniez bardzo dobrze edytowana. Jesli chodzi o literowki to wspomne
tylko, ze w bibliografii nazwiska kilku matematykéw nie sg napisane wielkimi
literami, np. Thue, Morse, Sarnak, Yorke, Lie i Haar.

Dowdd gtéwnego twierdzenia jest bardzo elegancki. Przyjrzyjmy sie gléwnym
sktadnikom dowodu. Dla zwartej przestrzeni metrycznej (X, p) i G grupy
mierzalnej z ciagiem Fglnera {F),}?°_;, Rozdzial 4 wprowadza pseudometryke
Weyla dla z,z € X©:

Dy (z,z) := lim sup sup ——— D op(a(f), 2(f)).

n—0 geG |Fn| feFng

Jest to sam w sobie interesujacy i uzyteczny przedmiot, ale jest tez kluc-
zowym sktadnikiem dowodu. Rzeczywiscie, zgodnie z Twierdzeniem 5.2 funkcja
entropii

h: (% Dy) — R, U {0} zdefiniowana przez h(x) := hiop(Gx)
jest ciagta. Nastepnie w Rozdziale 7 wprowadzono pojecie konfiguracji quasi-

Toeplitza (w zwiazku z ciagiem Fglnera i powiazanym eleganckim ciggiem
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centrow) dla dziatan przez grupy kongruentnie monokafelkowalne, uogolnia-
jac klasyczne pojecie dziatan Toeplitza wprowadzone przez Jacobs i Keane w
1969 roku. Wedlug gtéwnego wynikiem tego rozdziatu, Lemat 7.3, rodzina
konfiguracji quasi-Toeplitza (w zwiazku z ciggiem Folnera i powiazanym ele-
ganckim ciagiem centrow) jest Dy, - drogowo spéjna. Ostatni krok dowodu
sktada sie z trywialnej obserwacji, ze z konfiguracji (quasi-Toeplitza) statej
powstaje uktad dynamiczny z entropig zerowa, oraz z konstrukcji konfigu-
racji quasi-Toeplitza x € &% takiej, ze h(z) = vlog |o/|. Gléwne twierdzenie
wynika z potaczenia wszystkich wymienionych faktow.

Rozprawa skorzystataby na doktadniejszym omoéwieniu gtéwnego twierdzenia
w kontekscie dziatan Z, zaréwno jego historii, jak i mozliwych alternatywnych
podejsé¢ (Twierdzenie Perrona Frobiniusa...). Wyboér rozwazenia kontekstu
(mierzalnych) grup kongruentnie monokafelkowalnych nie jest najbardziej
ogdlnym mozliwym i jest w rzeczywistosci zwiazany z technikami konfiguracji
(quasi-) Toeplitza zastosowanymi w Rozprawie. Bytoby bardzo korzystne dla
Rozprawy, gdyby zawierata dyskusje na temat gtéwnego twierdzenia dla dzi-
alan grupy soficzne w kontekscie topologicznej entropii soficznej, wprowad-
zonej przez Kerr i Li.

Przyjrzyjmy sie teraz dodatkowym wynikom, o ktérych nie wspomniano
poOwyzZej.

Omoéwienie tresci rozprawy i dodatkowych wynikéw

Rozdzial 1 zawiera ogdlne wprowadzenie do teorii uktadéw dynamicznych
wywodzacej sie z nauk przyrodniczych, a takze oméwienie struktury Rozprawy.

Rozdziat 2 zawiera definicje podstawowych pojeé¢ dynamiki topologicznej,
a takze definicje kluczowe dla Rozprawy, takie jak grupy kongruentnie
monokafelkowalne i kongruentne ciggi Folnera.

W Rozdziale 3 udowodniono raczej trywialne fakty dotyczace minimal-
nosci i proksymalnosci, na przyktad podany jest wzoér obejmujacy syndety-
cznosci do obliczenia m(x) - liczba minimalnych poduktadéow G.

W Rozdziale 4, po wprowadzeniu pseudometryki Weyla Dy, pokazano
w Twierdzeniu 4.2, ze dla dziatania grupy mierzalnej G na przesuniecie .27 ¢,
Dy, jest jednostajnie réwnowazna z pseudometryka okreslong przez goérng
gestos¢ Banacha ,lokalizacji réznic™

D*(z,z) = lim sup {g€G:xz(g9) # z(9)} N E,h|
n=90 he@ |F,|
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Jest to przydatne twierdzenie, ktore zostato wielokrotnie uzywane w Rozprawie,
na przyklad w dowodzie ciagtosci funkcji entropii w Rozdziale 5 wspomni-
anym powyzej.

Rozdzial 5 zawiera, oprocz dowodu ciagtosci funkcji entropii, dwie sekcje
ktore nie sa uzywane gdzie indziej w Rozprawie, ale zawieraja interesujace
wyniki. Na przyktad Twierdzenie 5.3 jest uogélnieniem do dziatan przeliczal-
nych grup mierzalnych twierdzenia Downarowicza i Iwanika, ze funkcja m(-)
jest polciagta z dotu dla dziatan Z.

Rozdzial 6 zawiera materiat o przesunieciach podporzqdkowanych wprowad-
zone przez Kulczyckiego, Kwietniaka i Li. Zgodnie z Twierdzeniem 6.1 dla
7 < {0,1}, jesli hyop(Z) = 0, to entropia podporzadkowanego przesunigcia
Z pokrywa sie z "asymptotyczna gestoscig jedynek" w Z:

o 1
hiop(Z) = log(2) lim

n—o |Fn|

max{ Z w(g) : we Bg,(Z)}.

gEFR

Wynik ten jest kluczem do konstrukeji w Twierdzenie 8.2.

Rozdziatl 7, w ktérym wprowadzono pojecie konfiguracji quasi-Toeplitza,
zostal juz wspomniany.

Ostatni rozdzial, Rozdzial 8, zawiera dowody Twierdzeni 8.1 i 8.2.

Konkluzja

Rozprawa jest gtownie (ale nie tylko) oparta na artykule opublikowanym w
"Journal of the London Mathematical Society". Wedtug rankingu Austral-
ijskiego Towarzystwa Matematycznego jest to czasopismo z typu A w skali
A* A, B, C. Ponad to, wspotautorka Doktorantki w artykule o$wiadczyta
ze kazda autorka wniosta rowny wktad.

Art. 13 ust. 1. wustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym
oraz stopniach 1 tytule w zakresie sztuki stwierdza, ze ,Rozprawa doktorska,

. powinna stanowi¢ oryginalne rozwiazanie problemu naukowego lub ory-
ginalne dokonanie artystyczne oraz wykazywaé¢ ogdlnag wiedze teoretyczng
kandydata w danej dyscyplinie naukowej lub artystycznej oraz umiejetnosé
samodzielnego prowadzenia pracy naukowej lub artystycznej”.

W moim przekonaniu Rozprawa mgr Marty Straszak “Topological Dy-
namics of Countable Amenable Groups” spetnia ustawowe i zwyczajowe wymogi
stawiane rozprawom doktorskim. W zwiazku z tym przedkladam Radzie
Wydziatu Matematyki Informatyki Uniwersytetu Jagielloniskiego wniosek o



POLSKIE] AKADEMII NAUK

m INSTYTUT MATEMATYCZNY
P AN

przyjecie Rozprawy i dopuszczenie mgr Marty Straszak do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.

Jonatan Gutman

N, /



