dr hab. inz. Jacek Serafin Wroctaw, 1.09.2020 r.
Wydzial Matematyki
Politechnika Wroctawska

Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Marty Straszak
"Topological Dynamics of Countable Amenable Groups"

1. Opis problematyki i wynikéw rozprawy.

Rozprawa doktorska mgr Marty Straszak dotyczy zagadnient dynamiki ukladéw topologicznych
z dzialaniem grup Sredniowalnych (inaczej: grup ze Srednig); ogdlnie rozpatruje sie zwartg
przestrzeil metryczng X i przeliczalng grupe éredniowalna G dzialajaca na X poprzez homeo-
morfizmy. Waznym przypadkiem szczegblnym, czesto omawianym przez doktorantke, jest sytu-
acja gdy X C AC, gdzie A jest zbiorem skoriczonym zwanym alfabetem oraz G dziala na X
poprzez uogolnione przesuniecia (shifty): (gz)(h) = z(hg), dla g,h € G,z € X.

Tematyka podjeta przez mgr Straszak plasuje sic w waznym nurcie badan entropii (topo-
logicznej) ukladow z dziataniem grupy ze $rednig, jest to obszar zainteresowan wiclu $wia-
towej klasy matematykéw. Gléwne wyniki dotyczg mozliwosci zrealizowania kazdej wartosci
h € [0,log |A]) jako entropii pewnego minimalnego poduktadu symbolicznego (w skrocie: sub-
shiftu) uktadu (A%, G), gdzie G jest przeliczalng grupa ze §rednig. Dla podkreslenia wagi
podejmowanych zagadnienn, warto wspomnie¢ o pracy Hochmana i Meyerovitcha o mozliwych
wartoSciach entropii dla wiclowymiarowych shiftéw typu skoriczonego, opublikowanej w Annals
of Mathematics. '

Rozprawa liczy 84 strony 1 sklada sie z oSmiu rozdzialow. Bibliografia zawiera 60 pozyeji,
wrod nich jest jedna praca (pozycja [9] w spisie) opublikowana w 2018 roku przez doktorantke
w Journal of the London Mathematical Society, jest to artykul napisany wspoélnie z M. Lacka;
wspolautorka zalaczyla oswiadezenie o wktadzie 50% do pracy.

Rozdziat 1. ma charakter wstepny, zawiera pewne uwagi historyczne i mozliwe motywacje;
znajdujemy w nim zapowiedZ stosowanych technik i narzedzi takich jak pseudometryka Weyla,
zbieznosé kwazi-jednostajna, konfiguracje kwazi-Toeplitzowskie, shifty subordynowane.

W rozdziale 2. autorka wprowadza najwazniejsze pojecia z zakresu ukladéw dynamicznych,
definiuje grupe ze érednia, ciag Felnera, entropig topologiczng, przestrzenie shiftowe; wprowadza
tez istotne z punktu widzenia rozprawy pojecia grupy rezydualnie skonczonej oraz grupy kon-
gruentnie monokafelkowalnej. Skoniczony podzbior F grupy G nazywamy monokafelkiem jesli
istnieje zbiér C tzw. Srodkdéw taki, Ze rodzina zbioréw postaci Fe dla ¢ € C tworzy rozbicie
{czyli pokrycie zbiorami roztacznymi) grupy G. Grupa ze Srednig to grupa G, w ktorej istnieje
ciag Falnera F = {F,} podzbioréw skoriczonych "coraz lepiej niezmienniczych" czyli spelnia-
jacych warunek w—rl‘}%@ — 0 dla wszystkich ¢ € (. Grupa kongruentnie monokafelkowalna to
przeliczalna grupa ze §rednig G, dla ktérej istnieje specjalny ciag Falnera F = {F,} wyczer-
pujacy grupe G oraz taki, ze F,.; jest pokryty przez rozlaczne przesuniecia elementu F),, dla
n > 1. Doktorantka cytuje wynik Cortez 1 Petite’a mowigcy, ze kazda rezydualnie skonczona
(czyli taka w ktorej przekr6j wszystkich podgrup normalnych o skoriczonym indeksie jest try-
wialny) grupa ze Srednig jest kongruentnie kafelkowalna. Pozwala to nastepnie uogdlniaé¢ m.
in. twierdzenie Kriegera z pracy [37].

Rozdzialy 3. do 7. stanowig elementy skladowe dowoddw gléwnych twierdzen 8.1 i 8.2; za-
prezentowane wyniki ukazaly sie w zasadzie w calosci w pracy [9]. Wyjatkiem jest rozdzial 6.,
w ktorym znajduja sie nowe wyniki dotyczace shiftow subordynowanych.

W rozdziale 3. doktorantka zajmuje si¢ badaniem podukladéw minimalnych ukfadu dyna-
micznego; dla elementu z definiuje m(z) jako iloé¢ podukiadéw minimalnych w domknigciu



orbity G a nastepnie uogdinia wynik Downarowicza i Twanika ({19}, dziatanie grupy Z) pokazu-
jac, ze m(z) jest minimalna lcznogcis takiego zbiorn Z C Gz, Ze orbita punktu z odwiedza
dowolnie male otoczenie zbioru Z w sposdb syndetyczny.

W rozdziale 4. doktorantka wprowadza pojecie pseudometryki Weyla, bedacej jednym z fun-
damentalnych narzedzi w dalszych rozwazaniach. Dla elementéw x,y przestrzeni XC pseu-
dometryka ta zadana jest wzorem Dy (z,y) = limsup,_ ., & % ] SUPgec > rerg PE(): 9(f)), dla
ustalonego ciggu Fglnera F. Autorka podaje tez inne, rownowasne definicje pseudometryki
Weyla, dowodzi tez m. in. faktu, ze wartosé DW(x y) nie zalezy od wyboru ciggu Fgl-
nera. Zauwazmy, z¢ problem niejednoznacznosci byt nieobecny dla dziatania Z oraz, ze dowdd
kluczowego lematu korzysta w istotny sposdb z wynikéw przelomowej pracy Lindenstraussa i
Weissa ([43], Mean Topological Dimension).

Rozdzial 5. dotyczy zastosowan tzw. zbicznosci kwazi-jednostajncj czyli zbicznodct w pscu-
dometryce Weyla do badania ilosci sktadowych minimalnych, entropii topologicznej hy,, oraz
zbioru miar niezmienniczych. Doktorantka uzywa pojeé¢ wprowadzonych przez R. Bowena i defi-
niuje wiclko$ci Asep Oraz fispar za pomocs zbioréw (F, €)-rozdzielonych oraz (F, e}-rozpinajacych.
Przypomnijmy dla przykladu, ze jeshi F jest skonczonym podzbiorem G oraz € > 0, to zbiér £
jest (F, €)-rozdzielony, jesli dia réznych punktéw z,y € Z, ich orbity wzdluz F' sg przynajmniej
raz w odleglosci co najmmniej €. Stosujac dosé standardowe, choé nietrywialne, techniki, mgr
Straszak pokazuje, 2 Rsep(X) = Rspan(X) = heop(X ), co pozwala uzywaé zbioréw rozdzielonych
badZ rozpinajgcych do wszelakich rozwazai entropijnych.

Doktorantka rozwaza "funkcje entropii na orbicie domknictej" na przestrzeni (X, G) zadana
wzorem h(z) = hyp(Gx) i pokazuje, ze funkcja ta jest dolnie pélciggla ze wzgledu na zbieznosé
kwazi-jednostajna; ponadto funkcja h nie musi byé ciagla. W sytuacji gdy X = A® czyli X
jest subshiftem, funkcja h staje si¢ ciggta. Dowdd ciaglosei jest tadng kombinacjg technik dy-
namiki symbolicznej, klasycznej teorii entropii Bowena oraz ponownie wyniku Lindenstraussa
i Weissa. W dalszej czedci rozdziatku 5. autorka bada funkeje # — m(z), prayporzadkowu-
jaca punktowi  iloéé sktadowych minimalnych orbity Gr; uzywajac narzedzi z rozdzialu 3.
dowodzi, ze funkcja ta jest dolnie pélciagta (w pseudometryce Dy ). Istotng czesé rozdzialu
5. doktorantka po$wicca badaniu zbioru miar niezmienniczych, pokazujac m. in. ze funkcja
przyporzadkowujaca punktowi  iloéé ergodycznych miar niezmienniczych o nosniku w Gz, jest
dolnie péiciagla.

Rozdzial 6. zawiera nowe wyniki dotyczace tzw. shiftéw subordynowanych, jest w zasadzie
niezalezny od pozostaiych czesci rozprawy i jest interesujgcy sam w sobie. Dla uktadu Z C
{0,1}¢, shift subordynowany Z definiuje sie jako zbibr takich z dla ktorych istnieje z € Z,
leksykograficznie nie mnicjszy od =, tzn. Z = {z € {0,1}% : 3z € Z z(g) < 2(g9),9 € G}-
Jest jasne, ze wyjsciowy uklad Z moze by¢ bardzo ubogi natomiast Z moze by¢ bardzo nic-
trywialny (np. biorac jednopunktowy uklad Z = {19} dostajemy pelny shift jako Z). Megr
Straszak pokazuje elegancki sposob na hczeme entropii Z w sytuacji gdy hs,»(Z) = 0, wzorem
(twierdzenie 6.1) huwp(Z) = log2 - limysoo s g mex{Y ep, w(g) : w € Br, (Z)}, widaé tu
zwigzek entropii z asymptotyczna gestoscia wystepowania symbolu 1 w ukladzie Z. Autorka
pokazuje nastepnie ciekawy zwigzek miedzy gestoScia wystepowania symbolu 1 w Z a maksy-
malng (maksimum po zbiorze miar niezmienniczych) miarg cylindra [if. = {z : z(e) = 1}, co
pozwala na podanie (lemat 6.6) nowego sposobu obliczania entropii shiftu subordynowanego:
hig(Z) = max,c Mz #{[1le) - log 2. W ostatniej czesci rozdziatu 6. doktorantka rozpatruje
uklad Z = Gz zadany przez tzw. konfiguracje okresows z na {0, 1} z dzialaniem grupy rezy-
dualnie skoriczonej. Korzystajac z metod rozwinigtych w rozdziatach 6. 1 2. uzyskuje zwarty
wzor na entropie subshiftu subordynowanego: fug,(Z) = Eg.j > gery 2(9), gdzie {Hy,}nen jest
ciggiem podgrup normalnych jak w lemacie 2.4, natomiast Hy jest okresem konfiguracji z.

W rozdziale 7. autorka rozwija kolejny (ostatni _}uz) zestaw metod niezbednych do przeprowadzenia
dowodéw gtownych twierdzen, definiujac tzw. konfiguracje kwazi-Toeplitzowskie. Ciagi Toeplitza
zostaly wprowadzone przez Jacobsa i Keane’a w pracy [35], w klasie tych ciagéw badane s od lat
zjawiska réznej natury dynamicznej (wspomnijmy choéby realizacje mozliwych funkeji entropii
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czy pewne kwestie zwigzane z hipoteza Sarnaka). Uogoélnienia ciagéw Toeplitza , tzw. konfi-
guracje kwazi-Toeplitzowskie, byly badane przez Cecchi, Cortez i Petite’a (]8],[10],]11]). Ciag
z € A% nazywamy Toeplitza jesli kazda jego wspdlrzedna wystepuie okresowo, tzn. dla kazdego
n € 7 istnieje okres p € N taki, ze z(n + ip) = z(n), dla dowolnego i € Z; uklad Toeplitza
uzyskuje sie biorac domkniecie orbity ciagu Toeplitza. Doktorantka przypomina klasyczna
konstrukeje ciggu Toeplitza nad Z, opisuje tez dokladnie konfiguracje kwazi-Toeplitzowsks dla
dziatania grupy (@,+), co samo w sobie jest do§¢ skomplikowane. Definiuje nastepnie kon-
figuracje kwazi-Toeplitzowska dla dzialania grupy kongruentnie monckafelkowalnej (definicja
wymaga ustalenia w grupie G’ pewnego specjalnego ciagu Folnera), czyli w najwickszej mozli-
wej obecnie ogdlnosci, uzywajac poje¢ rozdzialu 2. Dowodzi nastepnie w do$é elementarny
sposéb, ze jesh x jest kwazi-Toeplitzowsky konfiguracjy z zadanym kongruentnym ciggiem Fgl-
nera, to Gz jest uktadem minimalnym. Duzo bardziej pomystowy i zaawansowany technicznie
jest dowod kluczowego faktu (lemat 7.3), Ze rodzina konfiguracii kwazi-Toeplitzowskich jest
tukowo spéjna.

Rozdzial 8. zawicra dwa glowne wyniki rozprawy: twierdzenia 8.1 1 8.2. Pierwsze z twierdzen
uogdlnia wazny wynik F. Kriegera mowiacy, ze jesli grupa ze érednig G jest rezydualnie skon-
czona i dziala poprzez shifty na A%, to kazda wartosé z przedziatu [0, log |A]) mozna zrealizowaé
jako entropie pewnego minimalnego podukladu symbolicznego pelnego shiftu A¥. Doktoran-
tka dowodzi prawdziwosci tego wyniku przy stabszym zalozeniu, ze grupa ze sredniag G jest
kongruentnie monokafelkowalna. Idea dowodu jest prosta choé szczegoly konstrukeji sa skom-
plikowane; tworzy sie dwie konfiguracje kwazi-Toeplitzowskie, jedng o entropii zero, drugg o
entropii bliskiej log | A|; nastepnie korzystajac z ciaglosci funkeji entropii w uktadach shiftowych
oraz ze spojnoscei tukowej rodziny konfiguracji kwazi-Toeplitzowskich uzyskuje sie konfiguracje
z o zadanej entropii oraz w efekcie docelowy uktad minimaly Gz.

Autorka twicrdzi, ze metody przez nig stosowane sa istotnie prostsze od oryginalnych metod
Kriegera; szkoda, Ze rozprawa nic zawiera w takim razie choéby krotkiego opisu technik uzytych
przez Kriegera w pracach [37] 1 [38].

Drugie ze wspomnianych twierdzenn méwi, ze jesli rezydualnie skoriczona grupa ze Srednig G
dziata na {0,1}¢, to kazds wartosé z przedziatu [0,log?2) mozna zrealizowaé jako entropic
pewnego podukiadu proksymalnego. Docelowy uklad proksymalny o entropii 7 - log2, dla
v € [0,1), uzyskuje sie jako subordynowany shift domkniecia orbity specjalnie skonstruowanego
elementu o gestosci v wystepowania symbolu 1 wzdtuz pewnego ciggu Fglnera. Konstrukeja jest
pomystowa i technicznie zaawansowana, cho¢ mimo wszystko standardowa w §wiecie kodowania
ukiadow symbolicznych.

2. Uwagi i watpliwosci. _
Podaje ponizej wazniejsze z krytycznych uwag, nasuwajacych si¢ po lekturze rozprawy:

Przyklad 3.1, dowéd jest niepotrzebny, jest to absolutna klasyka, wystarcza tutaj Lemat
3.1 1 jego dowod.

W dowodzie Twierdzenia 3.1 wystepuje zarowno p(-,-) jak i dist(-,-), ktére nie zostalo
zdefiniowane.

Dowod Lematu 3.3 jest oczywisty.

Dowéd Lematu 3.4 {o klasyka, mozna bylo pominaé.

- Argumentacja na dolnej polowie strony 21 jest co najmniej metna i nieczytelna, chodzi
o dowod, ze jedyne minimalne subshifty to Zz,Zzs, ..., Zzy,; tu moglby si¢ pojawié
dokladniejszy opis kosztem dowodow lematow 3.3 1 3.4




Na poczatku rozdziatu 4. mamy przyklad sytuacji wystepujacej wicle razy w rozprawie:
"przegadany" fragment, gdzie co najmniej dwa razy autorka zapowiada co si¢ za chwile
wydarzy; nalezy tego unikaé w przysziosci.

Strona 23: nie trzeba tlumaczy¢ co to jest "power set"; irytuje napis: use F to denote a
Falner sequence F = ...

Sformutowanie Lematu 4.1 zawicra ustep: "Recall that supz means that ..." co jest lekko
irytujgee jako ze to samo jest napisane 19 linii wyzej na stronie 23.

Lematy 4.2 1 4.3 sg oczywiste, ich dowody pominatbym.

W Lemacie 4.4 autorka definiuje zbior £, wydaje mi sie, ze takie obiekty byty juz
rozwazane w pracach Downarowicza, Huczka i Zhanga pod nazwa "saturacja zbioru"
(np. w pracy "Symbolic Extensions of Amenable Group Actions and the Comparison
Property” Downarowicza i Zhanga); po co definiowaé F, w dowodzie lematu 4.5 jesli pot
strony wyzej jest definicja, E7

Podrozdziat 4.2, tu warto moze przypomnieé, ze pseudometryke Weyla w przestrzeni
trajektorii wprowadzili Jacobs i Keane a rozwijali m.in. Downarowicz i Iwanik, jesli
nawet byta o tym mowa to na samym poczatku rozprawy.

Potowa strony 27: uwaga w stylu "Note that by Lemma 4.9 the above..." wprowadza
czytelnika w blad; naturalne jest poszukiwanie rzeczonego lematu na stronach juz przeczy-
tanych, podczas gdy pojawia si¢ on kilka stron dalej; podobna sytuacja wystepuje w
przykladzie 4.2, gdzie autorka odwoluje sie do twierdzenia 4.2, ktére dopiero pojawi sie
kilka stron dalej w tekscie.

Twierdzenie 4.1 jest uogdlnieniem wyniku Jacobsa i Keane’a, warto o tym bylo napisac.
Strona 28, linic 15 i 16 to powtdrzenic linii -10, -9 zc strony 27.

Blad logiczny w sformutowaniu Lematu 4.8: wielko§¢ Dy (z, z) zalezy potencjalnie od
wyboru ciggu Falnera F, nalezaloby tu skorzystaé z péZniejszego Lematu 4.9.

Twierdzenie 4.2 to uogodlnienie na dzialanie grupy ze §rednig Wniosku 1 z pracy [19], a
doktadniej wniosku z Prop. 1 tamze; Lemat 4.12 jest adaptacja Prop.l z pracy [19],
nalezato o tym napisaé.

W sformulowaniu Twierdzenia 5.1 zastapitbym "satisfying" przez "defined by"; przyktad
5.1 nic jest "adjusted" a raczej jest identyczny z przyktadem 3 z {19].

Koniec dowodu Twierdzenia 5.1: chcialbym zobaczyé uzasadnienie zdania "If h(z) = oo
then the proof is similar.”

Ciagi Fglnera spelniajace warunek F,, = F,;! nazywa si¢ zwykle symetrycznymi.

Strona 44, linia 4: tu dodalbym, ze H(t) oznacza entropie binarna, chwile wezesniej H
ozaczalo co$ zupelnie innego.

Ta uwaga moglaby by¢ napisana przez kazda osobe, ktora zapoznala sie doktadnie z praca
[9], bedaca rdzeniem rozprawy; dowdd Twierdzenia 5.3 zostal w zasadzie przepisany stowo
w slowo z dowodu twierdzenia 35 w pracy [9], zamieniono jedynie indeks s na &, w jakim
celu? Cala sekeja 5.2 zostala przepisana z [9], tyle, ze w innej kolejnosci, dla utrudnienia?
Zbiér miar dystrybucyjnych dla x oznaczany jest w pracy [9] przez wx(z) a w rozprawie
przez Disz(z), dlaczego? To wszystko utrudnia lekture.



- Lemat 5.8 (Bogolubowa-Krylowa) to klasyka, dowod mozna znalezé w kazdej ksiazce
dotyczacej ukiadéw dynamicznych.

- Nicktére dowody sg niepotrzebnie nieczytelne, dobrym przyktadem jest Lemat 5.10; jego
dowod polega na sformutowaniu i udowodnieniu Lematu 5.16 a nastepnie jednego wiersza
komentarza, ze prawdziwosé Lematu 5.10 wynika wprost z Lematu 5.16. Nie rozumiem
takiego postepowania.

- Co oznaeza X w sformulowaniu Lematu 6.17 Co oznacza symbol ergmaz w linii 4 na
stronie 587 Czy dowodu Lematu 6.7 nie mozna wydtuzyé o kilka wierszy i przeprowadzi¢
wprost, bez wprowadzania lematéw 6.8 1 6.97 Jest to kolejny przykiad pewnej maniery
polegajace] na dzieleniu rozumowan na wiele (zbyt wielel) drobnych krokéw {czytaj:
lematow) i zmuszaniu czytelnika do "przeskakiwania" ze strony na strone w celu gledzenia
odpowicdnicgo rozumowanta; nic jest to zbyt dobra strategia.

- Poczatek rozdziatu 8: tu warto sformulowaé i rozwinaé watek wyjasniajacy dlaczego
zaprezentowany dowod Twierdzenia 8.1 jest przystepnieiszy od oryginalnego rozumowania
Kriegera.

3. Ocena rozprawy i konkluzja.

Wigksza czesé rozprawy opiera sie na publikacji [9] 1 jest w zasadzie pewng modyfikacjs prowa-
dzonych w [9] rozumowan. Fakt ten musze¢ uznaé za stabg strone rozprawy. Nie sgdze, aby
powstata kolejna publikacja na podstawie rozdzialow 3,4,5,7. Z drugiej strony, tematyka shiftow
subordynowanych, poruszona w rozdziale 6. i bedgca fundamentem dowodu twierdzenia 8.2 oraz
wyniki uzyskane tamze, moga moim zdaniem byé punktem wyjécia do przygotowania dobrej
publikacji. Nie mam watpliwosci, ze doktorantka wykazala si¢ znajomoscig bardzo nictry-
wialnych technik kodowania w dynamice topologicznej oraz dobrym zrozumieniem problemow
jakie spotyka si¢ zwykle w przypadku dzialan grup ze érednig, gdzie przestaja dzialaé mecha-
nizmy 1 intuicje znane z klasycznej dynamiki dziatania grupy Z. Mgr Straszak bardzo sprawnie
postuguje sie narzedziami takimi jak konfiguracje kwazi-Toeplitzowskie oraz oszacowania en-
tropijne, co uznaje za mocng strone rozZprawy.

Recenzowana rozprawa zawiera niewatpliwie naturalne i interesujgce wyniki. Pytania o mozliwe
wartosci entropii sa bardzo klasyczne i w zwiazku z tym kazdy sensowny wynik spotka sie z zain-
teresowaniem srodowiska matematycznego. Choé sformutowanie gléwnego twierdzenia wydaje
sie by¢ relatywnie proste i zrozumialte dla osoby spoza kregu uktadéw dynamicznych, to §ciezka
dowodu jest pelna pulapek i wymaga wieloetapowych, zlozonych rozumowan. z ktoérvmi dok-
torantka radzi sobie bardzo dobrze.

Nie zauwazylem w rozprawie powaznych btedéw merytorycznych, niemniej zamieszczona powyzej
lista uwag i watpliwosci obniza nieco moja ocene pracy. Rozprawa napisana jest w jezyku an-
gielskim, nie mam wigkszym zastrzezen co do poprawnosci jezykowe]; zauwazylem kilkanascie
drobnych bledéw, nieistotnych dla oceny pracy.

Konkiuzja: po zapoznaniu sie z rozprawg doktorskg mgr Marty Straszak uznaje, ze spelnia

ona wymagania ustawowe stawiane rozprawom doktorskim. Wnosze o dopuszczenie mgr Marty
Straszak do dalszych ctapdw przewodu doktorskicgo.

Jacek Serafin



