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Recenzja Rozprawy Doktorskiej Pani magister Anny Szczepanek

1. Oris ROzZPRAWY

Rozprawa Pani magister Anny Szczepanek jest napisana po angielsku i ma tytul

"QUANTUM DYNAMICAL ENTROPY OF UNITARY OPERATORS
IN FINITE-DIMENSIONAL STATE SPACES".

Sklada si¢ z Wprowadzenia (Introduction), Wstepnych Informacji Podstawowych (Pre-
liminaries), 4 Rozdzialéow (Chapters), Bibliografii, Spisu Symboli, Indeksu Nazw oraz
Streszczen (w jezyku polskim i angielskim). Jest to bardzo obszerna Rozprawa: liczy 187
stron (oraz po jednej stronie "Summary" i "Streszczenie"), a jej Bibliografia sklada sie
z imponujacej liczby 192 pozycji. Okazuje si¢, ze w tekscie Rozprawy cytowanych jest
191 pozycji Bibliografii (poza [1] Accardi, Ohya, Watanabe, ktora takze jest zwigzana z
tematyka Rozprawy). Mozna podziwiaé u Autorki znajomoéé ogromu literatury badanej
tematyki.

We Wprowadzeniu Autorka podaje swoje motywacje, opisuje w sposéb ogolny uzyte
metody badawcze i uzyskane wyniki a takze przedstawia sposéb w jaki Rozprawa jest
ulozona. Dzieki temu czytelnik od razu nabiera wstepnej orientacji co do tematyki i za-
kresu Rozprawy. Ze wzgledu na rozmiar Rozprawy bardzo pomocne w jej czytaniu sg
takze Skorowidz uzywanych symboli oraz Indeks nazw, umieszczone po Bibliografii.

W Rozprawie jest tez sporo rysunkéw, ktére swietnie pokazuja przyklady badanych
zjawisk i ich wlasnodci. Te rysunki zrobily na mnie duze wrazenie i byly bardzo pomocne
w budowaniu intuicji.

Badania Autorki dotycza ewolucji przestrzeni stanéw oznaczanych S(C%) i zwanych
kwantowymi, na d-wymiarowej przestrzeni zespolonej C?, pod dzialaniem ustalonego ope-
ratora unitarnego S(C?%) 3 p — UpU* € S(C?), co w tej teorii ma nazwe kwantowego
kanatu unitarnego. Stan kwantowy jest utozsamiany z operatorem hermitowskim p = p*
dodatnim p > 0 na C? o sladzie tr(p) = 1. Ogolnie badany stan podlega ewolucji pod
dzialaniem ustalonego systemu zwanego PIFS, w ktérym gléwna role odgrywaja funkcje
ewolucji p — Fj(p) i prawdopodobiefistwa p;(p). W Rozprawie sa one rozpatrywane w
szczegblnych sytuacjach, zaleznych od ukladu pomiaréw II := {II,, ... I} ktore sa her-
mitowskimi operatorami dodatnimi o sumie bedacej operatorem identycznosciowym I; na
C¢. Wowczas jesli p;(p) := tr(IjUpU*) £ 01 B; == /II; to

P o BUPUE;
pi(p)
Taki system okreslony przez ustalone U oraz Il oznaczany jest svmbolem Fi; 17 i nosi nazwe

czesciowego iterowanego systemu funkcyjnego (ang. "partial iterated function system"
PIFS).

2. OMOWIENIE UZYSKANYCH WYNIKOW

2.1. Rozdzial 1. W Rozdziale 1, noszacym tytul "Framework", Autorka rozpatruje dwa
rodzaje pomiarow:
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(1) PVM (miary o wartosciach projektorowych) w ktérym operatory pomiaru 11,
J =1,...,k £ d sa rzutami ortogonalnymi: II; = (II;)* = (II;)?, wzajemnie
prostopadlymi: II;II; = 0dla 1 <:i# j <k,

(2) rank-1 POVM (miary o wartoéciach bedgcych rzutami ortogonalnymi jednowymia-
rowymi niekoniecznie wzajemnie ortogonalnymi) w ktérych operatory pomiaru s3

d
dane jako IL;(h) := (,cjlh) pjdlaheC4il<j<k>doraz ;|| =1, wow-

czas wektory ¢; stanow ig tak zwana ramke (ang. "frame") czyli uktad wektoréw
spetniajacych uogolniong réwnosé Parsevala (z ustalong stalg.)

W takim schemacie Autorka bada ewolucje kwantows jakiej podlega stan okreslony przez
unormowany operator identycznosciowy p, := %Hd, ktory jest stanem maksymalnie zmie-
szanym (ma maksymalng entropie Shannona, réwng Ind). W badanich Autorki jest on
takze punktem réwnowagi rozpatrywanych ewolucji (ze wzgledu na ich jednorodnosé, co
oznacza, ze zarbwno prawdopodobienstwa p; jak i funkcje p; - F; sa afiniczne dla wszystkich
1<i<k).

W przypadku rank-1 POVM taki stan, pod dzialaniem Fj, przechodzi w Fj(p,) = p; :=

1
=I1; z jednakowym prawdopodobieristwem p;(p,) = — niezaleznie od 1 < j < k.
J J k

"To pozwala okregli¢ proces Markowa na skoriczonej przestrzeni stanéw S, := {py,..., pr}
z poczgtkowym prawdopodobienistwem jednostajnym m,(p;) = % i macierza przejécia
Ppi, pj) = pjlps) = %l(apﬂ(]zpj)l?. Jesli oznaczymy [, := {1,2,...,k} oraz zlozenie
Fo:=Fy, oF, ,0---0F, dlas=(ky,..., kn) € I, to Fc(p.) € S, i proces ewolucji
moze by¢ opisany przez nieskonczone ciagi liczb ze zbioru I, z prawdopodobiefistwem
produktowym P. Jednym z wynikéw tego Rozdzialu jest pokazanie, ze miara ta nie jest
ergodyczna, zaréwno dla rank-1 POVM (Theorem 1.35) jak i dla PVM (Theorem 1.41).
Oba te Twierdzenia sa ciekawe, chociaz niezbyt odpowiadaja mojej intuicji (co wyjasniam
w dalszej czesci). Nie-ergodycznosé miary P, jest tutaj konsekwencjy jej dosyé szczegol-
nej postaci — w pewnym uproszczeniu mozna powiedzieé, ze miara ta jest skupiona na
skorficzonym zbiorze. W przypadku PVM jest to takze konsekwencja badanego modelu
zlozonego z dwoch rzutéw ortogonalnych: jednowymiarowego Ily i d — 1-wymiarowego II;.

Takze Twierdzenie 1.42 o niezmienniczosci prawdopodobienistwa na odwracalnosé ciggu
indeks6w, dla procesu startujacego z indetycznosci, wyglada ciekawie, chociaz tez dotyczy
tylko tego specyficznego rodzaju pomiaru PVM.

2.2. Rozdzial 2. W Rozdziale 2 pod tytulem "Ball & point qutrit systems" Autorka bada
szczegblowo system w C?, w ktorym za ewolucje odpowiada ustalony operator unitarny U
a pomiar jest dokonywany przez uktad dwoch projektorow (wzajemmnie) ortogonalnych II,
(rzgdu 2) oraz Il (rzedu 1), co daje rozklad calej przestrzeni C* = II,(C?) @ I1,(C®) na
sume ortogonalng dwoch podprzestrzeni. W tej sytuacji rzut jednowymiarowy I, jest dany
przez wektor jednostkowy 2 € C? i “ pierwszym kroku ewolucji otrzymuje sie Fi(p.) =
310 =: pp 2 prawdopodoblenstwem 5 oraz Fy(p.) = II; =: p, z prawdopodobiefistwem 1

Najpierw jest rozpatrzony przypadek p(p.) = 0, czyli gdy F, nie wplywa na ewolu(je
p.. Okazuje sie, e wowczas > musi byé wektorem wlasnym U, czyli ze powyzszy rozklad
C? jest niezmienniczy dla operatora unitarnego U (Proposition 2.1). W tym przypadku
pokazano, ze entropia dynamiczna ukladu (zdefiniowana na stronie 35), startujacego z p,,
jest rowna H(U,II) = 0.

Duzo bardziej zlozony jest przypadek p,(p.) > 0, w ktérym Fi(p.) = p, jest sta-
nem wektorowym okredlonym przez wektor niezerowy v := I1,Uz, lezgcy w obrazie © =

I1,(C?%). Gléwna role¢ w opisic ewolucji systemu odgrywa operator A = II,U |o oraz
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jego wartosci wlasne o(A) = {A,.A:}. Ich badaniu Autorka poswieca kolejne strony
tego Rozdzialu. W szczegolnodci operator ten jest odwracalny dokladnie wtedy, gdy
w = {2|Uz) # 0 i wowczas kazdy ze stanéw {p,, p,} moze byé poddany dzialaniu nie-
skoriczenie wielu iteracji Fy, przy czym na (ktorejs z) trajektorii {F(p;) : n € N} (dla
i € {m.v}) moze si¢ pojawi¢ punkt osobliwy, czyli taki stan p, dla ktérego F(p) = p lub
p1(p) = 0, stabilizujacy dalsza ewolucje danej trajektorii. Dla przykladu, stan wektorowy
P jest osobliwy, gdy w jest wektorem wlasnym operatora A.

Poczatkowo Autorka bada dzialanie systemu na stany wektorowe, utozsamiane z plasz-
czyzng rzutowy CP', co jest rownowazne z dzialaniem homografii Mébiusa, ktorych kla-
syfikacja jest znana - opisana za pomoca ich punktéw stalych (jeden lub dwa) i ich
charakteru (homografie te sa nazywane loksodromiczne, eliptyczne albo paraboliczne).
Przy pomocy operatora A Autorka wyréznia trzy rodzaje sytuacji, ktére moga sie po-
Jawi¢ w trajektoriach stanow wektorowych poddanych dzialaniu systemu, czyli de facto
poddanych iteracjom dzialania F:

(G) typowe (ang. generic), gdy A odwracalny i A, # )\;, prowadzaca do dynamiki
loksodromicznej lub eliptycznej;

(D) z defektem i nieosobliwe, gdy A; = Ay oraz 0 < |);| < 1, prowadzace do dynamiki
parabolicznej;

(S) singularne, gdy A nie jest odwracalna, wowczas dynamika jest zdegenerowana
(moze mie¢ jeden punkt staly lub nie mie¢ zadnego).

Rozszerzajac te wyniki na dowolne stany (niekoniecznie wektorowe) Autorka uzyskuje
opis dynamiki na S(©) dla operatora A, ktéry nie jest unitarny: podane sg opisy punk-
tow statych transformacji F; (Observation 2.14) oraz typowych trajektorii nietrywialnych
(Observation 2.15). Trajektorie te moga byé nieskonczone i zbiezne do punktu (w przy-
padku D i niektérych G), okresowe lub prawie okresowe (w pozostalych przypadkach G)
lub zrzucane w jeden punkt pod dzialaniem F; (w przypadkach S). Odnoszac te wyniki
do opisu zachownia trajektorii danych stanéw p,, oraz p, := Fi(p.) Autorka pokazuje
(Observation 2.19), ze (gdy A nie jest unitarny, to) p,, nie moze byé osobliwy dla Fy
natomiast g, moze byé albo punktem statym albo p;(p,) = 0. Pelna klasyfikacja mozli-
wych laficuchéw Markowa i ich trajektorii jest podana w Theorem 2.21 z objasnieniami
na rysunkach. W szczeg6lnoSci wazna i sympatyczng role w tej klasyfikacji odgrywa Kre-
cik (=taupek, strona 70), ktéry odpowiada za trajektorie z jednym tunelem, w ktérym
ten Krecik si¢ porusza, co odpowiada kolejnym iteracjom F7*(p.,), ktore moga dazy¢ do
Pe, gdy n — oo lub wracaé do p,, a Fi(p.) € {p.,pe,} (gdzie {ei1, ez} sa jednostkowymi
wektorami wlasnymi operatora A).

W nastepnym Podrozdziale (Section 2.2) badany jest mozliwy opis trajektorii poprzez
obraz numerycany W(U) := {w:= (z|Uz) € C: 2 € C3, ||z|| = 1} unitarnego operatora
ewolucji U, ktory jest uwypukleniem (otoczka wypukta) jego (co najwyzej trzech) wartosci
wlasnych. W Theorem 2.22 pokazano, ze dwa wektory jednostkowe z;, 2, € C? daja ten
sam punkt w W(U) dokladnie wtedy, gdy generuja dwa sprzezone (réownowazne) systemy.
System Fy.n zalezy od z € C? poprzez drugi (jednowymiarowy) projektor I1,(h) = (z|h) -
z. Sprzezono$é¢ systemoéw oznacza, ze istnieje operator unitarny komutujacy z U, ktéry
przeksztalca z; — 2. W konsekwencji otrzymujemy wzajemna jednoznaczno$é punktow
w € W(U) obrazu numerycznego oraz systeméw Fy 1 (z doktadnoscig do ich sprzezenia).
Pozwala to rozpatrywaé tylko systemy postaci Fy,, gdzie w := (z|Uz) € W(U) oraz Tl
Jest rzutem ortogonalnym na z, a I) = I3 — II,, poniewaz dzialanie takiego systemu jest
takie samo dla wszystkich z, ktére daja ta sama liczbe w € W(U).



W komentarzu (Remark 2.23) do tego Twierdzenia Autorka zauwaza, ze nie da sie
go uogdhié na wyzsze wymiary — na C® wartoéci wlasne operatora unitarnego stanowia
jednoznaczny uklad wspéirzednych barycentrycznych (o ile s3 rozne), a np. na C* tak nie
jest (podany jest kontrprzyktad).

Jako ze klasyfikacja trajektorii przy pomocy wlasnosci operatora A sklada sie z dzie-
wigciu przypadkow, kazdy z nich zostal rowniez zbadany i opisany, w Theorem 2.32, przy
pomocy polozenia liczby w obrazie numerycznym W(U) oraz tego jakim trojkgtem jest
ten obraz. Na przyklad, jesli w = 0, to trajektorie zaleza od tego, czy trojkat W(U) jest
réwnoboczny, ostrokatny ale nie rownoboczny czy prostokatny.

Kolejny Podrozdzial 2.2.3 poswieca Autorka zbadaniu zwigzkéw pomiedzy niezmienni-
czoscig kwantowej entropii dynamicznej H (U, IT) (oraz entropii wyjscia G(U, I1)) na zmia-
n¢ operatora unitarnego U poprzez przeksztalcenia: fazy U w €U, bazy U — VUV*
(V-unitarny) i odwrotnoé¢ U +— U* = U™! (pokazanej w Proposition 1.47) a izome-
triami kola jednostkowego D C C (obrotami okregu jednostkowego lub sprzezeniem ze-
spolonym z ~ Z). Analogicznie jak poprzednio te entropie zaleza tylko od parametru
w = (2,Uz) € D. Okazuje si¢ (Theorem 2.40 i dalej Corollary 2.41) ze jesli spektrum
operatora unitarnego o(U,) przeksztaicimy przez izometrig kota 7 : D +— D na spektrum
innego operatora unitarnego o(Uz) = T(o(U,)), to dla dowolnego w w obrazie numerycz-
nym U, otrzymamy réwnowaznos¢ systemow Fys, , i Fu,rw) @ w konsekwencji takie same
entropie dynamiczng H(U,II) oraz wyjscia G(U, IT). W szczegélnosci takie izometrie dla
U := Uy = U, nie zmieniaja systemu JFy,,. Dow6d opiera sie na jednoznacznosci spektrum
operatora unitarnego (z dokladnoscig do zmiany bazy C3).

W nastgpnych dwoch Podrozdzialach wyliczone sa wzory na entropie dynamiczng H
(2.3. Formulae for dynamical entropy) oraz entropie wyjscia G (2.4. Formulae for excess
entropy) dla wszystkich typoéw trajektorii opisanych w Theorem 2.21. Wyniki te sg uzy-
skane dzigki dosy¢ obszernym i szczegdlowym rachunkom, przy pomocy ktorych Autorka
znajduje miare graniczng ., potrzebng do zastosowania wzoru Blackwella w wersji (1.34)
(ze strony 50). Ostatnim osiggnieciem Rozdziatu 2 jest szczegolowe rozpatrzenie dyna-
miki systemu dla pewnej szczegélnej macierzy unitarnej Ugy, wymyslonej przez Jamesa
Crutchfielda i Karoling Wiesner (ok. 2007), kt6ra w R® jest ortogonalng macierza obrotu
wokél osi Y o kat 45° zlozonym z obrotem wokol osi X o kat prosty. Autorka opisuje
zachowanie systemu dla rzeczywistych parametréw w z obrazu numerycznego Ugw. Ob-
liczone sa tez entropie dynamiczna i wyjscia dla szczegélnych wartosci tego parametru,
wérdéd ktoérych Autorka odzyskuje takze rezultaty Crutchfelda i Wiesner. Wiecej pracy
wymagal szczegélnie przypadek w = trUcw (proces skoticzony eliptyczny), dla ktérego
Autorka podala reprezentacje tego operatora unitarnego w odpowiedniej bazie, co po-
zwolil na uzyskanie postaci macierzy A oraz wektora v potrzebne do wzoru na entropie
dynamiczng (2.41); entropia wyjscia jest obliczona bezposrednio przy uzyciu prawdopodo-
biefistw przejscia. Dla innych parametrow w € W(Ugw) z obrazu numerycznego podane
sg (pigkne i kolorowe) obrazy uzyskane w sposéb numeryczny, w szczegoblnosci pokazane
jest dla jakich zespolonych parametréw z tego obrazu numerycznego rozpatrywany proces
Jest typu eliptycznego - sa to punkty na hiperboli laczacej dwie nierzeczywiste wartosci
wlasne operatora Ugw.

2.3. Rozdzial 3. W Rozdziale 3, majacym tytul "Dynamical entropy of unitary ope-
rators", wprowadzone jest pojecie entropii dynamicznej operatora unitarnego wzgledem
ustalonego pomiaru, ktére mierzy relatywny wplyw takiego operatora na losowosé w ewo-
lucji badanego systemu kwantowego. Relatywnos¢ jest wzgledem sytuacji, w ktorej istot-
ng rolg odgrywa sam pomiar, a jako operator unitarny wystepuje identycznosé I. Zatem



5

entropia dynamiczna operatora U (wzgledem pomiaru II) jest okreslona jako réznica:
Hgyn(U,IT) := H(U, 1) — H(I4,IT). Rozwazany pomiar jest typu rank-1 POVM (jednowy-
miarowe projektory zwiazane z ramka wektorow jednostkowych ¢; € C4 dlaj=1,.... k).
Autorka pokazuje ogdlne oszacowania na entropie dynamiczna dowolnego operatora uni-
tarnego, w niektérych przypadkach jest ona zawsze nieujemna, w innych moze byé ujemna
dla niektérych operatoréw unitarnych. Pokazane s przyklady takich sytuacji, w szcze-

) (czyli pomiaru typu SIC-POVM)

ta entropia jest zawsze ujemna (dla wszystkich unitarnych U). W kolejnym Przykladzie
(Example 3.7 dla d = 2 i dowolnego & nieparzystego) pokazane sa dwa operatory unitar-
ne ktérych entropia dynamiczna ma rézne znaki. Dalej, w Example 3.8 jest analizowana
szczegOlowo sytuacja ramki o atrakcyjnej nazwie Mercedes-Benz, czyli tworzacej troj-
kat réwnoboczny na sferze Blocha. Wowczas operatory unitarne odpowiadajace obrotom
wokot takich wektorow maja zawsze dynamiczna entropie nieujemna, a te zwigzane z ob-
rotami wokét osi prostopadlej do trojkata maja zawsze entropie dynamiczng niedodatnia.
Wszystkie te wlasno$ci uzasadnione sg rzetelnymi i nietrywialnymi rachunkami.

golnosci (Example 3.5) dla k = d? i {{y;, 0;)|* =

2.4. Rozdzial 4. W Rozdziale 4, zatytulowanym "Measurement-independent dynami-
cal entropies of unitaries", zdefiniowane sa entropie dynamiczne: typu PVM i POVM,
niezalezne od pomiaru, aby mierzy¢ losowosé ewolucji powodowna przez dany operator
unitarny niezaleznie od projektor6w pomiarowych. W podanych dwoch definicjach nieza-
leznod¢ od pomiaréw uzyskuje sie poprzez wziecie supreméw entropii dynamicznych tego
operatora: albo po pomiarach typu rank-1 PVM (oznaczonej ﬁdyn(U )) albo typu rank-1
POVM (oznaczonej H¥"(U)). W Proposition 4.2 uzasadnione sa niezmienniczoéci obu
definicji na typowe transformacje (zmiany fazowe, sprzezenia czy odwracanie operatora
unitarnego). W Theorem 4.3 podane zostalo oszacowanie entropii dynamicznej dla rank-1
PVM (u$rednionej wzgledem miary Haara dla grupy unitarnej U/(C%)), ktére wykorzystuje

1 1
wzor Jonesa [ H(U.I1)dU = 3 + 4 p (niezaleznie od pomiaru typu rank-1 PVM).
u(c)

W Podrozdziale 4.2 pokazane jest, ze maksymalng entropie dynamiczng posiadaja ope-
ratory unitarne (nazwane chaotycznymi) pochodzace od zespolonych macierzy Hadamar-
da.

W nastepnym Podrozdziale 4.3 badana jest entropia dynamiczna typu PVM dla ope-
rator6w unitarnych na C% gdy d = 2 (t.zw. qubits) oraz d = 3 (t.zw. quirits) a takze
dla systemow zlozonych z potegi tensorowej jednego takiego operatora dwuwymiarowe-
go. W przypadku d = 2 wyliczona jest entropia dynamiczna typu PVM dla dowolnego
operatora unitarnego na C2? - pokazane zostalo, ze zalezy ona tylko od dlugosci krotsze-
go tuku okregu jednostkowego laczgcego obie wartosci wlasne tego operatora. Uzywajac
wzoru Weyla na calkowanie po grupie unitarnej (funkcji stalych na klasach sprzgzono-
$ci) obliczona zostala (Theorem 4.11) objeto$é podzbioru macierzy chaotycznych, rowna

11 . . . .. . . .
5 + —, a takze (Theorem 4.12) usredniona wartos$é entropii dynamicznej typu PVM réwna
™

3 1 2C
- ln 97 e , gdzie C := Z = . Rachunki nie sg tutaj trudne, ale pokazuja

ze usrednlona entropia dynamlczna tvpu PV M jest bliska maksymalnej mozliwej. Ponadto
pokazana zostala charakteryzacja macierzy unitarnych, chaotycznych na C?, jako takich,
dla ktorych $lad jest w kole o promieniu /2. Dalej badane sa macierze unitarne chaotycz-
ne na C3. Ich objetosé daje sie wyrazi¢, ale jako calka nieelementarna (Theorem 4.17),
ktora mozna przyblizvé numerycznie, co pozwala stwierdzié, ze jest ona mniejsza niz dla
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qubitéw. Ogoélnie chaotycznos¢ macierzy unitarnej na C* jest zdeterminowana tylko przez
jej Slad oraz wyznacznik (Theorem 4.16) a dow6d sprowadza sie do obliczen dla t.zw.
macierzy Fouriera F;. Ta sama metods, dostarczona w Theorem 4.14, daje sie uzyskaé
analogicng charakteryzacje dla d = 5 ale dla d = 4 niestety nie. Wyniki te (dla d = 3 i
d = 5) sg takze wsparte odpowiednimi rysunkami.

W dalszej czesci Podrozdziatu 4.3 badana jest entropia dynamiczna typu PVM dla sys-
teméw z ewolucjg zadang przez iloczyny tensorowe A = U®" oraz B = U ® I$", gdzie
U = diag(1,e"%) € U(C?) jest diagonalna (systemy wielo-qubitowe). W Proposition 4.19
pokazano, dla jakich parametréw @ takie operatory sa chaotyczne. W przypadku A jest
charakteryzacja dla —72[ < 6 < 7, a jego chaotycznosé jest rtownowazna chaotycznoéei U. Na-

1 . . . .
tomiast dla 0 < 6 < - pokazano przyklad rozrézniajacy entropie dynamiczne obu takich

operatoréw. Dalej pokazano przyklady réinych zachowan entropii dynamicznej systemow
wielo-qubitowych w poréwnaniu z jedno-qubitowymi, w szczegélnosci pokazano nierow-
nosci poréwnujace te entropie. Sformulowano takie pewne hipotezy z tym zwigzane: w
przypadku A sg to Example 4.24, Proposition 4.27 oraz Conjecture 4.26, a w przypadku B
sa to Theorem 4.29, Propositions 4.31-4.34 oraz Conjectures 4.30, 4.35. W szczegélnosci w
Theorem 4.29 podano oszacowanie od dotu entropii dynamicznej typu PVM dla przypad-

ku Bidla 0 <8 < 7 przez wartoéci funkcji G,(0) := 77(1 +;os9) 42— 1)77(21(;7100516;)

gdzie n(x) = —zxInzx (z > 0) i n(0) = 0. Dla 0 < 6 < arccos(2'™ — 1) ta entropia oka~
zuje by¢ réwna wartoSciom funkeji G,,(6). Przyklady opierajg sie na badaniu wlasnosci
macierzy zespolonych Hadamarda oraz macierzy Fouriera, natomiast dowody wlasnosci i
twierdzen wykorzystuja niebanalne metody algebry liniowej wraz z istnieniem pewnych
szczegOlnych ramek typu EFT(27! 2n),

Ostatnia czescia Rozprawy jest Podrozdzial 4.4, nie bedacy czescia wspolnej publika-
¢cji z Promotorem. Autorka pokazuje, ze w przypadku C2?, czyli t.zw. qubitéw, entropie
dynamiczne den(U ) (typu POVM) i H¥*(U) (typu PVM) sa takie same. Poniewaz w
pomiarze typu rank-1 PVM projektory II;, k < 2, sa rzutami ortogonalnymi na wzajemnie
ortogonalne wektory jednostkowe, natomiast w pomiarze typu rank-1 POVM projektory
Il; sa rzutami ortogonalnymi na wektory (dowolnej) ramki ;, otrzymuje si¢ trywialna
nieréwnosé H¥"(U) < den(U )- Dlatego wystarczy pokazaé¢ nierébwnosé przeciwna, a ko-
rzystajac z jawnej postaci H"(U) wyrazonej w Proposition 4.9 poprzez funkcje n{z),

problem sprowadza si¢ do pokazania nieréwnosci Hyyn (U, IT) < n{cos® 5) + n(sin? 5) dla

dowolnego pomiaru II typu rank-1 POVM idla 0 <6 < g . Gléwna trudnos$é polega na

dowolnosci ramki ¢; € C?, ale poprzez odpowiednie jej przedstawienie i wykorzystanie
wklestosci funkeji n(zx) zagadnienie sprowadza sie do oszacowania od gory (4.24) funkcji

9(z,y,4,0) = qlzy+ (1 —z)(1 —y)+2/xy(1 — 2)(1 — y) - cos g cos )
+ ylzy + (1 —2)(1 —y) +2V/2y(1 — 2)(1 — y) - cos¢)

Dowdd tego oszacowania zajmuje ponad 17 stron rzetelnej i niezwykle drobiazgowej ana-
lizy, wykorzystujacej reprezentacje wektoréw ramki na sferze Blocha. Niewatpliwie wy-
magato to od Autorki jakiej$ intuicji, aby przypuszczaé, ze takie oszacowanie, a w konse-
kwencji rowno$¢ dwoch entropii dynamicznych dla qubitéw, sg mozliwe.




(1)

3. UWAGI DODATKOWE

W analizie funkcjonalnej, szczegolnie w teorii algebr operatorowych, stan (na *-
algebrze A z jedynka) jest to funkcjonal liniowy dodatni unormowany w jedynce.
Okreglenie jako stan operatora liniowego dodatniego o §ladzie jeden jest oczywi-
Scie konwencja polegajaca na pewnym utozsamieniu, wynikajacym z twierdzenia o
postaci funkcjonatu liniowego dodatniego unormowanego na przestrzeni Hilberta,
ktore moéwi, ze jest on postaci L(H) 3 A = tr(pA) € C dla pewnego operatora
dodatniego sladowego p € L(H) o $ladzie tr(p) = 1. Wydaje mi sie, ze warto
byloby nadmienié to we wstepie do Rozdzialu 1 (Punkt 1.1.1.) (dla H = CY).
Okreslony w Definicji 1.4 na stronie 31 Rozprawy "czeSciowo iterowany system
funkeyjny" (PIFS) okreslony jest niecalkiem precyzyjnie. Jesli dla uproszczenia
uzyjemy notacji D; := Dom F; = {z € X : p;(z) # 0}, to dziedzina funkeji F;
jest D;, a obrazem (zbiorem wartosci) jest F;(D;) C X . Wowczas wzor okresla-
jacy operator ewolucji ¥ ma sens jedynie dla borelowskich podzbioréw B C X
spetniajacych dodatkowy warunek B ¢ N¥_, Fi(D;), aby mozna bylo rozpatrywaé
przeciwobrazy Fy'(B) dla wszystkich i = 1,... k.

Ma to tez konsekwencje w dalszym okresleniu iteracji (strona 32). Wydaje sie,
ze lepiej byloby zdefiniowac iteracje D,; := {p € D, : F.(p) € D;} dla+ € I}
oraz j € I, zamiast D,; := D, N F'(D;), poniewaz przeciwobraz F~'(D;) moze
nie by¢ dobrze okreslony (jesli nie jest spetniony warunek D; C F,(D,)). Chodzi
o nast¢pujacy drobiazg: jesli F': X — Y, to F?! jest okreslona tylko na obrazie
F(X) CY, a nickoniecznie na calym zbiorze Y (jesli F(X) # Y). Natomiast jesli
F' jest surjekcja, to nie ma tego problemu.

W konsekwencji wzor (1.14) powinien okreslaé¢ indukeyjnie iteracje prawdopo-
dobienstwa jako p;(p) := p:i(F.(p))p.(p) dla p € D, speliajacych dodatkowo wa-
runek F,(p) € D; (a poza tym zero). Takie sformulowanie lepiej wskazywaloby na
jakich stanach p € S(C?) nowe prawdopodobieristwo p.; zeruje sig, a na jakich nie.
Niemiej jednak wzor (1.14) jest poprawny.

Powyzszy problem jest rozwigzany w szczegblnym przypadku miary Diraca w
objasnieniu do wzoru (1.13).

Przy okazji dodam, Ze oznaczenia w tych definicjach nie sa latwo czytelne, po-

niewaz ¢ (grecka litera jota) oraz i sg do siebie bardzo podobne i ustalenie ktora
z tych liter jest na ktérym miejscu (¢ czy i) wymaga bardzo dobrego wzroku.
Nawet litera x bylaby tutaj lepsza od ¢ (a jeszcze bardziej czytelne bylyby np.
@, B,7).
Na pierwszy rzut oka dow6d Theorem 1.35, znajdujacy si¢ na stronie 43, wydal
mi si¢ niepoprawny, poniewaz intuicyjne dla miary produktowej na nieskoniczonym
produkcie I} zazwyczaj punkty sg miary zero. Jednak po dokladnej analizie prze-
konalem sig, ze dowdd jest poprawny i oczywifcie twierdzenie to jest prawdziwe,
poniewaz rozpatrywana iara P,, jest bardzo szczegélna - np. punkt (5,7,7,...)
(dla kazdego j = 1,. .., k) moze mieé miare 1/k (w szczegélnym przypadku ukladu
ortonormalnego i k = d) - wowczas miara F,, jest skupiona w tych k punktach a
niemal cala przestrzen I}, poza tymi punktami, ma miare zero. Oczywiscie kazdy
taki punkt rozpina nietrywialna podprzestrzen niezmiennicza na przesuniecia. To
samo dotyczy dowodu Theorem 1.41.

W dowodach tych (Theorem 1.35 strona 43 oraz Theorem 1.41, (iii)= (iv) na
stronie 47) pojawia si¢ szczegél, ktory mi sie nie podoba. Mianowicie, poniewaz




operator przesuniecia S jest zdefiniowany jako "obcinanie" pierwszego wyrazu cig-
gu (strona 33):

(S8); :== 841, czyli S (s1,82,83,...) — Ss = (89, 83, 94,--.)

(np. (Ss)1 = s2), wiec operator ten nie jest odwracalny, jako Ze nie jest r6zno-
wartosciowy. Nie ma zatem sensu pisanie S~!. Domyslam si¢, ze Autorce moglo
raczej chodzié o operator sprzezony S* (zamiast S~! lub ew. zamiast S), ktéry
jest przesunieciem "w prawo"

S* 1 (81,82,83,...) = §"s = (0, 51, 83, 83, S4, - - -)-

Ten akurat jest (jednostronnie) odwracalny i (§*)™! = $ w tym senie, ze SS* = id.
(4) Na stronie 44 powinno by¢ chyba "take a closer look at".

4. UWAGI KONCOWE

Rozprawa doktorska Pani Anny Szczepanek zawiera ogromna, ilo§¢ oryginalnych i nietry-
wialnych wynikéw dotyczacych badania entropii systeméw kwantowych, ktérych ewolucja
jest determinowana przez operatory unitarne, a pomiary sa dokonywane przy pomocy
réznych zestawéw projektoréw ortogonalnych. Widaé w niej ogromna wiedze Autorki, jej
umiejetnosci badawcze oraz rachunkowe a takze jej intuicje dotyczacg badanych zjawisk.
Rozprawa jest napisana §wietnym jezykiem angielskim i wsparta wieloma ciekawymi i bar-
dzo pozytecznymi rysunkami, ktérych wytworzenie wydaje mi si¢ dalece niebanalne. Pani
Anna Szczepanek ma jedng publikacje, wsp6lng z Promotorem, ktéra stanowi podsumo-
wanie wynikéw uzyskanych w Rozdziale 4. Czasopismo IEEFE Transactions on Information
Theory, w ktérym ukazala sie ta publikacja, jest wysoko cenione (takze bibliometrycznie:
IF=3,215, i 200 pkt na nowej liscie czasopism MNiSW). Mozna sig¢ spodziewaé, ze takich
publikacji, wspdlnych i samodzielnych, bedzie wiecej, jako ze w osrodku krakowskim jest
takze profesor Karol Zyczkowski, wybitny specjalista w dziedzinie informacji kwantowej,
z ktorym wspolpracuje Autorka wraz z Promotorem i ktérego wyniki sa w Rozprawie
wykorzystywane.

5. KONKLUZJA

Rozprawa doktorska Pani Anny Szczepanek bez najmniejszych watpliwosci spelnia we-
dlug mnie wszystkie wymagania ustawowe. Dlatego z przyjemnosciag wnosze o dopuszcze-
nie Pani Anny Szczepanek do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Uwazam takze, ze ta Rozprawa powinna zosta¢ wyrdzniona, zatem oficjalnie zglaszam
taki wniosek.

Janusz Wy&cz-aﬂski



