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Wprowadzenie

Niniejsza rozprawa doktorska po±wi¦cona jest zbie»nym systemom We-
ierstrassa oraz generowanym przez nie strukturom o-minimalnym. Poj¦cie
systemu Weierstrassa zostaªo wprowadzone przez Denefa�Lipschitza [11] w
celu uogólnienia twierdzenia aproksymacyjnego Artina [3], które klasycznie
dotyczyªo zbie»nych szeregów pot¦gowych. Obecnie wiemy ju», »e w szero-
kiej klasie pier±cieni lokalnych R, R ma wªasno±¢ aproksymacyjn¡ wtedy i
tylko wtedy, gdy jest henselowski i doskonaªy (w sensie Grothendiecka). Ta
charakteryzacja zostaªa uzyskana przez Rotthaus [41, 42]. Poj¦cie zbie»ne-
go systemu Weierstrassa wprowadziª van den Dries w pracy [13] po±wi¦conej
strukturze wyznaczonej przez funkcje elementarne, a inspiracj¡ dla niego byªo
uj¦cie Tarskiego zbiorów i funkcji de�niowalnych w geometrii elementarnej.

Rozdziaª 1 zawiera podstawowe poj¦cia i wªasno±ci zbie»nych, rzeczywi-
stych i zespolonych systemówWeierstrassaW . W Rozdziale 2 de�niuj¦ struk-
tur¦ RW wyznaczon¡ przez zaw¦»one rzeczywiste funkcje W-analityczne.
Gªównym jego celem jest wykazanie, »e struktura ta dopuszcza eliminacj¦
kwanty�katorów w j¦zyku wzbogaconym o nazw¦ funkcji odwrotnej 1/x. Dla
struktury Ran wyznaczonej przez rzeczywiste funkcje analityczne, udowodnili
to Denef-van den Dries [12], wzmacniaj¡c tym samym twierdzenie Gabrie-
lova [16] o dopeªnieniu (modelowa zupeªno±¢ Ran). Natomiast prezentowany
przeze mnie dowód zostaª zainspirowany artykuªami K.J. Nowaka [31], w któ-
rych zastosowane zostaªo podej±cie teorio-modelowe oparte na te±cie Robin-
sona modelowej zupeªno±ci. Dowód przedstawiony w rozprawie wykorzystuje
jednak pewne kryterium eliminacji kwanty�katorów (w stylu Robinsona),
które pozwala na uzyskanie jej bezpo±rednio.

W klasycznym przypadku, struktura Ran posiada � jak udowodnili van
den Dries�Macintyre�Marker [14] � aksjomatyk¦ uniwersaln¡ w j¦zyku wzbo-
gaconym o nazwy funkcji odwrotnej 1/x i pierwiastków n

√
x, n = 2, 3, . . .;

dla dowodu zob. tak»e artykuª K.J. Nowaka [31]. Dowód ten przenosi si¦
praktycznie bez zmian na przypadek zaw¦»onych funkcji W-analitycznych.
Opiera si¦ on na eliminacji kwanty�katorów w j¦zyku wzbogaconym o nazw¦
funkcji odwrotnej 1/x oraz na pewnym waluacyjnym kryterium rzeczywistej
domkni¦to±ci ciaªa z waluacj¡. Fakt, »e dana struktura ma aksjomatyk¦ uni-
wersaln¡ i eliminacj¦ kwanty�katorów jest niezmiernie wa»ny, gdy» wtedy
ka»d¡ funkcj¦ de�niowaln¡ mo»na przedstawi¢ za pomoc¡ sko«czonej licz-
by termów. Umo»liwia to, w szczególno±ci, prowadzenie indukcji ze wzgl¦-
du na zªo»ono±¢ termów. B¦dzie to wykorzystane w Rozdziale 3, w którym
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prezentuj¦ pewne twierdzenia o rektylinearyzacji funkcji de�niowalnych w
strukturze RW , uzyskane przez K.J. Nowaka [34]. Sªabsze twierdzenia o rek-
tylinearyzacji funkcji de�niowalnych zachodz¡ dla wszystkich rzeczywistych
zbie»nych systemów Weierstrassa, natomiast mocniejsze dla systemów, które
s¡ zamkni¦te ze wzgl¦du na podstawianie pierwiastków. Przykªadami takich
systemów s¡ systemy wyznaczone w Rozdziale 4 przez funkcje elementarne
oraz przez ró»ne klasy funkcji eliptycznych. Badanie systemów wyznaczonych
przez funkcje eliptyczne opiera si¦ w du»ej mierze na formule dodawania dla
eliptycznej funkcji Weierstrassa.

W Rozdziale 5 badam zachowanie zespolonych wielomianów Weierstras-
sa o wspóªczynnikach formalnych przy rozdmuchaniach jego wspóªczynni-
ków. Wprowadzone jest tu poj¦cie W-analitycznego mody�kowanego pier-
wiastka Puiseux dla takich wielomianów. Zaªó»my, »e rozwa»any zespolony
system Weierstrassa jest zamkni¦ty ze wzgl¦du na przedªu»anie analitycz-
ne. Gªównym rezultatem jest twierdzenie, »e je±li nierozkªadalny wielomian
Weierstrassa o wspóªczynnikach formalnych ma W-analityczny mody�kowa-
ny pierwiastek Puiseux, to jego wspóªczynniki s¡W-analityczne. Twierdzenie
to, wraz z mocnymi twierdzeniami o rektylinearyzacji z Rozdziaªu 3, pozwala
na udowodnienie twierdzenia Gabrielowa o rz¦dzie, a tak»e jego uogólnienia
na te rzeczywiste systemy Weierstrassa, które s¡ ±ladem zespolonego systemu
zamkni¦tego ze wzgl¦du na przedªu»anie analityczne. Przykªadem systemów
zamkni¦tych ze wzgl¦du na przedªu»anie analityczne jest system zbie»nych
szeregów ró»niczkowo algebraicznych, omówiony w Rozdziale 5 tej rozprawy.

Stosuj¡c powy»ej opisane techniki, nie potra�my uzyska¢ bezpo±redniego
dowodu twierdzenia o rz¦dzie dla zespolonych systemów Weierstrassa za-
mkni¦tych ze wzgl¦du na przedªu»anie analityczne. Spowodowane jest to
faktem, »e w dowodzie wykorzystujemy rektylinearyzacj¦ funkcji de�niowal-
nych przez systemy rzeczywiste. Jednak»e pewne twierdzenie Milmana [28]
umo»liwia redukcj¦ analizy formalnych relacji pomi¦dzy zespolonymi funk-
cjami analitycznymi do analizy relacji formalnych pomi¦dzy ich cz¦±ciami
rzeczywistymi i urojonymi. Pozwala to na uzyskanie klasycznej zespolonej
wersji twierdzenia Gabrielowa o rz¦dzie. Wydaje si¦ mo»liwym uogólnienie
twierdzenia o rz¦dzie na przypadek tych zespolonych systemów Weierstras-
sa, które s¡ zamkni¦te ze wzgl¦du na przedªu»anie analityczne oraz branie
cz¦±ci rzeczywistej i urojonej (rozwa»anych w [34]). Wymagaªoby to, jak s¡-
dz¦, uogólnienia twierdzenia Milmana na przypadek takich systemów. Ich
przykªadem jest tu znowu system szeregów ró»niczkowo algebraicznych.
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Rozdziaª 1. Zbie»ne systemy Weierstrassa

Oznaczmy przez K[[x]] pier±cie« szeregów formalnych zmiennych x =
(x1, ..., xn) o wspóªczynnikach z ciaªa K charakterystyki zero i rozwa»my
podpier±cienie

Wn = K⟨x1, ..., xn⟩ ⊂ K[[x]], n ∈ N.

Szereg f(x) ∈ K[[x]] jest regularny rz¦du d wzgl¦dem xn gdy

f(0, xn) =
+∞∑
j=d

ajx
j
n oraz ad ̸= 0.

De�nicja. Rodzin¦ pier±cieniW = (Wn)n∈N nazywamy systemem Weier-
strassa nad K, je»eli dla dowolnego n ∈ N speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

(W1) K[x] ⊂ K⟨x⟩ ⊂ K[[x]], oraz je±li σ jest permutacj¡ zbioru {1, ..., n}
i f(x) ∈ K⟨x⟩, wtedy równie» f(xσ(1), ..., xσ(n)) ∈ K⟨x⟩. Ponadto dla dowol-
nego m > 0, K⟨x, xn+1, ..., xn+m⟩ ∩K[[x]] = K⟨x⟩.

(W2) Je±li f(x) ∈ K⟨x⟩ jest jedno±ci¡ w K[[x]], to jest jedno±ci¡ w K⟨x⟩.

(W3) Je±li f(x, xn+1) ∈ K⟨x, xn+1⟩ oraz f(0, xn+1) ∈ K[[xn+1]] jest rz¦du
d, wtedy dla dowolnego g ∈ K⟨x, xn+1⟩ istnieje Q ∈ K⟨x, xn+1⟩ oraz Ri ∈
K⟨x⟩, i = 0, .., d− 1 takie, »e

g = Qf +Rd−1 xd−1n+1 + ... + R0.

Niech teraz K = C lub K = R. System Weierstrassa W nazywamy zbie»-
nym, gdy speªnia poni»szy warunek:

(W4) Dla dowolnego f(x) ∈ K⟨x⟩ istnieje polidysk

∆ = {x ∈ Cn : |x1| < ϵ1, ..., |xn| < ϵn}

taki, »e f(x) jest zbie»ny w ∆ oraz dla dowolnego a ∈ ∆ ∩Kn szereg

f(a+ x) =
∑
α∈Nn

∂|α|f

∂xα
(a) · x

α

α!
∈ K⟨x⟩.

8



Lemat 1.1. Niech f(y) ∈ C[[y]], y = (y1, ..., yn), f(y) ̸≡ 0. Wtedy dla
generycznego podstawienia liniowego y = L(y′) postaci

y1 = y′1 + z1y
′
n, ...., yn−1 = y

′
n−1 + zn−1y

′
n, yn = y

′
n,

gdzie z1, ..., zn−1 ∈ R, szereg (f ◦ L)(y′) jest regularny wzgl¦dem yn = y′n.

DOWÓD. Szereg

(f ◦ L)(y′) = f(y′1 + z1y′n, ..., y′n−1 + zn−1y′n, y′n)

jest regularny wzgl¦dem y′n, gdy f(z1y
′
n, ..., zn−1y

′
n, y
′
n) ̸≡ 0.

Niech
f(y) =

∑
ν∈N

ϕν(y),

gdzie ϕν(y) s¡ wielomianami jednorodnymi stopnia ν. Wtedy

f(z1y′n, ..., zn−1y
′
n, y
′
n) =

∑
ν∈N

y′νn ϕν(z1, ..., zn−1, 1).

Je±li wi¦c ϕν(y) ̸≡ 0 dla pewnego ν ∈ N, to równie» ϕν(z1, ..., zn−1, 1) ̸≡ 0.
Wtedy wystarczy wzi¡¢ (z1, ..., zn−1) ∈ Rn−1 takie, »e ϕν(z1, ..., zn−1, 1) ̸= 0.
Zbiór takich (z1, ..., zn−1) jest dopeªnieniem nigdzieg¦stego zbioru algebraicz-
nego {z ∈ Cn−1 : ϕν(z1, ..., zn−1, 1) = 0}.

Wªasno±ci systemów Weierstrassa.

1) K⟨x⟩ jest pier±cieniem lokalnym z ideaªem maksymalnym (x1, ..., xn).

2) (zamkni¦to±¢ ze wzgl¦du na zªo»enie) Je±li y = (y1, ..., ym) oraz

f(x, y) ∈ K⟨x, y⟩, g(x) = (g1(x), ..., gm(x)), gi(x) ∈ (x)K⟨x⟩, i = 1, ...,m,

to f(x, g(x)) ∈ K⟨x⟩.

3) (zamkni¦to±¢ ze wzgl¦du na funkcje uwikªane) Niech x = (x1, ..., xn),
y = (y1, ..., ym) oraz f = (f1, ..., fm), fi ∈ K⟨x, y⟩, i = 1, ...,m. Je±li

fi(x, y) ≡ 0 mod (x, y), i = 1, ...,m, det
(
∂fi
∂yj

)
i,j=1,...,m

̸≡ 0 mod (x, y),
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to istnieje y(x) = (y1(x), ..., ym(x)), yi(x) ∈ (x)K⟨x⟩, i = 1, ...,m taki, »e
f(x, y(x)) = 0.

4) (zamkni¦to±¢ ze wzgl¦du na wydzielanie przez wspóªrz¦dn¡) Dla ka»-
dego i = 1, ..., n, je»eli xi dzieli f(x) ∈ K⟨x⟩ w K[[x]], to xi dzieli f(x) w
K⟨x⟩.

5) (zamkni¦to±¢ ze wzgl¦du na ró»niczkowanie) Je±li f(x) ∈ K⟨x⟩, to
∂f
∂xi
∈ K⟨x⟩, i = 1, ..., n.

6) Pier±cienie K⟨x⟩ s¡ noetherowskie, a wi¦c uzupeªnienie K[[x]] jest mo-
duªem wiernie pªaskim nad K⟨x⟩.

DOWÓD. Ad.1) Stosuj¡c wielokrotnie warunek (W3), dowolny szereg
g ∈ K⟨x⟩ mo»na przedstawi¢ w nast¦puj¡cej formie:

g = U1(x1, ..., xn) xn + U2(x1, ..., xn−1) xn−1 + . . . + Un(x1)x1 + a,

gdzie U1(x1, ..., xn), ..., Un(x1) ∈ K⟨x⟩, a ∈ K. Oczywi±cie, gdy a ̸= 0 wtedy
g jest odwracalny w K[[x]], a wi¦c tak»e w K⟨x⟩ (wªasno±¢ (W2)).

Ad.2) Stosuj¡c wielokrotnie warunek (W3), otrzymujemy

f(x, y) = U1(x, y)(y1 − g1(x)) +R1(x, y2, ..., ym) = U1(x, y)(y1 − g1(x))+

+U2(x, y2, ..., ym)(y2 − g2(x)) +R2(x, y3, ..., ym) = U1(x, y)(y1 − g1(x))+

+U2(x, y2, ..., ym)(y2 − g2(x)) + ...+ Um(x, ym)(ym − gm(x)) +Rm(x),

gdzie U1, ..., Um, R1, ..., Rm ∈ K⟨x, y⟩ i Rm(x) ∈ K⟨x⟩. Podstawiaj¡c g(x) w
miejsce y, otrzymujemy f(x, g(x)) = Rm(x) ∈ K⟨x⟩.

Ad.3) Dowód prowadzimy przez indukcj¦ ze wzgl¦du na m. Je±li m = 1,
to mamy tylko jedno równanie f1(x, y1) = 0 takie, »e ∂f1∂y1 ̸≡ 0 mod (x, y).
Dlatego szereg f1(x, y1) zawiera skªadnik postaci ay1, gdzie a ̸= 0. Stosuj¡c
znów warunek (W3), otrzymujemy:

y1 = U(x, y1)f1(x, y1) +R0(x), (1)

gdzie U ∈ K⟨x, y1⟩, R0(x) ∈ K⟨x⟩. Zast¦puj¡c y1 przez R0(x), mamy:

U(x,R0(x))f1(x,R0(x)) = 0.
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Ró»niczkuj¡c równo±¢ (1), otrzymujemy

1 =
∂U

∂y1
(x, y1)f1(x, y1) +

∂f

∂y1
(x, y1)U(x, y1).

Z zaªo»enia f1(0, 0) = 0, ∂f1∂y1 (0, 0) ̸= 0, sk¡d U(x, y1) jest jedno±ci¡. Dlatego
f1(x,R0)(x) = 0, co ko«czy dowód przypadku m = 1.

Zaªó»my teraz, »e twierdzenie zachodzi w przypadku m− 1 równa«. Bez
straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e macierz Jacobiego

(
∂fi
∂yj

)
i,j=1,...,m

jest

macierz¡ trójk¡tn¡ modulo (x, y), a wi¦c ∂f1
∂y1
̸≡ 0 mod (x, y) i ∂fi

∂y1
≡ 0 mod

(x, y) dla i = 2, ...,m. Wtedy istnieje szereg y1(x, y2, ..., ym) ∈ K⟨x, y2, ..., ym⟩,
taki, »e:

f1(x, y1(x, y2, ..., ym), y2, ..., ym) = 0.

Stosujemy teraz zaªo»enie indukcyjne do ukªadu m− 1 równa«

fi(x, y1(x, y2, ..., ym), y2, ..., ym) = 0, i = 2, 3, ..,m,

którego jakobian jest postaci:

det
(
∂fi
∂yj
+
∂fi
∂y1

∂y1
∂yj

)
i,j=2,...,m

≡ det
(
∂fi
∂yj

)
i,j=2,...,m

̸≡ 0 mod (x, y).

Wtedy na mocy zaªo»enia indukcyjnego istniej¡ y2(x), ..., ym(x) ∈ (x)K⟨x⟩
takie, »e

fi(x, y1(x, y2(x), ..., ym(x)), y2(x), ..., ym(x)) = 0, i = 2, ...,m,

co byªo do okazania.

Ad.4) Zaªó»my, »e xn dzieli g(x) ∈ K⟨x⟩ w K[[x]]. Stosuj¡c wªasno±¢
(W3), otrzymujemy g(x) = xnQ(x) + R(x1, ..., xn−1), gdzie Q(x) ∈ K⟨x⟩.
Poniewa» g(x) = xnq(x), gdzie q(x) ∈ K[[x]], wi¦c g(x1, ..., xn−1, 0) = 0.
Dlatego R(x1, ..., xn−1) = 0, co daje podzielno±¢ w K⟨x⟩.

Ad.5) Mo»na przyj¡¢, »e i = 1. Dzi¦ki wªasno±ci 2), f(x1+h, x2, ..., xn) ∈
K⟨x, h⟩. Stosuj¡c (W3) do f = h2, otrzymujemy

f(x1 + h, x2, ..., xn)− f(x1, x2, ..., xn) = U(x, h)h2 +R1(x)h+R0(x),
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gdzie U ∈ K⟨x, h⟩ oraz R0(x), R1(x) ∈ K⟨x⟩. Poniewa» R0(x) = 0, wi¦c

R1(x) =
∂f

∂x1
∈ K⟨x⟩,

co byªo do okazania.

Ad.6) Dowód przez indukcj¦ ze wzgl¦du na n. Dla n = 0, W0 = K, wi¦c
twierdzenie jest trywialne. Niech n > 0; zaªó»my, »e Wn−1 = K⟨x1, ..., xn−1⟩
jest pier±cieniem noetherowskim. Wtedy oczywi±cie pier±cie« Wn−1[xn] jest
noetherowski. Dalej, niech I ̸= 0 b¦dzie dowolnym ideaªem pier±cienia K⟨x⟩.
Udowodnimy, »e I jest sko«czenie generowany. Stosuj¡c liniow¡ zmian¦ zmien-
nych, mo»na przyj¡¢, »e I zawiera element g regularny wzgl¦dem zmiennej
xn. Fakt ten wynika z Lematu 1.1.

Oczywi±cie wystarczy wykaza¢, »e ideaª

I/gK⟨x⟩ ⊂ K⟨x⟩/gK⟨x⟩

jest sko«czenie generowany. Dzi¦ki warunkowi (W3), ideaª I/gK⟨x⟩ jest ob-
razem ideaªu I∩K⟨x1, ..., xn−1⟩[xn] poprzez kanoniczny epimor�zm pier±cieni:

K⟨x1, . . . , xn−1⟩[xn] −→ K⟨x⟩/gK⟨x⟩.

Ale z zaªo»enia indukcyjnego wynika, »e ideaª I ∩ K⟨x1, . . . , xn−1⟩[xn] jest
sko«czenie generowany, a st¡d takim jest te» ideaª I/gK⟨x⟩, co ko«czy dowód.

Fakt, »e zbie»ne rzeczywiste systemy Weierstrassa W s¡ zamkni¦te ze
wzgl¦du na zªo»enie, na branie funkcji uwikªanej (lub, równowa»nie, funkcji
odwrotnej) i na wydzielanie przez wspóªrz¦dn¡ (co implikuje zamkni¦to±¢ ze
wzgl¦du na ró»niczkowanie) oznacza, »e speªniaj¡ aksjomaty nakªadane na
tzw. systemy quasi-analityczne. W geometrii wyznaczonej przez takie syste-
my mamy wi¦c do dyspozycji � jak wykazali Bierstone�Milman [9] � pewne
algorytmy desingularyzacyjne, a w tym tramsformacj¦ do przeci¦¢ normal-
nych. Dysponujemy zatem transformacj¡ funkcji W-analitycznych do prze-
ci¦¢ normalnych poprzez rozdmuchania wzdªu» gªadkich podrozmaito±ci W-
analitycznych (de�nicjaW-analityczno±ci podana jest w Rozdziale 2). Jest to
dla nas szczególnie wa»ne, gdy» umo»liwia rozwini¦cie techniki rektylineary-
zacji funkcji de�niowalnych przez systemy Weierstrassa, któr¡ przedstawiam
w Rozdziale 3 rozprawy.

Zauwa»my na koniec, »e pier±cienie K⟨x⟩ s¡ henselowskie i doskonaªe (w
sensie Grothendiecka), a zatem maj¡ wªasno±¢ aproksymacyjn¡ Artina.
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Rozdziaª 2. Struktury generowane przez systemy We-
ierstrassa. Eliminacja kwanty�katorów. Opis funkcji de-
�niowalnych przez termy

Niech W b¦dzie zbie»nym systemem Weierstrassa nad R. W rozdziale
tym przedstawi¦ wzbogacenie RW ciaªa liczb rzeczywistych R o zaw¦»one
funkcje W-analityczne, które jest wielomianowo ograniczon¡ struktur¡ o-
minimaln¡. Gªównym celem jest podanie dowodu eliminacji kwanty�kato-
rów dla tej struktury w j¦zyku wzbogaconym o nazw¦ funkcji odwrotnej
1/x. Rezultat ten jest uogólnieniem twierdzenia Denefa�van den Driesa [12],
chocia» przedstawiony tu jego dowód jest zainspirowany artykuªami K.J. No-
waka [31], w których podej±cie teorio-modelowe bazuje na te±cie Robinsona
dla modelowej zupeªno±ci. Mój dowód wykorzystuje jednak pewne teorio-
modelowe kryterium eliminacji kwanty�katorów, które pozwala na jej uzy-
skanie w bezpo±redni sposób.

Struktura RW posiada aksjomatyk¦ uniwersaln¡ w j¦zyku wzbogaconym
o nazwy funkcji odwrotnej 1/x i pierwiastków n

√
x, n > 1. Rezultat ten jest

uogólnieniem twierdzenia van den Driesa�Macintyre'a�Markera [14]; dla do-
wodu zob. tak»e artykuª K.J. Nowaka [31]. Jego dowód, wykorzystuj¡cy eli-
minacj¦ kwanty�katorów, przenosi si¦ praktycznie bez zmian na przypadek
zaw¦»onych funkcji W-analitycznych. Rezultat ten jest bardzo wa»ny rów-
nie» i z tego powodu, »e w strukturze, która dopuszcza eliminacj¦ kwanty�-
katorów i posiada aksjomatyk¦ uniwersaln¡, funkcje de�niowalne s¡ opisane
przez termy (twierdzenie Herbranda [23]), a to z kolei, pozwala na prowa-
dzenie indukcji ze wzgl¦du na zªo»ono±¢ termów. Fakt ten mo»e by¢ u»yty
do uzyskania rektylinearyzacji funkcji de�niowalnych, o czym b¦dzie trakto-
waª Rozdziaª 3 tej rozprawy. Przejd¦ teraz do przypomnienia podstawowych
poj¦¢ teorio-modelowych.

B¦dziemy zajmowa¢ si¦ j¦zykami i strukturami pierwszego rz¦du. J¦zyk
L skªada si¦ z symboli logicznych, tzn.: ∨, ∧, ¬ ∀, ∃, =, przeliczalnej ilo±ci
symboli zmiennych: x, y, z, x1, x2, ... , symboli pomocniczych (nawiasy, prze-
cinki), oraz sygnatury, czyli: symboli staªych c ∈ C, symboli funkcji f ∈ F,
symboli relacyjnych r ∈ R. J¦zyk pierwszego rz¦du jest wyznaczony przez
wskazanie jego sygnatury.

Niech x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., ym), n,m ∈ N \ {0}.
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De�nicja. 1) Struktur¡M j¦zyka L (L-struktur¡) nazywamy ukªad

M =
(
M, {fM}f∈F , {cM}c∈C , {rM}r∈R

)
,

gdzie:

a) M jest zbiorem niepustym zwanym uniwersum struktury,

b) ka»demu symbolowi f ze zbioru symboli funkcyjnych F przypisujemy
funkcj¦ fM :Mσ(f) −→M, zwan¡ interpretacj¡ symbolu f wM,

c) ka»demu symbolowi c ze zbioru symboli staªych C przypisujemy staª¡
struktury cM ∈M, zwan¡ interpretacj¡ symbolu c wM,

d) ka»demu symbolowi r ze zbioru symboli relacyjnych R przypisujemy re-
lacj¦ rM ⊂Mσ(r), zwan¡ interpretacj¡ symbolu r wM.

2) Mówimy, »e struktura M dopuszcza eliminacj¦ kwanty�katorów w j¦-
zyku L, gdy dla ka»dej L-formuªy ϕ(x), x = (x1, ..., xn), n > 1, istnieje bez-
kwanty�katorowa L-formuªa ψ(x), taka, »e:

M |= ∀x [ϕ(x)⇔ ψ(x)].

3) L-strukturaM jest modelowo zupeªna, je±li dla ka»dej L-formuªy ϕ(x)
istnieje egzystencjalna L-formula ψ(x) taka, »e:

M |= ∀x [ϕ(x)⇔ ψ(x)].

4) L-strukturaM jest silnie modelowo zupeªna, je±li dla ka»dej L-formuªy
ϕ(x) istnieje bezkwanty�katorowa L-formuªa ψ(x, y) taka, »e:

M |= ∀x [ϕ(x)⇔ ∃y ψ(x, y)] i M |= ∀x [∃y ψ(x, y)⇒ ∃!y ψ(x, y)].

5) Zbiór A ⊂ Mn jest silnie de�niowalny w M, je±li istnieje bezkwanty-
�katorowa L-formuªa ψ(x, y) taka, »e:

A = {a ∈Mn : M |= ∃! y : ψ(a, y)},

gdzie ∃! y oznacza, »e istnieje dokªadnie jeden y.
6) Niech D ⊂ Mn. Odwzorowanie f : D −→ Mm nazwiemy silnie de�-

niowalnym w M, je±li jego wykres Γ(f) := {(x, f(x)) : x ∈ D} ⊂ Mn+m

oraz dopeªnienie dziedziny Mn\D s¡ silnie de�niowalne wM.
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Obserwacja 1. Je»eli odwzorowanie f jest silnie de�niowalne w M, to
równie» dziedzina D ⊂Mn oraz Mn+m\Γ(f) s¡ silnie de�niowalne wM.

Istotnie, silna de�niowalno±¢ dziedziny wynika z formuªy:

x ∈ D ⇔ ∃ y (x, y) ∈ Γ(f)⇔ ∃! y (x, y) ∈ Γ(f).

Dopeªnienie wykresu opisuje formuªa:

(x, y) /∈ Γ(f)⇔ (x ∈Mn\D) lub ∃z : [(x, z) ∈ Γ(f) ∧ z ̸= y].

Korzystaj¡c z silnej de�niowalno±ci przeciwdziedziny widzimy, »e równie»
dopeªnienie wykresu jest silnie de�niowalne wM.

�atwo wykaza¢ poni»sze wªasno±ci, które b¦d¡ wykorzystywane w dal-
szym ci¡gu rozdziaªu.

Wªasno±ci. 1) Funkcja x −→ t(x) : Mn −→ M zadana przez L-term
t(x) jest silnie de�niowalna wM.

2) Niech D ⊂ Mn, f1, ..., fm : D −→ M oraz f = (f1, ..., fm), m > 0.
Wtedy:
f jest silnie de�niowalna wM ⇔ f1, ..., fm s¡ silnie de�niowalne wM.

3) Niech D ⊂ Mn, f : D −→ Mm silnie de�niowalna w M. Niech
1 6 i(1), ..., i(n) 6 k. De�niujemy D∗ ⊂ Mk oraz f ∗ : D∗ −→ Mm w
nast¦puj¡cy sposób:

(x1, ..., xk) ∈ D∗ ⇔ (xi(1), ..., xi(n)) ∈ D,

f ∗(x1, ..., xk) = f(xi(1), ..., xi(n)).

Wtedy f ∗ jest silnie de�niowalna wM.

4) Niech D ⊂ Mn, f : D −→ Mm, E ⊂ Mk, g : E −→ Mn silnie
de�niowalne w M. Niech E∗ = {x ∈ E : g(x) ∈ D}. De�niujemy h :
E∗ −→Mm jako h(x) = f(g(x)). Wtedy h jest silnie de�niowalna wM.

5a) Niech (fλ)λ b¦dzie rodzin¡ odwzorowa« fλ : Dλ −→ Mm(λ), Dλ ⊂
Mn(λ) silnie de�niowalnych w M. Niech M∗ oznacza struktur¦ M wzboga-
con¡ o wykresy (Γ(fλ))λ oraz dziedziny (Dλ)λ jako nowe relacje.
Wtedy ka»de odwzorowanie f : D −→ Mm, D ⊂ Mn, które jest silnie de�-
niowalne wM∗, jest silnie de�niowalne wM.
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5b) Niech (fλ)λ b¦dzie rodzin¡ odwzorowa« fλ : Dλ −→ Mm(λ), Dλ ⊂
Mn(λ) silnie de�niowalnych w M. Niech M∗ oznacza struktur¦ M wzboga-
con¡ o nowe funkcje globalne

(
f̃λ
)
λ
oraz nowe relacje podstawowe (Dλ)λ ,

gdzie:

f̃λ =
{
fλ(x) gdy x ∈ Dλ
0 gdy x ∈Mn(λ)\Dλ

.

Wtedy ka»de odwzorowanie f : D −→ Mm, które jest silnie de�niowalne w
M∗, jest silnie de�niowalne wM.

Kluczowym narz¦dziem wykorzystywanym w niniejszym rozdziale b¦dzie
kryterium eliminacji kwanty�katorów, którego dowód mo»na znale¹¢ na przy-
kªad w pracy K.J. Nowaka [30] lub A. Pi¦kosza [38].

Kryterium eliminacji kwanty�katorów. Niech T b¦dzie teori¡ w j¦-
zyku L. Teoria T dopuszcza eliminacj¦ kwanty�katorów wtedy i tylko wte-
dy, gdy dla dowolnych modeli M, N teorii T , ich wspólnej podstruktury A,
formuªy bezkwanty�katorowej ϕ(x1, ..., xn, y) oraz (a1, ..., an) ∈ An, zachodzi
implikacja:

∃ b ∈M M |= ϕ(a1, ..., an, b)⇒ ∃ c ∈ N N |= ϕ(a1, ..., an, c).

Uwaga. W kryterium eliminacji kwanty�aktorów mo»na ograniczy¢ si¦
do formuª prymitywnych, tzn. formuª b¦d¡cych koniunkcj¡ formuª atomicz-
nych lub ich zaprzecze«. Istotnie, ka»da formuªa bezkwanty�katorowa da si¦
zapisa¢ jako sko«czona alternatywa formuª prymitywnych. Ponadto kwanty-
�kator egzystencjalny jest rozdzielny wzgl¦dem sko«czonej alternatywy.

W dowodzie eliminacji kwanty�katorów b¦dziemy potrzebowali nast¦pu-
j¡cego lematu.

Lemat Redukcyjny. Niech f(x, y) ∈ Wn+m, gdzie x = (x1, ..., xn), y =
(y1, ..., ym). Wtedy istnieje liczba caªkowita d > 0 oraz szeregi vα(x) ∈ Wn,
uα(x, y) ∈ Wn+m (α ∈ Nm, |α| < d) takie, »e uα(0, 0) ̸= 0 oraz

f(x, y) =
∑
|α|<d

vα(x)yαuα(x, y).
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Prowadzimy dowód indukcyjny ze wzgl¦du nam. Przypadekm = 1. Niech

f(x, y1) =
∑
j∈N

vj(x)y
j
1.

Kªad¡c f(x, 0) = v0(x) ∈ Wn otrzymujemy f(x, y1) − v0(x) ∈ Wn+1 oraz
f(x, y1)− v0(x) = y1f1(x, y1), przy czym f1(x, y1) ∈ Wn+1. Analogicznie dla
szeregu f1(x, y1). f1(x, 0) = v1(x) ∈ Wn, f1(x, y1) − v1(x) = y1f2(x, y1), dla
f2(x, y1) ∈ Wn+1. Powtarzaj¡c procedur¦ dla kolejnych fj(x, y1) dostajemy
szeregi vj(x) ∈ Wn, j ∈ N.

Poniewa» Wn jest pier±cieniem noetherowskim, ideaª generowany przez
vj(x), j ∈ N posiada sko«czon¡ liczb¦ generatorów vj(x), j < d, dla pew-
nego d ∈ N. Dlatego dla j > d mo»emy zapisa¢:

vj(x) =
∑
i<d

bij(x)vi(x), bij(x) ∈ Wn.

Uwzgl¦dniaj¡c powy»sze otrzymujemy:

f(x, y1) =
∑
i<d

(vi(x)yi1 +
∑
j>d

bij(x)vj(x)y
j
1) =

∑
i<d

vi(x)yi1(1 + gi(x, y1)y1),

gdzie gi(x, y1) =
∑
j>d bij(x)y

j−i−1
1 ∈ K[[x, y1]], i = 0, ..., d− 1.

Rozwa»my teraz równanie liniowe

f(x, y1) =
∑
i<d

vi(x)yi1(1 + Ziy1) (2)

z niewiadomymi Z1, ..., Zd−1 i wspóªczynnikami z Wn+m. Równanie to posia-
da rozwi¡zanie gi(x, y1) ∈ K[[x, y1]], i = 0, ..., d− 1. Poniewa» uzupeªnienie
K[[x, y1]] jest moduªem wiernie pªaskim nad Wn+1, równanie (2) posiada
pewne rozwi¡zanie g̃i(x, y1) ∈ Wn+1, i = 0, ..., d− 1.
Poniewa» y1g̃i(x, y1) nale»¡ do ideaªu maksymalnego pier±cieniaWn+1, zatem
ui(x, y1) := 1 + y1g̃i(x, y1), co ko«czy dowód przypadku gdy m = 1.

Gdy m > 1, wprowad¹my nast¦puj¡ce oznaczenia:

y′ = (y2, ..., ym), α = (α2, ..., αm) ∈ Nm−1.

Stosuj¡c zaªo»enie indukcyjne do f(x, y1, y′) otrzymujemy

f(x, y1, y′) =
∑
|α|<e

vα(x, y1)y′αuα(x, y1, y′),

17



gdzie vα(x, y1) ∈ Wn+1, uα(x, y1, y′) jest jedno±ci¡ w Wn+m. Stosuj¡c teraz
do funkcji vα(x, y1), α ∈ Nm−1, rozumowanie analogiczne jak w pierwszym
kroku indukcyjnym, otrzymujemy

vα(x, y1) =
∑
i<e

viα(x)yi1uiα(x, y1),

gdzie viα(x) ∈ Wn, uiα(x, y1) jest jedno±ci¡ w Wn+1. �¡cz¡c powy»sze rezul-
taty, otrzymujemy tez¦.

De�nicja. Niech U ⊂ Rn b¦dzie zbiorem otwartym. Funkcj¦ f : U −→ R
nazywamyW-analityczn¡ w U , gdy w ka»dym punkcie a ∈ U szereg Taylora
Taf(x− a) ∈ Wn.

Dla funkcji W-analitycznej f w otoczeniu kostki [−1; 1]n de�niujemy za-
w¦»on¡ funkcj¦ W-analityczn¡ f̃(x) jako

f̃(x) :=
{
f(x) gdy x ∈ [−1; 1]n
0 gdy x /∈ [−1; 1]n .

W dalszym ci¡gu, przez LW b¦dziemy oznaczali j¦zyk pier±cieni uporz¡d-
kowanych (<,+,−, · , 0, 1) wzbogacony o symbole funkcyjne f&, gdzie f s¡
funkcjami W-analitycznymi w otoczeniu kostki [−1; 1]n, n ∈ N.

De�niujemy LW-struktur¦

RW := (R, <, 0, 1,+,−, · ),

w której symbole funkcyjne f& s¡ interpretowane jako zaw¦»one funkcje W-
analityczne f̃ ; oczywi±cie mo»emy przyj¡¢, »e ka»da liczba rzeczywista a ∈ R
ma swoj¡ nazw¦ ca w j¦zyku LW .

Gªównym rezultatem niniejszego rozdziaªu jest nast¦puj¡ce

Twierdzenie o eliminacji kwanty�katorów. Struktura RW posiada
eliminacj¦ kwanty�katorów w j¦zyku L∗W = LW ∪ { 1x} wzbogaconym o nazw¦
funkcji odwrotnej:

1/x :=
{
1/x gdy x ̸= 0
0 gdy x = 0

.

Zanim przejdziemy do jego dowodu przedstawimy kilka kluczowych ob-
serwacji.
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Obserwacja 2. Ka»dy sko«czony ukªad równa« i nierówno±ci{
ti(x) = 0, i = 1, ..., r
τj(x) > 0, j = 1, ..., s

zadanych przez L-termy mo»e by¢, poprzez dodadnie nowych zmiennych i
równa«, zast¡piony w równowa»ny sposób przez pewien ukªad równa« i nie-
równo±ci wielomianowych lub postaci f̃(x, y) = 0, g̃(x, y) > 0, gdzie f, g s¡
funkcjami W-analitycznymi w otoczeniu kostki [−1; 1]n.

Rezultat ten uzyskamy przeprowadzaj¡c indukcj¦ ze wzgl¦du na zªo»ono±¢
termów. Zauwa»my, »e je±li zªo»ony L-term t(x) jest postaci f̃(t1(x), t2(x)),
to równanie t(x) = 0 mo»e by¢ w równowa»ny sposób zast¡pione ukªadem
równa«: 

f̃(y1, y2) = 0
y1 − t1(x) = 0
y2 − t2(x) = 0,

gdzie y1, y2 s¡ nowymi zmiennymi. Je±li za± zªo»ony L-term jest postaci
t(x) = 1

τ(x) , to równanie t(x) = 0 mo»e by¢ zast¡pione równaniem τ(x) = 0.
Podobnie mo»emy post¡pi¢ z nierówno±ciami.

Obserwacja 3. Je±li f(x) jest funkcj¡W-analityczn¡ w otoczeniu punktu
a ∈ Rn, powiedzmy w otoczeniu kostki domkni¦tej

K(a, ϵ) = {x ∈ Rn : |xi − ai| 6 ϵ, i = 1, ..., n, ϵ > 0},

to restrykcja f |K(a,ϵ) mo»e by¢ wyra»ona przez L-term.

Istotnie, je±li
La,ϵ : Rn ∋ x −→ a+ ϵx ∈ Rn,

to g̃ := f◦La,ϵ jest funkcj¡W-analityczn¡ w otoczeniu kostki In oraz zachodzi
wzór

f(x) = g̃(L−1a,ϵ(x)) = g̃
(
x− a
ϵ

)
dla x ∈ K(a, ϵ).

Zawsze zatem mo»emy zast¦powa¢ kieªki funkcjiW-analitycznych f(x) przez
L-termy postaci (g̃ ◦L)(x) = g̃(L(x)), gdzie L jest izomor�zmem a�nicznym
postaci

L(x) =
x− a
ϵ

, ϵ > 0.

19



Dlatego mo»emy operowa¢ kieªkami funkcji W-analitycznych nie tylko
w modelu standardowym RW , ale tak»e w modelach niestandardowych teo-
rii T = Th (RW) struktury RW . W modelach niestandardowych b¦dziemy
analizowali ukªady równa« i nierówno±ci zadane przez termy, które � jak
widzieli±my � mo»na sprowadzi¢ do ukªadu równa« i nierówno±ci, których
lewe strony s¡ wielomianami lub kieªkami funkcji W-analitycznych. Oczywi-
±cie zawsze mo»emy zaªo»y¢, »e rozwi¡zania, które istotnie wyst¦puj¡ jako
argumenty funkcji W-analitycznych s¡ ograniczone (wzgl¦dem R). Dlatego,
dokonuj¡c ewentualnej translacji, zawsze mo»emy doprowadzi¢ do sytuacji, w
której rozwi¡zania te s¡ in�nitezymalnymi. Opiszmy t¦ procedur¦ dokªadniej.

Zaªó»my, »e funkcje f(x), x = (x1, ..., xn), wyst¦puj¡ce w danym ukªadzie
s¡W-analityczne w otoczeniu pewnej kostki [−ϵ; ϵ]n, oraz »e analizowane roz-
wi¡zania s¡ in�nitezymalnymi. Wtedy mo»emy doda¢ do ukªadu nierówno±ci
postaci

|xi| < ϵ, i = 1, ..., n.

Odt¡d b¦dziemy zawsze zakªada¢, bez uprzedniego komentarza, »e rozwa»a-
ne przez nas ukªady równa« i nierówno±ci zawieraj¡ nierówno±ci de�niuj¡ce
kostki, w których okre±lone s¡ wyst¦puj¡ce w nich funkcje W-analityczne.

W dalszym ci¡gu rozdziaªu b¦dziemy wykorzystywa¢ twierdzenia Weier-
strassa: przygotowawcze i o dzieleniu, oraz lemat redukcyjny, stosuj¡c je
do kieªków funkcji W-analitycznych. Dokªadniej, bedziemy je stosowa¢ do
funkcjiW-analitycznych, które wyst¦puj¡ po lewych stronach analizowanych
równa« i nierówno±ci. Dla przykªadu, je±li analizujemy rozwi¡zania równania
b¡d¹ nierówno±ci

f̃(x, y) = 0, (f̃(x, y) < 0),

gdzie x = (x1, ..., xn) i f̃ jest funkcj¡ W-analityczn¡, y−regularn¡ stopnia d
w pewnym punkcie (a, b) ∈ Rn+1, to

f̃(x, y) = ((y − b)d + f1(x)(y − b)d−1 + ...+ fd(x))u(x, y),

gdzie f1(x), ..., fd(x), u(x, y) s¡ funkcjamiW-analitycznymi w otoczeniu (a, b),
powiedzmy w otoczeniu kostki K((a, b), ϵ), oraz u(a, b) ̸= 0.
Niech

L(x, y) := (a+ ϵx, b+ ϵy).

Wtedy g̃i := fi(a+ϵx), ṽ := u◦L s¡ funkcjamiW-analitycznymi w otoczeniu
kostki In+1 oraz

f̃ ◦ L(x, y) = ((ϵy)d + g̃1(x)(ϵy)d−1 + ...+ g̃d(x))ṽ(x, y)
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i (f̃ ◦ L)(L−1(x, y)) =

= ((y − b)d + g̃1(L−1(x, y))(y − b)d−1 + ...+ g̃d(L−1(x, y)))ṽ(x, L−1(x, y)),

dla (x, y) ∈ K((a, b), ϵ).
Powy»sza równo±¢ L-termów zachodzi zarówno w R, jak i w modelach

niestandardowych.
Równanie f̃(x, y) = 0 rozpatrywane w K((a, b), ϵ) jest wi¦c równowa»ne rów-
naniu:

(y − b)d + g̃1(L−1(x, y))(y − b)d−1 + ...+ g̃d(L−1(x, y)) = 0

rozpatrywanemu w K((a, b), ϵ).
Mo»na to te» wyrazi¢ nieco inaczej: równanie f̃(x, y) = 0 ma rozwi¡zanie

x = c ∈ K(a, ϵ), y = d, |y − b| 6 ϵ

wtedy i tylko wtedy, gdy równanie

(ϵy′)d + g̃1(x′)(ϵy′)d−1 + ...+ g̃d(x′) = 0

ma rozwi¡zanie x′ = c−a
ϵ
, y′ = d−b

ϵ
.

Powy»sze rozwa»ania mo»emy zreasumowa¢ nast¦puj¡co:

Obserwacja 4. Analizowane ukªady równa« i nierówno±ci, których pra-
we strony s¡ zaw¦»onymi funkcjami W-analitycznymi, mo»na przeksztaªca¢,
stosuj¡c wy»ej opisan¡ procedur¦ wykorzystuj¡c¡ twierdzenia Weierstrassa i
lemat redukcyjny. Otrzymujemy przy tym nowy ukªad obejmuj¡cy zaw¦»one
funkcje W-analityczne o tej wªasno±ci, »e ukªad wyj±ciowy ma rozwi¡zanie
wtedy i tylko wtedy, gdy nowy ukªad ma rozwi¡zanie postaci x′ = c−a

ϵ
. W

ten sposób, przeksztaªcenia równa« i nierówno±ci wykorzystuj¡ce twierdzenia
Weierstrassa i lemat redukcyjny mog¡ zosta¢ przeniesione tak»e do modeli
niestandardowych. Nale»y przy tym doª¡czy¢ nierówno±ci postaci |x′| < δ,
gdzie δ jest tak maªe, »e twierdzenie Weierstrassa zachodzi w kostce |x′| < δ.
Poniewa» modele teorii T s¡ ciaªami rzeczywi±cie domkni¦tymi, mo»emy sto-
sowa¢ twierdzenie Tarskiego-Seidenberga.

Uwaga. Dla prostoty wypowiedzi w dalszej cz¦±ci rozdziaªu b¦dziemy
operowali kieªkami funkcjiW-analitycznych tak»e w modelach niestandardo-
wych. Procedura ta, cho¢ nie jest w peªni ±cisªa, jest poprawna w tym sensie,
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»e daje si¦ w peªni sformalizowa¢, jak opisano w powy»szych obserwacjach.
Formalizacja ta wi¡zaªaby si¦ jednak z wydªu»eniem i mniejsz¡ przejrzysto-
±ci¡ tekstu.

DOWÓD twierdzenia o eliminacji kwanty�katorów przeprowadzimy w
oparciu o przedstawione wcze±niej kryterium eliminacji kwanty�aktorów. Niech
T = Th (RW) b¦dzie teori¡ struktury RW w j¦zyku wzbogaconym o nazw¦
funkcji odwrotnej 1/x. Rozwa»my dwa dowolne modele K,M teorii T i ich
wspóln¡ podstruktur¦ A.
Rozwa»my ukªad równa« i nierówno±ci postaci:{

ti(x, y1) = 0, i = 1, ..., n1
sj(x, y1) > 0, j = 1, ..., n2,

(3)

gdzie: x = (x1, ..., xn), ti, sj oznaczaj¡ termy w j¦zyku L∗W , b¦d¡ce zªo»eniem
sko«czonej liczby zaw¦»onych funkcji W-analitycznych f̃s oraz wielomianów.

Mamy udowodni¢, »e je±li ukªad (3) ma rozwi¡zanie x = a ∈ An i
y1 = b1 ∈ K, to ma te» rozwi¡zanie postaci x = a ∈ An, y1 = c1 ∈M.
Na mocy Obserwcji 2, dodaj¡c nowe zmienne i nowe równania, zamiast ukªa-
du (3) mo»emy ograniczy¢ si¦ do rozwa»ania równa« i nierówno±ci zªo»onych
z zaw¦»onych funkcji W-analitycznych lub wielomianów. A wi¦c ukªad (3)
jest równowa»ny ukªadowi:

f̃i(x, y) = 0, i = 1, ..., p1
F̃j(x, y) < 0, j = 1, ..., q1
pi(x, y) = 0, i = 1, ..., p2
Pj(x, y) < 0, j = 1, ..., q2,

(4)

gdzie fi, Fj s¡ zaw¦»onymi funkcjami W-analitycznymi z j¦zyka L∗W , pi, Pj
to wielomiany, za± x, y stanowi¡ zespóª zmiennych: x = (x1, ..., xn) ∈ An,
y = (y1, ..., ym) ∈ Km.

W tej sytuacji wystarczy udowodni¢, »e je±li ukªad (4) ma rozwi¡zanie
postaci a ∈ An, b = (b1, ..., bm) ∈ Km, to posiada równie» rozwi¡zanie postaci
a ∈ An, d = (d1, ..., dm) ∈Mm.

Teraz dowód twierdzenia b¦dzie przebiegaª indukcyjnie ze wzgl¦du na
liczb¦ zmiennych m. Gdy m = 0 twierdzenie jest oczywiste.

We¹my wi¦c m > 0 i zaªó»my, »e twierdzenie zachodzi dla m − 1. Niech
a ∈ An, k ∈ Km b¦d¡ rozwi¡zaniami ukªadu (4). Mo»na oczywi±cie przyj¡¢,
»e te elementy spo±ród a1, ..., an ∈ A i b1, ..., bm ∈ K, które istotnie wyst¦puj¡
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jako argumenty funkcji f̃i, F̃j, s¡ na moduª mniejsze od jedno±ci. A wi¦c
stosuj¡c liniow¡ zmian¦ zmiennych (translacj¦) mo»na zaªo»y¢, »e elementy
te s¡ in�nitezymalnymi.

Dalej, dzi¦ki Obserwacji 3 i Obserwacji 4, mo»emy w poni»szych rozwa»a-
niach operowa¢ kieªkami funkcjiW-analitycznych w zerze. Do ka»dej z funkcji
f̃i(x, y), F̃j(x, y) stosujemy lemat redukcyjny:

f̃i(x, y) =
∑
|α|<di

viα(x)yαuiα(x, y), i = 1, ..., p1,

F̃j(x, y) =
∑
|α|<ej

Vjα(x)yαUjα(x, y), j = 1, ..., q1,

gdzie uiα(0, 0) ̸= 0, Ujα(0, 0) ̸= 0. Mo»emy równie» zaªo»y¢, »e dla pewnych
wielowska¹ników α, Vjα(a) ̸= 0 oraz viα(a) ̸= 0.

Dla ka»dego i, j wybieramy odpowiednio wielowska¹niki βi i βj w ten
sposób, aby viβi(a) i Vjβj(a) posiadaªy maksymaln¡ warto±¢ bezwzgl¦dn¡
spo±ród viα, |α| < di, i Vjα, |α| < ej, odpowiednio. Przyjmijmy nast¦puj¡ce
oznaczenia:

ζiα :=
vAiα(a)
vAiβi(a)

, ζiα = ciα + λiα,

ξjα :=
V Ajα(a)
V Ajβj(a)

, ξjα = Cjα + Λjα,

gdzie ciα, Cjα to pewne liczby rzeczywiste, a λiα, Λjα � in�nitezymalne. Oczy-
wi±cie liczby ξjα, ζiα ∈ A, gdy» funkcje viα, Vjα zale»¡ tylko od x, a j¦zyk
rozwa»anych struktur posiada symbol funkcji 1

x
.

Wydzielaj¡c otrzymane sumy w ka»dej z funkcji fi, Fj, otrzymujemy
nowy ukªad równa« i nierówno±ci:

∑
α (ciα + viα)yαuiα(x, y) = 0, i = 1, ..., p1∑
α (Cjα + Vjα)yαUjα(x, y) < 0, j = 1, ..., q1

pi(x, y) = 0, i = 1, ..., p2
Pj(x, y) < 0, j = 1, ..., q2

, (5)

który ma rozwi¡zanie x = a ∈ An, vα = λα ∈ Ap1 , Vα = Λα ∈ Aq1 , b ∈ Km.
Nowe zmienne viα, Vjα peªni¡ tutaj tak¡ sam¡ rol¦ jak zmienne x.

Kªad¡c v = (v1α, ..., vp1α), V = (V1α, ..., Vq1α), wprowad¹my nast¦puj¡ce
oznaczenia:

hi(x, v, y) =
∑
α

(ciα + viα)yαuiα(x, y),
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Hj(x, V, y) = ±
∑
α

(Cjα + Vjα)yαUjα(x, y).

Nast¦pnym krokiem dowodu b¦dzie zastosowanie twierdzenia Weierstras-
sa do funkcji hi, i = 1, ..., p1, oraz Hj, j = 1, ..., q1. Poniewa» uiα(0, 0) ̸=
0 oraz Uiα(0, 0) ̸= 0 dla pewnych α, zatem formy pocz¡tkowe h(0, 0, y),
H(0, 0, y) nie s¡ to»samo±ciowo równe zero. Na mocy Lematu 1.1, po zastoso-
waniu liniowej zmiany zmiennych y = L(y′), y1 = y′1+z1y

′
m, ..., ym−1 = y

′
m−1+

zm−1y
′
m, ym = y′m, dla generycznych z1, ..., zm−1 ∈ R, funkcje hi ◦ L, Hj ◦ L

s¡ regularne wzgl¦dem y′m. Dla prostoty oznacze«, b¦dziemy opuszcza¢ znak
apostrofu nad zmiennymi y1, ..., ym.
Do tak zmody�kowanych funkcji stosujemy teraz twierdzenie przygotowaw-
cze Weierstrassa, z którego wynika, »e istniej¡ funkcje W-analityczne

qi(x, v, y), ri(x, v, y), Qj(x, V, y), Rj(x, V, y)

takie, »e
hi(x, v, y) = qi(x, v, y)ri(x, v, y), i = 1, ..., p1,

Hj(x, V, y) = Qj(x, V, y)Rj(x, V, y), j = 1, ..., q1,

przy czym ri(0, 0, 0) = 1, Rj(0, 0, 0) = 1, Qj(x, V, y) oraz qi(x, v, y) s¡ wielo-
mianami zmiennej ym:

qi(x, v, y) =
di∑
s=0

ysmwis(x, v, y1, ..., ym−1),

Qj(x, V, y) =
ej∑
s=0

ysmWjs(x, V, y1, ..., ym−1).

Wtedy ukªad 
qi(x, v, y) = 0, i = 1, ..., p1
Qj(x, V, y) < 0, j = 1, ..., q1
pi(x, y) = 0, i = 1, ..., p2
Pj(x, y) < 0, j = 1, ..., q2

(6)

ma rozwi¡zanie x = a ∈ An, v = λα ∈ Ap1 , V = Λα ∈ Aq1 , b ∈ Km, przy
czym te elementy spo±ród a, b, v, V, które istotnie wyst¦puj¡ jako argumenty
funkcji qi, Qj s¡ in�nitezymalnymi.

Ukªad (6) jest ukªadem równa« i nierówno±ci, które s¡ wielomianowe
wzgl¦dem ym o wspóªczynnikach wielomianowych lubW-analitycznych w ze-
rze (mianowicie wis, Wjs) wzgl¦dem pozostaªych zmiennych. Dlatego, na mo-
cy twierdzenia Tarskiego-Seidenberga stosowanego do wielomianów zmien-
nej ym o tych wspóªczynnikach, ukªad (6) ma rozwi¡zanie x = a ∈ An,
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v = λα ∈ Ap1 , V = Λα ∈ Aq1 , b ∈ Km wtedy i tylko wtedy, gdy pewien ukªad
postaci {

dk(x, v, V, y1, ..., ym−1, (wis)is, (Wjs)j,s) = 0, k = 1, ..., p3
Dl(x, v, V, y1, ..., ym−1, (wis)is, (Wjs)j,s) < 0, l = 1, ..., q3

(7)

ma rozwi¡zanie x = a ∈ An, v = λα ∈ Ap1 , V = Λα ∈ Aq1 , (b1, ..., bm−1) ∈
Km−1; tutaj dk, Dl s¡ wielomianami o wspóªczynnikach rzeczywistych zmien-
nych x, v, V, y1, ..., ym−1, (wis)is, gdzie s = 0, ..., d1, i = 1, ..., p1, (Wjs)j,s, s =
0, ..., ej, j = 1, ..., q1. Ukªad (7) jest ukªadem równa« i nierówno±ci wielomia-
nowych lub W-analitycznych od zmiennych x, v, V, y1, ..., ym−1.

Ale dzi¦ki zaªo»eniu indukcyjnemu ukªad (7) ma te» rozwi¡zanie x =
a ∈ An, v = λα ∈ Ap1 , V = Λα ∈ Aq1 , (y1, ..., ym−1) = (d1, ..., dm−1) ∈
Mm−1. Ponownie na mocy twierdzenia Tarskiego-Seidenberga, ukªad (7) ma
rozwi¡zanie postaci x = a ∈ An, v = λα ∈ Ap1 , V = Λα ∈ Aq1 , (y1, ..., ym) =
(d1, ..., dm) ∈Mm, co ko«czy dowód twierdzenia.

Wniosek. Struktura RW jest silnie modelowo zupeªna w j¦zyku LW .

Istotnie, z twierdzenia wynika natychmiast, »e struktura RW jest silnie
modelowo zupeªna w j¦zyku L∗W . Dzi¦ki Wªasno±ci 5b), silna modelowa zu-
peªno±¢ utrzyma si¦ po usuni¦ciu z j¦zyka symbolu funkcji odwrotnej 1/x.

Uwaga. Powy»szy wniosek stanowi uogólnienie klasycznego twierdzenia
Gabrielova o dopeªnieniu dla zbiorów subanalitycznych (cf. [16]).

Struktura RW , podobnie jak klasyczna struktura Ran, posiada aksjoma-
tyk¦ uniwersaln¡ w j¦zyku wzbogaconym o nazwy funkcji odwrotnej 1/x
i pierwiastków n

√
x, n = 2, 3, . . ., przedstawion¡ poni»ej. Rezultat ten jest

uogólnieniem twierdzenia van den Driesa�Macintyre'a�Markera [14]; dla do-
wodu zob. tak»e artykuª K.J. Nowaka [31]. Dowód ten przenosi si¦ praktycz-
nie bez zmian na przypadek zaw¦»onych funkcjiW-analitycznych. Opiera si¦
on na eliminacji kwanty�katorów w j¦zyku wzbogaconym o nazw¦ funkcji
odwrotnej 1/x oraz na nast¦puj¡cym waluacyjnym kryterium rzeczywistej
domkni¦to±ci ciaªa z waluacj¡ (cf. [39]):

Rzeczywiste ciaªo z waluacj¡ jest rzeczywi±cie domkni¦te wtedy i tylko
wtedy, gdy jego pier±cie« waluacji jest henselowski, ciaªo rezydualne jest rze-
czywi±cie domkni¦te, a grupa waluacji jest grup¡ z dzieleniem.

Oto aksjomatyka uniwersalna dla struktury RW z artykuªu [31]:
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1) ∀x, y, z x+(y+z) = (x+y)+z, x+y = y+x, 0+x = x, x+(−x) = 0;

2) ∀x, y, z x· (y + z) = (x· y) + (x· z);

3) ∀x, y, z x· (y· z) = (x· y)· z, x· y = y·x, 1·x = x, 0 ̸= 1;

4) ∀x x ̸= 0 ⇒ x · 1/x = 1;

5) ∀x, y, z x 6 x, (x 6 y ∧ y 6 z) ⇒ x 6 z;

6) ∀x, y (x 6 y ∧ y 6 x) ⇒ x = y, x 6 y ∨ y 6 x;

7) ∀x, y, z x 6 y ⇒ (x+ z 6 y + z), (x 6 y ∧ 0 6 z) ⇒ x· z 6 y· z;

8) ∀x 0 6 x ⇒ ( n
√
x)n = x, (n = 1, 2, ...);

oraz nast¦puj¡ce schematy aksjomatów:

9)
∨n
i=1 |xi| > 1 ⇒ 0&(x) = 1&(x) = X&k (x) = f&(x) = 0;

10)
∧n
i=1 |xi| 6 1 ⇒ 0&(x) = 0 ∧ 1&(x) = 1 ∧X&k (x) = xk;

11) (f + g)& = f& + g&;

12) (f · g)& = f&· g&;

13)
∧n
i=1 |xi| 6 1 ∧

∧m
i=j |Lj(x)| 6 1 ⇒ g&(x) = f&(L&(x));

gdzie f, g s¡ W-analityczne w otoczeniu [−1; 1]n, za± L : Rn −→ Rm jest
odwzorowaniem a�nicznym takim, »e g = f ◦ L w otoczeniu kostki [−1; 1]n.

Niech T = Th (RW) b¦dzie teraz teori¡ struktury RW w j¦zyku wzboga-
conym o nazwy funkcji odwrotnej 1/x i pierwiastków n

√
x, n = 2, 3, . . .. T jest

wi¦c teori¡ uniwersaln¡, która dopuszcza eliminacj¦ kwanty�katorów. Teorie
takie s¡ szczególnie wa»ne z uwagi na nast¦puj¡ce twierdzenie Herbranda [23]:

Twierdzenie o opisie funkcji przez termy. Niech T b¦dzie teori¡
uniwersaln¡ w j¦zyku L. Niech ϕ(x1, ..., xn, y) b¦dzie bezkwanty�katorow¡ L-
formuª¡. Je±li

T |= ∀x1...∀xn ∃y ϕ(x1, ..., xn, y),

wtedy istnieje sko«czona liczba L-termów t1(x), ..., tk(x) takich, »e

T |= ∀x1...∀xn ϕ(x1, ..., xn, t1(x)) ∨ ... ∨ ϕ(x1, ..., xn, tk(x)).
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Dla dowodu, dodajmy do j¦zyka L nowe staªe c = (c1, ..., cn). W dowolnym
modeluM teorii T w j¦zyku Lc := L∪{c1, ..., cn}, zachodziM |= ∃y ψ(c, y).
Chcemy wykaza¢, »e istnieje sko«czona liczba L−termów taka, »e

M |= ψ(c, t1(c)) ∨ ... ∨ ψ(c, tk(c)),

dla dowolnego M. W tym celu rozwa»my podstruktur¦ generowan¡ przez
staªe c1, ..., cn:

⟨cM1 , ..., cMn ⟩ = {(tM(cM1 , ..., cMn )) : t(x) dowolny L-term}.

Poniewa» teoria T jest uniwersalna, wi¦c podstruktura ⟨cM1 , ..., cMn ⟩ jest jej
modelem. Zatem dla dowolnego modeluM teorii T w j¦zyku Lc istnieje L-
term t(x) taki, »eM |= ψ(c, t(c)). Dzi¦ki teorio-modelowej zwarto±ci, istnieje
sko«czona liczba L-termów t1(x), ..., tk(x) takich, »e

M |= ψ(c, t1(c)) ∨ ... ∨ ψ(c, tk(c)),

dla dowolnegoM, co byªo do okazania.

Jako natychmiastowy wniosek otrzymujemy:

Wniosek. Niech T b¦dzie uniwersaln¡ teori¡ w j¦zyku L, która dopusz-
cza eliminacj¦ kwanty�katorów. Wtedy dla dowolnej funkcji de�niowalnej
f(x1, ..., xn) istnieje sko«czona liczba L-termów t1(x), ..., tk(x) takich, »e w
dowolnym modeluM teorii T

M |= ∀x1...∀xn f(x1, ..., xn) = t1(x) ∨ ... ∨ f(x1, ..., xn) = tk(x).

Podsumowuj¡c, widzimy, »e ka»da funkcja de�niowalna w strukturze RW
zadana jest kawaªkami przez przez sko«czon¡ liczb¦ termów w j¦zyku LW
wzbogaconym o nazwy funkcji odwrotnej 1

x
i pierwiastków n

√
x, n = 2, 3, . . ..

Ta wa»na wªasno±¢ b¦dzie wykorzystywana do rektylinearyzacji funkcji de�-
niowalnych, omawianej w Rozdziale 3 tej rozprawy.

27



Rozdziaª 3. Zbie»ne systemy Weierstrassa zamkni¦te
ze wzgl¦du na podstawianie pierwiastków i rektylineary-
zacja funkcji de�niowalnych

Gªównym celem tego rozdziaªu b¦dzie przedstawienie niektórych spo±ród
twierdze« o rektylinearyzacji odwzorowa« de�niowalnych przez systemy We-
ierstrassa, uzyskanych w artykule K.J. Nowaka [34], gdzie zostaªy one za-
aran»owane w sytuacji rzeczywistych systemów Weierstrassa zamkni¦tych ze
wzgl¦du na przedªu»anie analityczne. Ich przykªadem jest system zbie»nych
szeregów ró»niczkowo algebraicznych, który b¦d¦ prezentowaªa w Rozdzia-
le 5 tej rozprawy. Twierdzenia te wykorzystam w Rozdziale 5 rozprawy, w
dowodzie twierdzenia Gabrielova o rz¦dzie i jego uogólnienia na przypadek
pewnych systemów Weierstrassa. Twierdzenia o rektylinearyzacji dotyczyªy
transformacji (niekoniecznie ci¡gªych) funkcji de�niowalnych poprzez sko«-
czon¡ liczb¦ rozdmucha« o gªadkich centrach de�niowalnych oraz lokalnych
podstawie« pot¦gowych; transformacje te dostarczaj¡ funkcji okre±lonych na
kostkach, na których albo znikaj¡, albo s¡ przeci¦ciami normalnymi, albo
odwrotno±ciami przeci¦¢ normalnych.

W artykule [34] rozwa»ane byªy dwa rodzaje twierdze« o rektylineary-
zacji: sªabsze, w których transformacje funkcji s¡ dokonane za pomoc¡ na-
przemiennych rozdmucha« o gªadkich centrach i lokalnych podstawie« po-
t¦gowych; oraz mocniejszych, w których transformacje te s¡ dokonane za
pomoc¡ kolejnych rozdmucha« i lokalnego podstawienia pot¦gowego na ko«-
cu. Wersje mocniejsze zachodz¡ przy dodatkowym zaªo»eniu, »e dany system
rzeczywisty jest zamkni¦ty ze wzgl¦du na kompleksy�kacj¦.

W istocie jednak, wszystkie wersje sªabsze zachodz¡ dla dowolnego zbie»-
nego systemu rzeczywistego, a mocniejsze dla systemu rzeczywistego, który
jest ±ladem zbie»nego systemu zespolonego zamkni¦tego ze wzgl¦du na pod-
stawianie pierwiastków. �atwo równie» zauwa»y¢, »e ka»dy zespolony system
Weierstrassa, który jest zamkni¦ty ze wzgl¦du na przedªu»anie analityczne,
jest te» zamkni¦ty ze wzgl¦du na podstawianie pierwiastków. Nale»y przy
tym podkre±li¢, »e w tej ogólniejszej sytuacji dowody twierdze« o rektyline-
aryzacji przenosz¡ si¦ bez »adnych zmian. Jest tak, poniewa» wersje sªabsze
bazuj¡ na dwóch pierwszych, za± wersje mocniejsze na czterech poni»szych
rezultatach:

1) na opisie funkcji de�niowalnych przez termy w j¦zyku wzbogaconym o
pot¦gi wymierne, który umo»liwia indukcj¦ ze wzgl¦du na zªo»ono±¢ termów;
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2) na transformacji funkcji analitycznych do przeci¦¢ normalnych poprzez
rozdmuchania wzdªu» gªadkich podrozmaito±ci;

3) na wersji twierdzenia Abhyankara-Junga dla systemów Weierstrassa;

4) na sformuªowanym poni»ej lemacie.

Niech W b¦dzie zbie»nym zespolonym systemem Weierstrassa, który jest
zamkni¦ty ze wzgl¦du na podstawianie pierwiastków, tzn., który speªnia na-
st¦puj¡cy warunek:

f ∈ Wn ∩ C[[xk11 , . . . , xknn ]] =⇒ ∃ g ∈ Wn : f(x) = g(xk11 , . . . , xknn ).

Przykªadami systemów, które s¡ zamkni¦te ze wzgl¦du na podstawianie pier-
wiastków, s¡ systemy skonstruowane w Rozdziale 4 przy pomocy funkcji ele-
mentarnych oraz ró»nych klas funkcji eliptycznych.

Lemat 3.1. Je±liW jest systemem zamkni¦tym ze wzgl¦du na podstawia-
nie pierwiastków, to ka»dy szereg uªamkowy f(x1/k1 , . . . , x1/kn ), gdzie f ∈ Wn,
jest elementem caªkowitym nad Wn.

DOWÓD. Rozwa»my wielomian

P (x, T ) :=
k−1∏

i1,...,in=0

(T − f(ϵi1x1/k1 , . . . , ϵinx1/kn )) ∈ C[[x]][T ],

ϵ jest prymitywnym pierwiaskiem z jedynki stopnia k. Wyka»emy, »e wspóª-
czynniki wielomianu P (x, T ) s¡ zbie»nymi zespolonymi szeregami formalny-
mi. Niech zatem f ∈ C[[x]].

1. Przypadek, gdy f ∈ C[x]. Rozwa»my sko«czone rozszerzenia pier±cieni

C[x] ⊂ C[[x
1
k
1 , ..., x

1
k
n ]] i ich ciaª uªamków C(x) ⊂ C(x

1
k
1 , ..., x

1
k
n ), oraz gru-

p¦ Galois G tego rozszerzenia; oczywi±cie jest to sko«czone rozszerzenie
Galois. Wielomiany T k−x1, ..., T k−xn s¡ nierozkªadalnymi wielomiana-

mi generatorów x
1
k
1 , ..., x

1
k
n . Elementami sprz¦»onymi do tych generato-

rów s¡ odpowiednio ϵi1x
1
k
1 , ..., ϵ

inx
1
k
n (i1, ..., in = 0, ..., k−1), gdzie ϵ jest

pierwiastkiem prymitywnym z jedynki stopnia k. Element σ ∈ G jest

wyznaczony jednoznacznie przez warto±ci σ(x
1
k
1 ) = ϵj1x

1
k
1 , ..., σ(x

1
k
n ) =

ϵjnx
1
k
n . Z samej de�nicji P (x, T ) widzimy, »e P σ(x, T ) = P (x, T ), czy-

li »e wspóªczynniki tego wielomianu s¡ niezmiennicze wzgl¦dem grupy
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Galois G, a zatem le»¡ w C(x). Poniewa» jednak wspóªczynniki s¡ caª-
kowite nad C[x], to le»¡ one w C[x], gdy» pier±cie« C[x] jest caªkowicie
domkni¦ty. Reasumuj¡c P (x, T ) ∈ C(x)[T ].

2. Gdy f ∈ C[[x]], wykorzystujemy punkt 1. i aproksymacj¦ m−adyczn¡.

Jest jasne, »e
P (xk1, . . . , x

k
n, T ) ∈ Wn[T ].

Poniewa» system W jest zamkni¦ty ze wzgl¦du na podstawianie pierwiast-
ków, otrzymujemy natychmiast, »e P (x, T ) ∈ Wn[T ]. Oznacza to, »e P (x, T )
jest wielomianem zale»no±ci caªkowitej elementu f(x1/k1 , . . . , x1/kn ) nad Wn,
co byªo do okazania.

Zauwa»my nast¦pnie, »e pierwszy z czterech wymienionych wy»ej rezulta-
tów, zachodzi dla dowolnych rzeczywistych zbie»nych systemów Weierstrassa
i zostaª przedstawiony w Rozdziale 2 rozprawy.

Drugi z nich, jak udowodnili Bierstone�Milman [9], zachodzi w jeszcze
ogólniejszym przypadku systemów quasi-analitycznych, które (z de�nicji) s¡
zamkni¦te ze wzgl¦du na zªo»enie, na branie funkcji odwrotnej (lub, równo-
wa»nie, funkcji uwikªanej) i na wydzielanie przez wspóªrz¦dn¡ (co implikuje
zamkni¦to±¢ ze wzgl¦du na ró»niczkowanie). Zbie»ne systemy Weiertsrassa V
posiadaj¡, jak wykazaªam w Rozdziale 1, wszystkie te wªasno±ci. Dlatego te»
dysponujemy transformacj¡ funkcji V-analitycznych do przeci¦¢ normalnych
poprzez rozdmuchania wzdªu» gªadkich podrozmaito±ci V-analitycznych.

Równie» twierdzenie Abhyankara�Junga zachodzi dla dowolnych syste-
mów Weierstassa (zob. [32, 33, 35, 36], a tak»e Rozdziaª 5 rozprawy).

Przed wypowiedzi¡ twierdze« o rektylinearyzacji, przypomn¦ podstawowe
poj¦cia. Ustalmy rzeczywisty zbie»ny system Weierstrassa V . Przez kwadrant
w Rm rozumiemy podzbiór postaci

{x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm : xi = 0, xj > 0, xk < 0 dla i ∈ I0, j ∈ I+, k ∈ I−},

gdzie {I0, I+, I−} jest rozª¡cznym podziaªem {1, . . . ,m}; jego ±ladQ na kostce
[−1, 1]m b¦dziemy nazywali ograniczonym kwadrantem. Przeci¦ciem normal-
nym na kwadrancie Q nazywamy funkcj¦ postaci xα · u(x), gdzie u(x) jest
funkcj¡ V-analityczn¡ w otoczeniu domkni¦cia Q nigdzie nie znikaj¡c¡ na Q.
Poªó»my

Q+ := {x ∈ [0, 1]m : xi = 0, xj > 0 dla i ∈ I0, j ∈ I+ ∪ I−}.
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B¦dziemy mówili, »e funkcja f jest uªamkowym przeci¦ciem normalnym na
ograniczonym kwadrancie Q, gdy jest ona postaci

f(x1, . . . , xm) = |x1|
n1
k · . . . · |xm|

nm
k · u(|x1|

1
k , . . . , |xm|

1
k ),

gdzie k jest dodatni¡ liczb¡ naturaln¡, n1, . . . , nm ∈ N s¡ takie, »e ni = 0 dla
i ∈ I0, u jest funkcj¡ V-analityczn¡ w otoczeniu domkni¦cia Q+ nigdzie nie
znikaj¡c¡ na Q+.

Sformuªuj¦ teraz dwa twierdzenia o rektylinearyzacji (cf. [34], Twierdze-
nia 1 i 2).

Twierdzenie 3.1 (o jednoczesnej rektylinearyzacji globalnych funkcji de-
�niowalnych). Niech

f1, . . . , fs : Rm −→ R

b¦d¡ funkcjami de�niowalnymi przez system V i niech K b¦dzie podzbiorem
zwartym w Rm. Wtedy istnieje sko«czona rodzina mody�kacji

φi : [−1, 1]m −→ Rm, i = 1, . . . , p,

takich, »e
1) ka»de z odwzorowa« φi przedªu»a si¦ do V-analitycznego odwzorowania

w otoczeniu kostki [−1, 1]m, które jest zªo»eniem sko«czenie wielu lokalnych
rozdmucha« wzdªu» gªadkich centrów oraz lokalnych podstawie« pot¦gowych;

2) suma obrazów φi((−1, 1)m), i = 1, . . . , p, jest otoczeniem K;
3) dla ka»dego ograniczonego kwadrantu Qj, j = 1, . . . , 3m, restrykcja

do Qj ka»dej funkcji fk ◦ φi, k = 1, . . . , s, i = 1, . . . , p, albo znika, albo jest
przeci¦ciem normalnym, albo jest odwrotno±ci¡ przeci¦cia normalnego na Qj.

Twierdzenie 3.2. Niech U ⊂ Rm b¦dzie ograniczonym podzbiorem otwar-
tym i f : U −→ R funkcj¡ de�niowaln¡ przez system V. Wtedy istnieje
sko«czona rodzina mody�kacji

φi : [−1, 1]m −→ Rm, i = 1, . . . , p,

takich, »e
1) ka»de z odwzorowa« φi przedªu»a si¦ do V-analitycznego odwzorowania

w otoczeniu kostki [−1, 1]m, które jest zªo»eniem sko«czenie wielu lokalnych
rozdmucha« wzdªu» gªadkich centrów oraz lokalnych podstawie« pot¦gowych;

2) ka»dy zbiór φ−1i (U) jest sko«czon¡ sum¡ ograniczonych kwadrantów w
Rm;
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3) ka»dy zbiór φ−1i (∂U) jest sko«czon¡ sum¡ ograniczonych kwadrantów
domkni¦tych w Rm wymiaru m− 1;

4) U jest sum¡ obrazów φi(Int (Q)), gdzie Q s¡ kwadrantami zawartymi
w φ−1i (U), i = 1, . . . , p;

5) dla ka»dego ograniczonego kwadrantu Q restrykcja do Q ka»dej funkcji
f ◦ φi albo znika, albo jest przeci¦ciem normalnym, albo jest odwrotno±ci¡
przeci¦cia normalnego na Q, o ile φ−1i (U) ∩Q ̸= ∅.

Niech W b¦dzie zespolonym zbie»nym systemem Weierstrassa zamkni¦-
tym ze wzgl¦du na podstawianie pierwiastków i niech V b¦dzie jego ±ladem
rzeczywistym, tzn. Vm = Wm ∩ R[[x]]. Mamy wtedy nast¦puj¡ce mocniejsze
wersje Twierdze« 3.1 i 3.2 (cf. [34], Twierdzenia 1∗ i 2∗).

Twierdzenie 3.3. Niech

f1, . . . , fs : Rm −→ R

b¦d¡ funkcjami de�niowalnymi przez system V i niech K b¦dzie podzbiorem
zwartym w Rm. Wtedy istnieje sko«czona rodzina mody�kacji

φi : [−1, 1]m −→ Rm, i = 1, . . . , p,

takich, »e
1) ka»de z odwzorowa« φi przedªu»a si¦ do V-analitycznego odwzorowania

w otoczeniu kostki [−1, 1]m, które jest zªo»eniem sko«czenie wielu lokalnych
rozdmucha« wzdªu» gªadkich centrów;

2) suma obrazów φi((−1, 1)m), i = 1, . . . , p, jest otoczeniem K;
3 dla ka»dego ograniczonego kwadrantu Qj, j = 1, . . . , 3m, restrykcja do

Qj ka»dej funkcji fk◦φi, k = 1, . . . , s, i = 1, . . . , p, albo znika, albo jest uªam-
kowym przeci¦ciem normalnym, albo jest odwrotno±ci¡ uªamkowego przeci¦cia
normalnego (w pewnym lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych) na Qj.

Twierdzenie 3.4. Niech U ⊂ Rm b¦dzie ograniczonym podzbiorem otwar-
tym i f : U −→ R funkcj¡ de�niowaln¡ przez system V. Wtedy istnieje
sko«czona rodzina mody�kacji

φi : [−1, 1]m −→ Rm, i = 1, . . . , p,

takich, »e
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1) ka»de z odwzorowa« φi przedªu»a si¦ do V-analitycznego odwzorowania
w otoczeniu kostki [−1, 1]m, które jest zªo»eniem sko«czenie wielu lokalnych
rozdmucha« wzdªu» gªadkich centrów;

2) ka»dy zbiór φ−1i (U) jest sko«czon¡ sum¡ ograniczonych kwadrantów w
Rm;

3) ka»dy zbiór φ−1i (∂U) jest sko«czon¡ sum¡ ograniczonych kwadrantów
domkni¦tych w Rm wymiaru m− 1;

4) U jest sum¡ obrazów φi(Int (Q)), gdzie Q s¡ kwadrantami zawartymi
w φ−1i (U), i = 1, . . . , p;

5) dla ka»dego ograniczonego kwadrantu Q restrykcja do Q ka»dej funkcji
f ◦ φi albo znika, albo jest uªamkowym przeci¦ciem normalnym, albo jest
odwrotno±ci¡ uªamkowego przeci¦cia normalnego na Q, o ile φ−1i (U)∩Q ̸= ∅.

Uwaga. Twierdzenia 3.2 i 3.4, podobnie jak Twierdzenia 3.1 i 3.3, mo»-
na sformuªowa¢ dla przypadku jednoczesnej rektylinearyzacji wielu funkcji
f1, . . . , fs : U −→ R.
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Rozdziaª 4. Systemy Weierstrassa wyznaczone przez
funkcje elementarne i funkcje eliptyczne

W rozdziale tym przedstawiam zespolone i rzeczywiste zbie»ne systemy
Weierstrassa wyznaczone przez zaw¦»one funkcje elementarne oraz przez ró»-
ne klasy funkcji eliptycznych. Przedstawione s¡ one, odpowiednio, w para-
gra�e pierwszym i trzecim. W paragra�e drugim, prezentuj¦ podstawowe
wªasno±ci funkcji eliptycznych. Te systemy Weierstrassa byªy wykorzysty-
wane przez van den Driesa [13] i Bianconiego [5] do wykazania, »e struktury
wyznaczone, odpowiednio, przez zaw¦»one funkcje elementarne i funkcje elip-
tyczne, s¡ silnie modelowo zupeªne.

Omawiane tu zespolone systemy Weierstrassa WRE i WΛ, gdzie Λ jest
krat¡ okresów, stanowi¡ przykªad zespolonych systemów Weierstrassa za-
mkni¦tych ze wzgl¦du na podstawianie pierwiastków. (Te ostatnie byªy roz-
wa»ane w Rozdziale 3 tej rozprawy w zwi¡zku z rektylinearyzacj¡ funkcji
de�niowalnych.) Wynika to natychmiast z faktu, »e podstawianie pierwiast-
ków jest operacj¡ de�niowaln¡, a systemy Weierstrassa WRE i WΛ zostaªy
wprowadzone przy u»yciu poj¦cia de�niowalno±ci.

� 1. System Weierstrassa wyznaczony przez zaw¦»one funkcje
elementarne. Struktur¦ o-minimaln¡ RRE generowan¡ przez zaw¦»one funk-
cje elementarne sinx i expx de�niujemy w nast¦puj¡cy sposób:

RRE := (R, (r)r∈R, <,+, · , expx|[0;1], sin x|[0;π]).

Przypomnimy konstrukcj¦ van den Driesa [13] systemu Weierstrassa wy-
znaczonego przez t¦ struktur¦. Dla dowolnego polidysku ∆ ⊂ Cn o ±rod-
ku w zerze, niech CRE∆,n⟨x⟩ oznacza rodzin¦ wszystkich szeregów pot¦gowych

h ∈ C[[x]] zbie»nych w ∆ do pewnej funkcji holomor�cznej h̃ takiej, »e ka»da
pochodna cz¡stkowa

∂|α|h̃

∂xα
: ∆ −→ C, α ∈ Nn,

jest silnie de�niowalna w strukturze RRE. Wtedy

W =WRE :=

 ∪
∆⊂Cn

CRE∆,n⟨x⟩


n∈N
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jest zbie»nym systemem Weierstrassa. Jedynie warunek W3 de�nicji zbie»-
nych systemów Weierstrassa jest trudny do wery�kacji. Jest on bezpo±redni¡
konsekwencj¡ poni»szego Twierdzenia 4.1 ([13], Propozycja 3.8).

Zaªó»my, »e zbie»ny szereg f ∈ C{x, y}, x = (x1, . . . , xn), jest regularny
rz¦du d ze wzgl¦du na zmienn¡ y. Wtedy istniej¡ dowolnie maªe polidyski
∆ = ∆1 × {y : |y| < r} ⊂ Cn+1 w (0; 0) takie, »e:

i) f jest zbie»ny w otoczeniu domkni¦cia ∆,
ii) f(0, y) ̸= 0 dla {y : 0 < |y| ¬ r},
iii) f(x, y) ̸= 0 dla x ∈ ∆1, |y| = r.

Niech g ∈ C[[x, y]] b¦dzie innym szeregiem zbie»nym w otoczeniu ∆. Wtedy,
na mocy globalnej wersji twierdzenia Weierstrassa o dzieleniu (zob. np. [21]),
mamy

g = Q · f +R, Q ∈ C[[x, y]], R = Rd−1yd−1 + . . .+R0 ∈ C[[x]][y],

gdzie szereg Q jest zbie»ny w otoczeniu ∆ i szeregi R0, . . . , Rd−1 s¡ zbie»ne
w otoczeniu domkni¦cia ∆1.

Przyjmijmy nast¦puj¡ce oznaczenia

[f, g] :=
{
∂|α|+jf

∂xα∂yj
,
∂|α|+jg

∂xα∂yj
: α ∈ Nn, j ∈ N

}
.

Twierdzenie 4.1. Przy powy»szych zaªo»eniach, restrykcja do ∆ ka»dej
pochodnej cz¡stkowej

∂|α|R0
∂xα

, ...,
∂|α|Rd−1
∂xα

,
∂|α|+j Q

∂xα∂yj

jest silnie de�niowalna w ∆ przez [f, g], tzn. jest silnie de�nowalna w ciele
R wzbogaconym o restrykcje do ∆ wszystkich funkcji z [f, g].

Dowód van den Driesa jest elementarny, chocia» technicznie nieco skom-
plikowany. Wykorzystuje on wzory Cramera i uogólnione wyznaczniki Van-
dermonde'a.

Wniosek 1. System W jest zbie»nym systemem Weierstrassa nad C.

Wniosek 2. Niech V b¦dzie rzeczywistym ±ladem systemu W, tzn. Vn =
Wn ∩R[[x]], n ∈ N. Wtedy V jest zbie»nym systemem Weierstrassa nad R.
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Konstrukcja systemu Weierstrassa V umo»liwiªa van den Driesowi uzy-
skanie nast¦puj¡cego twierdzenia:

Twierdzenie 4.2. Struktura RRE jest silnie modelowo zupeªna.

Dla dowodu, zauwa»my, »e ka»da zaw¦»ona funkcja V-analityczna jest sil-
nie de�niowalna w wyj±ciowej strukturze RRE. Poniewa» struktura RV jest
silnie modelowo zupeªna, Wªasno±¢ 5b) z Rozdziaªu 2 umo»liwia redukcj¦
dowodu do wykazania, »e zaw¦»one funkcje exp i sin s¡ silnie de�niowalne w
RV . To jednak wynika z faktu, »e kompleksy�kacje obu funkcji sin i exp oraz
ich pochodnych mog¡ by¢ odtworzone z samych tych funkcji rzeczywistych.
Ponadto zespolone funkcje exp i sin speªniaj¡ formuªy dodawania, dzi¦ki któ-
rym ich szeregi Taylora w dowolnym punkcie pªaszczyzny zespolonej mog¡
by¢ odtworzone z ich szeregów Taylora w zerze; oczywi±cie koniecznym jest
rozwa»anie caªej pary tych funkcji. Zauwa»my te» na koniec, »e rodziny zbio-
rów de�niowalnych w strukturach RRE i RV pokrywaj¡ si¦.

Uwaga 1. Hipoteza van den Driesa, »e twierdzenie analogiczne do powy»-
szego zachodzi dla funkcji eliptycznych, zostaªo potwierdzone przez Bianco-
niego [5]. Podobn¡ rol¦ do formuª dodawania dla funkcji exp i sin odgrywaj¡
formuªy dodawania dla eliptycznej funkcji Weierstrassa. B¦dzie to przedsta-
wione w � 3 tego rozdziaªu.

�2. Podstawowe informacje o funkcjach eliptycznych. Zaczniemy
od przypomnienia podstawowych poj¦¢ zwi¡zanych z funkcjami eliptycznymi.
Ustalmy dwie liczby ω1, ω2 ∈ C\{0} takie, »e ω1

ω2
/∈ R.

Krat¡ okresów nazywamy podgrup¦

Λ = Λω1,ω2 := {mω1 + nω2 : m,n ∈ Z} ⊂ C

generowan¡ przez ω1, ω1.
Funkcj¦ meromor�czn¡ f : C −→ P1(C) nazywamy funkcj¡ eliptyczn¡

wzgl¦dem kraty Λω1,ω2 , gdy jest dwuokresowa z okresami ω1, ω2, tzn.:

f(z) = f(z + ω1) = f(z + ω2) = f(z +mω1 + nω2) dla z ∈ C, m, n ∈ Z.

Fundamentalny równolegªobok jest to równolegªobok o wierzchoªkach:

0, ω1, ω2, ω1 + ω2.
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Równolegªobok okresów jest to równolegªobok o wierzchoªkach:

mω1+nω2, (m+1)ω1+nω2, (m+1)ω1+(n+1)ω2, mω1+(n+1)ω2, m, n ∈ Z.

Oczywi±cie funkcja eliptyczna f jest wyznaczona jednoznacznie przez jej
zachowanie w dowolnym równolegªoboku okresów. Je±li analizujemy zera i
bieguny funkcji eliptycznej f ̸= 0, wygodnie jest przesun¡¢ równolegªobok
okresów tak, aby na jego brzegu nie le»aªy ani zera, ani bieguny. Tak prze-
suni¦ty równolegªobok D nazywany jest komórk¡.

Uwaga 2. Funkcja eliptyczna, która nie jest to»samo±ciowo równa zeru
ma w dowolnym równolegªoboku okresów sko«czon¡ liczb¦ zer i biegunów.

Rz¦dem funkcji eliptycznej f nazywamy liczb¦ jej biegunów (licz¡c z krot-
no±ciami) w dowolnej komórce D. Zbiór zer Z i biegunów B funkcji eliptycz-
nej f ̸≡ 0 w dowolnej komórce D jest nazywany nierozkªadalnym zbiorem
zer i biegunów. Oznaczmy przez C := ∂D brzeg D z orientacj¡ dodatni¡.

Wªasno±ci funkcji eliptycznych.

1)
∑
zi∈B Reszif = 0.

2) Funkcja eliptyczna f nie równa to»samo±ciowo zeru rz¦du k ma w
dowolnej komórce D dokªadnie k zer (licz¡c z krotno±ciami).

3) Suma zer i biegunów (licz¡c z krotno±ciami) le»¡cych w dowolnej ko-
mórce D funkcji eliptycznej f ̸= 0, przystaj¡ modulo krata okresów Λ.

4) (Twierdzenie Liouville'a dla funkcji eliptycznych) Funkcja eliptyczna
bez biegunów (rz¦du 0) jest staªa.

DOWÓD. Ad. 1) Korzystaj¡c z twierdzenia o residuach, a nast¦pnie z
dwuokresowo±ci otrzymujemy, »e

∑
zi∈B

Reszif =
1
2πi

∫
C
f(z)dz = 0.

Ad. 2) Ró»nica zer i biegunów (licz¡c z krotno±ciami) w D wynosi:

1
2πi

∫
C

f ′(z)
f(z)

dz = 0.
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Ad. 3) Ró»nica pomi¦dzy sumami zer i biegunów wynosi:

1
2πi

∫
C

zf ′(z)
f(z)

dz =
1
2πi

∫ A+ω2
A

ω1f
′(z)

f(z)
dz − 1

2πi

∫ A+ω1
A

ω2f
′(z)

f(z)
dz =

=
1
2πi

(
ω1 log f(z)|A+ω2A − ω2 log f(z)|A+ω1A

)
∈ Λ.

Ad. 4) Funkcja caªkowita (analityczna na caªej pªaszczy¹nie), dwuokre-
sowa musi by¢ ograniczona w ka»dym równolegªoboku okresowo±ci, a wi¦c
równie» na caªej pªaszczy¹nie, a wi¦c na mocy klasycznego twierdzenia Lio-
uville'a dla funkcji analitycznych musi by¢ staªa.

Eliptyczna funkcja Weierstrassa zde�niowana jest wzorem:

µ(z) =
1
z2
+

∑
m,n∈Z∗

(
1

(z −mω1 − nω2)2
− 1
(mω1 + nω2)2

)
.

Szereg ten jest bezwzgl¦dnie i niemal jednostajnie zbie»ny w C\Λ (zob.
np. [45]). Funkcja Weierstrassa µ(z) jest parzyst¡ funkcj¡ eliptyczn¡ rz¦du 2.
Aby wykaza¢, »e jest ona dwuokresowa, zró»niczkujmy powy»szy szereg wy-
raz po wyrazie:

µ′(z) = −2
∑
m,n∈Z

1
(z −mω1 − nω2)3

.

Oczywi±cie, µ′(z) jest nieparzyst¡ funkcj¡ eliptyczn¡ rz¦du 3. Caªkuj¡c rów-
no±¢ µ′(z + ω1) = µ′(z), otrzymujemy:

µ(z + ω1)− µ(z) =
∫ z+ω1
z

µ′(t)dt = C.

Dlatego:
µ(z + ω1) = µ(z) + C, µ(−z + ω1) = µ(−z) + C;

µ(z − ω1) = µ(z) + C, µ((z − ω1) + ω1) = µ(z − ω1) + C;

Dodaj¡c stronami dwie ostatnie równo±ci otrzymujemy:

µ(z − ω1) + µ(z) = µ(z) + µ(z − ω1) + C,

sk¡d C = 0, a wi¦c µ(z + ω1) = µ(z). Analogicznie, µ(z + ω2) = µ(z), co
ko«czy dowód.
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Twierdzenie 4.3. Funkcja Weierstrassa µ(z) speªnia nast¦puj¡ce rów-
nanie ró»niczkowe:

(µ′(z))2 = 4µ3(z)− g2 µ(z)− g3,

gdzie:

g2 = 60
∑
m,n∈Z∗

1
(mω1 + nω2)4

, g3 = 140
∑
m,n∈Z∗

1
(mω1 + nω2)6

.

DOWÓD.

µ(z)− 1
z2
=

∑
m,n∈Z∗

(
1

(z −mω1 − nω2)2
− 1
(mω1 + nω2)2

)
,

sk¡d

µ(z)− 1
z2
=
1
20
g2z
2 +
1
28
g3z
4 +O(z6),

dla z w pobli»u 0 ∈ C. Zatem:

µ(z) =
1
z2
+
1
20
g2z
2 +
1
28
g3z
4 +O(z6);

µ′(z) = −21
z
+
1
10
g2z +

1
7
g3z
3 +O(z5);

µ3(z) =
1
z6
+
3
20
g2
1
z2
+
3
28
g3 +O(z2);

µ′2(z) =
4
z6
− 2
5
g2
1
z2
− 4
7
g3 +O(z2).

A wi¦c
(µ′(z))2 − 4µ3(z) + g2µ(z) + g3 = O(z2).

Funkcja po lewej stronie jest wi¦c funkcj¡ holomor�czn¡ w 0 ∈ C, a zatem
jest funkcj¡ holomor�czn¡ w C. Na mocy twierdzenia Liouville'a jest ona
funkcj¡ staª¡. Poniewa» warto±¢ tej funkcji w punkcie z = 0 wynosi 0, jest
ona to»samo±ciowo równa zero, co ko«czy dowód.

Twierdzenie 4.4. Niech z1, z2, z3 ∈ C\Λ. Je±li z1 + z2 + z3 = 0, to∣∣∣∣∣∣∣
µ(z1) µ′(z1) 1
µ(z2) µ′(z2) 1
µ(z3) µ′(z3) 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.
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DOWÓD. Oczywi±cie, zerowanie si¦ powy»szego wyznacznika oznacza
dokªadnie wspóªliniowo±¢ trzech punktów (µ(zi), µ′(zi)), i = 1, 2, 3. Niech
P1 = (µ(z1), µ′(z1)), P2 = (µ(z2), µ′(z2)) i P3 = (µ(z3), µ′(z3)). Niech L
b¦dzie prost¡ a�niczn¡ P1P2 o równaniu y = ax+b. Na mocy Twierdzenia 4.3,
punkty P1, P2 s¡ rozwi¡zaniami ukªadu:{

y2 = 4x2 − g2x− g3
y = ax+ b

, (8)

który z kolei odpowiada zerom funkcji f(z) = µ′(z) − aµ(z) − b. Wtedy
z1, z2 s¡ zerami f(z), która jest rz¦du 3. Dzi¦ki Wªasno±ci 3), jej zerem jest
te» z3 = −(z1+z2). Oznacza to, »e punkty P1, P2, P3 s¡ wspóªliniowe, co byªo
do okazania.

Uwaga 3. Z teorii krzywych eliptycznych wiadomo, »e odwzorowanie
φ : C −→ P2(C), okre±lone wzorem φ(z) = (µ(z), µ′(z)) we wspóªrz¦dnych
a�nicznych (x, y) w P2(C), jest izomor�zmem torusa C/Λ na krzyw¡ eliptycz-
n¡ X ⊂ P2(C) zadan¡ na pªaszczy¹nie a�nicznej C2x,y ⊂ P2(C) równaniem:

y2 = 4x3 − g2x− g3.

Twierdzenie powy»sze mówi, »e φ jest homomor�zmem grup. Innymi sªowy,
dla dowolnych trzech punktów P1, P2, P3 ∈ X:

P1 + P2 + P3 = 0⇔ punkty P1, P2, P3 s¡ wspóªliniowe.

Dziaªanie grupowe na krzywej eliptycznej X mo»e wi¦c by¢ zilustrowane ry-
sunkiem:
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Wniosek. (Formuªa dodawania dla eliptycznej funkcji Weierstrassa µ)
a) Je±li z1 ̸= z2, to

µ(z1 + z2) =
1
4

(
µ′(z1)− µ′(z2)
µ(z1)− µ(z2)

)2
− µ(z1)− µ(z2).

b) Je±li z1 = z2, to

µ(2z1) =
1
4

(
µ′′(z1)
µ′(z1)

)2
− 2µ(z1).

DOWÓD. Ukªad równa« (8) jest równowa»ny równaniu

(ax+ b)2 = 4x3 − g2x− g3,

czyli
4x3 − a2x2 − (2ab+ g2)x− (b2 + g3) = 0.

Wtedy rozwi¡zania x1, x2, x3 speªniaj¡ wzory Viete'a:

x1 + x2 + x3 =
a2

4
.

Ale a jest wspóªczynnikiem kierunkowym prostej P1P2, zatem

a :=


µ′(z1)−µ′(z2)
µ(z1)−µ(z2) , w przypadku a)
µ′′(z1)
µ′(z1)

, w przypadku b)

co byªo do okazania.

Uwaga 4. Dowolna funkcja eliptyczna o dwuokresie ω1, ω2 da si¦ przed-
stawi¢ w postaci:

P (µ(z)) + µ′(z)Q(µ(z)),

gdzie P,Q s¡ funkcjami wymiernymi o wspóªczynnikach zespolonych. W
szczególno±ci ciaªo funkcji eliptycznych o dwuokresie ω1, ω2, jest generowane
przez µ(z) i µ′(z) (zob. np. [45]).
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� 3. System Weierstrassa wyznaczony przez funkcje eliptyczne.
Przedstawimy teraz struktur¦ o-minimaln¡ wyznaczon¡ przez funkcje elip-
tyczne, która zostaªa wprowadzona przez Bianconiego [5]. Rozwa»my nast¦-
puj¡ce funkcje:

µ1(z) = µ(z, ω1, ω2),
µ2(z) = µ(z, iω1, iω2),
µ3(z) = µ(z, ω1, ω2),
µ4(z) = µ(z, iω1, iω2).

Dla tak zde�niowanych funkcji zachodz¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci:

µj(iz) = −µl(z), µ′j(iz) = iµ
′
l(z),

dla j ̸= l, j, l ∈ {1, 2} lub j, l ∈ {3, 4}. Gdy x ∈ ∩4
j=1 dom (µj(z)) ∩ R,

otrzymujemy st¡d:

Re(µj(x)) = Re(µl(x)) =
1
2
(µj(x) + µl(x)),

Im(µj(x)) = −Im(µl(x)) =
1
2i
(µj(x)− µl(x)),

dla j ̸= l, j, l ∈ {1, 3} lub j, l ∈ {2, 4}. Poªó»my

RPj = Re (µj)|[a0;b0], IPj = Im (µj)|[a0;b0], j = 1, 2,

przy czym niech a0 < b0 b¦d¡ takie, »e

[a0, b0], {x+ iy : x , y ∈ [a0, b0]} ⊆ dom(µ1) ∩ dom(µ2).

Rozwa»my struktur¦

RΛ := (R, (r)r∈R, <,+, · , RP1, RP2, IP1, IP2).

Mo»emy teraz zde�niowa¢ zespolony zbie»ny systemWeierstrassaW =WΛ w
sposób analogiczny do konstrukcji z � 1. Wtedy jego ±lad rzeczywisty V = VΛ
jest rzeczywistym zbie»nym systemem Weierstrassa. Podobnie te», jak w
przypadku zaw¦»onych funkcji elementarnych, funkcje RP1, RP2, IP1, IP2 s¡
silnie de�niowalne w RVΛ , a w konsekwencji, rodziny zbiorów de�niowalnych
w strukturach RΛ i RVΛ pokrywaj¡ si¦. W przypadku funkcji eliptycznych,
wynika to z faktu, »e kompleksy�kacje tych czterech funkcji rzeczywistych
i ich pochodnych (dowolnego rz¦du) mog¡ by¢ odtworzone z samych tych
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funkcji rzeczywistych. To za± jest konsekwencj¡ formuªy dodawania dla elip-
tycznej funkcji Weierstrassa oraz faktu, »e funkcja ta speªnia równanie ró»-
niczkowe z Twierdzenia 4.3. Mo»emy wi¦c podsumowa¢ powy»sze rozwa»ania,
wypowiadaj¡c nast¦puj¡cy analog Twierdzenia 4.2:

Twierdzenie 4.5. Struktura RΛ jest silnie modelowo zupeªna.

43



Rozdziaª 5. Zachowanie wielomianówWeierstrassa przy
rozdmuchaniu i twierdzenie o rz¦dzie

W rozdziale tym b¦dziemy badali zachowanie wielomianów Weierstrassa

P (x, T ) = T d + a1(x)T d−1 + ...+ ad(x) ∈ C[[x]][T ]

podczas rozdmuchania jego wspóªczynników ai(x), b¦d¡cych zespolonymi
szeregami formalnymi zmiennych x = (x1, . . . , xm). Zainteresowani jeste±my
lokaln¡ analiz¡ rozdmucha« o gªadkich centrach. B¦dziemy wi¦c rozwa»ali
rozdmuchania σ : (Cmy , 0) −→ (Cmx , 0), które zadane s¡ w pewnych lokalnych
ukªadach wspóªrz¦dnych wzorem:

xi = ykyi je»eli i < k, xi = yi je»eli i > k; (9)

centrum tego rozdmuchania jest zadane równaniami x1 = . . . = xk = 0,
za± dywizor wyj¡tkowy równaniem yk = 0. B¦dziemy si¦ równie» zajmo-
wa¢ transformacj¡ lokaln¡ (w otoczeniu zera w pewnym lokalnym ukªadzie
wspóªrz¦dnych)

σ = σs ◦ . . . ◦ σ1 : (Cmy , 0) −→ (Cmx , 0),

która jest zªo»eniem sko«czonej liczby rozdmucha« σi, i = 1, . . . , s, o gªadkich
centrach.

Zauwa»my teraz, »e nierozkªadalny wielomian P (x, T ), rozdmuchany do
wielomianu Weierstrassa

P σ(y, T ) := P (σ(y), T ) ∈ C[[y]][T ]

mo»e rozªo»y¢ si¦ na iloczyn nierozkªadalnych wielomianów Weierstrassa

P σ(y, T ) = Q1(y, T ) · . . . ·Qk(y, T ).

Przykªad.We¹my nierozkªadalny wielomian Weierstrassa P (x1, x2;T ) =
T 2 − x1x2 i rozwa»my rozdmuchanie σ zadane wzorem x = y1y2, x2 = y2.
Rozdmuchany wielomian P σ(y1, y2;T ) = T 2 − y1y22, rozkªada si¦ na czynniki
liniowe w dowolnym punkcie (a, 0), a ̸= 0, dywizora wyj¡tkowego.

Udowodni¦, »e je±li jeden z czynników, np. Q1(y, T ) ∈ C{y}[T ] ma wspóª-
czynniki zbie»ne, to wtedy wyj±ciowy wielomian P (x, T ) ma wspóªczynniki
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zbie»ne, P (x, T ) ∈ C{x}[T ]. Twierdzenie to jest niezwykle delikatne i wyda-
je si¦ rzecz¡ bardzo trudn¡, o ile w ogóle mo»liw¡, wyabstrahowanie z niego
rezultatu o czysto algebraicznym charakterze.

Proponowany przeze mnie dowód polega na zredukowaniu twierdzenia do
przypadku dwóch zmiennych. Jest to mo»liwe dzi¦ki zastosowaniu pewne-
go twierdzenia Bertiniego i twierdzenia redukcyjnego dla zbie»nych szeregów
pot¦gowych, które sformuªuj¦ poni»ej. Redukcja do dwóch zmiennych jest
faktem kluczowym, gdy» w przypadku wielomianu Weierstrassa P (x, T ) o
wspóªczynnikach formalnych ai(x) dwóch zmiennych, wspóªczynniki te mo»-
na zmody�kowa¢ poprzez sko«czony ci¡g σ rozdmucha« w punktach w ten
sposób, »e wyró»nik wielomianu P σ(y, T ) jest dywizorem przeci¦¢ normal-
nych. Wtedy za± � jak udowodnili Gabrielov [18] i Tougeron [44] � lokal-
ny pierwiastek zbie»ny przedªu»a si¦ analitycznie wzdªu» caªego dywizora
wyj¡tkowego. Dzi¦ki temu wspóªczynniki aσi (y) = (ai ◦ σ)(y) s¡ funkcjami
analitycznymi w otoczeniu caªego dywizora wyj¡tkowego, a zatem wyj±ciowe
wspóªczynniki ai(x) s¡ funkcjami analitycznymi w otoczeniu zera.

Podsumowuj¡c, omawiane twierdzenie bazuje w istotny sposób na tech-
nice przedªu»ania analitycznego. Jak dot¡d, nie powiodªy si¦ podejmowane
(np. przez Spivakovskiego [43], a pó¹niej Ronda) próby uzyskania tego typu
rezultatów na drodze czysto algebraicznej. Dodajmy, »e w sposób naturalny
uogólnia si¦ ono na przypadek zespolonych systemów Weierstrassa zamkni¦-
tych ze wzgl¦du na przedªu»anie analityczne.

Ponadto, twierdzenie to stanowi motywacj¦ do wprowadzenia poj¦cia ana-
litycznego mody�kowanego pierwiastka Puiseux (w skrócie, analitycznego
MPP). Gªównym wynikiem tego rozdziaªu jest Twierdzenie 5.3. Mówi ono,
»e je±li nierozkªadalny wielomian Weierstrassa o wspóªczynnikach formalnych
ma analityczny MPP, to ma on wspóªczynniki zbie»ne. Jako zastosowanie,
wykorzystamy go � wraz z technik¡ rektylinearyzacji funkcji, prezentowan¡
w Rozdziale 3 niniejszej rozprawy � do dowodu twierdzenia Gabielowa o rz¦-
dzie. Dowód ten jest technicznie prostszy i znacznie krótszy od oryginalnych
dowodów zarówno Gabrielova [18] jak i Tougerona [44]. Ponadto, Twierdze-
nie 5.3 umo»liwia uzyskanie wersji twierdzenia o rz¦dzie dla systemów Weier-
strassa zamkni¦tych ze wzgl¦du na przedªu»anie analityczne. Jednak nale»y
tutaj podkre±li¢, »e w moim podej±ciu, jak ju» zreszt¡ wspominaªam, wy-
korzystuj¦ (bez podawania dowodu) nast¦puj¡cy rezultat Gabrielowa i To-
ugerona dotycz¡cy wielomianów Weierstrassa o wspóªczynnikach b¦d¡cych
szeregami dwóch zmiennych:
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Twierdzenie 5.1. Rozwa»my rozdmuchanie σ pªaszczyzny C2x w zerze,

σ : C2y −→ C2x, σ(y1, y2) = (y1y2, y2),

i we¹my dowolny punkt a = (a1, 0) na jego dywizorze wyj¡tkowym y2 = 0.
B¦dziemy analizowa¢ rozdmuchanie σ lokalnie wokóª punktu a:

σ : (C2y, a) −→ (C2x, 0).

Pier±cie« kieªków funkcji analitycznych w a i jego uzupeªnienie mo»emy za-
pisa¢ w postaci

C{y1 − a1, y2} i C[[y1 − a1, y2]].
Niech

P (x, T ) = T d + a1(x)T d−1 + ...+ ad(x) ∈ C[[x]][T ]
b¦dzie nierozkªadalnym wielomianem Weierstrassa, oraz

P σ(y, T ) = P (σ(y), T ) ∈ C[[y1 − a1, y2]][T ]

jego rozdmuchaniem. Je±li P σ(y, T ) ma pierwiastek, który jest zbie»nym sze-

regiem Puiseux φ(y1 − a1, y1/p2 ), gdzie p ∈ N, p > 0, φ ∈ C{y1 − a1, y2}, to
wspóªczynniki wielomianu P (x, T ) s¡ zbie»ne, czyli P (x, T ) ∈ C{x}[T ].

Przypadek p = 1 pokrywa si¦ z Twierdzeniem 4.4 Gabrielova (cf. [18]).
Przypadek ogólny wynika z Twierdzenia I Tougerona (cf. [44]), który konstru-
uje m.in. pewne przestrzenie Pδ[[x]] i Pδ{x}, sªu»¡ce do opisu pierwiastków
wielomianów Weierstrassa o wspóªczynnikach b¦d¡cych szeregami formalny-
mi i zbie»nymi (op.cit., Propozycja 2.1). Twierdzenie I mówi, »e je±li wie-
lomian Weierstrassa o wspóªczynnikach formalnych ai(x) ∈ C[[x]] ma pier-
wiastek, który mo»na opisa¢ w terminach pier±cienia Pδ{x}, to jego wspóª-
czynniki s¡ zbie»ne, ai(x) ∈ C{x}. Odgrywa ono fundamentaln¡ rol¦ w jego
dowodzie twierdzenia o rz¦dzie, cho¢ droga prowadz¡ca do tego celu jest
jeszcze stosunkowo dªuga i technicznie skomplikowana, anga»uj¡c przy tym
ró»norodne techniki algebro-analityczne.

W dowodzie wniosku z tego twierdzenia b¦d¦ wykorzystywaªa nast¦puj¡ce
twierdzenie Abhyankara�Junga wraz z pewnym jego wzmocnieniem (cf. [33]),
które przypomn¦ poni»ej.

Wielomian

f(z, T ) = T d + a1(z)T d−1 + ...+ an(z) ∈ C[[z]][T ], z = (z1, ..., zm)
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nazywamy quasi-zwyczajnym gdy jego wyró»nik D(z) jest przeci¦ciem nor-
malnym, tzn. jest postaci

D(z) = zγ·u(z), γ ∈ Nm, u(z) ∈ C[[z]], u(0) ̸= 0.

Dla dowolnej liczby caªkowitej p > 0, oznaczmy

C{z1/p} = C{z1/p1 , ..., z1/pm } := {α(z
1/p
1 , ..., z1/pm ) : α(z) ∈ C{z}}.

Twierdzenie Abhyankara�Junga. Dowolny quasi-zwyczajny wielo-
mian Weierstrassa

f(z, T ) = T d + a1(z)T d−1 + ...+ an(z) ∈ C{z}[T ]

ma wszystkie pierwiastki w C{z1/p}, dla pewnego p ∈ N; zawsze mo»na przy-
j¡¢ p = d!.

Uwaga. Je»eli wyró»nik D(z) jest przeci¦ciem normalnym postaci

D(z) = zγ11 · ...· zγrr ·u(z), u(0) ̸= 0, 0 6 r 6 m,

to wszystkie pierwiastki wielomianu f(z, T ) nale»¡ do pier±cienia
C{z1/p1 , ..., z1/pr , zr+1, ..., zm}.

Wniosek 5.1. Niech P σ = Q1 · ... ·Qs b¦dzie rozkªadem wielomianu P σ

na nierozkªadalne wielomiany Weierstrassa. Je»eli Q1 ∈ C{y}[T ], to P ∈
C{x}[T ].

DOWÓD. Wyró»nik ∆(y) ∈ C{y} wielomianu Q1 jest szeregiem zbie»-
nym w pewnym otoczeniu zera U . Jest on postaci ∆(y) = yk2 · α(y), gdzie
k ∈ N, α(y) ∈ C{y} i y2 - α(y). W punktach a = (a1, 0) ̸= 0 le»¡cych na
dywizorze wyj¡tkowym E = {y2 = 0} dostatecznie blisko zera, funkcja α(y)
jest jedno±ci¡, poniewa» zbiór analityczny

{α(y) = 0} ∩ E

jest izolowany w 0 ∈ C2y. Dlatego, na mocy twierdzenia Abhyankara�Junga,
wielomian Q1 ma pierwiastek b¦d¡cy zbie»nym szeregiem Puiseux, posta-

ci ϕ(y1, y
1
p

2 ), gdzie p ∈ N, a ϕ jest funkcj¡ analityczn¡ w a = (a1, 0) oraz
ϕ(a1, 0) = 0. Teza wynika wi¦c natychmiast z Twierdzenia 5.1.
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Przed uogólnieniem powy»szego rezultatu na przypadek m zmiennych,
przypomn¦ wymienione wcze±niej dwa twierdzenia, które to umo»liwiaj¡.

Twierdzenie Bertiniego. Dla m > 2, niech

P (x, T ) = T d + a1(x)T d−1 + ...+ ad(x) ∈ C[[x]][T ], x = (x1, . . . , xm),

b¦dzie nierozkªadalnym wielomianem Weierstrassa o wspóªczynnikach b¦d¡-
cych formalnymi szeregami pot¦gowymi. Wtedy dla generycznej pªaszczyzny
H, restrykcja wielomianu P do H:

P |H = T d + a1|H · T d−1 + ...+ ad|H
jest nierozkªadalnym wielomianem Weierstrassa. Zwrot "generyczna pªasz-
czyzna" oznacza tutaj, »e istnieje nigdzieg¦sty podzbiór algebraiczny Z gras-
smannianu Gm,2(C) zespolonych pªaszczyzn w Cm taki, »e twierdzenie zacho-
dzi dla ka»dej pªaszczyzny H ∈ Gm,2(C) \ Z.

Uwaga. Twierdzenie powy»sze mo»e by¢ wyprowadzone z pewnej wersji
twierdzenia Bertiniego dla zupeªnych lokalnych pier±cieni caªkowitych, któr¡
uzyskaª Chow [10]. Mo»na w tym celu wykorzysta¢ twierdzenie Grothendiec-
ka o funkcjach formalnych, przedstawione np. w ksi¡»ce [22], Rozdziaª III,
� 11. Dla zbie»nych szeregów pot¦gowych, czyli w sytuacji lokalnej geome-
trii analitycznej, powy»szy wariant twierdzenia Bertiniego jest konsekwencj¡
pewnej wersji twierdzenia Lefschetza o grupie fundamentalnej, podanej przez
Abhyankara [1], (39.7).

Twierdzenie redukcyjne. Rozwa»my szereg formalny a(x) ∈ C[[x]],
x = (x1, . . . , xm). Je±li restrykcja a|L szeregu a(x) jest szeregiem zbie»nym
dla ka»dej prostej z pewnego niepustego podzbioru otwartego U przestrzeni
rzutowej Pm−1(C), to szereg ten jest zbie»ny, a(x) ∈ C{x}.

Uwaga. Twierdzenie redukcyjne pozostanie prawdziwe, je»eli zaªo»ymy,
»e U jest zbiorem drugiej kategorii Baire'a w przestrzeni rzutowej Pm−1(C).
Dla dowodu zobacz np. [2] lub [26], Twierdzenie 11.3.

Sformuªuj¦ teraz zapowiedziane uogólnienie wniosku 5.1.

Twierdzenie 5.2. Rozwa»my rozdmuchanie σ : (Cmy , 0) −→ (Cmx , 0)
zadane wzorem (9). Niech P (x, T ) ∈ C[[x]][T ] b¦dzie nierozkªadalnym wielo-
mianem Weierstrassa,

P σ(y, T ) = P (σ(y), T ) ∈ C[[y]][T ]
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jego rozdmuchaniem oraz P σ = Q1 · ... · Qs rozkªadem na nierozkªadalne
wielomiany Weierstrassa. Je»eli Q1 ∈ C{y}[T ], to wówczas P ∈ C{x}[T ].

DOWÓD. Zauwa»my najpierw, »e dla generycznej pªaszczyzny H (tzn.
dla pªaszczyzn z pewnego otwartego i g¦stego podzbioru U grassmannianu)
speªnione s¡ nast¦puj¡ce dwa warunki: restrykcja P do H jest wielomianem
nierozkªadalnym (twierdzenie Bertiniego) i przeci¦cie H z centrum rozdmu-
chania C jest trywialne, H ∩ C = {0}. Wtedy transformata wªa±ciwa H̃
pªaszczyzny H pokrywa si¦ z rozdmuchaniem H w zerze. Wtedy restykcja
Q1 do H̃ jest wielomianem o wspóªczynnikach zbie»nych, a wi¦c � na mo-
cy wniosku 5.1 � restrykcja P do H jest wielomianem o wspóªczynnikach
zbie»nych. Oczywi±cie zbiór prostych (przechodz¡cych przez zero) zawartych
w pªaszczyznach z U stanowi otwarty i g¦sty podzbiór przestrzeni rzutowej
Pm−1(C). Z twierdzenia redukcyjnego wynika wi¦c, »e tak»e wielomian P ma
wspóªczynniki zbie»ne, co ko«czy dowód twierdzenia.

Otrzymujemy st¡d natychmiast dwa wnioski; drugi z nich, wykorzystuj¡c
indukcj¦ ze wzgl¦du na liczb¦ rozdmucha«.

Wniosek 5.2. Niech σ : (Cmy , 0) −→ (Cmx , 0) b¦dzie rozdmuchaniem
wzdªu» gªadkiego centrum C (w pewnym lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych w
0), P ∈ C[[x]][T ] nierozkªadalnym wielomianem Weierstrassa oraz P σ =
Q1· ...·Qs rozkªadem wielomianu na nierozkªadalne wielomiany Weierstrassa.
Je»eli Q1 ∈ C{y}[T ], to wówczas P ∈ C{x}[T ].

Wniosek 5.3. Rozwa»my lokaln¡ transformacj¦ σ, która jest sko«czonym
zªo»eniem rozdmucha« o gªadkich centrach:

σ = σs ◦ . . . ◦ σ1 : (Cmy , 0) −→ (Cmx , 0).

Niech P (x, T ) ∈ C[[x]][T ] b¦dzie nierozkªadalnym wielomianem Weierstras-
sa i P σ = Q1· ...·Qs rozkªadem wielomianu na nierozkªadalne wielomiany
Weierstrassa. Wtedy, je»eli Q1 ∈ C{y}[T ], to P ∈ C{x}[T ].

De�nicja. B¦dziemy mówili, »e wielomian Weierstrassa

P (x;T ) ∈ C[[x]][T ]

ma analityczny mody�kowany pierwiastek Puiseux (w skrócie, analityczny
MPP), gdy istnieje sko«czony ci¡g rozdmucha«

σ = σs ◦ . . . ◦ σ1 : (Cmy , 0) −→ (Cmx , 0)
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o gªadkich centrach taki, »e wielomian P σ(y;T ) ma pierwiastek, który jest (w
pewnym lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych w 0) zbie»nym szeregiem Puiseux,
tzn. jest postaci

φ(y1/p), y1/p = (y1/p1 , . . . , y1/pm ),

gdzie p ∈ N, p > 0 i φ(y) ∈ C{y}.

Poni»sze twierdzenie jest gªównym rezultatem tego rozdziaªu. Jako zasto-
sowanie, wykorzystamy go � wraz z twierdzeniem o transformacji do uªam-
kowych przeci¦¢ normalnych, przedstawionym w Rozdziale 3 � do dowodu
twierdzenia Gabrielova o rz¦dzie i jego wariantu dla systemów Weierstrassa
zamkni¦tych ze wzgl¦du na przedªu»anie analityczne.

Twierdzenie 5.3. Je»eli nierozkªadalny wielomian Weierstrassa

P (x, T ) = T d + a1(x)T d−1 + ...+ ad(x) ∈ C[[x]][T ]

ma analityczny MPP, to P (x, T ) ∈ C{x}[T ], czyli ai(x) ∈ C{x}, i = 1, ...d.

DOWÓD. Niech φ(y
1
p ), p > 0, p ∈ N b¦dzie analitycznym MPP wielo-

mianu P (x, T ) ∈ C[[x]][T ], który, na mocy Lematu 3.1 z Rozdziaªu 3 rozpra-
wy, jest elementem caªkowitym nad C{y}. Niech Q b¦dzie jego wielomianem
minimalnym. Poniewa» Q dzieli wielomian P σ, z Wniosku 5.3 otrzymujemy
natychmiast, »e P (x, T ) ∈ C{x}[T ], co byªo do okazania.

Z powy»szego twierdzenia wynikaj¡ natychmiast dwa wnioski dotycz¡ce
zespolonych i rzeczywistych systemów Weierstrassa, które s¡ zamkni¦te ze
wzgl¦du na przedªu»anie analityczne. Wnioski te pozwalaj¡ uogólni¢ twier-
dzenie o rz¦dzie na przypadek systemów Weierstrassa zamkni¦tych ze wzgl¦-
du na przedªu»anie analityczne. Ustalmy pewien zespolony system Weier-
strassaW takiego typu. B¦dziemy rozwa»ali rozdmuchania, których centra s¡
gªadkimi podrozmaito±ciamiW-analitycznymi, oraz mówili oW-analitycznym
mody�kowanym pierwiastku Puiseux, dostosowuj¡c w oczywisty sposób jego
de�nicj¦ do kategorii W-analitycznej. W przypadku systemu rzeczywistego
V , który jest ±ladem systemu W :

Vm = R⟨x⟩ :=Wm ∩ R[[x]], x = (x1, . . . , xm),

rozwa»amy rozdmuchania, których centra s¡ gªadkimi rzeczywistymi pod-
rozmaito±ciami analitycznymi wzgl¦dem tego ±ladu. Natomiast mody�kowa-
ne pierwiastki Puiseux wielomianu Weierstrassa P (x, T ) ∈ R[[x]][T ] mog¡
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przyjmowa¢ warto±ci zespolone, byle tylko ich cz¦±¢ rzeczywista i urojona
byªa postaci

φ(y1/p), y1/p = (y1/p1 , . . . , y1/pm ),

gdzie p ∈ N, p > 0 i φ(y) ∈ R⟨y⟩.

Wniosek 5.4. Je»eli nierozkªadalny wielomian Weierstrassa

P (x, T ) = T d + a1(x)T d−1 + ...+ ad(x) ∈ C[[x]][T ]

ma W-analityczny MPP, to wspóªczynniki ai(x), i = 1, . . . , d, wielomianu
P (x, T ) s¡ W-analityczne.

Wniosek 5.5. Je»eli nierozkªadalny wielomian Weierstrassa

P (x, T ) = T d + a1(x)T d−1 + ...+ ad(x) ∈ R[[x]][T ]

ma V-analityczny MPP (dopuszczamy warto±ci zespolone tego pierwiastka),
to P (x, T ) ∈ R{x}[T ].

Przejd¦ teraz do twierdzenia Gabrielova o rz¦dzie i jego uogólnienia na
systemy Weierstrassa. Rozwa»my odwzorowanie analityczne w zerze:

φ = (φ1, . . . , φn) : (Rmy , 0) −→ (Rnx, 0),

i oznaczmy przez

Φ := φ∗ : R{x} −→ R{y} oraz Φ̂ := φ̂∗ : R[[x]] −→ R[[y]],

indukowane homomor�zmy R-algebr. Wtedy kerΦ i ker Φ̂ s¡ ideaªami rela-
cji, odpowiednio, zbie»nych i formalnych, pomi¦dzy skªadowymi φ1, . . . , φn.
Bardzo wa»nym problemem jest pytanie, czy relacje zbie»ne generuj¡ relacje
formalne, tzn. ker Φ̂ = kerΦ · R[[x]]. Jego szczególnym przypadkiem jest py-
tanie postawione ju» w latach 60-tych przez Grothendiecka [20] i Artina [3],
czy uzupeªnienie Φ̂ iniektywnego homomor�zmu algebr lokalnych jest tak»e
homomor�zmem iniektywnym.

W ogólnym przypadku, odpowied¹ na te pytania jest negatywna (cf. [17]
i [21], Chap. 2, � 5). Gabrielov [18] podaª jednak pewien warunek wystarcza-
j¡cy w terminach rz¦du odwzorowania φ, sformuªowany poni»ej. Oznaczmy
przez r1 generyczny rz¡d odwzorowania φ w pobli»u zera i poªó»my

r2 := dimR[[x]]/ ker Φ̂ i r3 := dimR{x}/ kerΦ.
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Nierówno±ci r1 ¬ r2 ¬ r3 zachodz¡ zawsze. Druga z nich jest oczywista. Do-
wód pierwszej z nich znajduje si¦ na przykªad w pracy Bierstona-Milmana [8]
i opiera si¦ na fakcie, »e w dostatecznie maªym otoczeniu 0 ∈ Cmy , wymiar

r2(b) := dimC[[X − φ(b)]]/kerφ̂∗b
jest wi¦kszy lub równy od warto±ci generycznej. Nierówno±¢ r1 6 r2 mo»-
na tak»e uzyska¢ metodami czysto algebraicznymi, wykorzystuj¡c formuª¦
Spivakowsky'ego, która wyra»a rz¡d generyczny r1 w termianch waluacji
(cf. [43],[40]), oraz nierówno±ci Abhyankara (zob. np. [46], Appendiks 2).

Twierdzenie o rz¦dzie. Przy powy»szych oznaczeniach, je±li r1 = r2,
to r2 = r3 oraz ker Φ̂ = kerΦ · R[[x]].

Oryginalny dowód Gabrielova [18] jest bardzo trudny i technicznie skom-
plikowany, a praca Tougerona [44] uczyniªa podej±cie Gabrielova nieco bar-
dziej przyst¦pnym. Twierdzeniem o rz¦dzie interesowaªo si¦ bardzo wielu ma-
tematyków, mi¦dzy innymi [15, 27, 4, 24, 25, 6, 8, 43, 37, 40]. Warunek Ga-
brielova równo±ci rz¦dów jest � jak wykazano w [4] � równowa»ny temu, »e
homomor�zm Φ jest domkni¦ty w topologii Krulla, a wi¦c jest on równowa»ny
równo±ci

Φ̂(R[[x]]) ∩ R{y} = Φ(R{x}).

DOWÓD. (wykorzystuj¡cy rektylinearyzacj¦ funkcji i analityczne MPP).
Poniewa» zbie»ne szeregi pot¦gowe tworz¡ doskonaªy pier±cie« henselowski,
wi¦c kerΦ · R[[x]] jest ideaªem pierwszym. Zatem mamy równowa»no±¢

r2 = r3 ⇔ ker Φ̂ = kerΦ · R[[x]].

Wystarczy wi¦c udowodni¢, »e je±li r1 = r2 =: r, to r3 = r. Dzi¦ki twierdze-
niu normalizacyjnemu dla pier±cieni formalnych szeregów pot¦gowych (zob.
np. [29], Twierdzenie (45.5)), stosuj¡c generyczn¡ liniow¡ zmian¦ zmiennych
mo»emy zaªo»y¢, »e odwzorowanie (φ1, . . . , φr) ma generyczny rz¡d r, oraz »e
ideaª ker Φ̂ zawiera n−r nierozkªadalnych wielomianów Weierstrassa postaci:

Pk(x1, . . . , xr, xk) ∈ R[[x1, . . . , xr]][xk], k = r + 1, . . . , n.

Wtedy Pk(φ1, . . . , φr, φk) = 0 dla k = r + 1, . . . , n. Jest wi¦c oczywiste,
»e dla zako«czenia dowodu wystarczy wykaza¢ zbie»no±¢ wspóªczynników
wielomianów Pk:

Pk(x1, . . . , xr, xk) ∈ R{x1, . . . , xr}[xk], k = r + 1, . . . , n.
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W tym celu rozwa»my
Γ ⊂ Rr(x1,...,xr) × Rmy

wykres odwzorowania (φ1, . . . , φr). Rozwa»my pewien rozkªad komórkowy
przestrzeni Rm+r zgodny z Γ. Poniewa» odwzorowanie to jest generyczn¡
submersj¡ w otoczeniu zera, wi¦c istnieje komórka D ⊂ Γ taka, »e punkt
0 ∈ Rm+r nale»y do jej domkni¦cia, i której rzut C na przestrze« Rr(x1,...,xr)
jest komórk¡ otwart¡ wymiaru r. Zmniejszaj¡c nieco komórki C i D mo»na
przyj¡¢, »e

D ∩ ((φ1, . . . , φr)−1(0)× {0}) = {0} ∈ Rm+r,

gdzie D oznacza domkni¦cie euklidesowe. Wtedy, dzi¦ki wyborowi de�nio-
walnemu, istnieje sekcja de�niowalna

ψ : C −→ Rm, (φ1, . . . , φr) ◦ ψ = Id,

odwzorowania (φ1, . . . , φr), która przedªu»a si¦ w sposób ci¡gªy przez 0 ∈ Rr,
przyjmuj¡c tam warto±¢ 0 ∈ Rm. Wykorzystamy teraz technik¦ rektyline-
aryzacji funkcji de�niowalnych, przedstawion¡ w Rozdziale 3 tej rozprawy.
Z twierdzenia o transformacji do uªamkowych przeci¦¢ normalnych (Twier-
dzenie 3.3 lub 3.4 wraz z uwag¡ po nim nast¦puj¡c¡), wynika bowiem bezpo-
±rednio, »e istnieje sko«czony ci¡g rozdmucha« σ o gªadkich centrach taki, »e
zªo»enie ψ◦σ jest postaci f(w1/p), gdzie p ∈ N, p ­ 1, w1/p = (w1/p1 , . . . , w1/pr ),
oraz

f : (Rrw, 0) −→ (Rmy , 0)

jest odwzorowaniem analitycznym w otoczeniu zera, f(0) = 0. Wtedy

(φk ◦ ψ ◦ σ)(w) = (φk ◦ f)(w1/p), k = r + 1, . . . , n,

s¡ pierwiastkami wielomianów

P σk (w, xk) = Pk(σ(w), xk), k = r + 1, . . . , n.

Oznacza to, »e ka»dy wielomian Pk, k = r + 1, . . . , n, ma analityczny MPP.
Dlatego, na mocy Twierdzenia 5.3, wielomiany te maj¡ wspóªczynniki anali-
tyczne, co ko«czy dowód twierdzenia o rz¦dzie.

Prezentowana wy»ej metoda dowodu przenosi si¦, dzi¦ki Wnioskowi 5.5,
na przypadek rzeczywistych systemów Weierstrassa V , które s¡ ±ladem ze-
spolonych systemów Weierstrassa zamkni¦tych ze wzgl¦du na przedªu»nie
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analityczne. Otrzymujemy wi¦c nast¦puj¡ce uogólnienie twierdzenia o rz¦-
dzie.

Twierdzenie 5.4. Zaªó»my, »e

φ = (φ1, . . . , φn) : (Rmy , 0) −→ (Rnx, 0),

jest odwzorowaniem V-analitycznym. Niech Φ := φ∗ : R⟨x⟩ −→ R⟨y⟩ b¦dzie
indukowanym homomor�zmem i niech r3 := dimR⟨x⟩/ kerΦ. Wtedy je±li
r1 = r2, to r2 = r3 oraz ker Φ̂ = kerΦ · R[[x]].

Opieraj¡c si¦ na wersji rzeczywistej, wyprowadz¦ teraz twierdzenie o rz¦-
dzie dla zespolonych szeregów pot¦gowych.

Wniosek 5.6. Niech

φ = (φ1, . . . , φn) : (Cmy , 0) −→ (Cnx, 0),

b¦dzie zespolonym odwzorowaniem analitycznym. Przyjmijmy oznaczenia z
twierdzenia o rz¦dzie. Wtedy je±li r1 = r2, to r2 = r3 oraz ker Φ̂ = kerΦ ·
R[[x]].

Dla dowodu, potraktujmy φ jako rzeczywiste odwzorowanie analityczne:

φR : (R2m, 0) −→ (R2n, 0).

Oznaczmy przez ΦR i Φ̂R indukowane homomor�zmy pier±cieni rzeczywistych
szeregów, odpowiednio, zbie»nych i formalnych. Oczywi±cie ker Φ̂R zawiera
cz¦±¢ rzeczywist¡ i urojon¡ zespolonych szeregów formalnych ζ(u + iv) ∈
ker Φ̂. Dlatego

dimR[[u, v]]/ ker Φ̂R ¬ 2 · dimC[[x]]/ ker Φ̂.

Poniewa» generyczny rz¡d odwzorowania φR = 2r1, mamy nierówno±ci

2r1 ¬ dimR[[u, v]]/ ker Φ̂R ¬ 2r2 = 2r1,

a wi¦c odwzorowanie φR speªnia zaªo»enia twierdzenia o rz¦dzie dla rzeczy-
wistych szeregów pot¦gowych. Dlatego

dimR{u, v}/ kerΦR = 2r1 = 2r2.
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Jednak dimR{u, v}/ kerΦR = 2r3, gdy» na mocy twierdzenia Milmana [28],
kerΦR pokrywa si¦ z ideaªem generowanym w R{u, v} przez cz¦±ci rzeczy-
wiste i urojone zespolonych szeregów z kerΦ. St¡d r1 = r2 = r3, co byªo do
okazania.

Na koniec przypomn¦ poj¦cie zespolonych systemów Weierstrassa, które
s¡ zamkni¦te ze wzgl¦du na branie cz¦±ci rzeczywistej i urojonej, rozwa»ane
przez K.J. Nowaka [34]. S¡ to systemy speªniaj¡ce nast¦puj¡cy warunek: je±li

f =
∑
α∈Nn

cαx
α ∈ Wn i cα = aα + i · bα ∈ C, aα, bα ∈ R,

to
∑
α∈Nn aαx

α,
∑
α∈Nn bαx

α ∈ Wn. Ich przykªadem jest tu znowu system
zbie»nych szeregów ró»niczkowo algebraicznych, który omówi¦ na ko«cu tego
rozdziaªu. Posiadaj¡ one wªasno±¢ opisan¡ poni»ej.

Lemat 1. Niech h ∈ C[[x]], x = u + iv, h(u+ iv) = f(u, v) + i · g(u, v)
z f, g ∈ R[[u, v]]. Wtedy

h ∈ Wn ⇔ f, g ∈ W2n.

Implikacja ⇐ jest ªatwa, gdy» h(u) = f(u) + ig(u). Implikacja odwrotna
wynika z faktu, »e ka»dy system Weierstrassa jest zamkni¦ty ze wzgl¦du na
zªo»enie, a zatem, h(u+ iv) ∈ W2n.

Wydaje si¦, »e mo»liwe jest uogólnienie twierdzenia o rz¦dzie na przypa-
dek tych zespolonych systemów Weierstrassa, które s¡ zamkni¦te ze wzgl¦du
na przedªu»anie analityczne oraz branie cz¦±ci rzeczywistej i urojonej. Wy-
magaªoby to, jak s¡dz¦, uogólnienia twierdzenia Milmana, które u»ywaªam w
dowodzie Wniosku 5.6, na zespolone systemy zamkni¦te ze wzgl¦du na branie
cz¦±ci rzeczywistej i urojonej. Przykªadem takich systemów Weierstrassa jest
system zbie»nych szeregów ró»niczkowo algebraicznych, który pokrótce teraz
omówi¦. Zaczn¦ od przypomnienia de�nicji.

Niech K b¦dzie ciaªem charakterystyki zero. Dla szeregu f ∈ K[[x]], x =
(x1, ..., xm) i α ∈ Nm, poªó»my

Dαf =
∂|α|f

∂xα
i D∗f = (Dαf)α∈Nm .

Przez K(D∗f) ⊂ K((x)), gdzie K((x)) jest ciaªem uªamków pier±cienia K[[x]],
oznaczamy ciaªo generowane nadK przez pochodne cz¡stkowe {Dαf : α ∈ Nm}.
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Szereg pot¦gowy f(x) ∈ K[[x]] nazywamy ró»niczkowo algebraicznym nad K
je»eli K(D∗f) ma sko«czony stopie« przest¦pny nad K. Przez K[[x]]da b¦-
dziemy oznaczali podpier±cie« w K[[x]] tych szeregów pot¦gowych, które s¡
ró»niczkowo algebraiczne nad K; oczywi±cie, K[x] ⊂ K[[x]]da ⊂ K[[x]]. Jak
udowodniª van den Dries [13], Twierdzenie 5.2, szeregi ró»niczkowo algebra-
iczne tworz¡ system Weierstrassa:

Twierdzenie 5.5. Rodzina

K[[x]]da, x = (x1, . . . , xm), m ∈ N,

jest systemem Weierstrassa nad K.

Podamy teraz u»yteczn¡ charakteryzacj¦ ró»niczkowej algebraiczno±ci.

Lemat 2. Formalny szereg pot¦gowy f ∈ K[[x]] jest ró»niczkowo alge-
braiczny, gdy speªniony jest jeden z poni»szych warunków równowa»nych:

1) stopie« przest¦pny tr.degK K(D∗f) <∞;

2) ciaªo Q(D∗f) jest sko«czenie generowane nad Q;
3) stopie« przest¦pny tr.degQ Q(D∗f) <∞.

DOWÓD. Implikacje 2)⇒ 3)⇒ 1) s¡ oczywiste. Dla dowodu implikacji
1) ⇒ 2), we¹my sko«czony podzbiór A ⊂ Nm taki, »e zbiór {Dαf : α ∈ A}
stanowi baz¦ przest¦pn¡ ciaªa K(D∗f) nad K, oraz N ∈ N takie, »e ∀α ∈
A |α| < N .
Wtedy ∀ β ∈ Nm, |β| = N istniej¡ wielomiany

P ∈ K[Tα : α ∈ Nm, |α| < N lub α = β]

takie, »e P (D∗f) = 0. Spo±ród nich wybieramy wielomian Pβ, który ma
minimalny stopie« wzgl¦dem zmiennej Tβ.
Wtedy

∂Pβ
∂Tβ
(D∗f) ̸= 0.

Niech e1 = (1, ..., 0), ..., em = (0, ..., 1). Poniewa» ∂
∂xi
(Pβ(D∗f)) = 0, dla

i = 1, ...,m, otrzymujemy:

∂Pβ
∂Tβ
(D∗f)Dβ+eif +

∑
|α|<N

∂Pβ
∂Tα
(D∗f)Dα+eif = 0,
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a st¡d

Dβ+eif = −
∑
|α|<N

∂Pβ
∂Tα
(D∗f)Dα+eif

∂Pβ
∂Tβ
(D∗f)

.

Niech teraz L ⊂ K b¦dzie ciaªem generowanym nad Q przez wspóªczynniki
wielomianów Pβ, |β| = N. Z powy»szej równo±ci wynika, »e

L(Dαf : |α| 6 N + 1) ⊂ L(Dαf : |α| 6 N),

a st¡d, przez indukcj¦ ze wzgl¦du na k, »e

L(Dαf : |α| 6 N + k) ⊂ L(Dαf : |α| 6 N).

Zatem
L(D∗f) ⊂ L(Dαf : |α| 6 N).

Oznacza to, »e ciaªo L(D∗f) jest sko«czenie generowanym rozszerzeniem cia-
ªa L, a wi¦c tak»e sko«czenie generowanym rozszerzeniem ciaªa Q. Dlatego
tym bardziej ciaªo Q(D∗f) jest sko«czenie generowane nad Q , co byªo do
okazania.

Niech teraz K = R lub K = C oraz niech U ⊂ Km b¦dzie niepustym pod-
zbiorem otwartym i spójnym. Mówimy, »e funkcja analityczna f : U −→ K
jest ró»niczkowo algebraiczna, gdy ciaªo generowana nad K przez jej pochod-
ne cz¡stkowe ma sko«czony stopie« przest¦pny nadK. Oczywi±cie, je±li szereg
pot¦gowy f ∈ K[[x]] jest zbie»ny na niepustym podzbiorze otwartym i spój-
nym U ⊂ Km do funkcji analitycznej f̃ : U −→ K, to f̃ jest ró»niczkowo
algebraiczna wtedy i tylko wtedy, gdy szereg pot¦gowy f jest ró»niczkowo
algebraiczny. Dlatego rodzina

K{x}da := K[[x]]da ∩K{x}, x = (x1, . . . , xm), m ∈ N,

jest zbie»nym systememWeierstrassa nad K, który jest zamkni¦ty ze wzgl¦du
na przedªu»anie analityczne.

Zauwa»my na koniec, »e zespolony system Weierstrassa szeregów ró»nicz-
kowo algebraicznych jest tak»e systemem zamkni¦tym ze wzgl¦du na branie
cz¦±ci rzeczywistej i urojonej. Wynika to np. z warunku 3) lub 4) powy»szej
charakteryzacji ró»niczkowej algebraiczno±ci. Istotnie, niech

h =
∑
α∈Nn

cαx
α ∈ C{x}da oraz cα = aα + i · bα ∈ C, aα, bα ∈ R;
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poªó»my
h =

∑
α∈Nn

cαx
α, f =

∑
α∈Nn

aαx
α i g =

∑
α∈Nn

bαx
α.

Wtedy tr.degQ Q(D∗h) <∞, a st¡d tr.degQ Q(D∗h) <∞. Dlatego

tr.degQ Q(D∗f,D∗g) = tr.degQ Q(D∗h,D∗h) <∞,

a wi¦c f, g ∈ C{x}da, co byªo do okazania.
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