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Wprowadzenie

Niniejsza rozprawa doktorska poswiecona jest zbieznym systemom We-
ierstrassa oraz generowanym przez nie strukturom o-minimalnym. Pojecie
systemu Weierstrassa zostalo wprowadzone przez Denefa-Lipschitza [11] w
celu uogodlnienia twierdzenia aproksymacyjnego Artina [3], ktore klasycznie
dotyczyto zbieznych szeregéw potegowych. Obecnie wiemy juz, ze w szero-
kiej klasie pierécieni lokalnych R, R ma wlasno$¢ aproksymacyjnag wtedy i
tylko wtedy, gdy jest henselowski i doskonaly (w sensie Grothendiecka). Ta
charakteryzacja zostala uzyskana przez Rotthaus |41, 42|. Pojecie zbiezne-
go systemu Weierstrassa wprowadzil van den Dries w pracy |13] poswieconej
strukturze wyznaczonej przez funkcje elementarne, a inspiracja dla niego byto
ujecie Tarskiego zbioréw i funkeji definiowalnych w geometrii elementarne;j.

Rozdzial 1 zawiera podstawowe pojecia i wlasnosci zbieznych, rzeczywi-
stych i zespolonych systeméw Weierstrassa W. W Rozdziale 2 definiuje struk-
ture R,y wyznaczona przez zawezone rzeczywiste funkcje W-analityczne.
Glownym jego celem jest wykazanie, ze struktura ta dopuszcza eliminacje
kwantyfikatorow w jezyku wzbogaconym o nazwe funkeji odwrotnej 1/x. Dla
struktury R,,, wyznaczonej przez rzeczywiste funkcje analityczne, udowodnili
to Denef-van den Dries [12|, wzmacniajac tym samym twierdzenie Gabrie-
lova [16] o dopelieniu (modelowa zupetnosé¢ R,,,). Natomiast prezentowany
przeze mnie dowod zostal zainspirowany artykutami K.J. Nowaka [31], w kto-
rych zastosowane zostato podejscie teorio-modelowe oparte na tescie Robin-
sona modelowej zupetnosci. Dowod przedstawiony w rozprawie wykorzystuje
jednak pewne kryterium eliminacji kwantyfikatorow (w stylu Robinsona),
ktore pozwala na uzyskanie jej bezposrednio.

W klasycznym przypadku, struktura R,, posiada — jak udowodnili van
den Dries—-Macintyre—Marker [14] — aksjomatyke uniwersalna w jezyku wzbo-
gaconym o nazwy funkcji odwrotnej 1/x i pierwiastkow {/z, n = 2,3,..;
dla dowodu zob. takze artykut K.J. Nowaka |31|. Dowod ten przenosi sie
praktycznie bez zmian na przypadek zawezonych funkcji W-analitycznych.
Opiera sie on na eliminacji kwantyfikatoréw w jezyku wzbogaconym o nazwe
funkcji odwrotnej 1/x oraz na pewnym waluacyjnym kryterium rzeczywistej
domknietosci ciata z waluacja. Fakt, ze dana struktura ma aksjomatyke uni-
wersalng i eliminacje kwantyfikatorow jest niezmiernie wazny, gdyz wtedy
kazda funkcje definiowalng mozna przedstawi¢ za pomoca skoriczonej licz-
by termoéw. Umorzliwia to, w szczeg6lnosci, prowadzenie indukcji ze wzgle-
du na zlozono$¢ termoéw. Bedzie to wykorzystane w Rozdziale 3, w ktérym



prezentuje pewne twierdzenia o rektylinearyzacji funkcji definiowalnych w
strukturze Ry, uzyskane przez K.J. Nowaka [34]. Stabsze twierdzenia o rek-
tylinearyzacji funkcji definiowalnych zachodza dla wszystkich rzeczywistych
zbieznych systemow Weierstrassa, natomiast mocniejsze dla systemow, ktore
sa zamkniete ze wzgledu na podstawianie pierwiastkow. Przyktadami takich
systemow sa systemy wyznaczone w Rozdziale 4 przez funkcje elementarne
oraz przez rozne klasy funkcji eliptycznych. Badanie systemoéw wyznaczonych
przez funkcje eliptyczne opiera sie w duzej mierze na formule dodawania dla
eliptycznej funkcji Weierstrassa.

W Rozdziale 5 badam zachowanie zespolonych wielomianéw Weierstras-
sa 0 wspolczynnikach formalnych przy rozdmuchaniach jego wspoélczynni-
kow. Wprowadzone jest tu pojecie W-analitycznego modyfikowanego pier-
wiastka Puiseux dla takich wielomianéw. Zalézmy, ze rozwazany zespolony
system Weierstrassa jest zamkniety ze wzgledu na przedtuzanie analitycz-
ne. Glownym rezultatem jest twierdzenie, ze jesli nierozkladalny wielomian
Weierstrassa o wspotczynnikach formalnych ma W-analityczny modyfikowa-
ny pierwiastek Puiseux, to jego wspotczynniki sg VW-analityczne. Twierdzenie
to, wraz z mocnymi twierdzeniami o rektylinearyzacji z Rozdziatu 3, pozwala
na udowodnienie twierdzenia Gabrielowa o rzedzie, a takze jego uogoélnienia
na te rzeczywiste systemy Weierstrassa, ktore sa sladem zespolonego systemu
zamknietego ze wzgledu na przedluzanie analityczne. Przykladem systemow
zamknietych ze wzgledu na przedtuzanie analityczne jest system zbieznych
szeregow rozniczkowo algebraicznych, omoéwiony w Rozdziale 5 tej rozprawy.

Stosujac powyzej opisane techniki, nie potrafimy uzyskaé¢ bezposredniego
dowodu twierdzenia o rzedzie dla zespolonych systeméw Weierstrassa za-
mknietych ze wzgledu na przedtuzanie analityczne. Spowodowane jest to
faktem, ze w dowodzie wykorzystujemy rektylinearyzacje funkcji definiowal-
nych przez systemy rzeczywiste. Jednakze pewne twierdzenie Milmana [28|
umozliwia redukcje analizy formalnych relacji pomiedzy zespolonymi funk-
cjami analitycznymi do analizy relacji formalnych pomiedzy ich cze$ciami
rzeczywistymi i urojonymi. Pozwala to na uzyskanie klasycznej zespolonej
wersji twierdzenia Gabrielowa o rzedzie. Wydaje sie mozliwym uogoélnienie
twierdzenia o rzedzie na przypadek tych zespolonych systeméw Weierstras-
sa, ktore sa zamkniete ze wzgledu na przedluzanie analityczne oraz branie
czescl rzeczywistej i urojonej (rozwazanych w [34]). Wymagaloby to, jak sa-
dze, uogolnienia twierdzenia Milmana na przypadek takich systeméw. Ich
przyktadem jest tu znowu system szeregéw rézniczkowo algebraicznych.



Rozdzial 1. Zbiezne systemy Weierstrassa

Oznaczmy przez K[[z]] pierScien szeregoéw formalnych zmiennych x =
(21, ...,2,) o wspolczynnikach z ciala K charakterystyki zero i rozwazmy
podpierécienie

Wy = K(zy,...,z,) CK[[z]], neN.

Szereg f(x) € K][z]] jest regularny rzedu d wzgledem z,, gdy
+00

f(0,2,) =" a;al oraz aq # 0.

j=d

Definicja. Rodzine pierscieni W = (W, )nen nazywamy systemem Weier-
strassa nad K, jezeli dla dowolnego n € N spelnione sa nastepujace warunki:

(W1) K[z] € K(x) C K][z]], oraz jesli ¢ jest permutacja zbioru {1,...,n}
i f(x) € K(x), wtedy rowniez f(z5(1), ..., o)) € K(z). Ponadto dla dowol-
nego m > 0, K(z, xp11, ..., Tpim) N K[[z]] = K(z).

(W2) Jesli f(x) € K(z) jest jednoscia w K[[z]], to jest jednoscia w K(x).

(W3) Jesli f(z,xp41) € K(x, 2nta) oraz f(0, znt1) € K[[2p41]] jest rzedu
d, wtedy dla dowolnego g € K(z,x,1) istnieje Q € K(x,x,41) oraz R; €
K(x),i=0,..,d —1 takie, ze

g=Qf+Ri12l + ... + Ry.
Niech teraz K = C lub K = R. System Weierstrassa W nazywamy zbiez-
nym, gdy spelnia ponizszy warunek:
(W4) Dla dowolnego f(z) € K(x) istnieje polidysk
A={zeC": |11] <e€r,..., |20 < €}
taki, ze f(z) jest zbiezny w A oraz dla dowolnego a € A NK"™ szereg

olel %
e (a) - — € K(z).

al

flata)= 3

aeN"




Lemat 1.1. Niech f(y) € Cllyl], vy = (y1,-,Yn), f(y) Z 0. Wtedy dla

generycznego podstawienia liniowego y = L(y') postaci

Y1 = Y1 + 21y s Yot = Yoy + 201Yns Yn = Yns
gdzie z1, ..., zn—1 € R, szereg (f o L)(y') jest reqularny wzgledem y,, = v,,.
DOWOD. Szereg

(f © L)(y/) = f(yi + Zly;w "'>y;1,—1 + anly;my:l)

jest regularny wzgledem v/, gdy f(z19,, .-, Zn-1Y,, Yp) Z 0.

Niech
fy) = d(v),

veN

gdzie ¢, (y) sa wielomianami jednorodnymi stopnia v. Wtedy

f(zly;m sty Zn—ly;u y;) = Z yr:zygbu(zla ooy An—1, 1)
veN

Jesli wiec ¢, (y) #Z 0 dla pewnego v € N, to rowniez ¢, (21, ..., 2p_1,1) Z 0.
Wtedy wystarczy wziaé (21, ..., 2,_1) € R"! takie, ze ¢, (21, ..., 2,_1,1) # 0.
Zbior takich (21, ..., z,—1) jest dopelnieniem nigdziegestego zbioru algebraicz-
nego {z € C" ' ¢,(21,...,2n-1,1) = 0}.

Wtlasnos$ci systemédw Weierstrassa.
1) K(x) jest pierscieniem lokalnym z idealem maksymalnym (z1, ..., z,).

2) (zamknietos¢ ze wzgledu na ztozenie) Jesli y = (yi, ..., Ym) Oraz
f(xay) € K(.T,y), g(l’) = (gl(x)> 7gm<x>>7 gl(x) € (33) K<l‘>, i=1,...,m,

to f(z,g(z)) € K(x).

3) (zamknietos¢ ze wzgledu na funkcje uwiktane) Niech z = (xq, ..., ),
y= (Y1, Ym) oraz f = (f1, ..., fm), [fi € K{x,y), i=1,...,m. Jesli

dfi
dy;

filz,y) =0mod (z,y), i =1,...,m, det <

.....



to istnieje y(z) = (y1(x), ...,ym(x)), vi(z) € (x)K{x), i = 1,...,m taki, ze
[z, y(x)) = 0.

4) (zamknietosé¢ ze wzgledu na wydzielanie przez wspotrzedna) Dla kaz-
dego i = 1,...,n, jezeli z; dzieli f(z) € K(z) w K[[z]], to x; dzieli f(z) w

5) (zamknietos¢ ze wzgledu na rozniczkowanie) Jesli f(z) € K(x), to
é% eK(x),i=1,..,n.

6) Pierscienie K(z) sa noetherowskie, a wiec uzupetnienie K[[z]] jest mo-
dulem wiernie ptaskim nad K(x).

DOWOD. Ad.1) Stosujac wielokrotnie warunek (W3), dowolny szereg
g € K(z) mozna przedstawi¢ w nastepujacej formie:

g=Ui(z1,...;xn) xpy + Us(x1, .., 1) Tp1 + ... + Up(x1) 21 +

gdzie Ui(x1, ..., xy), ..., Up(x1) € K(z), a € K. Oczywiscie, gdy a # 0 wtedy
g jest odwracalny w K[[z]], a wiec takze w K(z) (wlasnosé (W2)).

Ad.2) Stosujac wielokrotnie warunek (W3), otrzymujemy
f(x7y) = Ul(xu y)(yl - gl(x>) + Rl(xa Y2, .- ym) = Ul(xa y)(yl - gl<aj>>+

+U2<x7y27 EEE) ym)(yZ - gZ(x)) + RQ(xay?n 7ym> = Ul(x7y)(y1 - gl(m))_'_
+U2<x7y2> EaE) ym)(y2 - g2<x)) +t Um(aja ym)(ym - gm(x)) + Rm<x)7
gdzie Uy, ...,Up, Ry, ..., Ry, € K{(z,y) 1 R,(2z) € K(z). Podstawiajac g(z) w
miejsce y, otrzymujemy f(z,g(z)) = R,(x) € K(z).

Ad.3) Dowodd prowadzimy przez indukcje ze wzgledu na m. Jesli m = 1,

to mamy tylko jedno rownanie fi(x,y;) = 0 takie, ze % # 0 mod (z,y).

Dlatego szereg fi(x,y;) zawiera sktadnik postaci ay;, gdzie a # 0. Stosujac
znoéw warunek (W3), otrzymujemy:

y1 = Uz, y1) fr(z,y1) + Ro(z), (1)

gdzie U € K{(z,y1), Ro(z) € K(x). Zastepujac y; przez Ry(x), mamy:
U(z, Ry(x)) fi(z, Ro(z)) = 0.
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Rozniczkujac rownosé (1), otrzymujemy

oU 0
1= aiyl(xﬂyl)fl(x?yl) + 8:'yfl<£,y1)U($7y1)'

7 zalozenia f1(0,0) =0, %(0,0) # 0, skad U(x,y;) jest jednoscia. Dlatego

fi(z, Ry)(z) = 0, co konczy dowdd przypadku m = 1.
Zatozmy teraz, ze twierdzenie zachodzi w przypadku m — 1 rownan. Bez
straty ogolnoSci mozemy zatozyé, ze macierz Jacobiego (%) jest
Y Z,]:l m

macierza trojkatng modulo (x,y), a wiec % Z 0 mod (z,y) i gﬁ = 0 mod

(x,y)dlai = 2,...,m. Wtedy istnieje szereg y1(z, Y2, ..., Ym) € K{z, Y2, ..., Ym ),
taki, ze:

fl(x7y1(x>y27 "'7ym>7y27 7ym) =0.

Stosujemy teraz zalozenie indukcyjne do uktadu m — 1 rownan

fi(xuyl(‘r7y27 ~-~;3/m);3/27 7ym) = 07 1= 2737 -y M,

ktorego jakobian jest postaci:

ofi  0f; 5?/1) (&fa‘)
det + — = det 0 mod (z,y).
(ayj dy1 Oy, i,j=2 dy; 0,=2,...,m ? )

..........

Wtedy na mocy zalozenia indukcyjnego istnieja yo(z), ..., ym(z) € (z) K(z)
takie, ze

filz, i (x,y2 (), ooy Y (2)), Y2 (), ooy ym () = 0, 1= 2,...,m,
co byto do okazania.

Ad.4) Zalozmy, ze z, dzieli g(z) € K(x) w K[[z]]. Stosujac wlasnos¢
(W3), otrzymujemy g(z) = z,Q(x) + R(x1,...,p-1), gdzie Q(z) € K(z).
Poniewaz g(z) = z,q(z), gdzie q(z) € Kl[z]], wiec g(x1,...,2,-1,0) = 0.
Dlatego R(z1,...,x,—1) = 0, co daje podzielnos¢ w K(z).

Ad.5) Mozna przyjac, ze i = 1. Dzieki whasnosci 2), f(x1+h, xo, ..., 2,) €
K(x, h). Stosujac (W3) do f = h? otrzymujemy

f(xl + h7 T2, 7xn) - f(xla L2y -eny xn) = U(I‘, h>h’2 + Rl(‘r)h + RO(J:>7
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gdzie U € K(z, h) oraz Ry(z), Ri(z) € K(x). Poniewaz Ry(z) = 0, wiec

Ria) = 5 € K(z),

co byto do okazania.

Ad.6) Dowod przez indukcje ze wzgledu na n. Dla n = 0, W, = K, wiec
twierdzenie jest trywialne. Niech n > 0; zalozmy, ze W, 1 = K(xq, ..., 2,_1)
jest pierscieniem noetherowskim. Wtedy oczywiscie pierScien W, _1[x,] jest
noetherowski. Dalej, niech I # 0 bedzie dowolnym idealem pierscienia K(z).
Udowodnimy, ze I jest skoriczenie generowany. Stosujac liniowa zmiane zmien-
nych, mozna przyjac¢, ze I zawiera element g regularny wzgledem zmiennej
Z,. Fakt ten wynika z Lematu 1.1.

Oczywiscie wystarczy wykazaé, ze ideal

1/gK(z) C K{z)/g K(z)

jest skoriczenie generowany. Dzieki warunkowi (W3), ideal /g K(x) jest ob-
razem ideatu INK(xq, ..., x,_1)[x,] poprzez kanoniczny epimorfizm pier$cieni:

K(xy,..., 1)z, — K(z)/gK(x).

Ale z zalozenia indukcyjnego wynika, ze ideal I N K(zy,...,z, 1)[z,] jest
skoniczenie generowany, a stad takim jest tez ideat I /g K(z), co koriczy dowdd.

Fakt, ze zbiezne rzeczywiste systemy Weierstrassa YV sa zamkniete ze
wzgledu na zlozenie, na branie funkcji uwikltanej (lub, réwnowaznie, funkeji
odwrotnej) i na wydzielanie przez wspotrzedna (co implikuje zamknietosé ze
wzgledu na rozniczkowanie) oznacza, ze spelniaja aksjomaty nakladane na
tzw. systemy quasi-analityczne. W geometrii wyznaczonej przez takie syste-
my mamy wiec do dyspozycji — jak wykazali Bierstone—Milman [9] — pewne
algorytmy desingularyzacyjne, a w tym tramsformacje do przecie¢ normal-
nych. Dysponujemy zatem transformacja funkcji W-analitycznych do prze-
cie¢ normalnych poprzez rozdmuchania wzdtuz gtadkich podrozmaitosci W-
analitycznych (definicja W-analitycznosci podana jest w Rozdziale 2). Jest to
dla nas szczegolnie wazne, gdyz umozliwia rozwiniecie techniki rektylineary-
zacji funkcji definiowalnych przez systemy Weierstrassa, ktora przedstawiam
w Rozdziale 3 rozprawy.

Zauwazmy na koniec, ze pierscienie K(z) sa henselowskie i doskonale (w
sensie Grothendiecka), a zatem maja wlasnos¢ aproksymacyjna Artina.
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Rozdzial 2. Struktury generowane przez systemy We-
ierstrassa. Eliminacja kwantyfikatoréw. Opis funkcji de-
finiowalnych przez termy

Niech W bedzie zbieznym systemem Weierstrassa nad R. W rozdziale
tym przedstawie wzbogacenie R,y ciala liczb rzeczywistych R o zawezone
funkcje W-analityczne, ktore jest wielomianowo ograniczona struktura o-
minimalng. Glownym celem jest podanie dowodu eliminacji kwantyfikato-
row dla tej struktury w jezyku wzbogaconym o nazwe funkcji odwrotnej
1/z. Rezultat ten jest uogolnieniem twierdzenia Denefa—van den Driesa [12],
chociaz przedstawiony tu jego dowod jest zainspirowany artykutami K.J. No-
waka [31], w ktorych podejscie teorio-modelowe bazuje na tescie Robinsona
dla modelowej zupetlosci. M6j dowdd wykorzystuje jednak pewne teorio-
modelowe kryterium eliminacji kwantyfikatorow, ktore pozwala na jej uzy-
skanie w bezposredni sposob.

Struktura R,y posiada aksjomatyke uniwersalng w jezyku wzbogaconym
o nazwy funkcji odwrotnej 1/ i pierwiastkow {/x, n > 1. Rezultat ten jest
uogoblnieniem twierdzenia van den Driesa—Macintyre’a—Markera [14]; dla do-
wodu zob. takze artykul K.J. Nowaka [31]|. Jego dowod, wykorzystujacy eli-
minacje kwantyfikatoréw, przenosi sie praktycznie bez zmian na przypadek
zawezonych funkcji W-analitycznych. Rezultat ten jest bardzo wazny row-
niez i z tego powodu, ze w strukturze, ktora dopuszcza eliminacje kwantyfi-
katorow i posiada aksjomatyke uniwersalng, funkcje definiowalne sa opisane
przez termy (twierdzenie Herbranda [23]), a to z kolei, pozwala na prowa-
dzenie indukcji ze wzgledu na ztozonos¢ termoéow. Fakt ten moze by¢ uzyty
do uzyskania rektylinearyzacji funkcji definiowalnych, o czym bedzie trakto-
wal Rozdzial 3 tej rozprawy. Przejde teraz do przypomnienia podstawowych
poje¢ teorio-modelowych.

Bedziemy zajmowac sie jezykami i strukturami pierwszego rzedu. Jezyk
L sktada sie z symboli logicznych, tzn.: V, A, =V, d, =, przeliczalnej ilosci
symboli zmiennych: x, y, z, x1, Ta, ... , symboli pomocniczych (nawiasy, prze-
cinki), oraz sygnatury, czyli: symboli stalych ¢ € C, symboli funkeji f € F,
symboli relacyjnych r € R. Jezyk pierwszego rzedu jest wyznaczony przez
wskazanie jego sygnatury.

Niech z = (21, ...,2,), ¥ = (Y1, .-y Ym), n,m € N\ {0}.

13



Definicja. 1) Strukturg M jezyka L (L-strukturg) nazywamy uktad

M = (MY jer AcMyeec, {r'}ren)
gdzie:
a) M jest zbiorem niepustym zwanym uniwersum struktury,

b) kazdemu symbolowi f ze zbioru symboli funkcyjnych F przypisujemy
funkcje fM : M°Y) — M, zwang interpretacjg symbolu f w M,

c¢) kazdemu symbolowi ¢ ze zbioru symboli statych C przypisujemy statq
struktury M € M, zwang interpretacig symbolu ¢ w M,

d) kazdemu symbolowi r ze zbioru symboli relacyjnych R przypisujemy re-
lacje r™ C M) zwang interpretacjg symbolu r w M.

2) Mowimy, ze struktura M dopuszcza eliminacje kwantyfikatoréw w je-
zyku L, gdy dla kazdej L-formuly ¢(x), x = (x1,...,x,), n = 1, istnieje bez-
kwantyfikatorowa L-formuta ¢ (x), taka, ze:

M EVz [§(z) < P(z)].

3) L-struktura M jest modelowo zupetna, jesli dla kazdej L-formuty ¢(x)
istnieje egzystencjalna L-formula ¥ (x) taka, Ze:

M EVz [§(z) < ()]

4) L-struktura M jest silnie modelowo zupetna, jesli dla kazdej L-formuty
o(x) istnieje bezkwantyfikatorowa L-formuta (x,y) taka, Ze:

M=V [¢(x) < Fy Y(z,y)] @ M=V [By ¥(z,y) = 3y Pz, )]

5) Zbior A C M™ jest silnie definiowalny w M, jesli istnieje bezkwanty-
fikatorowa L-formuta ¥ (z,y) taka, Ze:

A={aeM": ME3Ty: Y(a,y)},

gdzie 'y oznacza, Ze istnieje doktadnie jeden y.

6) Niech D C M". Odwzorowanie f : D — M™ nazwiemy silnie defi-
niowalnym w M, jesli jego wykres T'(f) := {(z, f(z)) : * € D} C M™t™
oraz dopetnienie dziedziny M™\D sq silnie definiowalne w M.
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Obserwacja 1. Jezeli odwzorowanie f jest silnie definiowalne w M, to
rowniez dziedzina D C M™ oraz M"™™\T'(f) sa silnie definiowalne w M.

I[stotnie, silna definiowalno$¢ dziedziny wynika z formuty:
reDeJy (z,y) e I(f) < Ay (x,y) € I'(f).
Dopehienie wykresu opisuje formuta:
(z,9) ¢ U(f) & (z € M™\D) lub 3z [(z,2) € T(f) Az # yl.

Korzystajac z silnej definiowalnosci przeciwdziedziny widzimy, ze rowniez
dopelnienie wykresu jest silnie definiowalne w M.

Latwo wykaza¢ ponizsze wlasnosci, ktore beda wykorzystywane w dal-
szym ciggu rozdziatu.

Wilasno$ci. 1) Funkcja v — t(x) : M™ — M zadana przez L-term
t(z) jest silnie definiowalna w M.

2) Niech D C M", fi,....fm : D — M oraz f = (f1,..., fm), m > 0.
Wtedy:
f jest silnie definiowalna w M < fi, ..., fi sq silnie definiowalne w M.

3) Niech D C M", f : D — M™ silnie definiowalna w M. Niech
1 < i(1),....i(n) < k. Definiujemy D* C MF* oraz f* : D* — M™ w
nastepujgcy sposob:

('1:17 7'1:]{2) €D & (xi(l)a 7'1:2(77,)) € D7

f*(xh 7$k) = f(l'l(lb L) xz(n))
Wtedy f* jest silnie definiowalna w M.

4) Niech D ¢ M", f : D — M™, E C M* g : E — M" silnie
definiowalne w M. Niech E* = {x € E : g(x) € D}. Definiujemy h :
E* — M™ jako h(x) = f(g(x)). Wtedy h jest silnie definiowalna w M.

5a) Niech (f\), bedzie rodzing odwzorowan fy : Dy — M™X Dy C
M™N silnie definiowalnych w M. Niech M* oznacza strukture M wzboga-
cong o wykresy (I'(fx)), oraz dziedziny (Dy)x jako nowe relacje.

Wtedy kazde odwzorowanie f : D — M™, D C M™, ktdre jest silnie defi-
niowalne w M*, jest silnie definiowalne w M.
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5b) Niech (fy), bedzie rodzing odwzorowan fy : Dy — M™X Dy C
M™N silnie definiowalnych w M. Niech M* oznacza strukture M wzboga-
cong o nowe funkcje globalne (f)\>/\ oraz nowe relacje podstawowe (Dy), ,
gdzie:

g:{ I(z) gdy =€ Dy
0 gdy x &€ M"™\D,

Wtedy kazde odwzorowanie f : D — M™, ktore jest silnie definiowalne w
M*, jest silnie definiowalne w M.

Kluczowym narzedziem wykorzystywanym w niniejszym rozdziale bedzie
kryterium eliminacji kwantyfikatorow, ktorego dowdéd mozna znalez¢ na przy-
ktad w pracy K.J. Nowaka [30] lub A. Pickosza |38|.

Kryterium eliminacji kwantyfikatoréw. Niech T bedzie teorig w je-
2yku L. Teoria T dopuszcza eliminacje kwantyfikatorow wtedy @ tylko wte-
dy, gdy dla dowolnych modeli M, N teorii T, ich wspdlnej podstruktury A,
formuty bezkwantyfikatorowej ¢(x1, ..., Tn,y) oraz (a1, ...,a,) € A", zachodzi
implikacja:

dbe M M E ¢(ay,...,a,,0) = Fc€ N N | ¢(ay, ..., an, ¢).

Uwaga. W kryterium eliminacji kwantyfiaktor6w mozna ograniczy¢ sie
do formut prymitywnych, tzn. formul bedacych koniunkcjg formut atomicz-
nych lub ich zaprzeczen. Istotnie, kazda formuta bezkwantyfikatorowa da sie
zapisac¢ jako skonczona alternatywa formut prymitywnych. Ponadto kwanty-
fikator egzystencjalny jest rozdzielny wzgledem skonczonej alternatywy.

W dowodzie eliminacji kwantyfikatorow bedziemy potrzebowali nastepu-
jacego lematu.

n);y:
€ W,

Lemat Redukcyjny. Niech f(z,y) € Whim, gdzie x = (21, ...,
(Y1, s Ym)- Wiedy istnieje liczba catkowita d > 0 oraz szeregi v, (x
Ua(2,Y) € Whim (a € N, |a| < d) takie, zZe u,(0,0) # 0 oraz

fy) = val@)y ua(z,y).

laf<d

.
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Prowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgledu na m. Przypadek m = 1. Niech

floy) =D vi(@)yr.
JEN

Kladac f(z,0) = vo(z) € W, otrzymujemy f(z,y;) — vo(z) € W, oraz
flz,y1) —vo(z) = y1 fi(x,y1), przy czym fi(z,41) € Wy 11. Analogicznie dla
szeregu fl(l',y1>. fl(l’,()) = Ul(l’) S Wn, f1<x,y1) — Ul(I‘) = ylfg(m,yl), dla
fa(x,y1) € Wh1. Powtarzajac procedure dla kolejnych f;(z,y1) dostajemy
szeregi vj(x) € W, jeN.

Poniewaz W, jest pierScieniem noetherowskim, ideal generowany przez
vj(x), j € N posiada skonczona liczbe generatorow v;(z), j < d, dla pew-
nego d € N. Dlatego dla j > d mozemy zapisaé:

- Zbij(x)vi(l'), bij(z) € W,

1<d

Uwzgledniajac powyzsze otrzymujemy:

f($7y1> = Z yl + sz] sz yl 1 + gz<x yl)yl)

i<d j>d i<d

gdzie g;(z,y1) = Lnabis(@)yl ' € K[lz,p]], i=0,..,d—1.
Rozwazmy teraz rownanie liniowe

fl@,y) = vi(@)yi (1 + Ziyr) (2)

i<d

z niewiadomymi 21, ..., Z4_1 i wspoOtczynnikami z W, 1,,,. Rownanie to posia-
da rozwiazanie g;(x,y,) € K{[z,11]], i =0,...,d — 1. Poniewaz uzupelnienie
K[[z,v1]] jest modulem wiernie ptaskim nad W, ;, rownanie (2) posiada
pewne rozwiazanie g;(x,y1) € Wyy1, 1 =0,...,d — 1.

Poniewaz 1 g;(x, y1) nalezg do idealu maksymalnego pierscienia W, 1, zatem
wi(z,y1) := 1+ y19:(x,y1), co konczy dowod przypadku gdy m = 1.

Gdy m > 1, wprowadZzmy nastepujace oznaczenia:
Y = (Y2, Ym), o= (ag,...,q,) € N1
Stosujac zatozenie indukcyjne do f(x,y;,y’) otrzymujemy

f(xaylay/) = Z Ua(x7y1>y/aua(x7ylyy,)7

lo|<e
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gdzie v (x,y1) € Whit, ua(z,y1,y’) jest jednoscia w W, 1. Stosujac teraz
do funkcji va(x,v1), @ € N1 rozumowanie analogiczne jak w pierwszym
kroku indukcyjnym, otrzymujemy

.T yl sza yluza x yl)

i<e
gdzie vio () € Wi, win(x,y1) jest jednoscia w W, 11. Laczac powyzsze rezul-

taty, otrzymujemy teze.

Definicja. Niech U C R" bedzie zbiorem otwartym. Funkcje f : U — R
nazywamy W-analityczna w U, gdy w kazdym punkcie a € U szereg Taylora

Tof(x —a) € W,.

Dla funkcji W-analitycznej f w otoczeniu kostki [—1;1]" definiujemy za-
wezong funkcje W-analityczng f(x) jako

Foy . f@) gdy zel[-11]"

0 gy z¢[-L1]"
W dalszym ciagu, przez L,y bedziemy oznaczali jezyk pierscieni uporzad-
kowanych (<,+,—,-,0,1) wzbogacony o symbole funkcyjne f&, gdzie f sg

funkcjami W-analitycznymi w otoczeniu kostki [—1;1]", n € N.
Definiujemy Lyy-strukture

IRV\/ = (Rv <a07 17+7 ) ')7

w ktorej symbole funkcyjne 1% sa interpretowane jako zawezone funkcje W-
analityczne f; oczywiscie mozemy przyjac, ze kazda liczba rzeczywista a € R
ma swoja nazwe ¢, w jezyku Lyy.

Glownym rezultatem niniejszego rozdziatu jest nastepujace

Twierdzenie o eliminacji kwantyfikatorow. Struktura Ry, posiada
eliminacje kwantyfikatorow w jezyku L3, = Ly U {%} wzbogaconym o nazwe
funkegi odwrotnej:

| 1z gdy x#0
1/x.—{0 gdy =0

Zanim przejdziemy do jego dowodu przedstawimy kilka kluczowych ob-
serwacji.
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Obserwacja 2. Kazdy skoriczony ukltad réwnan i nieréwnosci

zadanych przez L-termy moze by¢, poprzez dodadnie nowych zmiennych i
rownan, zastapiony w rownowazny sposob przez pewien uktad réwnan i nie-
réwnosci wielomianowych lub postaci f(x,y) = 0, g(x,y) > 0, gdzie f, g sa
funkcjami W-analitycznymi w otoczeniu kostki [—1; 1]™.

Rezultat ten uzyskamy przeprowadzajac indukcje ze wzgledu na ztozonosé

termow. Zauwazmy, ze jesli zlozony L-term t(x) jest postaci f(ti(z),t2(z)),
to rownanie t(x) = 0 moze by¢ w rownowazny sposob zastapione uktadem

roOwnan: _
f(y1,92) =0
y1 —ti(z) =0
Y2 — ta(x) = 0,

gdzie yi, y» sa nowymi zmiennymi. Jesli za§ ztozony L-term jest postaci
t(z) = %, to rownanie t(x) = 0 moze by¢ zastapione rownaniem 7(x) = 0.
Podobnie mozemy postapi¢ z nieréwnosciami.

Obserwacja 3. Jesli f(x) jest funkcja W-analityczna w otoczeniu punktu
a € R", powiedzmy w otoczeniu kostki domkniete]

K(a,e)={z €R": |z; —a;| <e, i=1,...n, ¢> 0},
to restrykcja f |F(a,e) moze by¢ wyrazona przez L-term.
[stotnie, jesli
Lie :R">2 — a+ex € R",

to g := folL,. jest funkcja VW-analityczna w otoczeniu kostki I" oraz zachodzi

wzOr
r—a

Flo) = (L) =

Zawsze zatem mozemy zastepowaé kietki funkcji W-analitycznych f(z) przez
L-termy postaci (go L)(x) = g(L(z)), gdzie L jest izomorfizmem afinicznym
postaci

) dla z € K(a,e).

€

L(x):x_a, e > 0.
€
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Dlatego mozemy operowaé kietkami funkcji W-analitycznych nie tylko
w modelu standardowym Ry, ale takze w modelach niestandardowych teo-
rii T = Th (Ry) struktury Ryy. W modelach niestandardowych bedziemy
analizowali uktady réwnan i nieréwno$ci zadane przez termy, ktore — jak
widzieliSmy — mozna sprowadzi¢ do ukladu réwnan i nieréwnosci, ktorych
lewe strony sa wielomianami lub kietkami funkcji W-analitycznych. Oczywi-
Scie zawsze mozemy zalozyé¢, ze rozwiagzania, ktore istotnie wystepuja jako
argumenty funkcji W-analitycznych sa ograniczone (wzgledem R). Dlatego,
dokonujac ewentualnej translacji, zawsze mozemy doprowadzi¢ do sytuacji, w
ktorej rozwiagzania te sg infinitezymalnymi. Opiszmy te procedure dokltadnie;j.

Zalozmy, ze funkcje f(z), = = (x1, ..., x,), wystepujace w danym ukladzie
sa W-analityczne w otoczeniu pewnej kostki [—¢; €], oraz ze analizowane roz-
wigzania sg infinitezymalnymi. Wtedy mozemy dodaé¢ do uktadu nier6wnosci
postaci

lzi| <€, i=1,..,n.

Odtad bedziemy zawsze zaktada¢, bez uprzedniego komentarza, ze rozwaza-
ne przez nas uktady rownan i nieréwnosci zawieraja nierownosci definiujace
kostki, w ktorych okreslone sa wystepujace w nich funkcje VW-analityczne.

W dalszym ciaggu rozdziatu bedziemy wykorzystywac¢ twierdzenia Weier-
strassa: przygotowawcze i o dzieleniu, oraz lemat redukcyjny, stosujac je
do kietkéw funkcji W-analitycznych. Doktadniej, bedziemy je stosowaé do
funkcji W-analitycznych, ktore wystepuja po lewych stronach analizowanych
rownan i nieréwnosci. Dla przyktadu, jesli analizujemy rozwigzania rownania
badz nieréwnosci

flzy) =0, (flz,y) <0),

gdzie x = (z1,...,x,) 1 fjest funkcja W-analityczng, y—regularna stopnia d
w pewnym punkcie (a,b) € R"™! to

Flay) = ((y =)'+ fil@)ly — o) + .. + fa(2))u(z,y),

gdzie fi(x), ..., fa(z), u(x,y) sa funkcjami W-analitycznymi w otoczeniu (a, b),
powiedzmy w otoczeniu kostki K ((a,b),¢€), oraz u(a,b) # 0.
Niech

L(z,y) == (a + ex,b+ ey).

Wtedy g; := fi(a+ex), v := uo L sa funkcjami W-analitycznymi w otoczeniu
kostki I"*! oraz

o L(w.y) = ((ey)" + gu(x)(ey) ™" + ... 4+ Galx))o(z, y)
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i (foL)(L ™ (zy) =
= ((y = 0"+ g (L7 (@, m))(y = o) + o+ Ga(L 7 (2,9)))0 (2, L7 (2, y)),

dla (z,y) € K((a,b),e).
Powyzsza réwnosé L-termow zachodzi zaréwno w R, jak i w modelach
niestandardowych.

Rownanie f(z,y) = 0 rozpatrywane w K ((a,b), €) jest wiec rtéwnowazne réw-
naniu:

(y =0+ g1 (L7 (2, 9))(y = ) + oo+ Ga(L7 () = 0

rozpatrywanemu w K ((a,b), ¢).
Mozna to tez wyrazi¢ nieco inaczej: rownanie f(z,y) = 0 ma rozwiagzanie

r=ce K(ae), y=d, ly—b| <e
wtedy i tylko wtedy, gdy réwnanie

(e )+ () (e) "+ ..+ Ga(2) =0

: : /I _ c—a / __ d=b
ma rozwigzanie r — > Yy = -

Powyzsze rozwazania mozemy zreasumowaé nastepujaco:

Obserwacja 4. Analizowane uklady réwnan i nieréwnosci, ktorych pra-
we strony sa zawezonymi funkcjami YV-analitycznymi, mozna przeksztatcac,
stosujac wyzej opisang procedure wykorzystujaca twierdzenia Weierstrassa i
lemat redukcyjny. Otrzymujemy przy tym nowy uktad obejmujacy zawezone
funkcje Wh-analityczne o tej wlasnosci, ze uktad wyjSciowy ma rozwigzanie
wtedy i tylko wtedy, gdy nowy uklad ma rozwigzanie postaci 2’ = <¢. W
ten sposob, przeksztatcenia rownan i nierdwnosci wykorzystujace twierdzenia
Weierstrassa i lemat redukcyjny moga zosta¢ przeniesione takze do modeli
niestandardowych. Nalezy przy tym dolaczy¢ nierownosci postaci |z| < 6,
gdzie 0 jest tak male, ze twierdzenie Weierstrassa zachodzi w kostce |2/| < 6.
Poniewaz modele teorii 1" sa cialami rzeczywiscie domknietymi, mozemy sto-
sowa¢ twierdzenie Tarskiego-Seidenberga.

Uwaga. Dla prostoty wypowiedzi w dalszej czesci rozdziatu bedziemy
operowali kietkami funkcji WW-analitycznych takze w modelach niestandardo-
wych. Procedura ta, cho¢ nie jest w pelni Scista, jest poprawna w tym sensie,
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ze daje sie w pelni sformalizowaé, jak opisano w powyzszych obserwacjach.
Formalizacja ta wiazalaby sie jednak z wydtuzeniem i mniejsza przejrzysto-
Scig tekstu.

DOWOD twierdzenia o eliminacji kwantyfikatorow przeprowadzimy w
oparciu o przedstawione wczesniej kryterium eliminacji kwantyfiaktorow. Niech
T = Th (Ryy) bedzie teoria struktury Ry, w jezyku wzbogaconym o nazwe
funkcji odwrotnej 1/x. Rozwazmy dwa dowolne modele I, M teorii T i ich
wspoélng podstrukture A.

Rozwazmy uklad réwnan i nier6wnosci postaci:

ti(ZL’,y1>:O, @'zl,...,nl (3)
si(x,y1) >0, j=1,...,n9,

gdzie: © = (21, ..., x,), t;, 5; oznaczaja termy w jezyku L3, bedace zlozeniem
skonczonej liczby zawezonych funkcji WW-analitycznych fs oraz wielomianow.
Mamy udowodni¢, ze jesli uklad (3) ma rozwiazanie x = a € A" i
y1 = by € K, to ma tez rozwigzanie postaci vt =a € A", y; = ¢, € M.
Na mocy Obserwcji 2, dodajac nowe zmienne i nowe roéwnania, zamiast ukta-
du (3) mozemy ograniczy¢ sie do rozwazania rownari i nieréwnosci ztozonych
z zawezonych funkcji W-analitycznych lub wielomianow. A wiec uktad (3)
jest rownowazny uktadowi:

filw,y) =0, i=1,...p

Fi(z,y) <0, j=1,...,q (4)
pi(z,y) =0, i=1,...,po

Pj(x7y) < 07 ] = 17"'7(]2’

gdzie f;, F; sa zawezonymi funkcjami W-analitycznymi z jezyka L3y, pi, P;
to wielomiany, za$ z, y stanowia zesp6t zmiennych: = = (zy,...,z,) € A",
y= (Y1, Ym) € K™

W tej sytuacji wystarczy udowodnié¢, ze jesli uktad (4) ma rozwiazanie
postacia € A", b = (b, ...,b,) € K™, to posiada rowniez rozwiagzanie postaci
ac A" d=(dy,....d,) € M™.

Teraz dowod twierdzenia bedzie przebiegal indukcyjnie ze wzgledu na
liczbe zmiennych m. Gdy m = 0 twierdzenie jest oczywiste.

Wezmy wiec m > 0 i zal6zmy, ze twierdzenie zachodzi dla m — 1. Niech
a € A", k € K™ beda rozwiazaniami uktadu (4). Mozna oczywiscie przyjac,
ze te elementy sposrod aq, ...,a, € Aiby, ..., b, € K, ktore istotnie wystepuja

22



jako argumenty funkcji fi, ﬁj, s3 na modul mniejsze od jednosci. A wiec
stosujac liniowa zmiane zmiennych (translacje) mozna zalozy¢, ze elementy
te sa infinitezymalnymi.

Dalej, dzieki Obserwacji 3 i Obserwacji 4, mozemy w ponizszych rozwaza-
niach operowa¢ kietkami funkcji W-analitycznych w zerze. Do kazdej z funkcji
filz,y), ﬁj(x, y) stosujemy lemat redukcyjny:

fz(xay> = Z Um(ﬂf)yaum(l’,y)a 1= 17"'7p17
|Oz|<d7;

F}(ZL’,y) = Z V}a(x)yana(x7y)7 ] = 17 -~ 41,
|| <ey
gdzie u;,(0,0) # 0, U;a(0,0) # 0. Mozemy rowniez zalozy¢, ze dla pewnych
wielowskaznikow o, Vj,(a) # 0 oraz v;4(a) # 0.

Dla kazdego i,j wybieramy odpowiednio wielowskazniki 3; i 3; w ten
sposob, aby wig,(a) i Vjg,(a) posiadaly maksymalng wartos¢ bezwzgledna
sposrod via, |af < d;, 1 Vi, |a| < e;, odpowiednio. Przyjmijmy nastepujace
oznaczenia: 1

Cia = Ui?(a) ) Cia = Ciq T+ )\iaa
Uiﬁi(a)
¢, e Vial®)
gdzie c;q, Cjq to pewne liczby rzeczywiste, a Aiq, Ajq — infinitezymalne. Oczy-
wiscie liczby o, Gia € A, gdyz funkcje viq, Vjq zaleza tylko od z, a jezyk
rozwazanych struktur posiada symbol funkcji %

Wydzielajac otrzymane sumy w kazdej z funkcji f;, Fj, otrzymujemy

nowy uktad réwnan i nieréwnosci:

’Sja = Cja + Ajaa

Yo (Cia F Via) Y Uin(z,y) =0, i=1,...;;
Za (Cja + ‘/ja)yaUJOl(xvy) < 07 .] = 17 1
pi(z,y) =0, i=1,....po

Pi(z,y) <0, j=1,...¢

, (5)

ktory ma rozwigzanie x = a € A", v, = A\, € APV, = A, € A" be K™
Nowe zmienne v, Vjo pelnia tutaj taka sama role jak zmienne x.
Kladac v = (Vias -, Upra), V = Va, -y Vgra), wprowadzmy nastepujace
oznaczenia:
hi(xa v, y) = Z (Cia + Uioa)yauia(xv y)7

«
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Hj($7 V7 y) ==+ Z (Cja + V}'a)yana(‘rv y)

Nastepnym krokiem dowodu bedzie zastosowanie twierdzenia Weierstras-
sa do funkcji h;, @ = 1,...,p1, oraz H;, j = 1,...,¢q;. Poniewaz u;,(0,0) #
0 oraz U;,(0,0) # 0 dla pewnych «, zatem formy poczatkowe h(0,0,y),
H (0,0, y) nie sa tozsamosciowo réowne zero. Na mocy Lematu 1.1, po zastoso-
waniu liniowej zmiany zmiennych y = L(y), y1 = y1+21Y00s ooy Ym—1 = Yopy_1+
Zm—1Ym, Ym = Y, dla generycznych z, ..., z,,—1 € R, funkcje h; o L, Hjo L
s regularne wzgledem y/, . Dla prostoty oznaczen, bedziemy opuszczaé¢ znak
apostrofu nad zmiennymi yy, ..., Yp,.

Do tak zmodyfikowanych funkcji stosujemy teraz twierdzenie przygotowaw-
cze Weierstrassa, z ktorego wynika, ze istnieja funkcje VW-analityczne

Qi(x7v7y)7 Ti(xa,U?y)a Qj<x>v7y)7 R](-Ta‘/ay)
takie, ze
hi(ZE,U,y) = Qi(CU,U»?J)Ti(%Ua?J), L= 17 -y P1,
Hj(l‘,v, y) = Q]('rax/ay)Rj(I?V? y)7 j - 17 -5 41,
przy czym 7;(0,0,0) =1, R;(0,0,0) =1, Q;(z,V,y) oraz ¢;(z,v,y) sa wielo-
mianami zmiennej Y,,:
d;
Qi(x7vay) = Zy;wis(xav?yla "'7ym71)7
5=0

Qj(QT,V, y) = nynVVjs<x7 V, Y1, ~--7ym—1)-

s=0

Wtedy uktad

gi(r,v,y) =0, i=1,...,p

Qj(xa‘/ay) < 07 ] = 17 a1

| 0. = (6)

pi(z,y) =0, i=1,....,ps

Pj(x7y> < O? j = 17 ey 42
ma rozwigzanie r = a € A", v =\, € AP,V = A, € A b e K™, przy
czym te elementy sposrod a, b, v, V, ktore istotnie wystepuja jako argumenty
funkcji ¢;, @, sa infinitezymalnymi.

Uktad (6) jest ukladem rownan i nier6wnosci, ktore sa wielomianowe
wzgledem y,,, 0 wspotezynnikach wielomianowych lub W-analitycznych w ze-
rze (mianowicie w;s, Wj,) wzgledem pozostatych zmiennych. Dlatego, na mo-
cy twierdzenia Tarskiego-Seidenberga stosowanego do wielomiandéw zmien-
nej Y, o tych wspolczynnikach, uktad (6) ma rozwiazanie © = a € A",
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V=X, EAPVV = A, € AT b € K™ wtedy i tylko wtedy, gdy pewien uktad
postaci

dk(l'a v, ‘/a Yty - Ym—1, (wis)is> (VV] )j,s) = 07 k= 17 -y P3 (7)
Dl(l’,’l}, Vvayb cory Ym—1, (w'is)is7 (VVjs)j,s) < O, [ = 17 -y g3

ma rozwigzanie v = a € A", v =\, € APV = A, € A", (by,....,0p_1) €
K™ Y tutaj di, D; sa wielomianami o wspotczynnikach rzeczywistych zmien-
nych z, v, V,y1, ..o, Ym—1, (Wis)is, gdzie s = 0, ...,dy, i =1,...,p1, (Wjs)js, 5=
0,....,e;, j=1,...,q. Uklad (7) jest ukladem réwnan i nier6wnosci wielomia-
nowych lub W-analitycznych od zmiennych z,v, V,y1, ..., Ypn—1.

Ale dzieki zalozeniu indukcyjnemu uktad (7) ma tez rozwiazanie z =
a € An’ v = )\04 € Apl, V = Aa S Aql, (yl,...,ym_l) = (dly"';dm—l) S
M™~!. Ponownie na mocy twierdzenia Tarskiego-Seidenberga, uktad (7) ma
rozwiazanie postaci t =a € A", v =X, € APV =A, € AT (Y1, ..., Ym) =
(dy,...,dy,) € M™, co konczy dowdd twierdzenia.

Whiosek. Struktura Ryy jest silnie modelowo zupetna w jezyku L.

[stotnie, z twierdzenia wynika natychmiast, ze struktura R,y jest silnie
modelowo zupela w jezyku L3,,. Dzigki Wlasnosci 5b), silna modelowa zu-
pelnosé utrzyma sie po usunieciu z jezyka symbolu funkeji odwrotnej 1/x.

Uwaga. Powyzszy wniosek stanowi uogo6lnienie klasycznego twierdzenia
Gabrielova o dopeieniu dla zbior6w subanalitycznych (cf. [16]).

Struktura R,y, podobnie jak klasyczna struktura R,,, posiada aksjoma-
tyke uniwersalng w jezyku wzbogaconym o nazwy funkcji odwrotnej 1/x
i pierwiastkow /z, n = 2,3,..., przedstawiona ponizej. Rezultat ten jest
uogodlnieniem twierdzenia van den Driesa—Macintyre’a—Markera [14]; dla do-
wodu zob. takze artykul K.J. Nowaka [31]. Dowod ten przenosi sie praktycz-
nie bez zmian na przypadek zawezonych funkcji VW-analitycznych. Opiera sie
on na eliminacji kwantyfikatorow w jezyku wzbogaconym o nazwe funkcji
odwrotnej 1/x oraz na nastepujagcym waluacyjnym kryterium rzeczywistej
domknietosci ciata z waluacja (cf. [39)]):

Rzeczywiste ciato z waluacjg jest rzeczywiscie domkniete wtedy i tylko
wtedy, gdy jego pierscien waluacji jest henselowski, ciato rezydualne jest rze-
czywiscie domkniete, a grupa waluacyi jest grupg z dzieleniem.

Oto aksjomatyka uniwersalna dla struktury Ry, z artykutu [31]:
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1) Va,y,z v+ (y+2) = (x4y)+2, x4y =y+z, 0+x =2z, z+(—x)=0;
2) Vo,y,z w-(y+2) = (zy) + (2 2);

3) Ve,y, 2z x- (y-2) = (v-y) 2, vvy=y-z, l.o=x 0#1,

Hh Ve x#0 = x-1/z=1;

5) Ve,y,z <z, (x<yAy<z) = x<z2

6) Vo,y <y ANy<z)=>r=y z<yVy<z

N Vr,y,z e <y = (r+2<y+2), (t<yAN0<z2) = z2<y 2
)

) Ve 0Kz = ()" =2, (n=1,2,...);

oraz nastepujace schematy aksjomatow:
9) Visy lzil > 1 = 0%(z) = 1%(z) = X#(x) = f¥(2) =

10) ALy |7s] <1 = 0%(2) =0A1%(2) = 1A XE(2) = a3

1) (f +9)% = f*+g%

12) (f-9)% = f* g%

13) Ay il S 1A AL L) <1 = g%(2) = (LY (2);

gdzie f,g sa Wh-analityczne w otoczeniu [—1;1]", za§ L : R" — R™ jest
odwzorowaniem afinicznym takim, ze g = f o L w otoczeniu kostki [—1;1]™.

Niech T'= Th (Ryy) bedzie teraz teoria struktury R,y w jezyku wzboga-
conym o nazwy funkcji odwrotnej 1/x i pierwiastkow {/xz, n = 2,3,.... T jest
wiec teorig uniwersalng, ktora dopuszcza eliminacje kwantyfikatorow. Teorie
takie sa szczegolnie wazne z uwagi na nastepujace twierdzenie Herbranda [23]:

Twierdzenie o opisie funkcji przez termy. Niech T bedzie teorig
uniwersalng w jezyku L. Niech ¢(x1, ..., T, y) bedzie bezkwantyfikatorowq L-
formutq. Jesli

T EVr.. Ve, Jy ¢(xq, ..., 20, 9),

wtedy istnieje skoriczona liczba L-termow ti(x), ..., tx(x) takich, ze
T =V Vo, ¢(xq, ...z, t1(x)) V..oV d(21, ..., Ty, ().
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Dla dowodu, dodajmy do jezyka £ nowe state ¢ = (cq, ..., ¢,;,). W dowolnym
modelu M teorii T' w jezyku L. := LU{¢cy, ..., ¢}, zachodzi M = Jy (e, y).
Chcemy wykazaé, ze istnieje skoriczona liczba L—termow taka, ze

M Pleta(Q) V... V(e t(e)),

dla dowolnego M. W tym celu rozwazmy podstrukture generowana przez
state cq, ..., c,:

(MM = {(tM (M. M) 0 t(z) dowolny L-term}.

Poniewaz teoria T jest uniwersalna, wiec podstruktura (¢}, ...,cM) jest jej

modelem. Zatem dla dowolnego modelu M teorii T' w jezyku L. istnieje L-
term t(z) taki, ze M |= 1¥(c, t(c)). Dzieki teorio-modelowej zwartosci, istnieje

skoriczona liczba L-termow tq(z), ..., tx(z) takich, ze

M |: ¢(Ca tl(c)) V..V ¢(Ca tk<c))7
dla dowolnego M, co bylo do okazania.
Jako natychmiastowy wniosek otrzymujemy:

Wniosek. Niech T bedzie uniwersalng teorig w jezyku L, ktora dopusz-
cza eliminacje kwantyfikatorow. Wtedy dla dowolnej funkcji definiowalnej
f(zq, ..., xy,) istnieje skoriczona liczba L-termow ti(x), ..., tx(x) takich, Ze w
dowolnym modelu M teorii T

M EVz . Ne, f(z1,..x,) =ti(z) V ...V f(z1,...,2,) = tr(x).

Podsumowujac, widzimy, ze kazda funkcja definiowalna w strukturze R,y
zadana jest kawalkami przez przez skonczona liczbe termow w jezyku Ly
wzbogaconym o nazwy funkcji odwrotnej % i pierwiastkow /x, n =2,3,....
Ta wazna wlasno$é¢ bedzie wykorzystywana do rektylinearyzacji funkcji defi-
niowalnych, omawianej w Rozdziale 3 tej rozprawy.
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Rozdzial 3. Zbiezne systemy Weierstrassa zamkniete
ze wzgledu na podstawianie pierwiastkéw i rektylineary-
zacja funkcji definiowalnych

Gloéwnym celem tego rozdziatu bedzie przedstawienie niektérych sposrod
twierdzen o rektylinearyzacji odwzorowan definiowalnych przez systemy We-
ierstrassa, uzyskanych w artykule K.J. Nowaka [34], gdzie zostaly one za-
aranzowane w sytuacji rzeczywistych systemow Weierstrassa zamknietych ze
wzgledu na przedtuzanie analityczne. Ich przyktadem jest system zbieznych
szeregbw rozniczkowo algebraicznych, ktory bede prezentowala w Rozdzia-
le 5 tej rozprawy. Twierdzenia te wykorzystam w Rozdziale 5 rozprawy, w
dowodzie twierdzenia Gabrielova o rzedzie i jego uogoélnienia na przypadek
pewnych systemow Weierstrassa. Twierdzenia o rektylinearyzacji dotyczyty
transformacji (niekoniecznie ciaglych) funkeji definiowalnych poprzez skoii-
czong liczbe rozdmuchan o gladkich centrach definiowalnych oraz lokalnych
podstawien potegowych; transformacje te dostarczaja funkcji okreslonych na
kostkach, na ktorych albo znikaja, albo sa przecieciami normalnymi, albo
odwrotnosciami przecie¢ normalnych.

W artykule [34| rozwazane byly dwa rodzaje twierdzen o rektylineary-
zacji: stabsze, w ktorych transformacje funkcji sa dokonane za pomoca na-
przemiennych rozdmuchan o gladkich centrach i lokalnych podstawien po-
tegowych; oraz mocniejszych, w ktorych transformacje te sa dokonane za
pomoca kolejnych rozdmuchan i lokalnego podstawienia potegowego na kon-
cu. Wersje mocniejsze zachodza przy dodatkowym zalozeniu, ze dany system
rzeczywisty jest zamkniety ze wzgledu na kompleksyfikacje.

W istocie jednak, wszystkie wersje stabsze zachodza dla dowolnego zbiez-
nego systemu rzeczywistego, a mocniejsze dla systemu rzeczywistego, ktory
jest §ladem zbieznego systemu zespolonego zamknietego ze wzgledu na pod-
stawianie pierwiastkow. Latwo rowniez zauwazyé, ze kazdy zespolony system
Weierstrassa, ktory jest zamkniety ze wzgledu na przedhuzanie analityczne,
jest tez zamkniety ze wzgledu na podstawianie pierwiastkow. Nalezy przy
tym podkresli¢, ze w tej ogolniejszej sytuacji dowody twierdzen o rektyline-
aryzacji przenosza sie bez zadnych zmian. Jest tak, poniewaz wersje stabsze
bazuja na dwoch pierwszych, zas wersje mocniejsze na czterech ponizszych
rezultatach:

1) na opisie funkcji definiowalnych przez termy w jezyku wzbogaconym o
potegi wymierne, ktéry umozliwia indukcje ze wzgledu na ztozonos¢ termow;
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2) na transformacji funkcji analitycznych do przecie¢ normalnych poprzez
rozdmuchania wzdtuz gltadkich podrozmaitosci;

3) na wersji twierdzenia Abhyankara-Junga dla systemow Weierstrassa,;

4) na sformutowanym ponizej lemacie.

Niech W bedzie zbieznym zespolonym systemem Weierstrassa, ktory jest
zamkniety ze wzgledu na podstawianie pierwiastkow, tzn., ktory spelnia na-
stepujacy warunek:

few,nClazt, ...,z = 3JgeW,: flz)=g(h,. .. o5

n n

Przyktadami systemow, ktoére sa zamkniete ze wzgledu na podstawianie pier-
wiastkow, sa systemy skonstruowane w Rozdziale 4 przy pomocy funkcji ele-
mentarnych oraz réznych klas funkcji eliptycznych.

Lemat 3.1. Jesli W jest systemem zamknietym ze wzgledu na podstawia-
nie pierwiastkow, to kazdy szereg utamkowy f(:z:i/k, xR, gdzie f € W,
jest elementem catkowitym nad W,

DOWOD. Rozwazmy wielomian

P, T):= [[ (T-f(ea* ... énal/¥)) e Clla]][T),

n
i1 yemeyin=0
€ jest prymitywnym pierwiaskiem z jedynki stopnia k. Wykazemy, ze wspol-
czynniki wielomianu P(z,T') sa zbieznymi zespolonymi szeregami formalny-
mi. Niech zatem f € Cl[z]].

1. Przypadek, gdy f € Clz]|. Rozwazmy skonczone rozszerzenia pierscieni
1 1

1 1 1 1

Clz] C C[[z], ..., xk]] iich cial utamkow C(z) C C(zf, ..., z} ), oraz gru-

pe Galois G tego rozszerzenia; oczywiscie jest to skonczone rozszerzenie

Galois. Wielomiany T%—x1, ..., T* —x,, sg nierozkladalnymi wielomiana-
1 1

mi generatoréw z{, ..., 5. Elementami sprzezonymi do tych generato-
S o1
row sa odpowiednio €' zf, ..., emxk (i1,...,i, = 0,...,k —1), gdzie € jest
pierwiastkiem prymitywnym z jedynki stopnia k. Element o € G jest
1 1 1
wyznaczony jednoznacznie przez wartosci o(zf) = e'af,...,o(xh) =
Y
enaf . 7 samej definicji P(z,T) widzimy, ze P’ (z,T) = P(z,T), czy-
li ze wspotezynniki tego wielomianu sg niezmiennicze wzgledem grupy
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Galois G, a zatem lezg w C(x). Poniewaz jednak wspolczynniki sa cal-
kowite nad C[z], to leza one w C[z], gdyz pierscien C[z] jest catkowicie
domkniety. Reasumujac P(z,T) € C(x)[T].

2. Gdy f € C[[z]], wykorzystujemy punkt 1. i aproksymacje m—adyczng.

Jest jasne, ze
P(xf,....2% T) e W,[T].

) n’
Poniewaz system W jest zamkniety ze wzgledu na podstawianie pierwiast-
kow, otrzymujemy natychmiast, ze P(z,T) € W,[T]. Oznacza to, ze P(z,T)
jest wielomianem zalezno$ci catkowitej elementu f(x}/k, ., z/®) nad W,
co byto do okazania.

Zauwazmy nastepnie, ze pierwszy z czterech wymienionych wyzej rezulta-
tow, zachodzi dla dowolnych rzeczywistych zbieznych systemow Weierstrassa
i zostal przedstawiony w Rozdziale 2 rozprawy.

Drugi z nich, jak udowodnili Bierstone-Milman [9], zachodzi w jeszcze
ogo6lniejszym przypadku systemow quasi-analitycznych, ktore (z definicji) sa
zamkniete ze wzgledu na zlozenie, na branie funkcji odwrotnej (lub, réwno-
waznie, funkcji uwiktanej) i na wydzielanie przez wspohrzedna (co implikuje
zamknieto$¢ ze wzgledu na rozniczkowanie). Zbiezne systemy Weiertsrassa V
posiadaja, jak wykazatam w Rozdziale 1, wszystkie te wlasnosci. Dlatego tez
dysponujemy transformacja funkcji V-analitycznych do przecie¢ normalnych
poprzez rozdmuchania wzdtuz gtadkich podrozmaitosci V-analitycznych.

Rowniez twierdzenie Abhyankara—Junga zachodzi dla dowolnych syste-
mow Weierstassa (zob. [32, 33, 35, 36|, a takze Rozdzial 5 rozprawy).

Przed wypowiedzia twierdzen o rektylinearyzacji, przypomne podstawowe
pojecia. Ustalmy rzeczywisty zbiezny system Weierstrassa V. Przez kwadrant
w R™ rozumiemy podzbior postaci

{r=(21,...,2) ER" 12, =0,2; > 0,20, <0 dla i€ ly,jely kel },

gdzie {1y, I, I_} jest roztacznym podziatem {1, ..., m}; jego slad @ na kostce
[—1,1]™ bedziemy nazywali ograniczonym kwadrantem. Przecigciem normal-
nym na kwadrancie ) nazywamy funkcje postaci - u(z), gdzie u(x) jest
funkcja V-analityczng w otoczeniu domkniecia () nigdzie nie znikajaca na Q.
Poltozmy

Qr ={xe€l0,1]]":2;,=0,2;, >0 dla i€ ly,j €l Ul }.
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Bedziemy mowili, ze funkcja f jest utamkowym przecieciem normalnym na
ograniczonym kwadrancie ), gdy jest ona postaci

Flan, . omm) = |z ® o o] u(|zE . ],

gdzie k jest dodatnig liczba naturalna, ny,...,n,, € N sa takie, ze n, = 0 dla
i € Iy, u jest funkcja V-analityczng w otoczeniu domkniecia Q4 nigdzie nie
znikajaca na Q.

Sformutuje teraz dwa twierdzenia o rektylinearyzacji (cf. [34|, Twierdze-
nia 11 2).

Twierdzenie 3.1 (o jednoczesnej rektylinearyzacji globalnych funkcji de-
finiowalnych). Niech
f17“'7fs:Rm—>R

bedq funkcjami definiowalnymi przez system V i niech K bedzie podzbiorem
zwartym w R™. Wtedy istnieje skoniczona rodzina modyfikacyi

o[-, 1" —R™,  i=1,...,p,

takich, ze

1) kazde z odwzorowan p; przediuza sie do V-analitycznego odwzorowania
w otoczeniu kostki [—1,1|™, ktdre jest ztoZeniem skoriczenie wielu lokalnych
rozdmuchan wzdtuz gtadkich centrow oraz lokalnych podstawier potegowych;

2) suma obrazéw ¢;((—1,1)™), 1 =1,...,p, jest otoczeniem K;

3) dla kazdego ograniczonego kwadrantu Q;, j = 1,...,3™, restrykcja
do Q; kazdej funkcji frowi, k=1,...,s,9=1,...,p, albo znika, albo jest
przecieciem normalnym, albo jest odwrotnosciq przeciecia normalnego na Q).

Twierdzenie 3.2. Niech U C R™ bedzie ograniczonym podzbiorem otwar-
tym i f : U — R funkcjg definiowalng przez system V. Wtedy istnieje
skoniczona rodzina modyfikacyi

o[-, 1" —R™,  i=1,...,p,

takich, ze
1) kazde z odwzorowan p; przediuza sie do V-analitycznego odwzorowania
w otoczeniu kostki [—1,1)™, ktdre jest ztoZeniem skoriczenie wielu lokalnych
rozdmuchan wzdtuz gtadkich centrow oraz lokalnych podstawiern potegowych;
2) kazdy zbior p;*(U) jest skoriczong sumq ograniczonych kwadrantow w
Rm .

)
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3) kaidy zbior @; ' (OU) jest skoticzong sumq ograniczonych kwadrantéw
domknietych w R™ wymiaru m — 1;

4) U jest sumq obrazéw p;(Int (Q)), gdzie Q sq kwadrantami zawartymi
we; N (U),i=1,...,p;

5) dla kazdego ograniczonego kwadrantu Q) restrykcja do Q kazdej funkcji
f o i albo znika, albo jest przecieciem normalnym, albo jest odwrotnosciq
przeciecia normalnego na Q, o ile ;7 (U)NQ # 0.

Niech W bedzie zespolonym zbieznym systemem Weierstrassa zamknie-
tym ze wzgledu na podstawianie pierwiastkow i niech V bedzie jego $ladem
rzeczywistym, tzn. V,, = W,, N R][z]]. Mamy wtedy nastepujace mocniejsze
wersje Twierdzen 3.1 1 3.2 (cf. [34], Twierdzenia 1* i 2¥).

Twierdzenie 3.3. Niech
fiyoo o fs R — R

bedq funkcjami defintiowalnymi przez system V i niech K bedzie podzbiorem
zwartym w R™. Wtedy istnieje skonczona rodzina modyfikacyi

o[-, 1" —R™,  i=1,...,p,

takich, ze

1) kazde z odwzorowan p; przediuza sie do V-analitycznego odwzorowania
w otoczeniu kostki [—1,1|™, ktdre jest ztoZeniem skoriczenie wielu lokalnych
rozdmuchan wzdtuz gtadkich centrow;

2) suma obrazow p;((—1,1)™), i =1,...,p, jest otoczeniem K;

3 dla kazdego ograniczonego kwadrantu Q;, j = 1,...,3™, restrykcja do
Q; kazdej funkcji fropi, k=1,...,s,1=1,...,p, albo znika, albo jest utam-
kowym przecieciem normalnym, albo jest odwrotnos$ciq utamkowego przeciecia
normalnego (w pewnym lokalnym uktadzie wspdtrzednych) na Q;.

Twierdzenie 3.4. Niech U C R™ bedzie ograniczonym podzbiorem otwar-
tym ¢ [+ U — R funkcjg definiowalng przez system V. Wtedy istnieje
skonczona rodzina modyfikacyi

o[-, 1" —R™,  i=1,...,p,

takich, ze
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1) kazde z odwzorowarn p; przediuza sie do V-analitycznego odwzorowania
w otoczeniu kostki [—1,1]™, ktdre jest ztoZeniem skoriczenie wielu lokalnych
rozdmuchan wzdtuz gtadkich centrow;

2) kazdy zbior ;i H(U) jest skoticzong sumaq ograniczonych kwadrantéw w
R™;

3) kaidy zbior @; 1(OU) jest skoticzong sumg ograniczonych kwadrantéw
domknietych w R™ wymiaru m — 1;

4) U jest sumg obrazéw ¢;(Int (Q)), gdzie Q sq kwadrantami zawartymi
we; N (U),i=1,...,p;

5) dla kazdego ograniczonego kwadrantu Q) restrykcja do Q kazdej funkcji
f o albo znika, albo jest utamkowym przecieciem normalnym, albo jest
odwrotnosciq utamkowego przeciecia normalnego na Q, o ile ;" (U)NQ # 0.

Uwaga. Twierdzenia 3.2 i 3.4, podobnie jak Twierdzenia 3.1 i 3.3, moz-
na sformutowaé¢ dla przypadku jednoczesnej rektylinearyzacji wielu funkcji

fi,oo o fs: U —R.
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Rozdzial 4. Systemy Weierstrassa wyznaczone przez
funkcje elementarne i funkcje eliptyczne

W rozdziale tym przedstawiam zespolone i rzeczywiste zbiezne systemy
Weierstrassa wyznaczone przez zawezone funkcje elementarne oraz przez roz-
ne klasy funkcji eliptycznych. Przedstawione sa one, odpowiednio, w para-
grafie pierwszym i trzecim. W paragrafie drugim, prezentuje podstawowe
wtasnosci funkeji eliptycznych. Te systemy Weierstrassa byly wykorzysty-
wane przez van den Driesa [13| i Bianconiego 5] do wykazania, ze struktury
wyznaczone, odpowiednio, przez zawezone funkcje elementarne i funkcje elip-
tyczne, sg silnie modelowo zupehne.

Omawiane tu zespolone systemy Weierstrassa Wggr 1 Wy, gdzie A jest
krata okresow, stanowig przyklad zespolonych systemow Weierstrassa za-
mknietych ze wzgledu na podstawianie pierwiastkow. (Te ostatnie byly roz-
wazane w Rozdziale 3 tej rozprawy w zwigzku z rektylinearyzacja funkcji
definiowalnych.) Wynika to natychmiast z faktu, ze podstawianie pierwiast-
kow jest operacja definiowalna, a systemy Weierstrassa Wgrg 1 W), zostaly
wprowadzone przy uzyciu pojecia definiowalnosci.

§ 1. System Weierstrassa wyznaczony przez zawezone funkcje
elementarne. Strukture o-minimalng R?¥ generowang przez zawezone funk-
cje elementarne sinx i exp x definiujemy w nastepujacy sposob:

R .= (Rv (T)TERa <+, -, eXpm|[0;1}, Sin$|[0;w])-

Przypomnimy konstrukcje van den Driesa [13] systemu Weierstrassa wy-
znaczonego przez te strukture. Dla dowolnego polidysku A C C" o §rod-
ku w zerze, niech CX% () oznacza rodzine wszystkich szeregow potegowych

h € C[[z]] zbieznych w A do pewnej funkeji holomorficznej h takiej, ze kazda
pochodna czastkowa

olelh
ox™

‘A —C, acN"

jest silnie definiowalna w strukturze R?*. Wtedy

neN

AcCCn
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jest zbieznym systemem Weierstrassa. Jedynie warunek W3 definicji zbiez-
nych systemow Weierstrassa jest trudny do weryfikacji. Jest on bezposrednia
konsekwencja ponizszego Twierdzenia 4.1 ([13|, Propozycja 3.8).

Zalozmy, 7e zbiezny szereg f € Cl{xz,y}, x = (x1,...,2,), jest regularny
rzedu d ze wzgledu na zmienna y. Wtedy istnieja dowolnie mate polidyski
A=A x{y: |yl <r} cC"™ w (0;0) takie, ze:

i) f jest zbiezny w otoczeniu domkniecia A,

ii) f(0,y) #0dla{y: 0<l|y|<r},

iii) f(z,y) #0dlaxz € Ay, |yl =r.

Niech g € C[[z,y]] bedzie innym szeregiem zbieznym w otoczeniu A. Wtedy,
na mocy globalnej wersji twierdzenia Weierstrassa o dzieleniu (zob. np. [21]),
mamy

g=Q-f+R, QcClz,y]], R=Rq_1y™ '+ ...4+ Ry € C[[z]][y],

gdzie szereg () jest zbiezny w otoczeniu A i szeregi Ry, ..., R4_1 sa zbieine
w otoczeniu domkniecia A;.
Przyjmijmy nastepujace oznaczenia

gleltif  leltig
[fa g] T {axaﬁyﬂ’ 5$a8y3 .

ae N, jEN}.

Twierdzenie 4.1. Przy powyzszych zatozeniach, restrykcja do A kazdej
pochodnej czgstkowej

Il R, MR,y o+ Q
Ox> "7 Ox> 7 Oz

jest silnie definiowalna w A przez [f, g|, tzn. jest silnie definowalna w ciele
R wzbogaconym o restrykcje do A wszystkich funkeji z [f, g].

Dowo6d van den Driesa jest elementarny, chociaz technicznie nieco skom-
plikowany. Wykorzystuje on wzory Cramera i uogblnione wyznaczniki Van-
dermonde’a.

Whniosek 1. System W jest zbieznym systemem Weierstrassa nad C.

Whniosek 2. Niech V bedzie rzeczywistym Sladem systemu W, tzn. V,, =
W, NR[[z]], n € N. Wtedy V jest zbieznym systemem Weierstrassa nad R.
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Konstrukcja systemu Weierstrassa }V umozliwita van den Driesowi uzy-
skanie nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4.2. Struktura RT jest silnie modelowo zupetna.

Dla dowodu, zauwazmy, ze kazda zawezona funkcja V-analityczna jest sil-
nie definiowalna w wyjsciowej strukturze R ®. Poniewaz struktura Ry jest
silnie modelowo zupelna, Wtasnosé 5b) z Rozdzialu 2 umozliwia redukcje
dowodu do wykazania, ze zawezone funkcje exp i sin sg silnie definiowalne w
Ry,. To jednak wynika z faktu, ze kompleksyfikacje obu funkcji sin i exp oraz
ich pochodnych moga by¢ odtworzone z samych tych funkcji rzeczywistych.
Ponadto zespolone funkcje exp i sin spetniaja formuly dodawania, dzieki kto-
rym ich szeregi Taylora w dowolnym punkcie plaszczyzny zespolonej moga
by¢ odtworzone z ich szeregow Taylora w zerze; oczywiscie koniecznym jest
rozwazanie calej pary tych funkcji. Zauwazmy tez na koniec, ze rodziny zbio-
row definiowalnych w strukturach R%¥ i Ry, pokrywaja sie.

Uwaga 1. Hipoteza van den Driesa, ze twierdzenie analogiczne do powyz-
szego zachodzi dla funkcji eliptycznych, zostato potwierdzone przez Bianco-
niego |5]. Podobna role do formut dodawania dla funkeji exp i sin odgrywaja
formuty dodawania dla eliptycznej funkcji Weierstrassa. Bedzie to przedsta-
wione w § 3 tego rozdziatu.

§2. Podstawowe informacje o funkcjach eliptycznych. Zaczniemy
od przypomnienia podstawowych pojeé¢ zwigzanych z funkcjami eliptycznymi.
Ustalmy dwie liczby wy, w, € C\{0} takie, ze 28 ¢ R.

Krata okreséw nazywamy podgrupe

A=Ay i ={mwi +nwsy: mneZ}CC

generowana, przez wy, wi.
Funkcje meromorficzng f : C — P!(C) nazywamy funkcja eliptyczna
wzgledem kraty Ay, w,, gdy jest dwuokresowa z okresami wy, wa, tzn.:

f(2)=fz+w) = f(z4+ws) = f(z+mws + nws) dla z € C, m,n € Z.
Fundamentalny réwnolegtobok jest to rownolegtobok o wierzchotkach:

07 Wi, Wwo, C()l—'—(,dg.
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Rownolegtobok okresow jest to rownolegltobok o wierzchotkach:
mwy+nwa, (Mm+1)wi+nws, (M+1)wi+(n+1)ws, mwi+(n+1)ws, m,n € Z.

Oczywiscie funkcja eliptyczna f jest wyznaczona jednoznacznie przez jej
zachowanie w dowolnym réwnolegloboku okresow. Jesli analizujemy zera i
bieguny funkcji eliptycznej f # 0, wygodnie jest przesunaé¢ réwnolegltobok
okresow tak, aby na jego brzegu nie lezaly ani zera, ani bieguny. Tak prze-
suniety rownolegtobok D nazywany jest komorka.

Uwaga 2. Funkcja eliptyczna, ktora nie jest tozsamos$ciowo réwna zeru
ma w dowolnym réwnolegtoboku okresoéw skonczona liczbe zer i biegunow.

Rzedem funkcji eliptycznej f nazywamy liczbe jej biegunow (liczac z krot-
nosciami) w dowolnej komorce D. Zbior zer Z i biegunow B funkcji eliptycz-
nej f # 0 w dowolnej komorce D jest nazywany nierozktadalnym zbiorem
zer i biegunow. Oznaczmy przez C := 0D brzeg D z orientacja dodatnia.

Wilasno$ci funkcji eliptycznych.
1) ZZ»;EB Reszif =0.

2) Funkcja eliptyczna f nie réwna tozsamosciowo zeru rzedu k ma w
dowolnej komdrce D doktadnie k zer (liczqc z krotnosciamsi).

3) Suma zer i biequnéw (liczac z krotnosciami) lezgcych w dowolnej ko-
morce D funkcji eliptycznej f # 0, przystajg modulo krata okresow A.

4) (Twierdzenie Liouville’a dla funkcji eliptycznych) Funkcja eliptyczna
bez bieqgunow (rzedu 0) jest stata.

DOWOD. Ad. 1) Korzystajac z twierdzenia o residuach, a nastepnie z
dwuokresowosci otrzymujemy, ze

1
> Res, [ = 57 Cf(z)dz = 0.

2, €EB

Ad. 2) Roznica zer i biegunow (liczac z krotnosciami) w D wynosi:

Lo fie),
27m,/cf(z)dz—o.
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Ad. 3) Roznica pomiedzy sumami zer i biegunéw wynosi:

omiJe f(z)  2mi

1 2f'(z) 1 At wf(z) 1 pA+erwof'(z)
ol G ETmh e

1 w! w1
= 5 (wilog f(2)|57 — wylog f()[47") € A.

Ad. 4) Funkcja calkowita (analityczna na caltej plaszczyznie), dwuokre-
sowa musi by¢ ograniczona w kazdym rownolegtoboku okresowoéci, a wiec
rowniez na calej plaszczyznie, a wiec na mocy klasycznego twierdzenia Lio-
uville’a dla funkcji analitycznych musi byé stalta.

Eliptyczna funkcja Weierstrassa zdefiniowana jest wzorem:

Szereg ten jest bezwzglednie i niemal jednostajnie zbiezny w C\A (zob.
np. [45]). Funkcja Weierstrassa u(z) jest parzysta funkcja eliptyczna rzedu 2.
Aby wykazaé, ze jest ona dwuokresowa, zrézniczkujmy powyzszy szereg wy-
raz po wyrazie: .

(z — mw; — nwy)?’

pz)=-2 3%

mne’

Oczywiscie, p/(z) jest nieparzysta funkcja eliptyczna rzedu 3. Calkujac row-
no$¢ ' (z + wy) = p/(2), otrzymujemy:

ple o) =) = [ W =c.

Dlatego:
plz+wi) = p(z) + O, p(—2z+wi) = p(—2) + C;

plz —wi) = p(z) +C, p((z —wi) +wi) = p(z —wi) + O
Dodajac stronami dwie ostatnie réwnosci otrzymujemy:
p(z — wi) + p(2) = p(z) + p(z —wi) + C,

skad C' = 0, a wiec pu(z + wy) = p(z). Analogicznie, u(z + wy) = u(z), co
konczy dowdd.
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Twierdzenie 4.3. Funkcja Weierstrassa p(z) spetnia nastepujgce réw-
nanie rozniczkowe:

(1 (2))* =447 (2) — g2 u(z) — g3,

gdzie:
1
— 60 S T SR
92 ngGZ* (mwy + nws)* 93 m’nZE:Z* (mwy + nwy)8
DOWOD
1 1 1
) - 2 mgz* ((2 — mwy —nwa)?  (mw; + nw2)2> ’
skad
(2) = 2 = g b gy + O(:0),
iz 22 20.922 28g3
dla z w poblizu 0 € C. Zatem:
1 1 1
= — — @
w(z) = 5+ 20922 + 28932 + O(2%);
1 1 1
;L/( ) = —2 + — 10 goz + ?9323 + 0(25);
1 3 1 3
3 _ 2y.
p(z) = — 2092 5+ 2*893‘1‘(9(2 );
4 2 1 4
20\ _ 2
1e(2) = %59 T o9 + O(z%).

A wiec

(1'(2))? = 4°(2) + gapa(2) + g5 = O(2%).
Funkcja po lewej stronie jest wiec funkcja holomorficzna w 0 € C, a zatem
jest funkcja holomorficzng w C. Na mocy twierdzenia Liouville’a jest ona

funkcja staly. Poniewaz warto$é tej funkcji w punkcie z = 0 wynosi 0, jest
ona tozsamosciowo rowna zero, co konczy dowdd.

Twierdzenie 4.4. Niech z1, 2o, z3 € C\A. Jesli 21 + 20 + 23 =0, to

pw(z1) p'(z1) 1
p(ze) p(z2) 1|=0.
p(zz) p(z3) 1
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DOWOD. Oczywiicie, zerowanie sie powyzszego wyznacznika oznacza
doktadnie wspolliniowosé¢ trzech punktow (u(z;),p1'(2:)), ¢ = 1,2,3. Niech
Pro= (u(z21), 1/ (1)), P2 = (u(22), W/ (22)) i Ps = (u(23), 1/ (25)). Niech L
bedzie prosta afiniczna Py P» o rownaniu y = ax+b. Na mocy Twierdzenia 4.3,
punkty P, P, sa rozwigzaniami uktadu:

y2=4m2—g2x—g3 (8)
y=ar+b ’

ktory z kolei odpowiada zerom funkcji f(z) = p/(2) — ap(z) — b. Wtedy
21, 2o sa zerami f(z), ktora jest rzedu 3. Dzieki Wlasnosci 3), jej zerem jest
tez z3 = —(21+22). Oznacza to, ze punkty P;, Py, P3 s3 wspolliniowe, co byto
do okazania.

Uwaga 3. Z teorii krzywych eliptycznych wiadomo, ze odwzorowanie
¢ : C — P*(C), okreslone wzorem ¢(z2) = (u(z), 1/(z)) we wspotrzednych
afinicznych (z,y) w P?(C), jest izomorfizmem torusa C/A na krzywa eliptycz-
ng X C P*(C) zadang na plaszczyznie afinicznej C, , C P?(C) réwnaniem:

y? =42’ — gox — gs.
Twierdzenie powyzsze mowi, ze ¢ jest homomorfizmem grup. Innymi stowy,
dla dowolnych trzech punktow Py, P, P3 € X:
P+ P, + P; =0 << punkty P, P, Ps;sa wspotliniowe.

Drziatanie grupowe na krzywej eliptycznej X moze wiec by¢ zilustrowane ry-
sunkiem:

P :P]+P:
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Wnhiosek. (Formuta dodawania dla eliptycznej funkeji Weierstrassa )
a) Jesli z1 # zy, to

1 (#'(21) — W(z)

it 2) = 5 )~ piz)

! ) — (=) — ().

b) Jesli zy = zo, to

p(2m) = . (“"(Z”) ~ou(a).

DOWOD. Uklad réwnan (8) jest rownowazny réwnaniu
(az + b)? = 42° — gox — g3,
czyli
42° — a*z® — (2ab + go)x — (b* + g3) = 0.
Wtedy rozwigzania z1, x4, 3 spelniaja wzory Viete'a:
a2

$1+$2+$3:Z.

Ale a jest wspotczynnikiem kierunkowym prostej PP, zatem
p(z1)=p(z2) 7

p'(z1)
W (z1)”

wla)-mw(z) przypadku a)
a:=
w przypadku b)

co byto do okazania.

Uwaga 4. Dowolna funkcja eliptyczna o dwuokresie wy, ws da sie przed-
stawi¢ w postaci:

P(pu(2)) 4 1'(2) Q(u(2)),

gdzie P, () sa funkcjami wymiernymi o wspoétczynnikach zespolonych. W
szczegolnosci ciato funkeji eliptycznych o dwuokresie wq, ws, jest generowane
przez p(z) i p'(z) (zob. np. [45]).
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§ 3. System Weierstrassa wyznaczony przez funkcje eliptyczne.
Przedstawimy teraz strukture o-minimalng wyznaczona przez funkcje elip-
tyczne, ktora zostata wprowadzona przez Bianconiego [5]. Rozwazmy naste-
pujace funkcje:

,u,1<Z) = M(Z7w17w2)7
MQ(Z) = /vL(ZJ.wlv Zw?)a
M?’(Z) = /L(Z#"Tl?@)’

pa(z) = p(z, iwy, i)
Dla tak zdefiniowanych funkcji zachodza nastepujace zaleznosci:
pi(iz) = —m(z),  p5(i2) = i (2),
dla j # 1, j.l € {1,2} lub j,1 € {3,4}. Gdy = € N;_, dom (u;(2)) N R,
otrzymujemy stad:

Re(y;(+) = Re(ju(x)) = 5 (s () + pu()),

I (15 (2)) =~ (2)) = o2 (1) = pa(z).

dlaj #1, 7,1 €{1,3} lub j,1 € {2,4}. Polézmy
RP; = Re (145)|iaoibo)s  IPs = Im (1) lfaoib)s 7= 1,2,
przy czym niech ag < by beda takie, ze
[ao, bo], {z +iy: @,y € [ao,bo]} € dom(p1) N dom(puz).
Rozwazmy strukture
RY := (R, (r)er, <.+, , RP1, RPy, 1Py, IPy).

Mozemy teraz zdefiniowac zespolony zbiezny system Weierstrassa YW = Wy w
sposob analogiczny do konstrukeji z § 1. Wtedy jego slad rzeczywisty V = V)
jest rzeczywistym zbieznym systemem Weierstrassa. Podobnie tez, jak w
przypadku zawezonych funkcji elementarnych, funkcje RP1, RPq, 1P, IP5 sg
silnie definiowalne w Ry, , a w konsekwencji, rodziny zbioréw definiowalnych
w strukturach R i Ry, pokrywaja sie. W przypadku funkcji eliptycznych,
wynika to z faktu, ze kompleksyfikacje tych czterech funkcji rzeczywistych
i ich pochodnych (dowolnego rzedu) moga by¢ odtworzone z samych tych
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funkcji rzeczywistych. To za$ jest konsekwencja formuty dodawania dla elip-
tycznej funkcji Weierstrassa oraz faktu, ze funkcja ta spelnia rownanie roz-
niczkowe z Twierdzenia 4.3. Mozemy wiec podsumowaé¢ powyzsze rozwazania,
wypowiadajac nastepujacy analog Twierdzenia 4.2:

Twierdzenie 4.5. Struktura R® jest silnie modelowo zupetna.
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Rozdzial 5. Zachowanie wielomianéw Weierstrassa przy
rozdmuchaniu i twierdzenie o rzedzie

W rozdziale tym bedziemy badali zachowanie wielomianéw Weierstrassa
P(x,T) = T 4+ ay ()T 4 ... + aq(z) € C[[z]][T]

podczas rozdmuchania jego wspolczynnikow a;(z), bedacych zespolonymi
szeregami formalnymi zmiennych = = (z1,...,z,,). Zainteresowani jesteSmy
lokalng analiza rozdmuchan o gltadkich centrach. Bedziemy wiec rozwazali
rozdmuchania o : (C}',0) — (C7,0), ktore zadane sa w pewnych lokalnych
uktadach wspotrzednych wzorem:

x; = ypy; jezeli i < k, x; =vy; jezeli i > k; 9)
centrum tego rozdmuchania jest zadane réwnaniami x; = ... = z, = 0,
za$ dywizor wyjatkowy rownaniem y, = 0. Bedziemy sie réwniez zajmo-

wac¢ transformacja lokalng (w otoczeniu zera w pewnym lokalnym uktadzie
wspolrzednych)

o=o050...001:(C,0) — (C}',0),

ktora jest ztozeniem skonczonej liczby rozdmuchan o, 7 = 1, ..., s, o gtadkich
centrach.

Zauwazmy teraz, ze nierozkladalny wielomian P(z,T), rozdmuchany do
wielomianu Weierstrassa

P?(y,T) := P(o(y),T) € C[[y]][T]
moze roztozy¢ sie na iloczyn nierozktadalnych wielomiandéw Weierstrassa

Po(y7T) = Ql(y7T) Tt Qk(ny)

Przyklad. Wezmy nierozkladalny wielomian Weierstrassa P(xq,x2;T) =
T? — x125 i rozwazmy rozdmuchanie o zadane wzorem x = Y12, To = ¥o.
Rozdmuchany wielomian P (y;,y9;T) = T? — 3193, rozklada sie na czynniki
liniowe w dowolnym punkcie (a,0), a # 0, dywizora wyjatkowego.

Udowodnig, ze jesli jeden z czynnikow, np. Q1(y, T) € C{y}[T] ma wspol-
czynniki zbiezne, to wtedy wyjsciowy wielomian P(z,T) ma wspolczynniki
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zbiezme, P(x,T) € C{z}[T]. Twierdzenie to jest niezwykle delikatne i wyda-
je sie rzecza bardzo trudna, o ile w ogéle mozliwa, wyabstrahowanie z niego
rezultatu o czysto algebraicznym charakterze.

Proponowany przeze mnie dowod polega na zredukowaniu twierdzenia do
przypadku dwoéch zmiennych. Jest to mozliwe dzieki zastosowaniu pewne-
go twierdzenia Bertiniego i twierdzenia redukcyjnego dla zbieznych szeregéw
potegowych, ktore sformuluje ponizej. Redukcja do dwoéch zmiennych jest
faktem kluczowym, gdyz w przypadku wielomianu Weierstrassa P(z,T') o
wspolezynnikach formalnych a;(z) dwoch zmiennych, wspotezynniki te moz-
na zmodyfikowa¢ poprzez skonczony ciag o rozdmuchaii w punktach w ten
sposob, ze wyrdznik wielomianu P7(y,T) jest dywizorem przecie¢ normal-
nych. Wtedy zas — jak udowodnili Gabrielov [18] i Tougeron [44] — lokal-
ny pierwiastek zbiezny przedtuza sie analitycznie wzdhuz calego dywizora
wyjatkowego. Dzieki temu wspolezynniki af(y) = (a; o 0)(y) sa funkcjami
analitycznymi w otoczeniu catego dywizora wyjatkowego, a zatem wyjsSciowe
wspolczynniki a;(x) sg funkcjami analitycznymi w otoczeniu zera.

Podsumowujac, omawiane twierdzenie bazuje w istotny sposob na tech-
nice przedtuzania analitycznego. Jak dotad, nie powiodtly sie podejmowane
(np. przez Spivakovskiego [43], a pozniej Ronda) proby uzyskania tego typu
rezultatow na drodze czysto algebraicznej. Dodajmy, ze w sposob naturalny
uogolnia sie ono na przypadek zespolonych systeméw Weierstrassa zamknie-
tych ze wzgledu na przedtuzanie analityczne.

Ponadto, twierdzenie to stanowi motywacje do wprowadzenia pojecia ana-
litycznego modyfikowanego pierwiastka Puiseux (w skrocie, analitycznego
MPP). Glownym wynikiem tego rozdziatu jest Twierdzenie 5.3. Mowi ono,
ze jesli nierozkladalny wielomian Weierstrassa o wspotczynnikach formalnych
ma analityczny MPP, to ma on wspo6tczynniki zbiezne. Jako zastosowanie,
wykorzystamy go — wraz z technika rektylinearyzacji funkcji, prezentowana
w Rozdziale 3 niniejszej rozprawy — do dowodu twierdzenia Gabielowa o rze-
dzie. Dow6d ten jest technicznie prostszy i znacznie krotszy od oryginalnych
dowodoéw zar6wno Gabrielova [18] jak 1 Tougerona [44]. Ponadto, Twierdze-
nie 5.3 umozliwia uzyskanie wersji twierdzenia o rzedzie dla systemoéw Weier-
strassa zamknietych ze wzgledu na przedluzanie analityczne. Jednak nalezy
tutaj podkresli¢, ze w moim podejéciu, jak juz zreszta wspominatam, wy-
korzystuje (bez podawania dowodu) nastepujacy rezultat Gabrielowa i To-
ugerona dotyczacy wielomianéw Weierstrassa o wspolczynnikach bedacych
szeregami dwoch zmiennych:
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Twierdzenie 5.1. Rozwazmy rozdmuchanie o plaszczyzny C2 w zerze,

o: Cf, — (Ci, o(y1,y2) = (V1Y2, ¥2),

i wezmy dowolny punkt a = (a1,0) na jego dywizorze wyjgtkowym yo = 0.
Bedziemy analizowaé rozdmuchanie o lokalnie wokdt punktu a:

o (C2a) — (C2,0).

Pierscien kietkow funkcji analitycznych w a i jego uzupetnienie mozemy za-
pisaé w postact
Cl{yr — ar,y2} i Cllyr — a1, 10]].

Niech
P, T)=T"+ a)(z)T" + ... + aq(z) € C[[]][T]

bedzie nierozktadalnym wielomianem Weierstrassa, oraz
P?(y,T) = P(o(y),T) € Cllyr — a1, ]][T)

jego rozdmuchaniem. Jesli P?(y,T) ma pierwiastek, ktory jest zbieznym sze-

regiem Puiseuz o(y1 — ar,ya'"), gdzie p € N, p > 0, ¢ € C{ys — a1, 42}, to
wspdtczynniki wielomianu P(x,T) sq zbiezne, czyli P(x,T) € C{x}[T].

Przypadek p = 1 pokrywa sie z Twierdzeniem 4.4 Gabrielova (cf. [18]).
Przypadek ogolny wynika z Twierdzenia I Tougerona (cf. [44]), ktory konstru-
uje m.in. pewne przestrzenie Ps[[z]] 1 Ps{x}, stuzace do opisu pierwiastkow
wielomianoéw Weierstrassa o wspotczynnikach bedacych szeregami formalny-
mi i zbieznymi (op.cit., Propozycja 2.1). Twierdzenie I mowi, ze jesli wie-
lomian Weierstrassa o wspolczynnikach formalnych a;(x) € Cl[x]] ma pier-
wiastek, ktory mozna opisa¢ w terminach pierécienia Ps{x}, to jego wspot-
czynniki sa zbiezne, a;(z) € C{x}. Odgrywa ono fundamentalng role w jego
dowodzie twierdzenia o rzedzie, cho¢ droga prowadzaca do tego celu jest
jeszcze stosunkowo diuga i technicznie skomplikowana, angazujac przy tym
roznorodne techniki algebro-analityczne.

W dowodzie wniosku z tego twierdzenia bede wykorzystywala nastepujace
twierdzenie Abhyankara—Junga wraz z pewnym jego wzmocnieniem (cf. [33]),
ktore przypomne ponizej.

Wielomian

f(2,T) =T 4 a1 ()T + ... + an(2) € C[[2]][T], 2= (21, .., 2m)
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nazywamy quasi-zwyczajnym gdy jego wyroznik D(z) jest przecieciem nor-
malnym, tzn. jest postaci

D(z) = 27 u(z), 7 € N", u(z) € C[[2]], u(0) #0.
Dla dowolnej liczby catkowitej p > 0, oznaczmy

C{z'/P} = C{z)®, ..., 217} = {27, ..., 2P) . alz) € C{2} ).

cey Ay

Twierdzenie Abhyankara—Junga. Dowolny quasi-zwyczajny wielo-
mian Weierstrassa

f(z,T) =T 4+ a1 ()T + ... + an(2) € C{2}[T]

ma wszystkie pierwiastki w (C{zl/p}, dla pewnego p € N; zawsze mozna przy-
jaé p =d!.

Uwaga. Jezeli wyroznik D(z) jest przecieciem normalnym postaci
D(z) =z" ...z u(z), u(0) #0, 0 < r < m,

to wszystkie pierwiastki wielomianu f(z,T') nalezg do pierscienia

1/p 1
Cl{z/?, ., 2P 2000,y 2 b

Whniosek 5.1. Niech P° = Q; - ... - Qs bedzie rozktadem wielomianu P°
na nierozktadalne wielomiany Weierstrassa. Jezeli Q1 € C{y}[T], to P €

C{z}[T).

DOWOD. Wyréznik A(y) € C{y} wielomianu Q; jest szeregiem zbiez-
nym w pewnym otoczeniu zera U. Jest on postaci A(y) = y& - a(y), gdzie
keN, aly) € C{y} i y2 1 a(y). W punktach a = (a1,0) # 0 lezacych na
dywizorze wyjatkowym E = {y» = 0} dostatecznie blisko zera, funkcja «o(y)
jest jednoscia, poniewaz zbior analityczny

{aly) =0}NE

jest izolowany w 0 € ij. Dlatego, na mocy twierdzenia Abhyankara—Junga,
wielomian ()1 ma pierwiastek bedacy zbieznym szeregiem Puiseux, posta-
1

ci ¢y, yd), gdzie p € N, a ¢ jest funkcjy analityczng w a = (ay,0) oraz
¢(a1,0) = 0. Teza wynika wiec natychmiast z Twierdzenia 5.1.

47



Przed uogo6lnieniem powyzszego rezultatu na przypadek m zmiennych,
przypomne wymienione wczesniej dwa twierdzenia, ktore to umozliwiaja.

Twierdzenie Bertiniego. Dla m > 2, niech
P(x,T) =T+ ay ()T + ... + aq(z) € C[[2]][T], == (x1,...,7m),

bedzie nierozktadalnym wielomianem Weierstrassa o wspotczynnikach beda-
cych formalnymi szeregami potegowymi. Wtedy dla generycznej ptaszczyzny
H, restrykcja wielomianu P do H:

PIH=T"+a|H T + ... 4 aq|H

jest nierozktadalnym wielomianem Weierstrassa. Zwrot "generyczna plasz-
czyzna oznacza tutag, Ze istnieje nigdziegesty podzbior algebraiczny Z gras-
smannianu G, 2(C) zespolonych ptaszczyzn w C™ taki, Ze twierdzenie zacho-
dzi dla kazdej ptaszczyzny H € G, 2(C) \ Z.

Uwaga. Twierdzenie powyzsze moze by¢ wyprowadzone z pewnej wersji
twierdzenia Bertiniego dla zupelnych lokalnych pierscieni catkowitych, ktora
uzyskal Chow [10]. Mozna w tym celu wykorzystaé twierdzenie Grothendiec-
ka o funkcjach formalnych, przedstawione np. w ksiazce [22|, Rozdzial 11,
§ 11. Dla zbieznych szeregow potegowych, czyli w sytuacji lokalnej geome-
trii analitycznej, powyzszy wariant twierdzenia Bertiniego jest konsekwencja

pewnej wersji twierdzenia Lefschetza o grupie fundamentalnej, podanej przez
Abhyankara [1], (39.7).

Twierdzenie redukcyjne. Rozwazmy szereg formalny a(zx) € Cl[x]],
x = (T1,...,%m,). Jesli restrykcja a|L szerequ a(x) jest szeregiem zbieznym
dla kazdej prostej z pewnego niepusteqo podzbioru otwarteqgo U przestrzeni
rzutowej P™1(C), to szereg ten jest zbieiny, a(x) € C{z}.

Uwaga. Twierdzenie redukcyjne pozostanie prawdziwe, jezeli zatozymy,
ze U jest zbiorem drugiej kategorii Baire’a w przestrzeni rzutowej P™1(C).
Dla dowodu zobacz np. |2| lub |26], Twierdzenie 11.3.

Sformutuje teraz zapowiedziane uogélnienie wniosku 5.1.

Twierdzenie 5.2. Rozwazmy rozdmuchanie o : (C',0) — (C',0)
zadane wzorem (9). Niech P(z,T) € C[[z]][T] bedzie nierozkiadalnym wielo-
mianem Weierstrassa,

P2y, T) = P(a(y),T) € Cllyl][T]
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jego rozdmuchaniem oraz P° = Qq - ... - Qs rozktadem na nierozktadalne
wielomiany Weierstrassa. Jezeli Qv € C{y}[T], to wowczas P € C{x}[T].

DOWOD. Zauwazmy najpierw, ze dla generycznej plaszczyzny H (tzn.
dla plaszczyzn z pewnego otwartego i gestego podzbioru U grassmannianu)
spetnione sa nastepujace dwa warunki: restrykcja P do H jest wielomianem
nierozktadalnym (twierdzenie Bertiniego) i przecigcie H z centrum rozdmu-
chania C jest trywialne, H N C' = {0}. Wtedy transformata wlasciwa H
plaszczyzny H pokrywa si¢ z rozdmuchaniem H w zerze. Wtedy restykcja
1 do H jest wielomianem o wspolczynnikach zbieznych, a wiec — na mo-
cy wniosku 5.1 — restrykcja P do H jest wielomianem o wspotczynnikach
zbieznych. Oczywiscie zbior prostych (przechodzacych przez zero) zawartych
w plaszczyznach z U stanowi otwarty i gesty podzbidr przestrzeni rzutowej
P™~1(C). Z twierdzenia redukcyjnego wynika wiec, ze takze wielomian P ma
wspotezynniki zbiezne, co koniczy dowod twierdzenia.

Otrzymujemy stad natychmiast dwa wnioski; drugi z nich, wykorzystujac
indukcje ze wzgledu na liczbe rozdmuchan.

Wniosek 5.2. Niech o : (C',0) — (C',0) bedzie rozdmuchaniem
wzdtuz gladkiego centrum C (w pewnym lokalnym uktadzie wspotrzednych w
0), P € Cl[z]][T] nierozktadalnym wielomianem Weierstrassa oraz P° =

Q1 ...- Qs rozktadem wielomianu na nierozktadalne wielomiany Weierstrassa.
Jezeli Q1 € C{y}[T], to wéwczas P € C{x}[T].

Whniosek 5.3. Rozwazmy lokalng transformacje o, ktora jest skonczonym
ztozeniem rozdmuchan o gtadkich centrach:

o=o050...001:(CJ,0) — (C}",0).

Niech P(xz,T) € C[[z]][T] bedzie nierozktadalnym wielomianem Weierstras-
sa i P = Q... Qs rozktadem wielomianu na nierozktadalne wielomiany

Weierstrassa. Wtedy, jezeli Q1 € C{y}[T], to P € C{z}[T].
Definicja. Bedziemy mowili, ze wielomian Weierstrassa
P(x;T) € C[[z]][T]

ma analityczny modyfikowany pierwiastek Puiseux (w skrocie, analityczny
MPP), gdy istnieje skoriczony ciag rozdmuchan

og=o050...001:(CJ,0) — (C],0)
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o gladkich centrach taki, ze wielomian P?(y;T) ma pierwiastek, ktory jest (w
pewnym lokalnym uktadzie wspotrzednych w 0) zbieznym szeregiem Puiseux,
tzn. jest postaci

PW'r), v =),
gdziep e N, p > 01 p(y) € C{y}.

Ponizsze twierdzenie jest glownym rezultatem tego rozdziatu. Jako zasto-
sowanie, wykorzystamy go — wraz z twierdzeniem o transformacji do utam-
kowych przecie¢ normalnych, przedstawionym w Rozdziale 3 — do dowodu
twierdzenia Gabrielova o rzedzie i jego wariantu dla systeméw Weierstrassa
zamknietych ze wzgledu na przedtuzanie analityczne.

Twierdzenie 5.3. Jezeli nierozktadalny wielomian Weierstrassa
P(x,T) = T+ ay ()T + ... + aq(z) € C[[z]][T]
ma analityczny MPP, to P(x,T) € C{x}[T], czyli a;(x) € C{z}, i =1,...d.

DOWOD. Niech gp(y%), p > 0, p € N bedzie analitycznym MPP wielo-
mianu P(x,T) € Cl[[z]][T], ktory, na mocy Lematu 3.1 z Rozdzialu 3 rozpra-
wy, jest elementem catkowitym nad C{y}. Niech @ bedzie jego wielomianem
minimalnym. Poniewaz () dzieli wielomian P°, z Wniosku 5.3 otrzymujemy
natychmiast, ze P(x,T) € C{z}[T], co bylo do okazania.

Z powyzszego twierdzenia wynikaja natychmiast dwa wnioski dotyczace
zespolonych i rzeczywistych systemow Weierstrassa, ktore sa zamkniete ze
wzgledu na przedtuzanie analityczne. Wnioski te pozwalaja uogolni¢ twier-
dzenie o rzedzie na przypadek systeméw Weierstrassa zamknietych ze wzgle-
du na przedtuzanie analityczne. Ustalmy pewien zespolony system Weier-
strassa W takiego typu. Bedziemy rozwazali rozdmuchania, ktorych centra sa
gtadkimi podrozmaito$ciami VW-analitycznymi, oraz méwili o VWW-analitycznym
modyfikowanym pierwiastku Puiseux, dostosowujac w oczywisty sposob jego
definicje do kategorii W-analitycznej. W przypadku systemu rzeczywistego
V, ktory jest sladem systemu W:

Vi = R{z) =W,, NR[[z]], = (21,...,2m),

rozwazamy rozdmuchania, ktorych centra sa gltadkimi rzeczywistymi pod-
rozmaito$ciami analitycznymi wzgledem tego $ladu. Natomiast modyfikowa-
ne pierwiastki Puiseux wielomianu Weierstrassa P(z,T) € R[[z]][T] moga
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przyjmowaé wartosci zespolone, byle tylko ich cze$¢ rzeczywista i urojona
byta postaci

eW?), Y= ),
gdzie pe N, p > 01 ¢(y) € R(y).

Whiosek 5.4. Jezeli nierozktadalny wielomian Weierstrassa
P(x,T) = T+ ay ()T 4 ... + aq(z) € C[[z]][T]

ma W-analityczny MPP, to wspdtczynniki a;(x), i = 1,...,d, wielomianu
P(x,T) sq W-analityczne.

Whiosek 5.5. Jezeli nierozktadalny wielomian Weierstrassa
P, T) =T+ a)(z)T + ... + aq(z) € R[[z]][T]

ma V-analityczny MPP (dopuszczamy wartoSci zespolone tego pierwiastka),
to P(z,T) € R{z}[T].

Przejde teraz do twierdzenia Gabrielova o rzedzie i jego uogdlnienia na
systemy Weierstrassa. Rozwazmy odwzorowanie analityczne w zerze:

©=(p1,---,n) : (R}, 0) — (R}, 0),
i oznaczmy przez
¢ = ¢": R{z} — R{y} oraz &:= " : R[] — R[],

indukowane homomorfizmy R-algebr. Wtedy ker & i ker & sg ideatami rela-
¢ji, odpowiednio, zbieznych i formalnych, pomiedzy sktadowymi ¢1,..., @,.
Bardzo waznym problemem jest pytanie, czy relacje zbiezne generuja relacje
formalne, tzn. ker ® = ker ® - R[[z]]. Jego szczegolnym przypadkiem jest py-
tanie postawione juz w latach 60-tych przez Grothendiecka [20] i Artina [3],
czy uzupelnienie ® iniektywnego homomorfizmu algebr lokalnych jest takze
homomorfizmem iniektywnym.

W ogdlnym przypadku, odpowiedz na te pytania jest negatywna (cf. [17]
i [21], Chap. 2, § 5). Gabrielov [18] podal jednak pewien warunek wystarcza-
jacy w terminach rzedu odwzorowania ¢, sformutowany ponizej. Oznaczmy
przez r; generyczny rzad odwzorowania ¢ w poblizu zera i pot6zmy

ry = dimR[[z]]/ker ® i 73 :=dimR{z}/ker .
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Nieréwnosci 71 < 79 < r3 zachodza zawsze. Druga z nich jest oczywista. Do-
wod pierwszej z nich znajduje sie na przyktad w pracy Bierstona-Milmana [8|
i opiera si¢ na fakcie, ze w dostatecznie matym otoczeniu 0 € CJ', wymiar

ro(b) := dim C[[X — o (b)]]/kery;

jest wiekszy lub réwny od wartosci generycznej. Nier6wnos¢ r1 < ry moz-
na takze uzyska¢ metodami czysto algebraicznymi, wykorzystujac formute
Spivakowsky’ego, ktora wyraza rzad generyczny r; w termianch waluacji
(cf. [43],[40]), oraz nieréwnosci Abhyankara (zob. np. [46], Appendiks 2).

Twierdzenie o rzedzie. Przy powyzszych oznaczeniach, jesli ri = ra,
to ro =13 oraz ker ® =ker @ - R[[z]].

Oryginalny dowod Gabrielova [18] jest bardzo trudny i technicznie skom-
plikowany, a praca Tougerona [44] uczynita podejscie Gabrielova nieco bar-
dziej przystepnym. Twierdzeniem o rzedzie interesowalo sie bardzo wielu ma-
tematykow, miedzy innymi [15, 27, 4, 24, 25, 6, 8, 43, 37, 40]. Warunek Ga-
brielova rownosci rzedow jest — jak wykazano w |[4] — rownowazny temu, ze
homomorfizm ® jest domkniety w topologii Krulla, a wiec jest on réwnowazny
réwnosci

O(R[[2])) NR{y} = ®(R{z}).

DOWOD. (wykorzystujacy rektylinearyzacje funkcji i analityczne MPP).
Poniewaz zbiezne szeregi potegowe tworza doskonaly pierscien henselowski,
wiec ker @ - R[[z]] jest idealem pierwszym. Zatem mamy roéwnowazno$é

ro=r3 < ker® =ker®-R[[z]].

Wystarczy wiec udowodnié, ze jesli 1y = ro =: r, to r3 = r. Dzieki twierdze-
niu normalizacyjnemu dla pierscieni formalnych szeregéw potegowych (zob.
np. [29], Twierdzenie (45.5)), stosujac generyczna liniowa zmiane zmiennych
mozemy zalozy¢, ze odwzorowanie (1, ..., ¢,) ma generyczny rzad r, oraz ze
ideal ker ® zawiera n—r nierozktadalnych wielomianéw Weierstrassa postaci:

Pe(xy, ...,z xy) € Rl[xy, ..oz ])[ee], E=r+1,...,n.

Wtedy Pi(@i1,...,¢0mer) = 0dla k = r+1,...,n. Jest wiec oczywiste,
ze dla zakonczenia dowodu wystarczy wykazaé¢ zbieznos$¢ wspolczynnikow
wielomianéw Pj:

Pi(zy, ...,z xp) € R{zy, ...,z k), E=r+1,...,n.
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W tym celu rozwazmy
L CRY, . xRy

(z1,.
wykres odwzorowania (g1, ...,¢,). Rozwazmy pewien rozklad komorkowy
przestrzeni R™*" zgodny z I'. Poniewaz odwzorowanie to jest generyczna
submersja w otoczeniu zera, wiec istnieje komorka D C I' taka, ze punkt
0 € R™" nalezy do jej domkniecia, i ktorej rzut C' na przestrzen Rz, )
jest komorks otwartg wymiaru r. Zmniejszajac nieco komorki C'i D mozna
przyjac, ze

D (e, 00) 7 (0) x {0}) = {0} € R™*,

gdzie D oznacza domkniecie euklidesowe. Wtedy, dzieki wyborowi definio-
walnemu, istnieje sekcja definiowalna

¢:CHRm7 (()017”‘7()0T)Ow21d7

odwzorowania (g1, . .., ¢, ), ktora przedtuza sie w sposob ciagly przez 0 € R”,
przyjmujac tam warto$¢ 0 € R™. Wykorzystamy teraz technike rektyline-
aryzacji funkcji definiowalnych, przedstawiona w Rozdziale 3 tej rozprawy.
Z twierdzenia o transformacji do utamkowych przecie¢ normalnych (Twier-
dzenie 3.3 lub 3.4 wraz z uwaga po nim nastepujaca), wynika bowiem bezpo-
srednio, ze istnieje skonczony ciagg rozdmuchan o o gtadkich centrach taki, ze
ztozenie Yoo jest postaci f(w'/?), gdziep € N, p > 1, w'/? = (wi/p, o wlP),
oraz

S (R, 0) — (R, 0)
jest odwzorowaniem analitycznym w otoczeniu zera, f(0) = 0. Wtedy
(protoo)(w) = (pro )W), k=r+1,...,n,
sg pierwiastkami wielomianow
Pl (w,xy) = Py(o(w),xr), k=r+1,...,n.

Oznacza to, ze kazdy wielomian Py, k = r 4+ 1,...,n, ma analityczny MPP.
Dlatego, na mocy Twierdzenia 5.3, wielomiany te maja wspotczynniki anali-
tyczne, co koniczy dowod twierdzenia o rzedzie.

Prezentowana wyzej metoda dowodu przenosi sie, dzieki Wnioskowi 5.5,
na przypadek rzeczywistych systeméw Weierstrassa V, ktore sa $ladem ze-
spolonych systemow Weierstrassa zamknietych ze wzgledu na przedluznie
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analityczne. Otrzymujemy wiec nastepujace uogo6lnienie twierdzenia o rze-
dzie.

Twierdzenie 5.4. Zalozmy, ze
¥ = (901, S 7§0n) : (R217 0) - (sz O)’

jest odwzorowaniem V-analitycznym. Niech ® := ¢* : R(x) — R(y) bedzie
indukowanym homomorfizmem i niech r3 = dimR(x)/ker ®. Wtedy jesli
1 ="7o, to ro =13 oraz ker ® =ker & - R[[z]].

Opierajac sie na wersji rzeczywistej, wyprowadze teraz twierdzenie o rze-
dzie dla zespolonych szeregéw potegowych.

‘Whniosek 5.6. Niech
¥ = (9017 s 790n> : ((CZl? 0) - (C;, 0)7

bedzie zespolonym odwzorowaniem analitycznym. Przyjmijmy oznaczenia z
tunerdzenia o rzedzie. Wtedy jesli r1 = ry, to 1o =13 oraz ker ® = ker @ -

R[z]].
Dla dowodu, potraktujmy ¢ jako rzeczywiste odwzorowanie analityczne:
©* : (R*™,0) — (R?™,0).

Oznaczmy przez ®F i OF indukowane homomorfizmy pierscieni rzeczywistych
szeregbw, odpowiednio, zbieznych i formalnych. Oczywiscie ker @R zawiera
cze8¢ rzeczywista i urojong zespolonych szeregéw formalnych ((u + iv) €
ker ®. Dlatego

dim R[[u, v]]/ ker ®F < 2 - dim C[[z]]/ ker ®.
Poniewaz generyczny rzad odwzorowania ¢® = 2r;, mamy nieréwnosci

2r1 < dim R[[u, v]]/ker@ < 2r9 = 21,

a wiec odwzorowanie ©® spelnia zalozenia twierdzenia o rzedzie dla rzeczy-
wistych szeregdw potegowych. Dlatego

dim R{u, v}/ ker &% = 2r; = 2r,.
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Jednak dim R{u,v}/ker ®® = 2r3, gdyz na mocy twierdzenia Milmana [28],
ker ®* pokrywa si¢ z ideatem generowanym w R{u,v} przez czesci rzeczy-
wiste i urojone zespolonych szeregow z ker . Stad r, = ro = r3, co byto do
okazania.

Na koniec przypomne pojecie zespolonych systeméw Weierstrassa, ktore
sa zamkniete ze wzgledu na branie czesci rzeczywistej 1 urojonej, rozwazane
przez K.J. Nowaka [34]. Sa to systemy spelniajace nastepujacy warunek: jesli

f= Z CaT EW, 1 coa=0aq+1-by €C, ay,b, €ER,
a€eNn?
t0 Paenn @, Daenn bax® € W, Ich przykladem jest tu znowu system
zbieznych szeregow rozniczkowo algebraicznych, ktory omoéwie na koncu tego
rozdziatu. Posiadaja one wtasnosé opisana ponizej.

Lemat 1. Niech h € C[z]], z = u+ v, h(u+ ) = f(u,v) +i- g(u,v)
z [, € Rl[u,v]]. Wtedy

hEWn ~ f,g€W2n~

Implikacja < jest latwa, gdyz h(u) = f(u) + ig(u). Implikacja odwrotna
wynika z faktu, ze kazdy system Weierstrassa jest zamkniety ze wzgledu na
zlozenie, a zatem, h(u + iv) € Wh,.

Wydaje sie, ze mozliwe jest uogo6lnienie twierdzenia o rzedzie na przypa-
dek tych zespolonych systemow Weierstrassa, ktore sa zamkniete ze wzgledu
na przedluzanie analityczne oraz branie czesci rzeczywistej i urojonej. Wy-
magaloby to, jak sadze, uogélnienia twierdzenia Milmana, ktore uzywatam w
dowodzie Wniosku 5.6, na zespolone systemy zamkniete ze wzgledu na branie
czedci rzeczywistej i urojonej. Przykladem takich systemow Weierstrassa jest
system zbieznych szeregdéw rozniczkowo algebraicznych, ktory pokrotce teraz
omowie. Zaczne od przypomnienia definicji.

Niech K bedzie cialem charakterystyki zero. Dla szeregu f € K[[z]], z =
(1, ey Tp) 1 @ € N™ | polozmy

ol f sr_ (po
Ore D f_ (D f)aeNm-

Przez K(D* f) C K((x)), gdzie K((x)) jest cialem utamkow pierscienia K][x]],
oznaczamy cialo generowane nad K przez pochodne czastkowe {D*f : o« € N™}.

Dof =
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Szereg potegowy f(z) € K[[x]] nazywamy rdzniczkowo algebraicznym nad K
jezeli K(D*f) ma skonczony stopien przestepny nad K. Przez K[[x]]9* be-
dziemy oznaczali podpiericien w K[[z]] tych szeregow potegowych, ktore sa
rozniczkowo algebraiczne nad K; oczywiscie, Klz] C K][[z]]% C K[[z]]. Jak
udowodnil van den Dries [13], Twierdzenie 5.2, szeregi rozniczkowo algebra-
iczne tworza system Weierstrassa:

Twierdzenie 5.5. Rodzina
K([[z]]%, 2= (z1,...,2m), mEN,

jest systemem Weierstrassa nad K.

Podamy teraz uzyteczna charakteryzacje rozniczkowe] algebraicznosci.

Lemat 2. Formalny szereg potegowy f € K[[z]] jest rézniczkowo alge-
braiczny, gdy spetniony jest jeden z ponizszych warunkow rownowaznych:

1) stopien przestepny tr.degy K(D* f) < oo;

2) ciato Q(D*f) jest skoriczenie generowane nad Q;

8) stopien przestepny tr.dego Q(D* f) < oc.

DOWOD. Implikacje 2) = 3) = 1) sg oczywiste. Dla dowodu implikacji
1) = 2), wezmy skoriczony podzbior A C N™ taki, ze zbior {D*f : « € A}
stanowi baze przestepna ciala K(D*f) nad K, oraz N € N takie, ze Va €

A |a] < N.
Wtedy V5 € N™ || = N istnieja wielomiany

PeK[T,: aeN" |Ja| <N lub a =[]

takie, ze P(D*f) = 0. Sposrod nich wybieramy wielomian Ps, ktory ma
minimalny stopien wzgledem zmiennej 7.
Wtedy

0P3

@(D*f) # 0.

Niech e; = (1,...,0),...,e; = (0,...,1). Poniewaz a%i(Pﬁ(D*f)) = 0, dla

1 =1,...,m, otrzymujemy:

0P _
o (DD +
I} la|<N

0P3
o1,

(D" f)D*tecf =,

o6



a stad

 Yjajen 5 (D YD f
a7 (D" f) |

a7

Dﬁ+eif _

Niech teraz L C K bedzie cialem generowanym nad Q przez wspolczynniki
wielomianow Pg, || = N. Z powyzszej rownosci wynika, ze

LD°f: |o] SN+1)C LD°f : |o < N),
a stad, przez indukcje ze wzgledu na k, ze
L(Df: o] < N+k)C L(D*f: |a| < N).

Zatem
L(D*f)C L(D*f: |a| < N).

Oznacza to, ze cialo L(D* f) jest skonczenie generowanym rozszerzeniem cia-
la L, a wiec takze skonczenie generowanym rozszerzeniem ciata Q. Dlatego
tym bardziej cialo Q(D*f) jest skoriczenie generowane nad Q, co bylo do
okazania.

Niech teraz K = R lub K = C oraz niech U C K™ bedzie niepustym pod-
zbiorem otwartym i spojnym. Mowimy, ze funkcja analityczna f : U — K
jest rozniczkowo algebraiczna, gdy ciato generowana nad K przez jej pochod-
ne czastkowe ma skonczony stopien przestepny nad K. Oczywidcie, jesli szereg
potegowy f € K[[x]] jest zbiezny na niepustym podzbiorze otwartym i spoj-
nym U C K™ do funkcji analitycznej f : U — K, to f jest rézniczkowo
algebraiczna wtedy i tylko wtedy, gdy szereg potegowy f jest rozniczkowo
algebraiczny. Dlatego rodzina

K{z}" .= K[[z]]* nK{z}, == (21,...,7), mEN,

jest zbieznym systemem Weierstrassa nad K, ktory jest zamkniety ze wzgledu
na przedtuzanie analityczne.

Zauwazmy na koniec, ze zespolony system Weierstrassa szeregdéw réznicz-
kowo algebraicznych jest takze systemem zamknietym ze wzgledu na branie
czescl rzeczywistej i urojonej. Wynika to np. z warunku 3) lub 4) powyzszej
charakteryzacji rozniczkowej algebraicznosci. Istotnie, niech

h = Z Ca® € C{z}" oraz cq =as+1i-by €C, an,by € R;

aeN"

a7



potdézmy

h = Z Cox®, f = Z a1 g= Z bax®.
aeN" acN" aeN"
Wtedy tr.degy Q(D*h) < oo, a stad tr.degg Q(D*h) < co. Dlatego
tr.degg Q(D*f, D*g) = tr.degy Q(D*h, D*h) < oo,

a wiec f, g € C{z}%, co bylo do okazania.

o8
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