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opisana w zalgczonych oéwiadczeniach wspélautoréw, okreslajacych indywidualny
wkiad kazdego z nich w powstanie prac [I], [II], [III]. Z oéwiadczerl wynika, ze udzial
Kandydatki w tych pracach wynosi co najmniej 50%. Czasopisma, w ktérych opu-
blikowane zostaly powyzsze prace wymienione sg liScie czasopism punktowanych
MNiSW, z punktacjg 100 (prace [I] i [IT]) i 70 (praca [III]).

Cykl prac uzupelniony jest krétkim wprowadzeniem oraz syntetycznym przed-
stawieniem gléwnych wynikéw, uzyskanych w powyzszych pracach. Ponadto, zala-
czony zostal wykaz cytowanej literatury oraz wykaz publikacji Kandydatki zawiera-
jacy 13 pozycji.

Rozprawa poéwiecona jest nieréwnoSciom wariacyjno-hemiwariacyjnym i ich za-
stosowaniom, w zakresie dobrego stawiania probleméw, t.zn. istnienia i jednoznac-
zoscl rozwigzan oraz ich ciaglej zaleznosci od parametréw. W pierwszych dwéch
pracach badane sg nieréwnoéci z mnoznikami Lagrange’a, natomiast trzecia praca
poSwigcona jest zagadnieniom z pamiecia.

Tematyka rozprawy jest aktualna. Badanie nieréwnoéci wariacyjnych zapo-
czatkowane zostalo w latach szeS¢dziesiatych ubiegltego wieku, natomiast nieréwnoéci
hemiwariacyjnych - w latach osiemdziesiatych. Obecnie, badane sg takze nieréwnoéci
wariacyjno-hemiwariacyjne. Nieréwnosci takie pojawiajg sie przy slabym formutowa-
niu probleméw opisanych w postaci inkluzji rézniczkowych, zawierajacych zaréwno
subrézniczki funkeji wypuklych, jak i vogélnione gradienty funkcji lokalnie lipschit-
zowskich, Znajdujg one zastosowanie do opisu wielu procesow fizycznych, gtéwnie
w zagadnieniach kontaktowych mechaniki.



W pracy [I] badany jest uklad dwéch nieréwnosci, z ktérych jedna jest wariacyjno-
hemiwariacyjna, z mnoznikami Lagrange’a | z ograniczeniami w postaci przynaleznsci
rozwigzan (u, A) do ustalonego zbioru K x A (Problem 1). W pierwszej, teoretycznej
czeSci pracy pokazane jest (Twierdzenie 8), ze Problem 1 réwnowazny jest m.in. z
problemem (6) opisanym przez jedng nieréwnoé¢ wariacyjno-hemiwariacyjng. Nastep-
nie dowodzi si¢ istnienia rozwigzania Problemu 1 w oparciu o te réwnowaznoS§¢.
Rozwazane sg tutaj trzy przypadki ograniczen, a mianowicie, gdy zbiory K, A sg
ograniczone (Twierdzenie 9), zbiér K jest nieograniczony, a zbiér A jest ograni-
czony (Twierdzenie 10) i zbiory K, A sa nieograniczone (Twierdzenie 11). Dowdd
Twierdzenia 9 oparty jest na twierdzeniu o punkcie stalym odwzorowania wieloz-
nacznego (Twierdzenie 6), z wykorzystaniem elementéw analizy niegladkiej, nato-
miast dowody Twierdzeni 10 1 11 oparte sa Twierdzeniu 9. Dowodzi si¢ takze jed-
noznacznosci rozwiazania (u. \) wzgledem u w kazdym z rozpatrywanych przypad-
kéw, przy zalozeniu silnej monotonicznodci operatora A wystepujacego w ukladzie
(Twierdzenie 12). Rozwazania tej czeéci pracy konczy Twierdzenie 13 o stabil-
nosci rozwigzania wzgledem jego pierwszej sktadowej. Druga czeé¢ pracy [I] ma
charakter aplikacyjny. Badany jest tutaj statyczny model kontaktu w teorii sprezys-
tosci, zapisany w postaci ukladu réwnosci i inkluzji rézniczkowej, zawierajacej sub-
rézniczke funkeji wypuklej, z warunkami brzegowymi zawierajacymi uogélniony gra-
dient (Problem 14). Problem ten formuluje sie w postaci slabej, bedacej ukla-
dem wariacyjno-hemiwariacyjnych nieréwnoéci z mnoznikami Lagrange’a (Problem
15). Istnienie rozwigzania Problemu 15 uzyskuje sie poprzez wykazanie istnienia
rozwigzania problemu (55)-(56), do ktérego zastosowano Twierdzenie 11. Poniewaz
rozwigzanie Problemu (55)-(56) jest takze rozwigzaniem Problemu 15, wigc to dowodzi
istnienia rozwigzania Problemu 15, czyli stabego rozwigzania wyj$ciowego Prob-
lemu 14. Jednoznaczno$¢ rozwigzania Problemu 15 uzyskuje sie analogicznie, jak w
dowodzie Twierdzenia 12.

Praca [II} ma charakter aplikacyjny. W pracy tej badane sg dwa problemy natury
fizycznej, a mianowicie uogélniony model kontaktowy z tarciem dla ciata sprezystego,
opisany przy pomocy réwnania eliptycznego z mieszanymi warunkami brzegowymi,
zawierajacymi uogdlniony gradient funkcji lipschitzowskiej (Problem 7) i model kon-
taktowy bez tarcia w postaci inkluzji rézniczkowej opisanej przy pomocy gradientu
funkcji lipschitzowskiej (Problem 16). Korzystajac z Wnioskéw 4 1 5 wynikajacych
bezposrednio z Twierdzen 2 i 3 pochodzacych z pracy [5] (wg numeracji przyjetej
w [II]) uzyskano istnienie stabych rozwiazan w/w probleméw (Twierdzenia 14 i 18),
przy czym przez slabe rozwigzanie Problemu 7 rozumie sie funkcje u taks, ze wraz z
pewnym A tworzy pare (u, A) stanowigcg rozwigzanie Problemu 13, natomiast przez
stabe rozwigzanie Problemu 16 rozumie sie funkcje u, ktéra wraz z pewnym A tworzy
pare (u, A) bedaca rozwigzaniem Problemu 17. W przypadku Problemu 16 uzyskano
takze jednoznacznosé rozwiazania.

Jako, ze w pracy [II] korzysta si¢ z wynikéw nieopublikowanej pracy [5] (wg nu-
meracji przyjetej w [IT]), umieszczonej na platformie arXiv, oméwie krétko twierdze-
nia z pracy [5], wykorzystywane w pracy [II]. Otéz, w bezpodredni sposéb w pracy
[TI] wykorzystywane sa Twierdzenia 10 i 15 z pracy [5] i w podredni sposéb (bo w



dowodzie Twierdzenia 10) - Twierdzenie 9 z pracy [5]. Co sie tyczy Twierdzenia 9,
to mozna je wywnioskowa¢ z Twierdzenia 8 z pracy [I] o réwnowaznosci probleméw.
Mimo, ze na poczatku pracy [I] zaklada sig zwarto$¢ operatora v (zwartoSc v nie jest
zakladana w [I1]), to w dowodzie Twierdzenia 8 tej zwartosci nie wykorzystuje sie i
w konsekwencji Twierdzenie 9 z pracy [5] mozna wywnioskowaé z Twierdzenia 8 z
pracy [I] (nalezy dodaé¢, ze w pracy [5] podany jest bezposredni dowéd Twierdzenia
9, oparty na innym twierdzeniu o punkcie stalym, anizeli dow6d Twierdzenia 8 w
pracy {I]). Dowody Twierdzei 10 i 15 podane w pracy [5] sa poprawne.

Celem pracy [III] jest wykazanie istnienia i jednoznacznosci rozwigzania oraz
ciaglej zaleznosci rozwigzan od parametréw funkcyjnych dla inkluzji ewolucyjnej z
pamiecig (problem (1.1)-(1.2) i identyczny z nim Problem 4), a takze przedstawie-
nie zastosowan uzyskanych wynikéw do problemu kontaktowego z tarciem i pamiecig
w teorii lepko-sprezystosci (Problem 8) oraz do ewolucyjnego zagadnienia polprze-
puszczalnoéci z warunkami brzegowymi, opisanymi przy pomocy subrézniczki funkcji
wypuklej i uogélnionego gradientu funkcji lipschitzowskie] (Problem 14).

W pierwszej, teoretycznej czesci pracy najpierw formuhuje si¢ Problem 2, ktéry
jest ogdlniejszy od Problemu 4 i dla Problemu 2 dowodzi si¢ istnienia i jednoz-
nacznoéci rozwiazania (Twierdzenie 3). Stad wyprowadza sig istnienie i jednoz-
naczno$é rozwiazania Problemu 4 (Twierdzenie 5). Nastepnie, dowodzi si¢ osza-
cowania a priori rozwigzan Problemu 4 (Stwierdzenie 6) i w oparciu o ten fakt
dowodzi sie ciaglej zaleznosci rozwigzan od parametréw funkcyjnych dla Problemu
4, w stabych topologiach (Twierdzenie 7).

Druga czeé¢ pracy ma charakter aplikacyjny. Pierwsze z zastosowan dotyczy
w/w Problemu 8. Problem ten formutuje si¢ w postaci slabej, a mianowicie w
postaci wariacyjno-hemiwariacyjnej nieréwnosci drugiego rzedu (Problem 9), ktérg
po stosownym podstawieniu zastepuje si¢ réwnowazng nieréwnoscia wariacyjno-
hemiwariacyjna pierwszego rzedu (Problem 10). Nastepnie, formuluje sie inkluzje
rézniczkows z pamiecia (Problem 11), rozwazang w pierwszej czesci pracy. Przy po-
mocy Twierdzenia 7 wyprowadza si¢ istnienie, jednoznaczno$¢ i ciagly zalezno§e dla
Problemu 11 (Twierdzenie 12). Stad, powolujgc sie na réwnowazno$¢ Probleméw 10
i 11, otrzymuje sie twierdzenie o istnieniu, jednoznacznodci i ciaglej zaleznosci dla
Problemu 9 (Wniosek 13). Drugie zastosowanie dotyczy w/w Problemu 14. Metoda
postepowania jest tutaj analogiczna jak w przypadku pierwszego przykladu. A mi-
anowicie, Problem 14 zapisuje sie w postaci slabej, t.zn. w postaci nieréwnosci
rézniczkowo-hemiwariacyjnej pierwszego rzedu (Problem 15), a nastepnie, powolu-
jac sie na réwnowazno$té Problemu 15 i pomocniczego Problemu 17, przy pomocy
Twierdzenia 7 zastosowanego do problemu pomocniczego, uzyskuje si¢ istnienie,
jednoznaczno$¢ i ciagly zaleznoé¢ dla Problemu 15.

Wiyniki pracy [I] uogélniaja, na przypadek ukiadu nieréwnosci wariacyjno-hemi-
wariacyjnej z nieréwnoécia wariacyjna, rezultaty uzyskane przez Matei w pracy (3]
(wg numeracji przyjetej w [I]) dla ukladu nieréwnoéci hemivariacyjnej z nier6wnos-
cia wariacyjng. W pracy [3] uzyskano trzy twierdzenia o istnieniu rozwigzan, przy
czym nie badano jednoznacznoéci rozwiazan oraz ich ciaglej zaleznosci od para-
metréw. Dwa szczegdlne przypadki Problemu 1 z pracy [I] badane byly takze w



pracy [9] (wg numeracji przyjete] w [I]). Doktadniej, w pracy [9] badane bylo ist-
nienie i jednoznaczno$¢ rozwiazania dla ukladéw bez funkcjonaléw spetniajgcych
warunek Lipschitza. Je$li chodzi o prace [I1], to szczegélnym przypadkiem Problemu
7, a mianowicie, gdy wystepujacy w nim operator rézniczkowy jest p-laplasjanem,
jest Problem 8. Szczegdlne przypadki tego ostatniego byly badane przez Cojocaru i
Matei w pracy [6] oraz Matei w pracy [7] (wg numeracji przyjetej w [II]). W pracy [6]
badane jest istnienie rozwigzania, jego jednoznacznosc i ciagla zalezno$¢ rozwigzarn
od parametrow, dla ukladu bez warunku brzegowego w postaci inkluzji z uogdl-
nionym gradientem. W pracy [7] badany jest Problem 8 z pracy [II] w przypadku
szczegdlnym, a mianowicie przy zalozeniu, ze n = 2, a j(z,s) = |sins|. W pracy
[7] badany jest takze Problem 16 z pracy [II] w przypadku, gdy n = 2, d = 3.
Moéwiae dokladnie]j, rozwaza sie szczegolny przypadek uktadu (30)-(31), bez sklad-
nika w postaci uogdlnionego gradientu i z nieco innymi warunkami brzegowymi,
anizeli w pracy [II]. Dodajmy, ze w pracy [7] podejmowana jest jedynie kwestia ist-
nienia rozwigzania, a w pracy [II}, zastosowanie do Problemu 16 rezultatu z pracy
[5] (wg numeracji przyjetej w [II]) pozwolito uzyska¢ obok istnienia takze jednoz-
nacznoéé rozwiazania badanego problemu (wzgledem pierwszej skladowej). Problem
2 badany w pracy [III] jest ogdlniejszy, anizeli problem badany w pracy [21] (wg
numeracji przyjetej w pracy [III}), gdzie nie rozwazano skladnika w postaci sub-
rézniczki funkeji wypuklej. Ponadto, istnienie jednoznacznego rozwigzania Prob-
lemu 2 uzyskane zostalo w pracy [III] przy stabszym, anizeli w pracy (8], warunku
(H3), natomiast ciggla zalezno$t rozwigzai od parametréw funkcyjnych uzyskana
zostala w slabych topologiach, w odréznieniu od pracy [32], gdzie uzyskano ciagly
zaleznoét wzgledem norm i dla inkluzji, w ktérej uogdlniony gradient nie zalezy od
historii.

Usterki drukarskie i redakcyjne w pracach [I], [], [III] sg nieliczne i latwe do

Ou(z)

usuniecia. W pracy [II], w oszacowaniach na str. 642 powinno by¢ — — zamiast

| Vu(z)|P? B%Ef—). W pracy [II1] nieprecyzyjnie sformulowane jest zatozenie (Hy)(iii)
- wydaje sie, ze tak sformulowana wlasnoéé bytaby pomocna w przypadku badania
cigglej zaleznosci rozwigzan takze od operatoréw R, R;, S. W Stwierdzeniu 6 wazne
jest, ze stata C' nie zalezy od wyg i f. Ponadto, w dowodzie tego stwierdzenia, po obu
stronach nieréwnosci, do ktorej stosowany jest lemat Gronwalla, pominiety zostal
skladnik 3 Hw(t)”i. Te usterki takze mozna bez trudu usunaé. W mojej opinii, w
pracy [[TI] dobrze byloby poda¢ uzasadnienie jednoznacznosci rozwigzan Probleméw
101 15.

W podsumowaniu nalezy stwierdzi¢, ze przedstawiona rozprawa doktorska zaw-
lera oryginalne wyniki w zakresie nieréwnosci wariacyjno-hemiwariacyjnych i ich za-
stosowafi. W pracach stosowany jest zaawansowany aparat matematyczny (ana-liza
funkcjonalna, analiza niegtadka, przestrzenie Sobolewa), co dobrze §wiadczy o ogdl-
nej wiedzy teoretycznej Kandydatki w zakresie dyscypliny matematyka. Rozumowa-
nia przedstawione w pracach, niejednokrotnie zlozone i zaawansowane technicznie,
swiadczag o przygotowaniu Kandydatki do samodzielnej pracy naukowej. Konkludu-
jac, uwazam, ze przedstawiona rozprawa doktorska spelnia ustawowe wymagania i
wnosze o dopuszczenie mgr Yunru Bai do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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