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Przedstawiona rozprawa doktorska zostala przygotowana na Wydziale Matematyki i In-
formatyki Uniwersytetu Jagielloriskiego w Krakowie. Promotorem rozprawy jest prof. dr
hab. Stanistaw Migoérski. Rozprawa jest napisana w jezyku angielskim i na rozprawe
sktadaja sie trzy opublikowane artykuty naukowe:

(I) Y.R. Bai, S. Migorski, S.D. Zeng, Well-posedness of a class of generalized mized hemi-
variational-variational inequalities, Nonlinear An. RWA 48 (2019), 424-444;

(I1) S. Migorski, Y.R. Bai, S.D. Zeng, A class of generalized mized variational-hemivaria-
tional inequalities II: applications, Nonlinear An. RWA 50 (2019), 633-650;

(III) S. Migorski, Y.R. Bai, Well-posedness of history-dependent evolution inclusions with
applications, Z. Angew. Math. Phys. 70, 114 (22 pp.) (2019).

Gl6wne wyniki zostaly streszczone w opracowaniu (26 stron), ktére zostato przygotowane
w jezyku angielskim. Zalaczono o$wiadczenia wspotautoréw powyzszych publikacji, z kto-
rych wynika, ze udzial Pani Y. Bai w kazdej z publikacji wynosi ok. 50 procent.

Wyniki rozprawy
Pierwsze dwie prace po§wigcone sa zagadnieniom, ktére mozna zapisa¢ w postaci abstrak-
cyjnej jako

(Au,v —u) + b(v,A) — b(u, A) + @(v) — @(u) + JO(yu,yv —yu) > (f,v —u)
(S) dlav e K,
b(u,p—A) £0dla p €A

Tutaj K i A s niepustymi podzbiorem refleksywnych przestrzeni, odpowiednio, V' i E.
Méwiac ogolnie (i nieco upraszczajac): v : V — X, gdzie X jest jeszcze jedng refleksywna
przestrzenia Banacha, jest zwartym operatorem liniowym, J : X —— R jest odwzoro-
waniem spelniajacym warunek Lipschitza, operator A : V — V* jest operatorem koercy-
tywnym i gérnie hemiciggtym takim, ze A + v* o J o -y jest operatorem monotonicznym,



b:VXE >R jest liniowe wzgledem drugiej zmiennej oraz wypuktle i dolnie polciggte
wzgledem pierwszej zmiennej oraz funkcjonal ¢ : V — R U {+oo} jest wypukly i dolnie
potciaglty. W pracy (I) autorzy wykazuja, ze powyzsze zagadnienie posiada rozwiazanie.
Powtarzaja tu dowod Theorem 2 7 pracy A. Matei, A mized hemivariational-variational
problem and applications, Comp. Math. Appl. 77 (2019), 2989-3000, z ogolnym funk-
cjonatem J spelniajacym warunek Lipschitza i dodatkowym skladnikiem ¢ (nie wplywa
to zasadniczo na przebieg dowodu). Podobnie jak w pracy Matei, rozpatrzono tu przy-
padki, gdy K i/lub A sa nieograniczone. Otrzymany abstrakcyjny model zastosowano do
statycznego modelu deformacji sprezystego ciala w zetknieciu ze sztywna przeszkoda oraz
podstawa, ktory zapisuje sie jako

($1) o(z) € E(x,e(u(z))) + Bud(z,e(u(z))), =€,
Divo(x) + fo(z) =0, x €9,

gdzie @ C RV jest zbiorem otwartym z gladkim brzegiem 99, u : @ — RV jest prze-
mieszczeniem, a o : @ — SV jest tensorem naprezen, gdzie SV jest przestrzenia syme-
trycznych tensoréw rzedu drugiego, € = (g;) 1 €i5(u) = % ((?T:,L + %"1—) Odwzorowanie
€ : Q2 x SN — SV interpretuje sie jako uogdlniony operator sprezystosci, a wypukly wzgle-
dem drugiej zmiennej funkcjonal ¢ jest potencjalem (9,¢ oznacza subrézniczke w sensie
analizy wypuktlej). Na czterech rozlgcznych czeéciach brzegu zadano warunek Dirichleta
dla u oraz nieliniowe warunki na brzegu dla ¢ wyrazone przy uzyciu pochodnej Clarke’a
wzgledem drugiej zmiennej dla funkcjonalu j. Zagadnienie (S;) sprowadzono do postaci (S)
po doborze odpowiednich przestrzeni V, E i X oraz zdefiniowaniu operatora A wyznaczo-
nego przez £, funkcjonatu b wyznaczonego przez czesé warunkoéw brzegowych, funkcjonatu
¢ wyznaczonego przez ¢, -y bedacego operatorem §ladu oraz J wyznaczonego przez druga
czeé¢ warunkéw brzegowych z j. Poczyniono zalozenia, ktére zapewniaja, ze zagadnienie
(S1) spelnia zalozenie abstrakcyjnego twierdzenia o istnieniu dla (Z).

W pracy (II), autorzy wykorzystuja abstrakeyjny wynik z pracy (I), do wykazania ist-
nienia stabych rozwigzan dla dwoch typéw zagadnienn motywowanych modelami mechaniki
cial sprezystych (o nieliniowej charakterystyce). Pierwsze z rozpatrywanych zagadnien jest
postaci

(S2) —div(a(Vu(z))) = fo(z), z €9,

gdzie Q2 C RY jest otwartym zbiorem z brzegiem klasy C2. Pole wektorowe a : RN — RY,
wyznaczajace nieliniowy operator rézniczkowy, nalezy do klasy pol, definiujacych m.in.
p-laplasjan, (p,qg)-laplasjan czy operator krzywizny. Rozpatruje si¢ tu mieszane warunki
brzegowe, tj. na czterech roztacznych czesciach brzegu 0S2 zadaje si¢: warunki typu Diri-
chleta u(z) = 0, warunki typu Neumanna

o(Vu(z)) - v(z) = fo(x),
nieliniowe warunki typu Robina
a(Vu(z)) - v(z) € duj(z,u(z)),
gdzie j jest funkcjonatem spetniajgcym warunek Lipschitza wzgledem drugiej zmiennej,
a 8,7 (z,u(z)) jest gradientem Clarke’a wzgledem tej zmiennej, oraz
o(Vu(z)) - v(z) € —g(e) -sign (u(@)) + (1~ sign (w(@))]) - [g(z), g(2)].
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Zagadnienie to sprowadza sig do postaci (S) przez odpowiednie zdefiniowanie przestrzeni
V, E i Y oraz operatora rozniczkowego A (zadanego przez pole a), odwzorowania v (ope-
rator §ladu), funkcjonatu b (jako catkowego funkcjonatu z funkcja g na odpowiedniej czesci
brzegu) oraz funkcjonatu J (jako calki odwzorowania j na odpowiedniej czesci brzegu).
Istnienie stabych rozwiazan dla (S1) uzyskuje si¢ stosujac twierdzenie o istnieniu dla za-

gadnienia (S) z pracy (I).
Drugim zastosowaniem w pracy (II) jest zagadnienie analogiczne do (S7)

(53) { o(z) € £(z,e(u(2) + BuG(z,e(u(z))), TEQ,
¥ Divo(z) + fo(z) =0, T€EQ,

z podobnymi warunkami brzegowymi (tym razem bez nieliniowosci j)- Pojawia si¢ tu
gradient Clarke’a niewypukiego funkcjonatu G (zastepujacego funkcjonat ¢). Tym razem
funkcjonal J bedzie zdefiniowany za pomocg G jako J (u) == [, G(z,e(u(x))) dz. Czyniac
odpowiednie zalozenia na £ i G zagadnienie (S3) sprowadza si¢ do postaci (S) i korzysta
sie z abstrakcyjnego twierdzenia o istnieniu z pracy (I).

Praca (III) po§wiecona jest zagadnieniom ewolucyjnym z monotoniczng prawsg strong
zalezng od historii stanu ukladu i zaburzong zaleznym od czas skladnikiem. Dokladniej

méwiac rozwaza si¢ zagadnienie rézniczkowe

(E) W(t) + At w(t) + (Riw)(t) + M*dJ (¢, (Sw)(?), Muw(t))
+N*8¢(t, (Rw)(t), Nw(t)) > f(t) dlapw. t€ (0,7)

z warunkiem poczatkowym w(0) = wp. Tutaj A : (0,T) x V. — V*, gdzie V jest
refleksywna, osrodkows przestrzenia Banacha, f : (0,7) - V*, Ry : L%(0,T;V) —
L20,T;V*), J : 0,T) xZx X = R, ¢: (0,T) x Y x U = R jest wypukly wzgle-
dem trzeciej zmiennej, M € L(V,X), N € L(V,U), R : L*(0,T;V) — L*(0,T;Y),
R; : L*(0,T;V) — L*(0,T;V™), S : L2(0,T;V) — L*(0,T;Z), gdzie X,Y, Z i U sa
przestrzeniami Banacha. Przy odpowiednich zalozeniach problem istnienia, podobnie jak
w pracy W. Han, S. Migérski, M. Sofonea, Analysis of a general dynamac history-dependent
variational-hemivariational inequality, Nonlinear An. RWA 36 (2017), 69-88, sprowadza

sie do znajdowania jednoznacznego rozwiazania zagadnienia zagadnieri postaci

(Bo) w(t)+ A(t,w(t)) + 0% (t,w(d) 3 f(t) dlapw. te(0,T)
z warunkiem poczatkowym w(0) = wo, gdzie ¥ :(0,T) xV — R jest funkcjonalem spel-
niajagcym warunek Lipschitza wzgledem drugiej zmiennej, ktory w szczegolnosci jest taki,
ze operator A(t,-) + 9y(t,-) jest monotoniczny i koercytywny. Dowodzac istnienia roz-
wigzania dla (Ep) poprawia sig krok, w ktérym dokonuje si¢ weryfikacji koercytywnosci
odpowiedniego operatora w dowodzie ze wspomnianej pracy, gdzie uzyto twierdzenia typu
Browdera o surjektywnosci wzglednie pseudo-monotonicznego, 0graniczonego i koercytyw-

nego zaburzenia operatora maksymalnie monotonicznego. Pozwala to na zlagodzenie jed-

nego z zalozen. Zbadano rowniez ciagle zaleznosci od danych zagadnienia (E). Otrzymane

wyniki, podobnie jak w cytowanej przed chwily pracy, zostaly zastosowane do modelu z me-

chaniki kontaktowej. Prace koficzy zastosowanie abstrakcyjnych wynikéw do zagadnienia

polprzepuszczalnosci.



Ocena wynikéw rozprawy

Uzyskanie wynikéw wchodzacych w sklad rozprawy wymagalo od doktorantki szerokiej
znajomosci analizy funkcjonalnej, analizy niegtadkiej oraz nowszych technik zwiazanych
z monotonicznoscia, a takze wiedzy na temat modeli matematycznych w tzw. mechanice
kontaktowej (z ang. contact mechanics), ktora stanowi zrodlo motywacji i zastosowan dla
rozwazanych w rozprawie zagadnien. Wyniki wchodzace w sktad rozprawy sg z pewnoscia
nowe i dobrze wpisuja si¢ w aktualny nurt badan w teorii nieréwnosci wariacyjnych. Samo
sformulowanie abstrakcyjnych zagadnien jest zlozone, w tym sensie, ze uzywa si¢ wielu
obiektéw (przestrzeni i odwzorowan), na ktére naklada si¢ szereg warunkow (wigkszosci
tu nie przytaczatem). Sa to jednak zalozenia dosyé¢ naturalne (z technicznego punktu wi-
dzenia) i umotywowane przykladami wywodzacymi sie z mechaniki. W czesci rozprawy
dotyczacej abstrakcyjnych rezultatéw, to przyznam, ze nie zauwazam tu nowych konstruk-
cji, potaczen réznych technik czy istotnych trudnosci do przezwycigzenia. Wyniki sa raczej
przewidywalne, podobnie jak dowody, ktére sa bezposrednim zastosowaniem lub adaptacja
znanych i stosowanych wczesniej technik opartych na twierdzeniach typu KKM (w pracy
(I)) i monotonicznosci (w pracy (II1)). Wydaje mi sig, ze warto$¢ wynikéw rozprawy nalezy
upatrywaé w przedstawionych w kazdej z tych prac zlozonych zagadnieniach wywodzacych
sie z mechaniki i uzyskanym dla nich aparacie pozwalajacym na stwierdzenie poprawnego
sformutowania tych zagadnieri (well-posedness), mimo, iz nie sprawito to wiekszych trudno-
§ci zwigzanych ze stabymi pochodnymi czy uzywanymi przestrzeniami Sobolewa. Uzyskane
podejécie pozwoli zapewne réwniez na badania jakosciowe (np. zbadanie zjawisk bifurka-
cji dla (S) lub dynamiki zagadnien, np. stabilnosci rozwiazan stacjonarnych czy istnienia
atraktoréw w przypadku (F)), czego obecnie tu brakuje i co wigzaloby si¢ z rozszerzeniem
wachlarza uzywanych metod.

Moja konsternacje wywotaly fragmenty pracy (III), gdzie w dowodzie gtéwnych faktow
dot. zagadnienia (E) odsyla sie czytelnika do wczesniejszych prac promotora z adnota-
cja, ze dowdd jest analogiczny do wyniku z zacytowanej pracy (ktérej autorem nie jest
doktorantka) i dlatego zostal pominiety lub ze uzywa si¢ argumentéw podobnych do tych
z przytoczonej pracy (dot. dowodéw Th. 3 i Th. 5). Jest to czes¢ rozprawy doktorskiej,
gdzie oczekiwalbym wiekszej dokladnosci, ktéra pozwolilaby na tatwiejsze przedledzenie
szczegbtéw. Jednak, po zapoznaniu si¢ z przytoczonymi dowodami, nie wplynelo to zna-
cz3co na moja ogoélng pozytywna ocene rozprawy.

Konkluzja
Biorac pod uwage przedstawiona wyzej oceneg, uwazam, ze rozprawa doktorska mgr Yunru

Bai spelnia ustawowe i zwyczajowe wymagania oraz wnosze o dopuszczenie jej do dalszych
etapéw postepowania w przewodzie doktorskim.
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