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1 ImiÍ i nazwisko: W≥odzimierz Moczurad

2 Posiadane dyplomy i stopnie naukowe
• Tytu≥ magistra informatyki, Uniwersytet JagielloÒski, Wydzia≥Matematyki i Fizyki, 1992
(z wyróønieniem).

• StopieÒ doktora nauk matematycznych w zakresie informatyki, Uniwersytet JagielloÒski,
Wydzia≥ Matematyki i Fizyki, 2000 (z wyróønieniem), rozprawa „Algebraiczne i algoryt-
miczne w≥asnoúci kodów klockowych”.

3 Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu
• Od paüdziernika 2014: starszy wyk≥adowca w Instytucie Informatyki i Matematyki Kom-
puterowej, Wydzia≥ Matematyki i Informatyki, Uniwersytet JagielloÒski.

• 2005–2014: adiunkt w Instytucie Informatyki, Wydzia≥ Matematyki i Informatyki, Uni-
wersytet JagielloÒski.

• 1992–2005: asystent w Instytucie Informatyki, Wydzia≥ Matematyki i Informatyki
(do 2001: Wydzia≥ Matematyki i Fizyki; do 2003: Wydzia≥ Matematyki, Fizyki i In-
formatyki), Uniwersytet JagielloÒski.

• 1991–1992: asystent staøysta w Instytucie Informatyki, Wydzia≥ Matematyki i Fizyki,
Uniwersytet JagielloÒski (w czasie ostatniego roku studiów).

4 Wskazanie osiπgniÍcia naukowego
(zgodnie z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule
naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki, Dz. U. nr 65, poz. 595 ze zm.)

4.1 Tytu≥: Kody z≥oøone z figur skierowanych w Z2

4.2 Lista publikacji wchodzπcych w sk≥ad osiπgniÍcia naukowego
[H1] Micha≥ Kolarz i W≥odzimierz Moczurad. “Directed figure codes are decidable”. W: Di-
screte Mathematics and Theoretical Computer Science 11.2 (2009). IF=0.414, s. 1–14.

[H2] W≥odzimierz Moczurad. “Directed Figure Codes with Weak Equality”. W: Intelligent
Data Engineering and Automated Learning IDEAL 2010. T. 6283. Lecture Notes in Com-
puter Science. Springer, 2010, s. 242–250.

[H3] W≥odzimierz Moczurad. “Plane-Filling Properties of Directed Figures”. W: FAW-AAIM
2011. T. 6681. Lecture Notes in Computer Science. Springer, 2011, s. 255–263.

[H4] Micha≥ Kolarz i W≥odzimierz Moczurad. “Multiset, set and numerically decipherable co-
des over directed figures”. W: IWOCA 2012. T. 7643. Lecture Notes in Computer Science.
Springer, 2012, s. 224–235.

[H5] W≥odzimierz Moczurad. “Domino Graphs and the Decipherability of Directed Figure
Codes”. W: IWOCA 2013. T. 8288. Lecture Notes in Computer Science. Springer, 2013,
s. 453–457.
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[H6] W≥odzimierz Moczurad. “Defect property in Z2”. W: Proceedings of WORDS 2013. T. 20.
TUCS Lecture Notes. TUCS, 2013, s. 64–70.

[H7] Ma≥gorzata Moczurad i W≥odzimierz Moczurad. “Testing decipherability of directed figure
codes with domino graphs”. W: Schedae Informaticae 22 (2014), s. 27–40.

4.3 Omówienie osiπgniÍcia naukowego
Kody, czyli podzbiory X monoidu takie, øe kaødy iloczyn ma jednoznaczny rozk≥ad nad X, sπ
powszechnym przedmiotem badaÒ. Typowe kody o zmiennej d≥ugoúci (podzbiory wolnego mo-
noidu Ïú, gdzie Ï jest skoÒczonym, niepustym alfabetem) sπ najbardziej znanym przyk≥adem,
a ich w≥asnoúci sπ powszechnie znane; zob. klasyczna monografia Berstela i Perina [10]. Oma-
wiane w≥asnoúci obejmujπ defekt, rozstrzygalnoúÊ deszyfrowalnoúci (w≥asnoúci bycia kodem),
jak równieø okresowoúÊ, maksymalnoúÊ, synchronizacjÍ i powiπzanie miÍdzy kodami a automa-
tami — by wymieniÊ tylko kilka przyk≥adów. Róøni autorzy rozszerzali kody na inne struktury,
w tym drzewa, np. Karhumäki, Mantaci i Restivo [26, 35], oraz poliomina, np. Aigrain i Beau-
quier [3, 8]; dwuwymiarowe obrazy prostokπtne by≥y badane przez Giammarresi i Restivo [19].
Wielu autorów, jak np. Costagliola i in. [16, 17], zajmowa≥o siÍ jeszcze innymi strukturami
w dwóch wymiarach. Zainteresowanie to bierze siÍ z wielorakich zastosowaÒ obrazów w rozma-
itych dyscyplinach. Co wiÍcej, obrazy moøna traktowaÊ jako naturalne rozszerzenie s≥ów. Warto
zauwaøyÊ, øe dziedzina ta przeøywa w ostatnich latach wyraüny rozkwit; zob. dla przyk≥adu
prace [4–7, 18, 25, 29].
ChoÊ niektóre z rozszerzeÒ zachowujπ wiÍkszoúÊ w≥asnoúci zwiπzanych z deszyfrowalnoúciπ,

wiele w≥asnoúci tracimy w przypadku poliomin lub figur okreúlonych jako poliomina z etykie-
tami. Dla przyk≥adu, dzia≥a wówczas jedynie bardzo ograniczona wersja twierdzenia o defekcie,
a deszyfrowalnoúÊ jest rozstrzygalna tylko dla niewielkiej klasy figur; zob. rozleg≥e opracowa-
nie [22], a takøe [P1, P6].
W naszej pracy staramy siÍ rozszerzyÊ typowπ teoriÍ kodów zmiennej d≥ugoúci na dwa wy-

miary w taki sposób, by zachowaÊ przynajmniej czÍúÊ w≥asnoúci zwiπzanych z deszyfrowalno-
úciπ. Badania nasze sπ pierwszπ obszerniejszπ próbπ takiego uogólnienia, wychodzπcπ poza doúÊ
restrykcyjnπ strukturÍ drzew lub obrazów prostokπtnych. W tym celu definiujemy figury skie-
rowane jako etykietowane poliomina z okreúlonym punktem poczπtkowym i koÒcowym. Uk≥ad
taki pozwala na naturalnπ definicjÍ konkatenacji i jest podobny do jednego z modeli, symbolic
pixel pictures, opisanych w [16]. Uøywamy s≥owa „skierowane”, by podkreúliÊ sposób konkate-
nacji figur; jest to inne znaczenie tego s≥owa niø np. w okreúleniu „poliomina skierowane”.
W pracy [H1] zajmujemy siÍ testowaniem deszyfrowalnoúci i w≥asnoúciπ defektu dla figur

skierowanych. Dowodzimy, øe sprawdzenie, czy dany skoÒczony zbiór figur jest kodem, jest roz-
strzygalne i podajemy konstruktywny algorytm (konstruktywny w tym sensie, øe dla zbioru
nie bÍdπcego kodem znajduje podwójny rozk≥ad). Jest to istotna zmiana w stosunku do wspo-
mnianych wczeúniej modeli obrazów. Z drugiej strony pokazujemy kilka kontrprzyk≥adów dla
twierdzenia o defekcie.
W pracy [H2] rozszerzamy wczeúniejsze wyniki poprzez dopuszczenie ogólniejszej definicji

kodu. Prowadzi to do czterech rodzajów kodów, z których pewne mogπ okazaÊ siÍ bardziej przy-
datne w zastosowaniach takich jak np. indeksowanie obrazów lub „obrazkowe kody kreskowe”.
Pokazujemy, øe kody te tworzπ nietrywialnπ hierarchiÍ ze wzglÍdu na inkluzjÍ. Algorytmy znaj-
dujπce podwójny rozk≥ad figury dla zbioru nie bÍdπcego kodem moøna prosto wywieúÊ z dowodu
twierdzenia.
Samoorganizacja to proces, w którym proste, autonomiczne elementy tworzπ bardziej z≥o-

øone struktury bez øadnego zewnÍtrznego sterowania. Jest to powszechne zjawisko w úwiecie
fizyki i biologii, które moøna obserwowaÊ w rozmaitych zakresach — od czπsteczek, poprzez
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komórki (w sensie biologicznym), po zjawiska makroskopowe. Do opisu samoorganizacji za-
proponowano róøne modele matematyczne, w szczególnoúci znany Tile Assembly Model Erica
Winfree’ego, oparty na p≥ytkach Wanga na p≥aszczyünie. W [H3] proponujemy model oparty na
figurach skierowanych, wyposaøonych w konkatenacjÍ czÍúciowπ, okreúlonπ dla figur nienak≥ada-
jπcych siÍ. Udowadniamy kilka w≥asnoúci dotyczπcych rozstrzygalnoúci, zwiπzanych z wype≥nia-
niem p≥aszczyzny przez dany zbiór figur i z tworzeniem nieskoÒczonych i semi-nieskoÒczonych
zipperów. ChoÊ nie sπ to zupe≥nie nowe rezultaty z perspektywy p≥ytek Wanga, pozwalajπ
jednak na jednolite podejúcie do samoorganizacji, które moøe okazaÊ siÍ uøyteczne w dalszych
badaniach.
Klasyczne pojÍcie kodu wymaga, by zakodowana wiadomoúÊ zosta≥a jednoznacznie odko-

dowana, tzn. naleøy odtworzyÊ pierwotny ciπg s≥ów kodowych. Jednakøe w niektórych sytu-
acjach wystarczajπce moøe byÊ odtworzenie jedynie multisetu, zbioru lub zaledwie liczby s≥ów
kodowych. Prowadzi to do trzech rodzajów deszyfrowalnoúci, znanych jako, odpowiednio, de-
szyfrowalnoúÊ multisetowa (multiset decipherability, MSD), zbiorowa (set decipherability, SD)
i liczbowa (numeric decipherability, ND). Oryginalna pe≥na deszyfrowalnoúÊ zwana jest deszyfro-
walnoúciπ jednoznacznπ (unique decipherability, UD). W pracy [H4] rozszerzamy wczeúniejsze
rezultaty, rozwaøajπc nie tylko kody UD, lecz takøe MSD, SD i ND dla figur skierowanych.
Pokazujemy rozstrzygalnoúÊ lub nierozstrzygalnoúÊ dla poszczególnych kombinacji niezaleønych
kryteriów: typ konkatenacji (z funkcjπ ≥πczπcπ lub bez niej), rodzaj deszyfrowalnoúci (UD, MSD,
SD, ND) oraz geometria kodu (kilka klas wyznaczonych przez wzajemne po≥oøenie punktów po-
czπtkowych i koÒcowych figur). Dwie kombinacje pozostajπ jednak wciπø otwarte.
W pracach [H5, H7] definiujemy wariant grafów dominowych, co pozwala na rozstrzyganie

niektórych rodzajów deszyfrowalnoúci poprzez poszukiwanie pewnych úcieøek w grafie. Jest to
koncept oparty na pomyúle Heada i Webera [24]. G≥ówny wynik charakteryzuje rozstrzygalnoúÊ
deszyfrowalnoúci za pomocπ w≥asnoúci grafowych.
W pracy [H6] zajmujemy siÍ trzema modelami figur na p≥aszczyünie Z2 w oparciu o definicje

sformu≥owane w [H1], [P1] i [31]. Pokazujemy, øe nie da siÍ w rozsπdny sposób uzyskaÊ w≥asnoúci
defektu dla figur skierowanych, zarówno z funkcjπ ≥πczπcπ, jak i bez niej.

4.3.1 Preliminaria

Niech Ï bÍdzie skoÒczonym, niepustym alfabetem. PrzesuniÍcie o wektor u w Z2 i jego naturalne
rozszerzenia oznaczamy przez tr

u

. Niech dist bÍdzie metrykπ miejskπ na Z2. Zbiór U ™ Z2 jest
spójny, jeøeli dla dowolnych x, y œ U istnieje ciπg x = x1, x2, . . . , xn, xn+1 = y zawarty w U
taki, øe dist(x

i

, x

i+1) = 1 dla i œ {1, . . . , n}.

Definicja 1 (Figura skierowana) Niech D ™ Z2 bÍdzie skoÒczony i spójny, b œ D, e œ D lub
dist(e,D) = 1 oraz ¸ : D æ Ï. CzwórkÍ f = (D, b, e, ¸) nazywamy figurπ skierowanπ (nad Ï) o

dziedzinie dom(f) = D,
punkcie poczπtkowym begin(f) = b,
punkcie koÒcowym end(f) = e,
etykietowaniu label(f) = ¸.

Wektor przesuniÍcia figury f okreúlony jest jako tran(f) = end(f) ≠ begin(f). Ponadto pusta
figura skierowana Á to (ÿ, (0, 0), (0, 0), {}), gdzie {} oznacza funkcjÍ o pustej dziedzinie.

Zbiór wszystkich figur skierowanych nad Ï oznaczamy przez Ïù. Dwie figury skierowane x, y
sπ równe (co zapisujemy jako x = y), jeøeli istnieje u œ Z2 taki, øe

y = (tr
u

(dom(x)), tr
u

(begin(x)), tr
u

(end(x)), tr
u

(label(x))).

Figury rozwaøamy zatem z dok≥adnoúciπ do przesuniÍcia.
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Przyk≥ad 1 Figura skierowana i jej reprezentacja graficzna. Kaødy punkt dziedziny, (x, y),
reprezentowany jest przez kwadrat jednostkowy w R2, którego lewy dolny róg ma wspó≥rzÍdne
(x, y). Kó≥ko oznacza punkt poczπtkowy, zaú kwadracik — punkt koÒcowy figury. Figury rozwa-
øamy z dok≥adnoúciπ do przesuniÍcia, przeto nie zaznaczamy wspó≥rzÍdnych.

({(0, 0), (1, 0), (1, 1)}, (0, 0), (2, 1), {(0, 0) ‘æ a, (1, 0) ‘æ b, (1, 1) ‘æ c}) aibcù
Definicja 2 (Konkatenacja (z funkcjπ ≥πczπcπ), m-konkatenacja)
Niech x = (D

x

, b

x

, e

x

, ¸

x

) i y = (D
y

, b

y

, e

y

, ¸

y

) bÍdπ figurami skierowanymi. KonkatenacjÍ figur
x i y z funkcjπ ≥πczπcπ m : Ï◊ Ïæ Ï okreúlamy jako

x ¶
m

y = (D
x

fi tr
e

x

≠b
y

(D
y

), b
x

, tr
e

x

≠b
y

(e
y

), ¸),

gdzie

¸(z) =

Y
_]

_[

¸

x

(z) dla z œ D
x

\ tr
e

x

≠b
y

(D
y

),
tr
e

x

≠b
y

(¸
y

)(z) dla z œ tr
e

x

≠b
y

(D
y

) \D
x

,

m(¸
x

(z), tr
e

x

≠b
y

(¸
y

)(z)) dla z œ D
x

fl tr
e

x

≠b
y

(D
y

).

Przyk≥ad 2

aibcù ¶
fi1

ai
b cù = aibc

a
cù

gdzie fi1 oznacza rzutowanie na pierwszy argument.

Obserwacja 1 Ïù
m

= (Ïù, ¶
m

) jest monoidem wtedy i tylko wtedy, gdy m jest ≥πczna.

Od tej pory niech m bÍdzie dowolnπ ≥πcznπ funkcjπ ≥πczπcπ. Piszemy Ïù
m

na oznaczenie
zarówno monoidu, jak i samego zbioru figur. Naduøywajπc tej notacji, piszemy równieø Xù

m

na
oznaczenie zbioru wszystkich figur, które moøna uzyskaÊ za pomocπ konkatenacji figur ze zbioru
X ™ Ïù

m

. Indeks m zwykle pomijamy, gdy m jest nieistotne lub oczywiste (np. gdy |Ï| = 1),
piszπc takøe xy zamiast x ¶

m

y.

Obserwacja 2 Monoid Ïù
m

nie jest wolny, gdyø jego baza musi zawieraÊ „figury jednostkowe”
(figury typu

a

E

= aiù, a
N

= aiù , a
W

= aiù , a

S

= aiù ,
dla wszystkich a œ Ï), co prowadzi do sprzecznoúci z za≥oøeniem, øe Ïù

m

jest wolny.

Przyk≥ad 3 Niezaleønie od funkcji ≥πczπcej, podana figura rozk≥ada siÍ na dwa sposoby, np.
jako a

N

a

N

a

E

a

S

a

S

a

E

a

N

a

N

a

E

oraz a
E

a

E

a

N

a

W

a

W

a

N

a

E

a

E

a

E

.

aia aa a a
a a aù

Definicja 3 (Kod (z funkcjπ ≥πczπcπ), m-kod) X ™ Ïù
m

jest kodem, jeøeli dla dowolnych
x1, . . . , xk, y1, . . . , yl œ X równoúÊ

x1 ¶m . . . ¶m xk = y1 ¶m . . . ¶m yl
pociπga k = l oraz x

i

= y
i

dla i œ {1, . . . , k}.

Przyk≥ad 4 X = { aiù, aiù} ™ {a}ù
fi1
w oczywisty sposób jest kodem.

Przyk≥ad 5 X = {w = aiaù , x = aiaù, y = aiaù, z = aiaù} ™ {a}ù
fi1
nie jest kodem, gdyø

wx = yz = aia aaù.
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4.3.2 DeszyfrowalnoúÊ na figurach skierowanych jest rozstrzygalna

W pracy [H1] zajmujemy siÍ sprawdzaniem deszyfrowalnoúci i w≥asnoúciπ defektu dla figur
skierowanych. Pokazujemy, øe sprawdzenie, czy dany skoÒczony zbiór figur jest kodem, jest
rozstrzygalne, oraz podajemy konstruktywny algorytm (konstruktywny w tym sensie, øe znaj-
duje podwójny rozk≥ad dla niekodu). Jest to istotna zmiana w stosunku do wspomnianych
poprzednio modeli. Z drugiej strony, wskazujemy kontrprzyk≥ady do twierdzenia o defekcie.

Warunek konieczny deszyfrowalnoúci

Twierdzenie 1 (Warunek konieczny) Niech X = {x1, . . . , xn} ™ Ïù
m

. Jeøeli istniejπ
–

i1 , . . . ,–i
k

œ Z+, gdzie {i1, . . . , ik} ™ {1, . . . , n}, takie øe

kÿ

j=1
–

i

j

tran(x
i

j

) = (0, 0),

to X nie jest kodem.

Definicja 4 (Zbiory jedno- i dwustronne) Zbiór, który spe≥nia warunek z twierdzenia 1,
nazywamy dwustronnym; w przeciwnym razie nazywamy go jednostronnym.

RozstrzygalnoúÊ sprawdzania deszyfrowalnoúci

Pokazujemy, øe sprawdzenie, czy dany zbiór figur jest kodem, jest rozstrzygalne. Dowód ten
ma dla naszej pracy zasadnicze znaczenie, nie tylko jako g≥ówny wynik artyku≥u, ale równieø
jako narzÍdzie w dalszych badaniach. Zaczynamy od obserwacji, które pozwalajπ skonstru-
owaÊ „obszary ograniczajπce” dla figur. Przechodzimy nastÍpnie do w≥asnoúci gwarantujπcych
skoÒczonoúÊ zbiorów moøliwych konfiguracji i w konsekwencji rozstrzygalnoúÊ omawianego pro-
blemu.
Niech X = {x1, . . . , xn} ™ Ïù

m

. Albo istnieje wektor ·
E

œ Z2 taki, øe ·
E

· tran(x) > 0 dla
x œ X, albo na mocy twierdzenia 1 zbiór X nie jest kodem. Jeøeli ·

E

istnieje, moøna wziπÊ
wektor na tyle d≥ugi, by dla dowolnego x œ X

dom(x) fi {end(x)} ™ HP(·
E

, begin(x)),

gdzie, dla danych v, w œ R2, HP(v, w) oznacza pó≥p≥aszczyznÍ {u œ Z2 | v · (u≠ (w+ v)) ˛ 0}.
Zauwaømy, øe zatem

dom(x) fi {end(x)} ™ HP(·
E

, end(x))

dla kaødego x œ X. Bez straty ogólnoúci moøemy za≥oøyÊ, øe

\(R≠fi2 (·E), tran(x1)) ˛ \(R≠fi2 (·E), tran(x2)) ˛ . . . ˛ \(R≠fi2 (·E), tran(xn))

(gdzie R
„

oznacza obrót o kπt „, a \ to kπt rozpiÍty przez dwa wektory) oraz begin(x) = (0, 0)
dla x œ X. Dobierzmy teraz sta≥e r

S

, r

N

, r

W

> 0 takie, øe wektory

·

N

= r
N

R

fi

2
(tran(x

n

)),
·

W

= ≠r
W

·

E

,

·

S

= r
S

R≠fi2 (tran(x1))

wyznaczajπ „obszary ograniczajπce” dla figur z X, tzn. dla x œ X zachodzi

dom(x) fi {end(x)} ™
‹

·œ{·
N

,·

W

,·

S

}
{HP(·, begin(x))}.
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Rysunek 1: Pó≥p≥aszczyzny HP(·, begin(x)) dla · œ {·
E

, ·

N

, ·

W

, ·

S

}; czarna kropka oznacza
punkt poczπtkowy figury x.
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Rysunek 2: Obszary CW+(x) i CE+(x); czarna kropka oznacza punkt koÒcowy figury x.

Rysunek 1 przedstawia pó≥p≥aszczyzny HP(·, begin(x)) dla · œ {·
E

, ·

N

, ·

W

, ·

S

}. Dla x œ Xù
m

zdefiniujmy

CE

+(x) = HP(·
S

, end(x)) fl HP(·
N

, end(x)) fl HP(·
W

, end(x)),
CE

≠(x) = Z2 \ CE+(end(x)),
CW

+(x) =
€

v

{v + (CE+(end(x)) fl HP(·
E

, end(x)))},

CW

≠(x) = Z2 \ CW+(end(x)),

gdzie suma w definicji CW+(x) przebiega po v œ Z2 leøπcych wewnπtrz kπta rozpiÍtego przez
wektory ≠tran(x1) i ≠tran(xn).
Definiujemy konfiguracjÍ jako parÍ (x, y), gdzie x, y œ Xù

m

. Mówimy, øe (xÕ, yÕ) œ (Xù
m

)2 jest
nastÍpnikiem konfiguracji (x, y), piszπc (x, y) ª (xÕ, yÕ), jeøeli

x

Õ = xxÕÕ dla pewnego xÕÕ œ X oraz y = yÕ, lub
y

Õ = yyÕÕ dla pewnego yÕÕ œ X oraz x = xÕ.

Przez ªú oznaczamy przechodnie domkniÍcie ª. Oczywiúcie X nie jest kodem wtedy i tylko
wtedy, gdy istniejπ x, y œ X i z œ Xù

m

takie, øe x ”= y i (x, y) ªú (z, z). Naszym celem jest albo
znaleüÊ konfiguracjÍ (x, y) takπ, øe x ”= y oraz

(x, y) ª . . . ª (z, z)

(wówczas X nie jest kodem), albo pokazaÊ, øe taka konfiguracja nie istnieje (wówczas X jest
kodem). Konfiguracja spe≥niajπca powyøszy warunek zwana jest konfiguracjπ uøytecznπ. Po-
tencjalnie istnieje nieskoÒczenie wiele konfiguracji, które naleøy sprawdziÊ; poniøsze w≥asnoúci
pozwalajπ zmniejszyÊ ich liczbÍ.

W≥asnoúÊ 1 Jeøeli (x, y) jest uøyteczna i (xÕ, yÕ) ª (x, y), to (xÕ, yÕ) jest uøyteczna.

W≥asnoúÊ 2 Jeøeli (x, y) jest uøyteczna, to

end(x) œ CW+(y) fi CE+(y),
end(y) œ CW+(x) fi CE+(x).
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W≥asnoúÊ 3 Jeøeli (x, y) jest uøyteczna, to

label(x) |
CE

≠(x)flCE≠(y)© label(y) |CE≠(x)flCE≠(y) .

Zauwaømy, øe nie jest nam potrzebna ca≥a informacja zawarta w konfiguracjach, a je-
dynie te etykietowania, które mogπ ulec zmianie wskutek dalszych konkatenacji. Na mocy
w≥asnoúci 3, zamiast (x, y) moøemy rozwaøaÊ konfiguracjÍ zredukowanπ, okreúlonπ jako para
(fi
RC

(x, y), fi
RC

(y, x)), gdzie

fi

RC

(z, zÕ) = (end(z), label(z) |dom(z)\(CE≠(z)flCE≠(zÕ))).

W≥asnoúÊ 1 oznacza, øe wystarczy rozwaøaÊ konfiguracje, w których „rozciπg≥oúÊ” (odleg≥oúÊ
skrajnych punktów) w kierunku ·

E

jest ograniczona przez |·
E

|, tzn. |·
E

· (end(x)≠ end(y))| ˛
|·
E

|2, gdyø jedna figura przesuwa end(x) lub end(y) o co najwyøej |·
E

|. Ponadto w≥asnoúÊ 2
ogranicza rozciπg≥oúÊ prostopad≥π (w kierunku R≠fi2 (·E)). Stπd liczba konfiguracji zredukowa-
nych, z dok≥adnoúciπ do przesuniÍcia, jest skoÒczona. Prowadzi nas to do g≥ównego twierdzenia
artyku≥u:

Twierdzenie 2 Problem, czy dany skoÒczony zbiór X ™ Ïù
m

jest kodem, jest rozstrzygalny.

Algorytm

Z dowodu twierdzenia 2 otrzymujemy algorytm sprawdzajπcy, czy dany zbiór figur skiero-
wanych jest kodem. NastÍpujπca procedura zwraca true, jeøeli zbiór na wejúciu jest kodem;
w przeciwnym razie zwraca false. Ponadto, jeøeli zbiór nie jest kodem, algorytm znajduje
x1, . . . , xk, x

Õ
1, . . . , x

Õ
l

takie, øe x1 · · ·xk = xÕ1 · · ·xÕl. Zauwaømy, øe z tego w≥aúnie powodu g≥ówna
pÍtla algorytmu przetwarza konfiguracje (a nie tylko konfiguracje zredukowane).

1. input X = {x1, . . . , xn} ™ Ïù
m

2. if ÷–
i1 , . . . ,–i

k

œ Z+, {i1, . . . , ik} ™ {1, . . . , n} :
q
n

j=1 –ijtran(xij) = (0, 0)
then return false

3. compute ·
E

, ·

W

, ·

S

, ·

N

4. C := ÿ (zbiór sprawdzonych konfiguracji),
RC := ÿ (zbiór sprawdzonych konfiguracji zredukowanych)

5. for each x, y œ {tr≠begin(x)(x) | x œ X}, x ”= y do

(a) if (x, y) moøe byÊ uøyteczna (spe≥nione sπ warunki z w≥asnoúci 2 i 3)
and (fi

RC

(x, y), fi
RC

(y, x)) ”œ RC
then
C := C fi {(x, y)},
RC := RC fi {(fi

RC

(x, y), fi
RC

(y, x))}

6. RC
TMP

:= ÿ

7. while RC ”= RC
TMP

do

(a) C
TMP

:= C, RC
TMP

:= RC, C := ÿ
(b) for each (x, y) œ C

TMP

and z œ X do
i. if xz = y or x = yz
then return false
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ii. if (xz, y) moøe byÊ uøyteczna
and |·

E

· (end(xz)≠ end(y))| ˛ |·
E

|2
and (fi

RC

(xz, y), fi
RC

(y, xz)) ”œ RC
then
C := C fi {(xz, y)},
RC := RC fi {(fi

RC

(xz, y), fi
RC

(y, xz))}
iii. if (x, yz) moøe byÊ uøyteczna

and |·
E

· (end(x)≠ end(yz))| ˛ |·
E

|2
and (fi

RC

(x, yz), fi
RC

(yz, x)) ”œ RC
then
C := C fi {(x, yz)},
RC := RC fi {(fi

RC

(x, yz), fi
RC

(yz, x))}

8. return true

Zauwaømy, øe konfiguracje sπ rozpatrywane z dok≥adnoúciπ do przesuniÍcia; odnosi siÍ to
w szczególnoúci do testu „... ”œ RC”. Faktyczna implementacja moøe nie uøywaÊ zbioru RC

TMP

,
a jako warunek pÍtli przyjπÊ C ”= ÿ (nowy element jest dodawany do C wtedy i tylko wtedy,
gdy nowy element jest dodawany do RC). Zmiana taka poprawi≥aby efektywnoúÊ algorytmu,
ale przes≥oni≥aby jego podobieÒstwo do algorytmu Sardinasa i Pattersona. Implementacja moøe
równieø wykorzystywaÊ symetrycznπ naturÍ konfiguracji.

W≥asnoúÊ defektu

Przytaczamy tu kilka kontrprzyk≥adów do twierdzenia o defekcie dla figur skierowanych.
Pokazujπ one, øe w≥asnoúÊ ta zawodzi nawet dla bardzo prostych zbiorów. Z drugiej strony, za-
wÍøenie figur do „niby-s≥ów”, z odpowiednio dobranymi punktami poczπtkowymi i koÒcowymi,
gwarantuje oczywiúcie zachowanie w≥asnoúci defektu.

Twierdzenie 3 (Klasyczna w≥asnoúÊ defektu) Niech X ™ Ï+ bÍdzie niekodem. Istnieje
Y ™ Ï+ taki, øe |Y | < |X| oraz X+ ™ Y +.

Rozwaømy teraz nastÍpujπce przyk≥ady:

Przyk≥ad 6 Niech Ï = {a}, m = {(a, a) ‘æ a} oraz

X = {x = aiù, y = aiù }.
Dla dowolnego n ˇ 1

(xy)n = aiùa
zatem X nie jest kodem. Nie istnieje jednak Y taki, øe |Y | < 2 i X+ ™ Y +.

W≥asnoúÊ defektu nie zachodzi wiÍc nawet dla kwadratów jednostkowych. Co wiÍcej, istniejπ
singletony nie bÍdπce kodami:

Przyk≥ad 7 Niech Ï = {a}, m = {(a, a) ‘æ a} oraz

X = { aiù}
Dla dowolnego n ˇ 1

x

n = x

zatem X nie jest kodem. Nie istnieje jednak Y taki, øe |Y | < 1 i X+ ™ Y +.

10



W≥asnoúÊ defektu nie zachodzi takøe dla niekodów, które nie pozwalajπ utworzyÊ figury
o zerowym wektorze przesuniÍcia:

Przyk≥ad 8 Niech Ï = {a, b, c}, m = {(a, ·) ‘æ a, (·, a) ‘æ a, . . .} (pozosta≥e wartoúci dowolne)
oraz

X = {x = aibùa , y = aicùa}.
Wówczas

xy = yx = aia aùa
zatem X nie jest kodem. Nie istnieje jednak Y taki, øe |Y | < 2 i X+ ™ Y +.

Uwagi

Warto zauwaøyÊ, øe z≥oøonoúÊ sprawdzania deszyfrowalnoúci zaleøy od kπta rozpiÍtego przez
wektory przesuniÍÊ figur. WiÍksze kπty dajπ wyøszπ z≥oøonoúÊ, gdyø naleøy wówczas sprawdziÊ
wiÍcej konfiguracji. Oczywiste ograniczenie górne zaleøy wyk≥adniczo od rozmiaru „obszarów
ograniczajπcych”; ten z kolei roúnie proporcjonalnie do tg(–/2), gdzie – to wspomniany kπt.
Jednakøe dla – = fi z≥oøonoúÊ radykalnie spada ze wzglÍdu na twierdzenie 1. Po drugiej stronie
spektrum, gdy kπt zmierza do zera, figury stajπ siÍ podobne do s≥ów, a dzia≥anie algorytmu
przypomina dzia≥anie algorytmu Sardinasa i Pattersona.

4.3.3 Kody ze s≥abπ równoúciπ

W pracy [H2] rozszerzamy wczeúniejsze wyniki poprzez dopuszczenie ogólniejszej definicji kodu.
Prowadzi to do czterech rodzajów kodów, z których pewne mogπ okazaÊ siÍ bardziej przydatne
w zastosowaniach takich jak np. indeksowanie obrazów lub „obrazkowe kody kreskowe”. Poka-
zujemy, øe kody te tworzπ nietrywialnπ hierarchiÍ ze wzglÍdu na inkluzjÍ. G≥ównym rezultatem
jest tu rozstrzygalnoúÊ sprawdzania deszyfrowalnoúci dla wszystkich czterech rodzajów kodów.
Algorytmy znajdujπce podwójny rozk≥ad figury dla zbioru nie bÍdπcego kodem moøna prosto
wywieúÊ z dowodu twierdzenia.
Nasze rozszerzenie os≥abia (jeden lub obydwa) warunki równoúci figur w klasycznej definicji

kodu:
x1 · · ·xk = y1 · · · yl ∆ k = l oraz xi = yi dla i œ {1, . . . , k}.

Jest to podejúcie zbliøone do (R, S)-kodów okreúlonych przez HalavÍ i in. w [21]. S≥aba równoúÊ
pomija punkty poczπtkowe i koÒcowe figur, pozwalajπc na prostsze reprezentacje, którπ mogπ
byÊ bardziej odpowiednie we wspomnianych zastosowaniach.
Definiujemy cztery rodzaje kodów na figurach skierowanych, bÍdπce rezultatem ewentual-

nego uøycia s≥abej równoúci w klasycznej definicji kodu, i pokazujemy ich hierarchiÍ ze wzglÍdu
na inkluzjÍ. Przypomnijmy, øe dwie figury skierowane x, y sπ równe (x = y) jeøeli istnieje u œ Z2
taki, øe

y = (tr
u

(dom(x)), tr
u

(begin(x)), tr
u

(end(x)), tr
u

(label(x))).

Dwie figury skierowane x, y sπ s≥abo równe (z dok≥adnoúciπ do punktów poczπtkowych i koÒco-
wych; x ƒ y), jeøeli istnieje u œ Z2 taki, øe

dom(y) = tr
u

(dom(x)) oraz label(y) = tr
u

(label(x)).

Zauwaømy, øe dla dowolnych x, y œ Ïù, x = y implikuje x ƒ y.

Definicja 5 (Kody ze s≥abπ równoúciπ) Niech R= i S= bÍdπ równoúciami na figurach:
= lub ƒ. Zbiór X ™ Ïù

m

jest (R= S=)-kodem, jeøeli dla dowolnych x1, . . . , xk, y1, . . . , yl œ X
równoúÊ x1 · · ·xk R= y1 · · · yl implikuje k = l oraz xi S= yi dla i œ {1, . . . , k}.
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Zbiór wszystkich (R= S=)-kodów oznaczamy przez C(R= S=). Dla przejrzystoúci zapisu pomijamy
odniesienie do Ïù

m

. Okreúlamy zatem cztery rodziny kodów, C(==), C(=ƒ), C(ƒ=) i C(ƒƒ),
gdzie C(==) oznacza dotychczasowe kody na figurach skierowanych.

W≥asnoúÊ 4 Diagram przedstawia zawierania pomiÍdzy powyøszymi rodzinami kodów. Wszyst-
kie inkluzje sπ w≥aúciwe.

Ïù

ø
C(=ƒ)
ø

C(==) fi C(ƒƒ)
¬  

C(==) C(ƒƒ)
  ¬
C(==) fl C(ƒƒ)

ø
C(ƒ=)
ø
ÿ

G≥ówny wynik omawianego artyku≥u to rozstrzygalnoúÊ deszyfrowalnoúci dla wszystkich
czterech rodzajów kodów.

Twierdzenie 4 Problem, czy dany skoÒczony zbiór X ™ Ïù
m

jest kodem danego rodzaju, (==),
(=ƒ), (ƒ=) lub (ƒƒ), jest rozstrzygalny.

4.3.4 Pokrywanie p≥aszczyzny figurami skierowanymi

Samoorganizacja to proces, w którym proste, autonomiczne elementy tworzπ bardziej z≥oøone
struktury bez øadnego zewnÍtrznego sterowania. Jest to powszechne zjawisko w úwiecie fizyki
i biologii, które moøna obserwowaÊ w rozmaitych zakresach — od czπsteczek, poprzez komórki
(w sensie biologicznym), po zjawiska makroskopowe. Zainteresowanie samoorganizacjπ wynika
z perspektywicznych zastosowaÒ technologicznych m.in. w inøynierii materia≥owej, medycynie,
robotyce i obliczeniach opartych o DNA. Warto podkreúliÊ, øe interakcje pomiÍdzy elementami
sπ lokalne; jest to podstawowa charakterystyka samoorganizacji.
Matematyczne badania samoorganizacji zosta≥y zainicjowane przez Adlemana i Win-

free’ego [1, 41] juø w latach 90., a w ostatniej dekadzie sta≥y siÍ ponownie przedmiotem wzmo-
øonego zainteresowania. Rozleg≥π bibliografiÍ tej tematyki moøna znaleüÊ np. w pracy [2].
Do opisu samoorganizacji zaproponowano róøne modele matematyczne, w szczególnoúci

znany Tile Assembly Model Erica Winfree’ego, oparty na p≥ytkach Wanga na p≥aszczyünie.
W [H3] proponujemy model oparty na figurach skierowanych, wyposaøonych w konkatenacjÍ
czÍúciowπ, okreúlonπ dla figur nienak≥adajπcych siÍ.
Proponowany przez nas model jest elastyczny i pozwala na naturalny opis samoorganizujπ-

cych siÍ elementów, jak równieø np. na reprezentacjÍ obrazów, por. [H2]. Udowadniamy kilka
w≥asnoúci dotyczπcych rozstrzygalnoúci, zwiπzanych z pokrywaniem p≥aszczyzny przez dany
zbiór figur i z tworzeniem nieskoÒczonych i semi-nieskoÒczonych zipperów. ChoÊ nie sπ to zu-
pe≥nie nowe rezultaty z perspektywy p≥ytek Wanga, pozwalajπ jednak na jednolite podejúcie
do samoorganizacji, które moøe okazaÊ siÍ uøyteczne w dalszych badaniach.
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Nowe definicje

Przedzia≥ ca≥kowity {k œ Z | i ˛ k ˛ j} oznaczamy przez [i, . . . , j]. Nie wymagamy od tej
pory, by dziedzina figury by≥a spójna, i nie czynimy øadnych za≥oøeÒ co do wzajemnego po≥o-
øenia dziedziny, punktu poczπtkowego i koÒcowego figury. Oprócz dotychczasowej konkatenacji
z funkcjπ ≥πczπcπ definiujemy wariant bez takiej funkcji.

Definicja 6 (Konkatenacja bez funkcji ≥πczπcej)
Niech x = (D

x

, b

x

, e

x

, ¸

x

) i y = (D
y

, b

y

, e

y

, ¸

y

) bÍdπ figurami skierowanymi. Jeøeli

D

x

fl tr
e

x

≠b
y

(D
y

) = ÿ,

to konkatenacja bez funkcji ≥πczπcej figur x i y okreúlona jest jako

x ¶ y = (D
x

fi tr
e

x

≠b
y

(D
y

), b
x

, tr
e

x

≠b
y

(e
y

), ¸),

gdzie

¸(z) =
I
¸

x

(z) dla z œ D
x

,

tr
e

x

≠b
y

(¸
y

)(z) dla z œ tr
e

x

≠b
y

(D
y

).

Jeøeli D
x

fl tr
e

x

≠b
y

(D
y

) ”= ÿ, to x ¶ y nie jest okreúlona.
Przyk≥ad 9

aibù ¶ ai
b cù = aibb

a
cù

Przyk≥ad 10

aibcù ¶ di
e fù

Powyøsza konkatenacja nie jest okreúlona, gdyø figury nie spe≥niajπ warunku z definicji: punkt
z etykietπ c koliduje z punktem e.

Zippery nieskoÒczone i semi-nieskoÒczone

Nieformalnie, ciπg figur (f
i

)
iœZ nazywamy zipperem nieskoÒczonym, jeøeli okreúlona jest

nieskoÒczona konkatenacja · · · f≠1 ¶ f0 ¶ f1 · · ·, tzn. nie ma kolizji dziedzin. Formalnie:

Definicja 7 (Zipper nieskoÒczony) Niech F ™ Ïù. Ciπg figur (f
i

)
iœZ, gdzie fi œ F , nazy-

wamy zipperem nieskoÒczonym (nad F ), jeøeli dla dowolnych i, j œ Z, i < j,

dom(f
i

) fl trÂ(dom(fj)) = ÿ,

gdzie

Â = end(f
i

) +
k=j≠1ÿ

k=i+1
tran(f

k

)≠ begin(f
j

).

Obraz zippera nieskoÒczonego (f
i

)
iœZ okreúlamy jako zip((fi)iœZ) = (D,L), gdzie

D =
€

i=...,≠2,≠1
tr≠end(f

i

)≠
q
k=≠1
k=i+1 tran(fk)+begin(f0)

(dom(f
i

))

fi dom(f0)
fi
€

i=1,2,...
trend(f0)+

q
k=i≠1
k=1 tran(fk)≠begin(fi)

(dom(f
i

)),

L =
€

i=...,≠2,≠1
tr≠end(f

i

)≠
q
k=≠1
k=i+1 tran(fk)+begin(f0)

(label(f
i

))

fi label(f0)
fi
€

i=1,2,...
trend(f0)+

q
k=i≠1
k=1 tran(fk)≠begin(fi)

(label(f
i

)).
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Warunek pustoúci przeciÍÊ dziedzin gwarantuje, øe wszystkie konkatenacje sπ okreúlone.
Zauwaømy, øe obraz nieskoÒczonego zippera nie ma punktu poczπtkowego ani koÒcowego.
W podobny sposób definiujemy zipper semi-nieskoÒczony (f

i

)
iœN:

Definicja 8 (Zipper semi-nieskoÒczony) Niech F ™ Ïù. Ciπg figur (f
i

)
iœN, gdzie fi œ F ,

nazywamy zipperem semi-nieskoÒczonym (nad F ), jeøeli dla dowolnych i, j œ N, i < j,

dom(f
i

) fl trÂ(dom(fj)) = ÿ,

gdzie

Â = end(f
i

) +
k=j≠1ÿ

k=i+1
tran(f

k

)≠ begin(f
j

).

Obraz zippera semi-nieskoÒczonego (f
i

)
iœN okreúlamy jako zip((fi)iœN) = (D,L, b), gdzie

D = dom(f0) fi
€

i=1,2,...
trend(f0)+

q
k=i≠1
k=1 tran(fk)≠begin(fi)

(dom(f
i

)),

L = label(f0) fi
€

i=1,2,...
trend(f0)+

q
k=i≠1
k=1 tran(fk)≠begin(fi)

(label(f
i

)),

b = begin(f0).

Definiujemy takøe zippery skoÒczone:

Definicja 9 (Zipper skoÒczony) Niech F ™ Ïù. Ciπg figur (f
l

)
lœ[i,...,j], gdzie fl œ F , na-

zywamy zipperem skoÒczonym (nad F ), jeøeli f = f
i

¶ · · · ¶ f
j

jest okreúlona. Obraz zippera
skoÒczonego (f

l

)
lœ[i,...,j] o úrodku w k-tym elemencie, gdzie k œ [i, . . . , j], okreúlamy jako

zip
k

((f
l

)
lœ[i,...,j]) = (trÂ(dom(f)), trÂ(label(f)), trÂ(begin(f)), trÂ(end(f))),

gdzie

Â = ≠begin(f
i

)≠
l=k≠1ÿ

l=i
tran(f

l

) + begin(f
k

).

D≥ugoúÊ zippera skoÒczonego to liczba elementów ciπgu, czyli j ≠ i+ 1.

Obraz o úrodku w k-tym elemencie zachowuje pierwotnπ pozycjÍ f
k

, w odróønieniu od
zwyk≥ej konkatenacji, która zachowuje po≥oøenie pierwszej figury.
Zauwaømy, øe dla nieskoÒczonych i semi-nieskoÒczonych zipperów, odpowiednio:

zip((f
i

)
iœZ) = (

Œ€

i=0
dom(zip0((fj)jœ[≠i,...,i])),

Œ€

i=0
label(zip0((fj)jœ[≠i,...,i]))),

zip((f
i

)
iœN) = (

Œ€

i=0
dom(zip0((fj)jœ[0,...,i])),

Œ€

i=0
label(zip0((fj)jœ[0,...,i])),

begin(f0))

Pokazujemy teraz, øe istnienie nieskoÒczonego zippera nad danym zbiorem figur F ™ Ïù jest
nierozstrzygalne. W tym celu kodujemy za pomocπ figur skierowanych skierowany uk≥ad p≥ytek
(directed tile system) (T, d) z pracy Adlemana i in. [2], w której w twierdzeniu 4.1 dowiedziono,
øe istnienie nieskoÒczonego (T, d)-skierowanego zippera jest nierozstrzygalne.
Niech A = {1, . . . , n} bÍdzie skoÒczonym, niepustym alfabetem. P≥ytka Wanga to czwórka

(t
N

, t

E

, t

S

, t

W

) œ A4, interpretowana geometrycznie jako kwadrat jednostkowy, którego krawÍ-
dzie „pokolorowane” sπ elementami t

N

, t
E

, t
S

i t
W

(krawÍdü pó≥nocna, wschodnia, po≥udniowa
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i zachodnia). Skierowany uk≥ad p≥ytek to para (T, d), gdzie T jest zbiorem p≥ytek Wanga,
a d : T æ {N,E, S,W} jest funkcjπ, przypisujπcπ p≥ytkom kierunki.
NieskoÒczony (T, d)-skierowany zipper to, nieformalnie, ciπg p≥ytek (t

i

)
iœZ (ti œ T ), odwzo-

rowanych w Z2, taki øe d(t
i

) okreúla pozycjÍ p≥ytki t
i+1, a p≥ytki zajmujπce sπsiednie pozycje

majπ taki sam kolor na wspólnej krawÍdzi. Sπsiednie pozycje okreúlone sπ jako [(x, y) i (x+1, y)]
lub [(x, y) i (x, y + 1)], dla x, y œ Z.

Twierdzenie 5 Niech F bÍdzie skoÒczonym zbiorem figur. Istnienie nieskoÒczonego zippera
nad F jest nierozstrzygalne.

Powyøszy rezultat moøna ≥atwo rozszerzyÊ na zippery semi-nieskoÒczone. Zauwaømy naj-
pierw nastÍpujπce równowaønoúci:

Twierdzenie 6 Dla danego F ™ Ïù nastÍpujπce warunki sπ równowaøne:

1. Istnieje nieskoÒczony zipper nad F .

2. Istnieje semi-nieskoÒczony zipper nad F .

3. Dla dowolnego n œ N istnieje skoÒczony zipper nad F o d≥ugoúci n.

Wniosek 1 Niech F bÍdzie skoÒczonym zbiorem figur. Istnienie semi-nieskoÒczonego zippera
nad F jest nierozstrzygalne.

Pokrywanie p≥aszczyzny figurami

Analizujemy tu moøliwoúÊ pokrywania p≥aszczyzny figurami skierowanymi, pokazujπc jego
nierozstrzygalnoúÊ. Dowód stanowi redukcja z problemu pokrywania p≥ytkami Wanga. Dla da-
nego zbioru p≥ytek Wanga T konstruujemy zbiór figur F

T

taki, øe T pokrywa p≥aszczyznÍ wtedy
i tylko wtedy, gdy F

T

pokrywa p≥aszczyznÍ.
Mówimy, øe skoÒczony zbiór p≥ytek Wanga T pokrywa p≥aszczyznÍ, jeøeli istnieje odwzoro-

wanie · : Z2 æ T takie, øe p≥ytki na sπsiednich pozycjach majπ ten sam kolor na wspólnej
krawÍdzi. NastÍpujπce znane twierdzenie pochodzi od Bergera [9].

Twierdzenie 7 Niech T bÍdzie skoÒczonym zbiorem p≥ytek Wanga. Problem, czy T pokrywa
p≥aszczyznÍ, jest nierozstrzygalny.

Niech teraz F ™ Ïù bÍdzie skoÒczonym zbiorem figur. Mówimy, øe F pokrywa p≥aszczyznÍ,
jeøeli istnieje odwzorowanie · : N æ F takie, øe (·(i))

iœN jest semi-nieskoÒczonym zipperem
i dziedzinπ obrazu zip((·(i))

iœN) jest Z2. Zauwaømy, øe problem pokrywania p≥aszczyzny przez F
jest zawÍøeniem problemu z poprzedniego rozdzia≥u i jego nierozstrzygalnoúÊ nie jest prostπ
konsekwencjπ tamtej nierozstrzygalnoúci.

Twierdzenie 8 Niech F bÍdzie skoÒczonym zbiorem figur. Problem, czy F pokrywa p≥aszczy-
znÍ, jest nierozstrzygalny.

Dowód wykorzystuje redukcjÍ z problemu pokrywania p≥ytkami Wanga. Zasadniczπ ideπ jest
zamiana p≥ytek na figury w taki sposób, by u≥oøenie figur obok siebie by≥o moøliwe tylko wtedy,
gdy pierwotne p≥ytki majπ zgodne kolory na wspólnych krawÍdziach i mogπ byÊ umieszczone
na spirali wype≥niajπcej p≥aszczyznÍ. Konstrukcja ta przypomina snaked tile system Chena
i Goela [15].
Zauwaømy, øe podobnπ redukcjÍ moøna skonstruowaÊ dla zippera nieskoÒczonego, gdy po-

krywanie zdefiniowane jest w kategoriach odwzorowania · : Z æ F . Konieczne jest wówczas
uøycie wiÍkszej liczby figur, by mog≥y utworzyÊ podwójnπ spiralÍ z dwoma równoleg≥ymi w≥ók-
nami.
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4.3.5 DeszyfrowalnoúÊ multisetowa, zbiorowa i liczbowa

Klasyczne pojÍcie kodu wymaga, by zakodowana wiadomoúÊ zosta≥a jednoznacznie odkodo-
wana, tzn. naleøy odtworzyÊ pierwotny ciπg s≥ów kodowych. Jednakøe w niektórych sytuacjach
wystarczajπce moøe byÊ odtworzenie jedynie multisetu, zbioru lub zaledwie liczby s≥ów ko-
dowych. Prowadzi to do trzech rodzajów deszyfrowalnoúci, znanych jako, odpowiednio, de-
szyfrowalnoúÊ multisetowa (multiset decipherability, MSD), zbiorowa (set decipherability, SD)
i liczbowa (numeric decipherability, ND). Oryginalna pe≥na deszyfrowalnoúÊ zwana jest deszy-
frowalnoúciπ jednoznacznπ (unique decipherability, UD).
DeszyfrowalnoúÊ multisetowπ wprowadzi≥ Lempel w pracy [32], natomiast deszyfrowalnoúÊ

liczbowa pochodzi od Heada i Webera [23]. Ci sami autorzy w [24] rozwijajπ „grafy dominowe”,
dajπce uøytecznπ technikÍ sprawdzania deszyfrowalnoúci. Guzman [20] zdefiniowa≥ deszyfrowal-
noúÊ zbiorowπ i przedstawi≥ jednolite podejúcie do róønych typów deszyfrowalnoúci poprzez roz-
maitoúci monoidów. Prace Restivo [38] oraz Blanchet-Sadri i Morgana [12] rozstrzygajπ hipotezy
Lempela dla pewnych kodów MSD i SD. Blanchet-Sadri [11] charakteryzuje deszyfrowalnoúÊ
kodów z≥oøonych z trzech s≥ów, zaú Burderi i Restivo wiπøπ deszyfrowalnoúÊ z nierównoúciπ
Krafta [14] i z podzia≥ami kodowymi [13]. Salomaa i in. [39], mimo øe nie zajmuje siÍ wprost
deszyfrowalnoúciπ, bada rozk≥ady jÍzyków za pomocπ kodów ND (zwanych tu length codes).
Jak dowiedziono w [H1], sprawdzenie, czy dany skoÒczony zbiór figur skierowanych jest

kodem UD, jest rozstrzygalne. Jest to wciπø prawda w nieco ogólniejszym przypadku kodów
ze s≥abπ równoúciπ, por. [H2]. Z drugiej strony, figury skierowane z konkatenacjπ bez funkcji
≥πczπcej (okreúlonπ tylko wówczas, gdy figury nie nak≥adajπ siÍ) majπ ponownie nierozstrzygalne
sprawdzanie deszyfrowalnoúci UD [30, 31].
W pracy [H4] rozszerzamy wczeúniejsze rezultaty, rozwaøajπc nie tylko kody UD, lecz takøe

MSD, SD i ND dla figur skierowanych. Pokazujemy rozstrzygalnoúÊ lub nierozstrzygalnoúÊ dla
poszczególnych kombinacji niezaleønych kryteriów: typ konkatenacji (z funkcjπ ≥πczπcπ lub bez
niej), rodzaj deszyfrowalnoúci (UD, MSD, SD, ND) oraz geometria kodu (kilka klas wyznaczo-
nych przez wzajemne po≥oøenie punktów poczπtkowych i koÒcowych figur). Dwie kombinacje
pozostajπ jednak wciπø otwarte.

Kody

Definiujemy ≥πcznie osiem rodzajów kodów na figurach skierowanych, bÍdπcych rezultatem
uøycia czterech typów deszyfrowalnoúci i dwóch typów konkatenacji. Stwierdzenia formu≥owane
dla obydwóch typów konkatenacji ¶ i ¶

m

zapisujemy za pomocπ symbolu •, zatem „x•y” naleøy
czytaÊ jako „x ¶

m

y (odpowiednio x ¶ y)”. Podobnie „x œ Xù•” naleøy czytaÊ jako „x œ Xùm
(odpowiednio x œ Xù)”. By rozróøniÊ kody zwiπzane z konkatenacjπ z funkcjπ ≥πczπcπ i bez
niej, nazywamy je odpowiednio m-kodami i ”m-kodami. Ogólne odniesienia do kodów naleøy
rozumieÊ jako „m-kody (odpowiednio ”m-kody)”.

Definicja 10 (m-kod UD) Niech X ™ Ïù. X jest m-kodem jednoznacznie deszyfrowalnym,
jeøeli dla dowolnych x1, . . . , xk, y1, . . . , yl œ X równoúÊ x1 ¶m · · ·¶mxk = y1 ¶m · · ·¶m yl implikuje
równoúÊ ciπgów (x1, . . . , xk) i (y1, . . . , yl), tzn. k = l oraz xi = yi dla i œ {1, . . . , k}.

Definicja 11 (”m-kod UD) Niech X ™ Ïù. X jest ”m-kodem jednoznacznie deszyfrowalnym,
jeøeli dla dowolnych x1, . . . , xk, y1, . . . , yl œ X równoúÊ x1 ¶ · · · ¶ xk = y1 ¶ · · · ¶ yl implikuje
równoúÊ ciπgów (x1, . . . , xk) i (y1, . . . , yl).

W pozosta≥ych definicjach stosujemy oczywiste skróty.

Definicja 12 (m-kody i ”m-kody MSD) Niech X ™ Ïù. X jest kodem deszyfrowalnym mul-
tisetowo, jeøeli dla dowolnych x1, . . . , xk, y1, . . . , yl œ X równoúÊ x1 • · · · • xk = y1 • · · · • yl
implikuje równoúÊ multisetów {{x1, . . . , xk}} i {{y1, . . . , yl}}.

16



Definicja 13 (m-kody i ”m-kody SD) Niech X ™ Ïù. X jest kodem deszyfrowalnym zbio-
rowo, jeøeli dla dowolnych x1, . . . , xk, y1, . . . , yl œ X równoúÊ x1 •· · ·•xk = y1 •· · ·•yl implikuje
równoúÊ zbiorów {x1, . . . , xk} i {y1, . . . , yl}.

Definicja 14 (m-kody i ”m-kody ND) Niech X ™ Ïù. X jest kodem deszyfrowalnym licz-
bowo, jeøeli dla dowolnych x1, . . . , xk, y1, . . . , yl œ X równoúÊ x1 • · · · • xk = y1 • · · · • yl
implikuje k = l.

W≥asnoúÊ 5 Jeøeli X jest m-kodem UD (odpowiednio MSD, SD, ND), to X jest ”m-kodem UD
(odpowiednio MSD, SD, ND).

Zauwaømy, øe implikacja odwrotna nie jest prawdziwa. Zbiór moøe nie spe≥niaÊ warunku
w definicji m-kodu UD, majπc x1 ¶m · · · ¶m xk = y1 ¶m · · · ¶m yl, lecz wciπø byÊ ”m-kodem UD po
prostu dlatego, øe niektóre konkatenacje spoúród x1 ¶ · · · ¶ xk i y1 ¶ · · · ¶ yl sπ nieokreúlone.

Przyk≥ad 11 Weümy X = {x = aiù}. X nie jest m-kodem UD, gdyø x¶
m

x = x. Jest on jednak
trywialnym ”m-kodem UD, poniewaø x ¶ x nie jest okreúlona.

W≥asnoúÊ 6 Kaødy ”m-kod UD jest ”m-kodem MSD; kaødy ”m-kod MSD jest ”m-kodem SD i ”m-
kodem ND. Kaødy m-kod UD jest m-kodem MSD; kaødy m-kod MSD jest m-kodem SD i m-
kodem ND.

Podsumowujemy teraz wszystkie nietrywialne rezultaty dotyczπce sprawdzania deszyfrowal-
noúci. Naszym celem jest udowodnienie rozstrzygalnoúci lub nierozstrzygalnoúci dla poszczegól-
nych kombinacji niezaleønych kryteriów: typ konkatenacji (z funkcjπ ≥πczπcπ lub bez niej),
rodzaj deszyfrowalnoúci (UD, MSD, SD, ND) oraz geometria kodu (jednostronne, dwustronne,
dwustronne z równoleg≥ymi wektorami przesuniÍcia). Dwie kombinacje pozostajπ jednak wciπø
otwarte. Zauwaømy, øe we wszystkich nietrywialnych przypadkach rozstrzygalnych istniejπ al-
gorytmy sprawdzajπce rozwaøanπ deszyfrowalnoúÊ. Algorytmy te znajdujπ podwójny rozk≥ad
figury, gdy odpowiedü jest przeczπca.

Pozytywne wyniki dotyczπce rozstrzygalnoúci

Przypomnijmy przytoczone juø wczeúniej rezultaty:

Twierdzenie 9 (zob. [H1], rozdzia≥ 4) Niech X bÍdzie jednostronnym zbiorem nad Ï. Pro-
blem, czy X jest m-kodem UD, jest rozstrzygalny.

Twierdzenie 10 (zob. [31], rozdzia≥ 3) Niech X bÍdzie jednostronnym zbiorem nad Ï. Pro-
blem, czy X jest ”m-kodem UD, jest rozstrzygalny.

Uogólniajπc twierdzenia 9 i 10, otrzymujemy podobne wyniki dla jednostronnych kodów
MSD, SD i ND.

Twierdzenie 11 Niech X bÍdzie jednostronnym zbiorem nad Ï. Problem, czy X jest {m-kodem
lub ”m-kodem} {UD, MSD, SD lub ND}, jest rozstrzygalny.

W powiπzaniu z twierdzeniem 1, dowodzi to rozstrzygalnoúci dla wszystkich m-kodów UD,
MSD i ND. Otwarty pozostaje jednak przypadek dwustronnych m-kodów SD.
Dwustronne ”m-kody z równoleg≥ymi wektorami przesuniÍcia stanowiπ ciekawy przypadek

szczególny.
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Twierdzenie 12 (zob. [30], rozdzia≥ 4) Niech X = {x1, x2, . . . , xn} bÍdzie dwustronnym
zbiorem nad Ï z równoleg≥ymi wektorami przesuniÍcia, tzn. istnieje wektor · œ Z2 taki, øe
tran(x

i

) = –
i

· dla pewnych –
i

œ Z (i = 1, 2, . . . , n), przy czym –
i

nie sπ wszystkie dodatnie ani
wszystkie ujemne. Problem, czy X jest ”m-kodem UD, jest rozstrzygalny.

Tu ponownie moøliwe jest uogólnienie na dwustronne ”m-kody MSD, SD i ND z równoleg≥ymi
wektorami przesuniÍcia.

Twierdzenie 13 Niech X bÍdzie dwustronnym zbiorem nad Ï z równoleg≥ymi wektorami prze-
suniÍcia. Problem, czy X jest ”m-kodem UD, MSD, SD lub ND, jest rozstrzygalny.

Negatywne wyniki dotyczπce rozstrzygalnoúci

Twierdzenie 14 (zob. [31], rozdzia≥ 2) Niech X bÍdzie dwustronnym zbiorem nad Ï. Pro-
blem, czy X jest ”m-kodem UD, jest nierozstrzygalny.

Ten rezultat rozszerzamy na inne typy deszyfrowalnoúci:

Twierdzenie 15 Niech X bÍdzie dwustronnym zbiorem nad Ï. Problem, czy X jest ”m-kodem
UD, MSD, SD lub ND, jest nierozstrzygalny.

Podsumowanie wyników dotyczπcych rozstrzygalnoúci

Poniøsza tabela przedstawia stan naszej wiedzy o rozstrzygalnoúci deszyfrowalnoúci. Przy-
padki rozstrzygalne i nierozstrzygalne oznaczone sπ odpowiednio znakami + i ≠. Kombinacje,
które sπ wciπø otwarte, oznaczone sπ znakiem zapytania.

UD MSD ND SD
1 Jednostronne ”m-kody + + + +
2 Jednostronne m-kody + + + +
3 Dwustronne ”m-kody ≠ ≠ ≠ ≠
4 Dwustronne m-kody + + + ?
5 Dwustronne ”m-kody z równoleg≥ymi wektorami + + + +
6 Dwustronne m-kody z równoleg≥ymi wektorami + + + ?

Zauwaømy, øe przypadki pozytywne w wierszach 4 i 6 sπ trywialne, gdyø nie istniejπ dwu-
stronne m-kody UD, MSD lub ND. Dla pozosta≥ych kombinacji rozstrzygalnych odpowiednie
dowody prowadzπ do efektywnych algorytmów sprawdzania. Z drugiej strony, przypadek dwu-
stronnych m-kodów SD jest nietrywialny; istniejπ zarówno m-kody SD, jak i zbiory nie bÍdπce
kodami tego rodzaju. Øadna z dotychczasowych technik dowodu nie pozwala jednak rozstrzy-
gnπÊ tego przypadku.

4.3.6 Grafy dominowe a deszyfrowalnoúÊ

W pracach [H5] i [H7] definiujemy wariant grafów dominowych, który pozwala nam rozstrzygaÊ
niektóre typy deszyfrowalnoúci (okreúlone wczeúniej w [H4]) poprzez poszukiwanie pewnych
úcieøek w grafie. Pomys≥ ten bazuje na idei Heada i Webera [23, 24]. G≥ówny wynik to zatem
charakteryzacja deszyfrowalnoúci za pomocπ w≥asnoúci grafowych.
Konfiguracje zredukowane, których bÍdziemy tu uøywaÊ, a w konsekwencji graf dominowy,

sπ zaleøne od typu konkatenacji. Ustalmy zatem ów typ — z funkcjπ ≥πczπcπ m lub bez funkcji
≥πczπcej. Zak≥adamy ponadto, øe wszystkie zbiory sπ jednostronne, w przeciwnym bowiem razie
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konfiguracje zredukowane nie sπ okreúlone. Definicje konfiguracji oraz konfiguracji zredukowanej
pochodzπ z dowodów twierdzeÒ 2 i 11.
Niech rc(C) oznacza konfiguracjÍ zredukowanπ zwiπzanπ z konfiguracjπ C. Dla danej fi-

gury z œ X definiujemy rozszerzenie konfiguracji zredukowanej rc((x1, . . . , xk), (y1, . . . , yl))
o (z, Á) jako nowπ konfiguracjÍ zredukowanπ rc((x1, . . . , xk, z), (y1, . . . , yl)). Rozszerzenie to
jest dobrze okreúlone, gdyø rc((x1, . . . , xk), (y1, . . . , yl)) = rc((xÕ1, . . . , xÕkÕ), (yÕ1, . . . , yÕlÕ)) pociπga
rc((x1, . . . , xk, z), (y1, . . . , yl)) = rc((xÕ1, . . . , xÕkÕ , z), (yÕ1, . . . , yÕlÕ)). Analogicznie definiujemy roz-
szerzenie o (Á, z). Zauwaømy, øe w przypadku konkatenacji bez funkcji ≥πczπcej konkretne roz-
szerzenie moøe nie byÊ okreúlone.
Konfiguracja zredukowana, zdefiniowana w twierdzeniu 11, to para ((e

L

, l

L

), (e
R

, l

R

)) z punk-
tami koÒcowymi e

L

, e

R

œ Z2 i etykietowaniami l
L

, l

R

, które sπ odwzorowaniami czÍúciowymi
Z2 æ Ï. Nieformalnie, rozszerzenie ((e

L

, l

L

), (e
R

, l

R

)) o (z, Á) to konfiguracja zredukowana
((eÕ
L

, l

Õ
L

), (e
R

, l

R

)), gdzie eÕ
L

= e
L

+ tran(z), a lÕ
L

uzyskano przez „konkatenacjÍ” l
L

z z i odpo-
wiednie zawÍøenie dziedziny. Konfiguracja zredukowana zwana jest ostatecznπ, jeøeli jest postaci
((e, l), (e, l)), tzn. jej lewy i prawy sk≥adnik sπ równe. Zauwaømy, øe rc(C) jest ostateczna wtedy
i tylko wtedy, gdy L•(C) = R•(C). Okreúlenie „kryteria RC” odnosi siÍ do warunków wymie-
nionych w dowodzie twierdzenia 11.
Niech RC(X) bÍdzie zbiorem wszystkich konfiguracji zredukowanych nadX, które spe≥niajπ

kryteria RC, tzn. RC(X) = {rc((x
i

), (y
j

)) | (x
i

), (y
j

)}, gdzie (x
i

) i (y
j

) przebiegajπ wszystkie
skoÒczone, niepuste ciπgi elementów X, spe≥niajπce kryteria RC. Na mocy twierdzenia 11,
RC(X) jest skoÒczony dla kaødego jednostronnego kodu X.

Definicja 15 (Graf dominowy) Niech X bÍdzie jednostronnym zbiorem nad Ï. Graf domi-
nowy zbioru X to graf skierowany (V,E), gdzie V = RC(X) fi {0}, E = E0 fi E1 oraz

• E0 zawiera wszystkie krawÍdzie (0, v) takie, øe v œ RC(X) i v = rc((x), (y)) dla pewnych
x, y œ X, x ”= y,

• E1 zawiera wszystkie krawÍdzie (v1, v2) takie, øe v1, v2 œ RC(X), v1 nie jest ostateczna
i v2 jest rozszerzeniem v1 o (z, Á) lub (Á, z), dla pewnego z œ X.

Definiujemy ponadto funkcjÍ dominowπ d : E æ ˝((X fi {Á}) ◊ (X fi {Á})), przypisujπcπ
krawÍdziom etykiety:

d(0, v) = {(x, y) œ X ◊X | v = rc((x), (y))}
d(v1, v2) = {(x, y) œ (X ◊ {Á}) fi ({Á}◊X) | v2 jest rozszerzeniem v1 o (x, y)}.

Zauwaømy, øe dla krawÍdzi (v1, v2) z v1 ”= 0, d(v1, v2) zawiera pary postaci albo (z, Á),
albo (Á, z), ale nie jedne i drugie. Co wiÍcej, jeøeli przyk≥adowo (z, Á) i (zÕ, Á) œ d(v1, v2), to
tran(z) = tran(zÕ) ”= (0, 0), gdyø X jest jednostronny, a dwie konfiguracje zredukowane v1
i v2 wyznaczajπ dok≥adnie jeden wektor przesuniÍcia, potrzebny do rozszerzenia v1 do v2. Stπd
d(0, v) sπ jedynymi wartoúciami d, zawierajπcymi pary z dwiema niepustymi figurami.
FunkcjÍ dominowπ moøna rozszerzyÊ na úcieøki w grafie dominowym G: majπc danπ úcieøkÍ

p = (e1, e2, . . . , en), gdzie ei sπ krawÍdziami w G, definiujemy

d(p) = d(e1) • d(e2) • · · · • d(en),

gdzie • oznacza oczywiste rozszerzenie konkatenacji figur na pary figur.
Dla danej úcieøki p = (e1, e2, . . . , en) definiujemy równieø realizacjÍ p jako dowolny ciπg par

figur ((x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)) taki, øe (xi, yi) œ d(ei). Zauwaømy, øe xi, yi œ X fi {Á}.
Dla úcieøki p rozpoczynajπcej siÍ w wierzcho≥ku 0, d(p) opisuje próbÍ skonstruowania dwóch

róønych rozk≥adów pewnej figury. Jeøeli uda siÍ doprowadziÊ p do wierzcho≥ka ostatecznego,
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próba ta koÒczy siÍ sukcesem (úcieøka p jest „pomyúlna”); wiemy wówczas, øe X nie jest ko-
dem UD. Sprawdzenie innych typów deszyfrowalnoúci wymaga sprawdzenia wszystkich pomyúl-
nych úcieøek pod kπtem szczególnych w≥asnoúci, podobnych do warunków w dowodzie twierdze-
nia 11. Mówi o tym nastÍpujπce twierdzenie:

Twierdzenie 16 Niech X bÍdzie jednostronnym zbiorem nad Ï.

1. X nie jest kodem UD wtedy i tylko wtedy, gdy jego graf dominowy zawiera úcieøkÍ od 0
do wierzcho≥ka ostatecznego.

2. X nie jest kodem MSD wtedy i tylko wtedy, gdy jego graf dominowy zawiera úcieøkÍ p od 0
do wierzcho≥ka ostatecznego takπ, øe istnieje realizacja p, ((x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)),
dla której {{x1, . . . , xn}} i {{y1, . . . , yn}} sπ róønymi multisetami.

3. X nie jest kodem SD wtedy i tylko wtedy, gdy jego graf dominowy zawiera úcieøkÍ p od 0
do wierzcho≥ka ostatecznego takπ, øe istnieje realizacja p, ((x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)),
dla której {x1, . . . , xn} i {y1, . . . , yn} sπ róønymi zbiorami.

4. X nie jest kodem ND wtedy i tylko wtedy, gdy jego graf dominowy zawiera úcieøkÍ p od 0
do wierzcho≥ka ostatecznego takπ, øe istnieje realizacja p, ((x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)),
dla której liczba niepustych x

i

jest róøna od liczby niepustych y
i

.

NastÍpujπcy przyk≥ad pokazuje graf dominowy zbioru, który nie jest kodem. Za≥óømy, øe
Ï = {a} i m = {(a, a) ‘æ a}. Etykiety krawÍdzi to wartoúci funkcji dominowej d; zauwaømy øe
dla wszystkich krawÍdzi jest |d(e)| = 1. Dla zwiÍz≥oúci diagramu zapis konfiguracji zredukowa-
nych pomija wewnÍtrzne nawiasy i przecinki. Wierzcho≥ki ostateczne sπ podkreúlone.

Przyk≥ad 12 Rozwaømy X = {w = aiaù , x = aiaù, y = aiaù, z = aiaù} i ustalmy ·
E

=
(1, 1), ·

W

= (≠12 ,≠
1
2), ·S = (0,≠1), ·N = (≠

1
2 , 0). Pomijamy pary, które moøna uzyskaÊ z innej

pary przez zamianÍ elementów; nie tracimy jednak w ten sposób moøliwoúci odkrycia øadnej
z w≥asnoúci scharakteryzowanych w twierdzeniu 16. Zauwaømy, øe graf zawiera dwie pomyúlne
úcieøki, 0æ rc(w, y)æ rc(wx, y)æ rc(wx, yz) oraz 0æ rc(w, y)æ rc(wz, y)æ rc(wz, yz)æ
rc(wzz, yz). Pierwsza obala deszyfrowalnoúÊ UD, MSD i SD (ale nie ND); druga obala wszystkie
cztery typy deszyfrowalnoúci zbioru X .
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?
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?
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?
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?
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?
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?
(Á, z)

?
(Á, z)

rc(ww, yz) rc(wx, yz)
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?
(x, Á)

?
(z, Á)

rc(wzx, yz) rc(wzz, yz)

?
(Á, x)

rc(wzx, yzx)

?
(x, Á)

rc(wzxx, yzx)

-
(Á, x)

4.3.7 W≥asnoúÊ defektu w Z2

W≥asnoúci zwiπzane z deszyfrowalnoúciπ rzadko przenoszπ siÍ na kody w Z2. W szczególnoúci
dotyczy to twierdzenia o defekcie, bÍdπcego jednym z fundamentalnych wyników kombinatoryki
na s≥owach. Szczegó≥y moøna znaleüÊ w ksiπøkach Lothaire’a [33, 34] oraz w wyczerpujπcej pracy
Harju i Karhumäkiego [22].
W swej klasycznej wersji twierdzenie o defekcie mówi, øe jeøeli X ™ Ïú jest skoÒczonym

niekodem (tzn. istnieje s≥owo w Xú majπce dwa róøne rozk≥ady nad X), to istnieje kod Y ™ Ïú
taki, øe X ™ Y ú oraz |Y | < |X|. åciúlej, za Y moøna wziπÊ wolnπ otoczkÍ X, czyli najmniejszy
wolny podmonoid Ïú zawierajπcy X. Podczas gdy w≥asnoúÊ defektu moøna ≥atwo rozszerzyÊ na
drzewa, nie jest ona spe≥niona w wielu prostych przypadkach figur w Z2.
W [H6] dokonujemy przeglπdu trzech modeli figur w Z2, w oparciu o definicje sformu≥owane

w [H1], [P1] i [31]. Pokazujemy, øe w øadnym z tych przypadków nie da siÍ w rozsπdny sposób
uzyskaÊ w≥asnoúci defektu.
Przytaczamy kontrprzyk≥ady, które przeczπ w≥asnoúci defektu dla figur skierowanych. Po-

kazujπ one, øe w≥asnoúÊ ta zawodzi nawet dla bardzo prostych zbiorów, w tym singletonów,
zbiorów jednostronnych i zbiorów „ca≥kowicie nienak≥adajπcych siÍ” (takich, øe konkatenacja ¶
istnieje dla dowolnego ciπgu figur, gdyø nie ma kolizji dziedzin).

5 Pozosta≥e osiπgniÍcia naukowo-badawcze
[P1] W≥odzimierz Moczurad. “Brick codes: families, properties, relations”. W: International
Journal of Computer Mathematics 74 (2000). IF=0.121, s. 133–150.

[P2] Ma≥gorzata Moczurad i W≥odzimierz Moczurad. “Decidability of simple brick codes”. W:
Mathematics and Computer Science III (Algorithms, Trees, Combinatorics and Probabi-
lities). Trends in Mathematics. Birkhäuser, 2004, s. 541–542.
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[P3] Ma≥gorzata Moczurad i W≥odzimierz Moczurad. “Some open problems in decidability of
brick (labelled polyomino) codes”. W: Computing and Combinatorics COCOON 2004.
T. 3106. Lecture Notes in Computer Science. IF=0.513. Springer, 2004, s. 72–81.

[P4] Ma≥gorzata Moczurad i W≥odzimierz Moczurad. “Asymptotic density of brick and word
codes”. W: Ars Combinatoria 83 (2007). IF=0.234, s. 169–177.

[P5] Ma≥gorzata Moczurad i W≥odzimierz Moczurad. “How many figure sets are codes?” W:
Language and Automata Theory and Applications LATA 2008. T. 5196. Lecture Notes in
Computer Science. Springer, 2008, s. 385–396.

[P6] W≥odzimierz Moczurad. “Defect theorem in the plane”. W: Theoretical Informatics and
Applications RAIRO 41.4 (2007), s. 403–409.

[P1] wprowadza wielowymiarowe s≥owa i kody. Sπ to w istocie etykietowane poliomina, które
nazywamy klockami (bricks) lub figurami, por. [3, 8].
Zaczynamy od podstawowych definicji i w≥asnoúci zwiπzanych z deszyfrowalnoúciπ. Przed-

stawiamy miÍdzy innymi kilka waønych rodzin kodów figurowych. Badamy nastÍpnie, jakie
rodziny kodów moøna okreúliÊ za pomocπ n-argumentowych relacji. Pokazujemy, øe niektóre
nietrywialne rodziny nie pozwalajπ na takπ charakteryzacjÍ. Analizujemy równieø strukturÍ
zbioru relacji, które na takπ charakteryzacjÍ pozwalajπ. Wreszcie wprowadzamy pojÍcie liczby
chromatycznej, czyli najmniejszej liczby etykiet pozwalajπcej uczyniÊ dany zbiór kodem, i ba-
damy jej w≥asnoúci w zaleønoúci od rozmiaru i „ziarnistoúci” zbioru figur.

W [P2] i [P3] rozwaøamy rozstrzygalnoúÊ deszyfrowalnoúci zbioru figur. Problem, czy dany
zbiór figur (bπdü nawet poliomin) jest kodem, jest w ogólnoúci nierozstrzygalny. Moøna tego
dowieúÊ przez redukcjÍ z problemu pokrywania p≥ytkami Wanga (zob. [8]). Problem ten jest
otwarty dla zbiorów dwuelementowych. W omawianych pracach rozwaøamy zbiory z≥oøone wy-
≥πcznie z figur kwadratowych. Pokazujemy, øe w takim uk≥adzie deszyfrowalnoúÊ ma≥ych zbio-
rów (dwa elementy) jest rozstrzygalna, natomiast 15 elementów wystarcza, by uczyniÊ problem
nierozstrzygalnym.
Zauwaømy, øe deszyfrowalnoúÊ jest w trywialny sposób rozstrzygalna, jeøeli kwadraty uøy-

wajπ tylko jednej etykiety, czyli gdy w istocie sπ poliominami. Wówczas kodami sπ jedynie
singletony. Zauwaømy teø, øe z wyjπtkiem przypadku z jednπ etykietπ, rozstrzygalnoúÊ deszy-
frowalnoúci dla kwadratów nie zaleøy od wielkoúci alfabetu, gdyø wiÍkszy alfabet moøna „sy-
mulowaÊ” alfabetem binarnym za cenÍ rozmiaru kwadratów. Gdy rozwaøamy dowolne kszta≥ty,
etykiety moøna symulowaÊ kszta≥tami, co powoduje, øe rozstrzygalnoúÊ deszyfrowalnoúci dla
figur jest równowaøna rozstrzygalnoúci dla poliomin.
W koÒcowej czÍúci pracy badamy rozstrzygalnoúÊ dla zbiorów z kluczem, czyli dla kwadratów

majπcych w jednym z rogów „prefiks-klucz” ustalonego rozmiaru.

Prace [P4] i [P5] poúwiÍcone sπ zliczaniu kodów figurowych. Zliczanie poliomin lub figur
ustalonego rozmiaru jest trudne; przyk≥adowo, nie jest znany dok≥adny wzór bπdü funkcja two-
rzπca dla ciπgu (p

n

), opisujπcego liczbÍ poliomin rozmiaru n; por. [40]. Z drugiej strony, problem
ten jest trywialny dla s≥ów. Zliczanie kodów poliominowych lub figurowych jest co najmniej tak
trudne, jak zliczanie poliomin. DeszyfrowalnoúÊ jest w≥asnoúciπ „semantycznπ”, która nie po-
zwala na prostπ charakteryzacjÍ „syntaktycznπ”. Stπd powaøne narzÍdzia kombinatoryczne, jak
np. funkcje tworzπce, nie sπ tu pomocne.
Liczymy gÍstoúÊ asymptotycznπ w nastÍpujπcym sensie, por. [37, 42]: majπc dany zbiór

obiektów, wybieramy obiekty o rozmiarze n i liczymy stosunek tych, które majπ øπdanπ w≥asnoúÊ
(w tym przypadku deszyfrowalnoúÊ), do wszystkich, przy n dπøπcym do nieskoÒczonoúci. MiarÍ
rozmiaru definiujemy oddzielnie dla róønych klas figur.
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G≥ównym rezultatem pracy jest twierdzenie, øe dla pewnych klas figur powyøsza proporcja
zmierza do 1, gdy rozmiar figur zmierza do nieskoÒczonoúci. Wynik ten moøna interpretowaÊ
probabilistycznie nastÍpujπco: prawdopodobieÒstwo tego, øe losowo wybrany zbiór figur jest
kodem, zbliøa siÍ do 1, gdy figury sπ duøe. Ubocznym efektem jest wskazanie klas figur o gÍstoúci
równej 1 wúród wszystkich kodów. Pokazujemy takøe nieoczywisty zwiπzek miÍdzy rozmiarem
alfabetu a postaciπ kodów z≥oøonych z domin.

W pracy [P6] ustalamy status w≥asnoúci defektu dla kodów figurowych. Twierdzenie o de-
fekcie jest jednym z fundamentalnych rezultatów kombinatoryki na s≥owach, który dla zbiorów
s≥ów okreúla pewnego rodzaju wymiar (por. Lothaire [33, 34]). Rozmaite warianty oraz próby
rozszerzenia na inne struktury, w tym drzewa i dwuwymiarowe figury, moøna znaleüÊ w pracach
[22, 26–28, 35, 36].
Podczas gdy rozszerzenie na drzewa jest ≥atwe, w≥asnoúÊ nie przenosi siÍ prosto na figury

na p≥aszczyünie. W pracy podajemy kontrprzyk≥ady dla kwadratów, prostokπtów i domin. Po-
kazujemy, øe dwuelementowe zbiory takich figur w≥asnoúÊ defektu posiadajπ. Pozwala nam to
wskazaÊ graniczne wielkoúci zbiorów, przy których twierdzenie przestaje obowiπzywaÊ.
Udowadniamy nastÍpnie twierdzenie o defekcie dla trzech domin (prostokπtów n◊1 or 1◊n),

rozwiπzujπc tym samym problem postawiony w [22] i ustalajπc dok≥adnie granicznπ wielkoúÊ
zbioru, przy której w≥asnoúÊ zawodzi.
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[22] Tero Harju i Juhani Karhumäki. “Many aspects of defect theorems”. W: Theoretical
Computer Science 324.1 (2004), s. 35–54.

[23] Tom Head i Andreas Weber. “The Finest Homophonic Partition and Related Code Con-
cepts”. W: Mathematical Foundations of Computer Science MFCS 1994. T. 841. Lecture
Notes in Computer Science. Springer, 1994, s. 618–628.

[24] Tom Head i Andreas Weber. “Deciding multiset decipherability”. W: IEEE Transactions
on Information Theory 41.1 (1995), s. 291–297.

[25] Mari Huova. “A note on defect theorems for 2-dimensional words and trees”. W: Journal
of Automata, Languages and Combinatorics 14.3 (2009), s. 203–209.

[26] Juhani Karhumäki i Sabrina Mantaci. “Defect Theorems for Trees”. W: Fundamenta
Informaticae 38.1–2 (1999), s. 119–133.
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