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Tytut: Kody ztozone z figur skierowanych w 72
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4.3 Omoéwienie osiggniecia naukowego

Kody, czyli podzbiory X monoidu takie, ze kazdy iloczyn ma jednoznaczny rozktad nad X, sa
powszechnym przedmiotem badan. Typowe kody o zmiennej dtugosci (podzbiory wolnego mo-
noidu ¥*, gdzie ¥ jest skoniczonym, niepustym alfabetem) sa najbardziej znanym przyktadem,
a ich wlasnosci sa powszechnie znane; zob. klasyczna monografia Berstela i Perina [10]. Oma-
wiane wlasnosci obejmuja defekt, rozstrzygalnosé deszyfrowalnosci (wlasnosci bycia kodem),
jak réwniez okresowos¢, maksymalnosé, synchronizacje i powigzanie miedzy kodami a automa-
tami — by wymieni¢ tylko kilka przyktadéw. Rézni autorzy rozszerzali kody na inne struktury,
w tym drzewa, np. Karhuméki, Mantaci i Restivo [26, 35], oraz poliomina, np. Aigrain i Beau-
quier [3, 8]; dwuwymiarowe obrazy prostokatne byly badane przez Giammarresi i Restivo [19].
Wielu autoréw, jak np. Costagliola i in. [16, 17], zajmowalo si¢ jeszcze innymi strukturami
w dwoch wymiarach. Zainteresowanie to bierze sie z wielorakich zastosowan obrazéw w rozma-
itych dyscyplinach. Co wiecej, obrazy mozna traktowa¢ jako naturalne rozszerzenie stéw. Warto
zauwazy¢, ze dziedzina ta przezywa w ostatnich latach wyrazny rozkwit; zob. dla przykitadu
prace [4-7, 18, 25, 29].

Cho¢ niektore z rozszerzen zachowuja wigkszo$¢ wlasnosci zwigzanych z deszyfrowalnoscia,
wiele wtasnosci tracimy w przypadku poliomin lub figur okreslonych jako poliomina z etykie-
tami. Dla przykltadu, dziata woéwczas jedynie bardzo ograniczona wersja twierdzenia o defekcie,
a deszyfrowalnosé¢ jest rozstrzygalna tylko dla niewielkiej klasy figur; zob. rozlegte opracowa-
nie [22], a takze [P1, P6].

W naszej pracy staramy sie rozszerzy¢ typowa teorie kodéw zmiennej dhugosci na dwa wy-
miary w taki sposob, by zachowaé przynajmniej cze$¢ wlasnosci zwigzanych z deszyfrowalno-
$cig. Badania nasze sg pierwsza obszerniejsza proba takiego uogélnienia, wychodzaca poza dosé
restrykeyjng strukture drzew lub obrazéw prostokatnych. W tym celu definiujemy figury skie-
rowane jako etykietowane poliomina z okreslonym punktem poczatkowym i konicowym. Uktad
taki pozwala na naturalng definicje konkatenacji i jest podobny do jednego z modeli, symbolic
pixel pictures, opisanych w [16]. Uzywamy stowa ,skierowane”, by podkreslié sposob konkate-
nacji figur; jest to inne znaczenie tego stowa niz np. w okresleniu ,poliomina skierowane”.

W pracy [H1] zajmujemy sie testowaniem deszyfrowalnosci i wlasnoscia defektu dla figur
skierowanych. Dowodzimy, ze sprawdzenie, czy dany skonczony zbiér figur jest kodem, jest roz-
strzygalne i podajemy konstruktywny algorytm (konstruktywny w tym sensie, ze dla zbioru
nie bedacego kodem znajduje podwdjny rozkltad). Jest to istotna zmiana w stosunku do wspo-
mnianych wczesniej modeli obrazéw. Z drugiej strony pokazujemy kilka kontrprzyktadow dla
twierdzenia o defekcie.

W pracy [H2] rozszerzamy wezesniejsze wyniki poprzez dopuszczenie ogdlniejszej definicji
kodu. Prowadzi to do czterech rodzajow kodow, z ktérych pewne moga okazac sie bardziej przy-
datne w zastosowaniach takich jak np. indeksowanie obrazéw lub ,obrazkowe kody kreskowe”.
Pokazujemy, ze kody te tworzg nietrywialng hierarchie ze wzgledu na inkluzje. Algorytmy znaj-
dujace podwdjny rozktad figury dla zbioru nie bedacego kodem mozna prosto wywiesé¢ z dowodu
twierdzenia.

Samoorganizacja to proces, w ktérym proste, autonomiczne elementy tworza bardziej zto-
zone struktury bez zadnego zewnetrznego sterowania. Jest to powszechne zjawisko w Swiecie
fizyki i biologii, ktére mozna obserwowaé¢ w rozmaitych zakresach — od czasteczek, poprzez



komorki (w sensie biologicznym), po zjawiska makroskopowe. Do opisu samoorganizacji za-
proponowano rézne modele matematyczne, w szczegdlnosci znany Tile Assembly Model Erica
Winfree'ego, oparty na ptytkach Wanga na ptaszczyznie. W [H3| proponujemy model oparty na
figurach skierowanych, wyposazonych w konkatenacje czesciowa, okreslong dla figur nienaktada-
jacych sie. Udowadniamy kilka wtasnosci dotyczacych rozstrzygalnosci, zwiazanych z wypetia-
niem ptaszczyzny przez dany zbior figur i z tworzeniem nieskonczonych i semi-nieskonczonych
zipperéw. Choé nie sg to zupelnie nowe rezultaty z perspektywy plytek Wanga, pozwalaja
jednak na jednolite podejécie do samoorganizacji, ktére moze okazaé si¢ uzyteczne w dalszych
badaniach.

Klasyczne pojecie kodu wymaga, by zakodowana wiadomos¢ zostata jednoznacznie odko-
dowana, tzn. nalezy odtworzy¢ pierwotny ciag stéw kodowych. Jednakze w niektérych sytu-
acjach wystarczajace moze by¢ odtworzenie jedynie multisetu, zbioru lub zaledwie liczby stow
kodowych. Prowadzi to do trzech rodzajéw deszyfrowalnosci, znanych jako, odpowiednio, de-
szyfrowalno$¢ multisetowa (multiset decipherability, MSD), zbiorowa (set decipherability, SD)
i liczbowa (numeric decipherability, ND). Oryginalna pelna deszyfrowalno$¢ zwana jest deszyfro-
walnosdcig jednoznaczng (unique decipherability, UD). W pracy [H4] rozszerzamy wczesniejsze
rezultaty, rozwazajac nie tylko kody UD, lecz takze MSD, SD i ND dla figur skierowanych.
Pokazujemy rozstrzygalnos¢ lub nierozstrzygalnosé dla poszczegdlnych kombinacji niezaleznych
kryteriéw: typ konkatenacji (z funkcja taczaca lub bez niej), rodzaj deszyfrowalnosci (UD, MSD,
SD, ND) oraz geometria kodu (kilka klas wyznaczonych przez wzajemne potozenie punktéw po-
czatkowych i koncowych figur). Dwie kombinacje pozostaja jednak wciaz otwarte.

W pracach [H5, H7] definiujemy wariant graféw dominowych, co pozwala na rozstrzyganie
niektérych rodzajow deszyfrowalnosci poprzez poszukiwanie pewnych $ciezek w grafie. Jest to
koncept oparty na pomysle Heada i Webera [24]. Gléwny wynik charakteryzuje rozstrzygalnosé
deszyfrowalnosci za pomoca wtasnosci grafowych.

W pracy [H6] zajmujemy si¢ trzema modelami figur na plaszczyznie Z? w oparciu o definicje
sformutowane w [H1], [P1] i [31]. Pokazujemy, ze nie da si¢ w rozsadny sposob uzyska¢ wlasnosci
defektu dla figur skierowanych, zaréwno z funkcja taczaca, jak i bez niej.

4.3.1 Preliminaria

Niech ¥ bedzie skoficzonym, niepustym alfabetem. Przesuniecie o wektor u w Z? i jego naturalne
rozszerzenia oznaczamy przez tr,. Niech dist bedzie metryka miejska na Z2. Zbiér U C Z? jest
spojny, jezeli dla dowolnych z,y € U istnieje ciag x = x1,%2,...,Tp, Tur1 = y zawarty w U
taki, ze dist(z;, ;1) = 1 dlai € {1,... ,n}.

Definicja 1 (Figura skierowana) Niech D C 72 bedzie skoniczony i spéjny, b € D, e € D lub
dist(e, D) =1 oraz { : D — X. Czworke f = (D, b, e, ) nazywamy figura skierowana (nad ¥) o

dziedzinie dom(f) = D,
punkcie poczatkowym begin(f) = b,
punkcie koncowym end(f) = e,
etykietowaniu label(f) = .

Wektor przesuniecia figury f okreslony jest jako tran(f) = end(f) — begin(f). Ponadto pusta
figura skierowana e to (0, (0,0), (0,0),{}), gdzie {} oznacza funkcje o pustej dziedzinie.

Zbior wszystkich figur skierowanych nad ¥ oznaczamy przez >°. Dwie figury skierowane x, y
sq réwne (co zapisujemy jako x = y), jezeli istnieje u € Z? taki, ze

y = (tr,(dom(z)), tr,(begin(x)), tr,(end(z)), tr, (label(z))).

Figury rozwazamy zatem z doktadnoscia do przesuniecia.
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Przyktad 1 Figura skierowana i jej reprezentacja graficzna. Kazdy punkt dziedziny, (z,vy),
reprezentowany jest przez kwadrat jednostkowy w R?, ktérego lewy dolny rég ma wspélrzedne
(z,y). Kétko oznacza punkt poczatkowy, za$ kwadracik — punkt koricowy figury. Figury rozwa-
zamy z doktadnosciqg do przesuniecia, przeto nie zaznaczamy wspotrzednych.

({(0,0),(1,0),(1,1)},(0,0),(2,1),{(0,0) = a,(1,0) = b, (L, 1) = c}) [,
Definicja 2 (Konkatenacja (z funkcja taczaca), m-konkatenacja)
Niech © = (Dy, by, €4, 05) 1y = (Dy, by, ey, 0,) bedq figurami skierowanymi. Konkatenacje figur
x 1y z funkcja taczaca m : X x ¥ — X okreslamy jako

>
b

TOonYy = (Dx ) trez—by (Dy)a bxy trez—by (ey)a 6)7

gdzie
l.(2) dla z € D, \ tre,—,(D,),
U(2) = S tre,—p, (6y)(2) dla z € tre,—p,(Dy) \ Dy,
m(ly(2), tre, s, (0y)(2)) dla z € Dy Ntre,_y, (Dy).
Przyklad 2
& @ _ [q
e om [Olg T cl ¢
(al ] < Cal bK>

gdzie T oznacza rzutowanie na pierwszy argument.
Obserwacja 1 X° = (X° 0,,) jest monoidem wtedy i tylko wtedy, gdy m jest lgczna.

Od tej pory niech m bedzie dowolna taczng funkcja taczaca. Piszemy ¥ na oznaczenie
zaréwno monoidu, jak i samego zbioru figur. Naduzywajac tej notacji, piszemy réowniez X;, na
oznaczenie zbioru wszystkich figur, ktére mozna uzyskaé za pomocg konkatenacji figur ze zbioru
X C ¥¢ . Indeks m zwykle pomijamy, gdy m jest nieistotne lub oczywiste (np. gdy |X| = 1),
piszac takze zy zamiast = o, y.

Obserwacja 2 Monoid 3, nie jest wolny, gdyz jego baza musi zawierac ,figury jednostkowe”
(figury typu

agp :@Q(IN :g,aw :@ ,as :@,
dla wszystkich a € ¥), co prowadzi do sprzecznosci z zalozeniem, Ze ¢, jest wolny.

Przyktad 3 Niezaleznie od funkcji tgczqceej, podana figura rozktada sie na dwa sposoby, np.
jak‘o ayanyagasasapanNanNap 0raz apapanNawaywaNapaApaE.

dddd

aj a q

(al al a

Definicja 3 (Kod (z funkcja taczaca), m-kod) X C 3¢ jest kodem, jezeli dla dowolnych
Tly ooy Ty Y1, - -5 Y1 € X TOWNOSE

L1Om -+ -Om Tk =Y1 Om - - - Om Y1

pocigga k =1 oraz x; = y; dlai € {1,... k}.
Przyktad 4 X ={ @, %} C {a}s, w oczywisty sposéb jest kodem.

Przyktad 5 X = {w =[(dd » = @dd,y=d ", =[d } € {a}s, nie jest kodem, gdyz
<>

2D

a
wr = Yz = \4




4.3.2 Deszyfrowalno$¢ na figurach skierowanych jest rozstrzygalna

W pracy [H1| zajmujemy sie sprawdzaniem deszyfrowalnosci i wlasnoscia defektu dla figur
skierowanych. Pokazujemy, ze sprawdzenie, czy dany skonczony zbiér figur jest kodem, jest
rozstrzygalne, oraz podajemy konstruktywny algorytm (konstruktywny w tym sensie, ze znaj-
duje podwdjny rozktad dla niekodu). Jest to istotna zmiana w stosunku do wspomnianych
poprzednio modeli. Z drugiej strony, wskazujemy kontrprzyktady do twierdzenia o defekcie.

Warunek konieczny deszyfrowalnosci

Twierdzenie 1 (Warunek konieczny) Niech X = {xy,...,x,} C X2. Jezeli istniejg
Qiys ooy € Ly gdzie {0y, ... 0} C{1,...,n}, takie ze
k
> oy tran(z;,) = (0,0),
j=1

to X nie jest kodem.

Definicja 4 (Zbiory jedno- i dwustronne) Zbior, ktéry spelnia warunek z twierdzenia 1,
nazywamy dwustronnym; w przeciwnym razie nazywamy go jednostronnym.

Rozstrzygalnosé¢ sprawdzania deszyfrowalnosci

Pokazujemy, ze sprawdzenie, czy dany zbiér figur jest kodem, jest rozstrzygalne. Dowdd ten
ma dla naszej pracy zasadnicze znaczenie, nie tylko jako gltéwny wynik artykutu, ale rowniez
jako narzedzie w dalszych badaniach. Zaczynamy od obserwacji, ktére pozwalaja skonstru-
owal ,obszary ograniczajace” dla figur. Przechodzimy nastepnie do wtasnosci gwarantujacych
skonczono$é zbioréw mozliwych konfiguracji i w konsekwencji rozstrzygalno$é omawianego pro-
blemu.

Niech X = {zy,...,z,} C X . Albo istnieje wektor 7z € Z? taki, ze 7 - tran(z) > 0 dla
x € X, albo na mocy twierdzenia 1 zbiér X nie jest kodem. Jezeli 7 istnieje, mozna wzigé
wektor na tyle dtugi, by dla dowolnego x € X

dom(x) U {end(z)} C HP(7g, begin(z)),

gdzie, dla danych v, w € R?, HP(v, w) oznacza pdiptaszczyzne {u € Z? | v+ (u — (w +v)) < 0}.
Zauwazmy, ze zatem
dom(z) U {end(x)} C HP(7g, end(z))

dla kazdego x € X. Bez straty ogdlnosci mozemy zaltozy¢, ze

Z(R_z(7g), tran(z1)) < L(R_z(7p), tran(zz)) < ... < Z(R-z(7g), tran(z,,))

(gdzie Ry oznacza obrét o kat ¢, a Z to kat rozpiety przez dwa wektory) oraz begin(z) = (0, 0)
dla z € X. Dobierzmy teraz stale rg,ry,ry > 0 takie, ze wektory

v = ryRz (tran(z,)),
™w = —TwTE,
rg = rsR,g(tran(CL‘l))

wyznaczajq ,obszary ograniczajace” dla figur z X, tzn. dla x € X zachodzi

dom(z) U {end(z)} C (1 {HP(r,begin(z))}.

Te{TN,TW,Ts }
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HP (TE, begln(x))

:TW/\:T:E T
\/—5 \ TN, begin(z))
\

HP(rw, begin(z))

Rysunek 1: Potptaszezyzny HP(7, begin(z)) dla 7 € {7, 7n, Tw, Ts}; czarna kropka oznacza
punkt poczatkowy figury z.



CW* ()

CE*(z)

[ ]

Rysunek 2: Obszary CW(z) i CE™(x); czarna kropka oznacza punkt koricowy figury x.

Rysunek 1 przedstawia polplaszczyzny HP(7, begin(z)) dla 7 € {rg, v, 7w, 7s}. Dla z € X3,
zdefiniujmy

CE*(x) = HP(rs,end(z)) NHP(7x,end(z)) N HP (1, end(x)),

CE (z) = 7Z*\CE"(end(x)),

CWH(z) = |J{v+ (CE*(end(z)) NHP(7g,end(z)))},

CW~(x) = Z*\ CWT(end(x)),

gdzie suma w definicji CW ™ (z) przebiega po v € Z? lezacych wewnatrz kata rozpietego przez
wektory —tran(x;) i —tran(z,,).

Definiujemy konfiguracje jako pare (z,y), gdzie x,y € X2, Méwimy, ze (2,y') € (X2,)? jest
nastepnikiem konfiguracji (z,y), piszac (x,y) < (2, ), jezeli

' = xx” dla pewnego z” € X oraz y = ¢/, lub
y' = yy” dla pewnego 3y’ € X oraz x = 2’

Przez <* oznaczamy przechodnie domkniecie <. Oczywiscie X nie jest kodem wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieja x,y € X i z € X, takie, ze v # y i (z,y) <* (2, 2). Naszym celem jest albo
znalezé konfiguracje (x,y) taka, ze  # y oraz

(r,y) <...<(z2)

(woéwezas X nie jest kodem), albo pokazaé, ze taka konfiguracja nie istnieje (wowcezas X jest
kodem). Konfiguracja speliajaca powyzszy warunek zwana jest konfiguracja uzyteczng. Po-
tencjalnie istnieje nieskonczenie wiele konfiguracji, ktére nalezy sprawdzié; ponizsze wtasnosci
pozwalaja zmniejszy¢ ich liczbe.

Wtasnosé 1 Jezeli (z,y) jest uzyteczna i (2',y") < (x,y), to (2',y') jest uzyteczna.

Wtasnosé 2 Jezeli (z,y) jest uzyteczna, to

end(z) € CW*(y) UCE™(y),
end(y) € CWT(z) UCE™(x).



Wtlasnosé 3 Jezeli (z,y) jest uzyteczna, to

label(2) |cg-(@noe-w= label(y) lce-@nce-@) -

Zauwazmy, ze nie jest nam potrzebna cata informacja zawarta w konfiguracjach, a je-
dynie te etykietowania, ktére moga ulec zmianie wskutek dalszych konkatenacji. Na mocy
wlasnosci 3, zamiast (x,y) mozemy rozwazaé konfiguracje zredukowang, okreslona jako para
(71'30(%, y)? TrRC(yv l’)), gdzie

7ro(z,2") = (end(z), label(2) |d0m(z)\(CE—(z)ﬂCE—(z’)))'

Wilasnosé 1 oznacza, ze wystarczy rozwazaé konfiguracje, w ktorych ,rozciagltosé” (odleglosé
skrajnych punktéw) w kierunku 75 jest ograniczona przez |7z|, tzn. |7z - (end(z) — end(y))| <
|7E|?, gdyz jedna figura przesuwa end(x) lub end(y) o co najwyzej |7g|. Ponadto wtasnosé 2
ogranicza rozciaglos¢ prostopadta (w kierunku R_x (7x)). Stad liczba konfiguracji zredukowa-
nych, z doktadnoscig do przesuniecia, jest skonczona. Prowadzi nas to do gtéwnego twierdzenia
artykutu:

Twierdzenie 2 Problem, czy dany skonczony zbior X C ¥° jest kodem, jest rozstrzygalny.

Algorytm

Z dowodu twierdzenia 2 otrzymujemy algorytm sprawdzajacy, czy dany zbior figur skiero-
wanych jest kodem. Nastepujaca procedura zwraca true, jezeli zbior na wejsciu jest kodem;
w przeciwnym razie zwraca false. Ponadto, jezeli zbiér nie jest kodem, algorytm znajduje
Tl Tk, Ty, ..., x) takie, ze xy - - -z = o) - - - 7). Zauwazmy, ze z tego wlasnie powodu gltéwna
petla algorytmu przetwarza konfiguracje (a nie tylko konfiguracje zredukowane).

1. input X = {zy,...,2,} C X2,

2. 0f Jauy, .0, €2y, i,k S{L, L n) Y0 ag tran(z;) = (0,0)
then return false

3. compute g, Tw, Ts, TN

4. C := ) (zbiér sprawdzonych konfiguracji),
RC' := () (zbi6r sprawdzonych konfiguracji zredukowanych)

5. for each x,y € {tr—begin(z)($> |z e X}z #ydo

(a) if (x,y) moze by¢ uzyteczna (spetnione sa warunki z wlasnosci 2 i 3)
and (WRC(:E> y)a WRC(yv l’)) ¢ RC

then
C:=CU{(x,v)},
RC := RCU{(mre(x,y), Tre(y, x))}
6. RCTMP ::@

7. while RC ?é RCTJVIP do
(a) CTMP = O, RCTMP = RC, C .= @
(b) for each (z,y) € Cryp and z € X do

i.ifxz=yorx=yz
then return false



ii. if (zz,y) moze by¢ uzyteczna
and |7z - (end(xz) — end(y))| < |75|?
and (mre(z2,v), Tre(y, x2)) € RC
then
C:=CU{(xz,y)},
RC := RC U{(wrc(z2,9), mrc(Yy,22))}
iii. if (x,yz) moze by¢ uzyteczna
and |7z - (end(x) — end(y2))| < |75|?
and (mre(z,y2), re(yz, 7)) &€ RC
then
C:=CU{(x,yz)},
RC := RCU {(WRC(xa yz)v 7rRC’(yZ> ‘%))}

8. return true

Zauwazmy, ze konfiguracje sg rozpatrywane z doktadnoscia do przesuniecia; odnosi sie to
w szczegdlnosci do testu ... ¢ RC”. Faktyczna implementacja moze nie uzywac zbioru RCrysp,
a jako warunek petli przyja¢ C' # () (nowy element jest dodawany do C' wtedy i tylko wtedy,
gdy nowy element jest dodawany do RC'). Zmiana taka poprawitaby efektywnos¢ algorytmu,
ale przestonitaby jego podobienstwo do algorytmu Sardinasa i Pattersona. Implementacja moze
rowniez wykorzystywaé symetryczng nature konfiguracji.

Wlasnos$é defektu

Przytaczamy tu kilka kontrprzyktadéow do twierdzenia o defekcie dla figur skierowanych.
Pokazuja one, ze wtasno$¢ ta zawodzi nawet dla bardzo prostych zbioréw. 7 drugiej strony, za-
wezenie figur do ,niby-stéw”, z odpowiednio dobranymi punktami poczatkowymi i koncowymi,
gwarantuje oczywiscie zachowanie wlasnosci defektu.

Twierdzenie 3 (Klasyczna wlasno$é¢ defektu) Niech X C X7 bedzie niekodem. Istnieje
Y CXF taki, ze |Y| < |X| oraz XT CYT.

Rozwazmy teraz nastepujace przyktady:
Przyktad 6 Niech ¥ ={a}, m = {(a,a) — a} oraz

X:{x:@Qy:@}.

Dla dowolnego n > 1

(zy)" =
zatem X nie jest kodem. Nie istnieje jednak Y taki, ze |Y]| <2 i Xt C Y.

Wtasnosé defektu nie zachodzi wiec nawet dla kwadratéw jednostkowych. Co wiecej, istnieja
singletony nie bedace kodami:

Przyktad 7 Niech ¥ = {a}, m = {(a,a) — a} oraz
X = (@

Dla dowolnego n > 1

"=z

zatem X nie jest kodem. Nie istnieje jednak Y taki, ze |Y]| <14 Xt C Y.
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Wtasnos¢ defektu nie zachodzi takze dla niekodéw, ktore nie pozwalaja utworzyé figury
o zerowym wektorze przesuniecia:

Przyktad 8 Niech ¥ = {a,b,c}, m ={(a,-) — a,(-,a) — a,...} (pozostale wartosci dowolne)
oraz

X = {z =([K0d, y = (K a)}.

Wowczas

Ty = yr =
zatem X nie jest kodem. Nie istnieje jednak Y taki, ze |Y]| <2 i Xt C Y.

Uwagi

Warto zauwazy¢, ze ztozonosé sprawdzania deszyfrowalnosci zalezy od kata rozpietego przez
wektory przesunieé figur. Wieksze katy daja wyzsza ztozonosé, gdyz nalezy wowczas sprawdzi¢
wiecej konfiguracji. Oczywiste ograniczenie gérne zalezy wyktadniczo od rozmiaru ,obszaréw
ograniczajacych”; ten z kolei rosnie proporcjonalnie do tg(«/2), gdzie o to wspomniany kat.
Jednakze dla o = 7 ztozonos¢ radykalnie spada ze wzgledu na twierdzenie 1. Po drugiej stronie
spektrum, gdy kat zmierza do zera, figury staja siec podobne do stow, a dziatanie algorytmu
przypomina dziatanie algorytmu Sardinasa i Pattersona.

4.3.3 Kody ze stabg réwnoscia

W pracy [H2| rozszerzamy wezesniejsze wyniki poprzez dopuszczenie ogélniejszej definicji kodu.
Prowadzi to do czterech rodzajow koddw, z ktérych pewne mogg okazaé sie bardziej przydatne
w zastosowaniach takich jak np. indeksowanie obrazow lub ,,obrazkowe kody kreskowe”. Poka-
zujemy, ze kody te tworzg nietrywialng hierarchie ze wzgledu na inkluzje. Gtéwnym rezultatem
jest tu rozstrzygalno$¢ sprawdzania deszyfrowalnosci dla wszystkich czterech rodzajow kodow.
Algorytmy znajdujace podwdjny rozktad figury dla zbioru nie bedacego kodem mozna prosto
wywies¢ z dowodu twierdzenia.

Nasze rozszerzenie ostabia (jeden lub obydwa) warunki réwnosci figur w klasycznej definicji
kodu:

rioxp =y -y =>k=Ilorazx; =y; dlai e {1,...,k}.

Jest to podejscie zblizone do (R, S)-kodéw okreslonych przez Halave i in. w [21]. Staba réwnosé
pomija punkty poczatkowe i koncowe figur, pozwalajac na prostsze reprezentacje, ktérg moga
by¢ bardziej odpowiednie we wspomnianych zastosowaniach.

Definiujemy cztery rodzaje kodéw na figurach skierowanych, bedace rezultatem ewentual-
nego uzycia stabej réwnosci w klasycznej definicji kodu, i pokazujemy ich hierarchie ze wzgledu
na inkluzje. Przypomnijmy, ze dwie figury skierowane z, y sa réwne (z = y) jezeli istnieje u € Z>
taki, ze

y = (try,(dom(z)), tr,(begin(z)), tr,(end(x)), tr, (label(x))).
Dwie figury skierowane x,y sa stabo réwne (z doktadnoscia do punktéw poczatkowych i konco-
wych; z ~ y), jezeli istnieje u € Z?* taki, ze

dom(y) = tr,(dom(x)) oraz label(y) = tr,(label(x)).
Zauwazmy, ze dla dowolnych x,y € ¥°, x = y implikuje x ~ y.

Definicja 5 (Kody ze staba réwnoscia) Niech £ i 2 bedg réwnosciami na figurach:
= lub ~. Zbior X C X¢ jest (ﬁi)—kodem, jezeli dla dowolnych xv,...,x5, y1,...,y € X

réwnosé xy - - - xp, 2 y1 - -y implikuje k =1 oraz x; E2 y; dlai e {1,... k}.
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Zbioér wszystkich (ﬁi)—kodéw oznaczamy przez C' (Ei). Dla przejrzystosci zapisu pomijamy

odniesienie do 3¢, . Okreslamy zatem cztery rodziny kodéw, C(==), C(=~), C(~=) i C'(~),
gdzie C'(==) oznacza dotychczasowe kody na figurach skierowanych.

Wtasno$é 4 Diagram przedstawia zawierania pomiedzy powyzszymi rodzinami kodow. Wszyst-
kie inkluzje sq wlasciwe.

EO
1
C(==)

7
C(==)UC(~)
/! AN

C(==) C(a)
AN /!
C(==) FTW C(~)

C(==)
7
0

Gloéwny wynik omawianego artykutu to rozstrzygalno$¢ deszyfrowalnosci dla wszystkich
czterech rodzajow kodow.

Twierdzenie 4 Problem, czy dany skonczony zbior X C 39, jest kodem danego rodzaju, (==),
(=), (==) lub (~=), jest rozstrzygalny.

4.3.4 Pokrywanie plaszczyzny figurami skierowanymi

Samoorganizacja to proces, w ktorym proste, autonomiczne elementy tworzg bardziej ztozone
struktury bez zadnego zewnetrznego sterowania. Jest to powszechne zjawisko w $wiecie fizyki
i biologii, ktére mozna obserwowaé¢ w rozmaitych zakresach — od czgsteczek, poprzez komorki
(w sensie biologicznym), po zjawiska makroskopowe. Zainteresowanie samoorganizacja wynika
z perspektywicznych zastosowan technologicznych m.in. w inzynierii materiatowej, medycynie,
robotyce i obliczeniach opartych o DNA. Warto podkresli¢, ze interakcje pomiedzy elementami
sg lokalne; jest to podstawowa charakterystyka samoorganizacji.

Matematyczne badania samoorganizacji zostaly zainicjowane przez Adlemana i Win-
free’ego [1, 41] juz w latach 90., a w ostatniej dekadzie staly si¢ ponownie przedmiotem wzmo-
zonego zainteresowania. Rozlegta bibliografie tej tematyki mozna znalezé np. w pracy [2].

Do opisu samoorganizacji zaproponowano rézne modele matematyczne, w szczegdlnosci
znany Tile Assembly Model Erica Winfree’ego, oparty na plytkach Wanga na ptaszczyznie.
W [H3] proponujemy model oparty na figurach skierowanych, wyposazonych w konkatenacje
czesciows, okreslong dla figur nienaktadajacych sie.

Proponowany przez nas model jest elastyczny i pozwala na naturalny opis samoorganizuja-
cych si¢ elementow, jak réwniez np. na reprezentacje obrazéow, por. [H2]. Udowadniamy kilka
wlasnosci dotyczacych rozstrzygalnosci, zwigzanych z pokrywaniem plaszczyzny przez dany
zbiér figur i z tworzeniem nieskonczonych i semi-nieskoniczonych zipperéw. Choé nie sa to zu-
pelnie nowe rezultaty z perspektywy ptytek Wanga, pozwalajg jednak na jednolite podejscie
do samoorganizacji, ktére moze okazaé¢ sie uzyteczne w dalszych badaniach.
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Nowe definicje

Przedzial catkowity {k € Z | i < k < j} oznaczamy przez [i,. .., j]. Nie wymagamy od tej
pory, by dziedzina figury byta spdjna, i nie czynimy zadnych zatozen co do wzajemnego poto-
zenia dziedziny, punktu poczatkowego i koncowego figury. Oprocz dotychcezasowej konkatenacji
z funkcja taczaca definiujemy wariant bez takiej funkc;ji.

Definicja 6 (Konkatenacja bez funkcji laczacej)
Niech © = (Dy, by, €5, 0;) iy = (Dy, by, ey, ly) bedq figurami skierowanymi. Jezeli

D, N tre, -, (Dy> =0,
to konkatenacja bez funkcji taczacej figur x ¢ y okreslona jest jako
zoy = (DyUtre, s, (Dy), by, tre, s, (ey), ),
gdzie

0z) = l.(2) dla z € D,,
| tre,—b, (6y)(2) dla z € tre,—p,(Dy).
Jezeli Dy Ntre,—y, (Dy) # 0, to x oy nie jest okreslona.
Przyktlad 9
& @ _  [d
_ © d = d
(al 0] < 119

Przyktad 10

o

o)

O
b

I
<

Powyzsza konkatenacja nie jest okreslona, gdyz figury nie spetniajg warunku z definicji: punkt
z etykietq ¢ koliduje z punktem e.

Zippery nieskonczone i semi-nieskonczone

Nieformalnie, ciag figur (f;)iez nazywamy zipperem nieskoriczonym, jezeli okreslona jest
nieskonczona konkatenacja --- f_1 0 fgo f1---, tzn. nie ma kolizji dziedzin. Formalnie:

Definicja 7 (Zipper nieskonczony) Niech F' C ¥°. Cigg figur (fi)icz, gdzie f; € F, nazy-
wamy zipperem nieskonczonym (nad F), jezeli dla dowolnych i,j € Z, i < j,

dom(f;) Ntra(dom(f;)) = 0,

gdzie
k=j—1

A =end(f;)+ > tran(fy) — begin(f;).

k=it1
Obraz zippera nieskoniczonego (f;)iez okreslamy jako zip((fi)iez) = (D, L), gdzie

b= - Ug 1 tr’end(fi)*zzle tran(s)+begin(fo) (dom(f;))
U dom( fp)
U 79 trend(f0)+zzz;71 tran(fk)_begln(fl) (dom(fl) )7
b j= U2 1 tr_end(fi)_Ziz;ll tran(fy)+begin(fo) (label(f:))

U label( fo)
N '—EJQ trend(ﬁ)”zlzi_ltran(fk)fbegin(fi)(label(fi))~

i e
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Warunek pustosci przecie¢ dziedzin gwarantuje, ze wszystkie konkatenacje sg okreslone.
Zauwazmy, ze obraz nieskoniczonego zippera nie ma punktu poczatkowego ani koncowego.
W podobny sposéb definiujemy zipper semi-nieskonczony (f;)ien:

Definicja 8 (Zipper semi-nieskoniczony) Niech F C X°. Cigg figur (f;)ien, gdzie f; € F,
nazywamy zipperem semi-nieskoniczonym (nad F'), jezeli dla dowolnych i,j € N, i < j,

dom(f;) M tra(dom(f;)) =0,

gdzie
k=j—1

A =end(f;)+ > tran(fy) — begin(f;).

k=i+1

Obraz zippera semi-nieskoriczonego (fi)ien okreslamy jako zip((fi)ien) = (D, L, b), gdzie
b= dom{fo)V __9 Wend(gy)+3°1= " tran(s -begin(s, (40mU:):

L = label(fo)U J trend(fo)+2:zi‘1tran(fk)fbegin(fi)(label(fi))’

i=1,2,...

b = begin(fo).

Definiujemy takze zippery skonczone:

Definicja 9 (Zipper skoniczony) Niech F' C ¥°. Ciqg figur (fi)ie,..;, 9dzie fi € F, na-
zywamy zipperem skonczonym (nad F), jezeli f = f;o--- o f; jest okreslona. Obraz zippera
skoticzonego (fi)iei,...;) 0 $rodku w k-tym elemencie, gdzie k € [i, ..., j], okreslamy jako

gdzie
I=k—1

A = —begin(f;) — >_ tran(f;) + begin(fy).

=i

Dhugosé zippera skoriczonego to liczba elementow ciggu, czyli j — 1+ 1.

Obraz o érodku w k-tym elemencie zachowuje pierwotna pozycje fr, w odrdéznieniu od
zwyklej konkatenacji, ktora zachowuje potozenie pierwszej figury.
Zauwazmy, ze dla nieskonczonych i semi-nieskonczonych zipperéw, odpowiednio:

dp((Fie) = (L) domzipo((F)sers)s L) tabel(zipo((F;)sers...)).

Ap((fien) = @0 dom(zipo((f;)se(0... im,Qlabexzipo((fj)jqo ..... )

Pokazujemy teraz, ze istnienie nieskonczonego zippera nad danym zbiorem figur F' C 3° jest
nierozstrzygalne. W tym celu kodujemy za pomocs figur skierowanych skierowany uktad ptytek
(directed tile system) (T, d) z pracy Adlemana i in. [2], w ktérej w twierdzeniu 4.1 dowiedziono,
ze istnienie nieskonczonego (7, d)-skierowanego zippera jest nierozstrzygalne.

Niech A = {1,...,n} bedzie skoficzonym, niepustym alfabetem. Plytka Wanga to czworka
(tn,tg, ts,tw) € A%, interpretowana geometrycznie jako kwadrat jednostkowy, ktérego krawe-
dzie ,pokolorowane” sa elementami ty, tg, ts ity (krawedZ pémocna, wschodnia, potudniowa
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i zachodnia). Skierowany uklad plytek to para (T,d), gdzie T jest zbiorem plytek Wanga,
ad:T — {N,E,S, W} jest funkcja, przypisujaca ptytkom kierunki.

Nieskonczony (T, d)-skierowany zipper to, nieformalnie, ciag ptytek (¢;);ez (t; € T), odwzo-
rowanych w Z?, taki ze d(t;) okresla pozycje ptytki ¢;,1, a ptytki zajmujace sasiednie pozycje
maja taki sam kolor na wspélnej krawedzi. Sasiednie pozycje okreslone sa jako [(x,y) i (x+1,y)]
lub [(z,y) 1 (z,y +1)], dla z,y € Z.

Twierdzenie 5 Niech F' bedzie skoviczonym zbiorem figur. Istnienie nieskonczonego zippera
nad F' jest nierozstrzygalne.

Powyzszy rezultat mozna tatwo rozszerzy¢ na zippery semi-nieskonczone. Zauwazmy naj-
pierw nastepujace réwnowaznosci:

Twierdzenie 6 Dla danego F' C ¥° nastepujgce warunki sq rownowazne:
1. Istnieje nieskonczony zipper nad F.
2. Istnieje semi-nieskoriczony zipper nad F'.
3. Dla dowolnego n € N istnieje skonczony zipper nad F o ditugosci n.
Whniosek 1 Niech F bedzie skonczonym zbiorem figur. Istnienie semi-nieskonczonego zippera

nad F' jest nierozstrzygalne.

Pokrywanie ptaszczyzny figurami

Analizujemy tu mozliwo$¢ pokrywania plaszczyzny figurami skierowanymi, pokazujac jego
nierozstrzygalnosé. Dowdd stanowi redukcja z problemu pokrywania plytkami Wanga. Dla da-
nego zbioru ptytek Wanga T' konstruujemy zbior figur Fr taki, ze T pokrywa ptaszczyzne wtedy
i tylko wtedy, gdy Fr pokrywa plaszczyzne.

Méwimy, ze skonczony zbiér ptytek Wanga T pokrywa plaszczyzne, jezeli istnieje odwzoro-
wanie 7 : Z? — T takie, ze plytki na sgsiednich pozycjach majg ten sam kolor na wspdlnej
krawedzi. Nastepujace znane twierdzenie pochodzi od Bergera [9].

Twierdzenie 7 Niech T bedzie skoriczonym zbiorem plytek Wanga. Problem, czy T pokrywa
plaszczyzne, jest nierozstrzygalny.

Niech teraz F' C »° bedzie skonczonym zbiorem figur. Méwimy, ze F' pokrywa plaszczyzne,
jezeli istnieje odwzorowanie 7 : N — F' takie, ze (7(7));en jest semi-nieskonczonym zipperem
i dziedzing obrazu zip((7(7))sen) jest Z2. Zauwazmy, ze problem pokrywania plaszczyzny przez F'
jest zawezeniem problemu z poprzedniego rozdziatu i jego nierozstrzygalnosé nie jest prosta
konsekwencja tamtej nierozstrzygalnosci.

Twierdzenie 8 Niech I’ bedzie skoniczonym zbiorem figur. Problem, czy F pokrywa plaszczy-
zne, jest mnierozstrzygalny.

Dowdd wykorzystuje redukcje z problemu pokrywania ptytkami Wanga. Zasadnicza idea jest
zamiana plytek na figury w taki sposdb, by utozenie figur obok siebie byto mozliwe tylko wtedy,
gdy pierwotne plytki majg zgodne kolory na wspélnych krawedziach i moga byé umieszczone
na spirali wypelniajacej ptaszczyzne. Konstrukcja ta przypomina snaked tile system Chena
i Goela [15].

Zauwazmy, ze podobna redukcje mozna skonstruowaé dla zippera nieskonczonego, gdy po-
krywanie zdefiniowane jest w kategoriach odwzorowania 7 : Z — F'. Konieczne jest woéwczas
uzycie wiekszej liczby figur, by mogly utworzy¢ podwdéjna spirale z dwoma réwnolegtymi wiok-
nami.
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4.3.5 Deszyfrowalno$¢ multisetowa, zbiorowa i liczbowa

Klasyczne pojecie kodu wymaga, by zakodowana wiadomosé¢ zostata jednoznacznie odkodo-
wana, tzn. nalezy odtworzy¢ pierwotny ciag stéw kodowych. Jednakze w niektorych sytuacjach
wystarczajace moze by¢ odtworzenie jedynie multisetu, zbioru lub zaledwie liczby stéw ko-
dowych. Prowadzi to do trzech rodzajéow deszyfrowalnosci, znanych jako, odpowiednio, de-
szyfrowalno$¢ multisetowa (multiset decipherability, MSD), zbiorowa (set decipherability, SD)
i liczbowa (numeric decipherability, ND). Oryginalna pelna deszyfrowalnosé zwana jest deszy-
frowalnoscig jednoznaczng (unique decipherability, UD).

Deszyfrowalno$¢ multisetowa wprowadzil Lempel w pracy [32], natomiast deszyfrowalnosé
liczbowa pochodzi od Heada i Webera [23]. Ci sami autorzy w [24] rozwijaja ,grafy dominowe”,
dajace uzyteczna technike sprawdzania deszyfrowalnosci. Guzman [20] zdefiniowal deszyfrowal-
no$¢ zbiorowy i przedstawil jednolite podejécie do réznych typdéw deszyfrowalnosci poprzez roz-
maitosci monoidow. Prace Restivo [38] oraz Blanchet-Sadri i Morgana [12] rozstrzygaja hipotezy
Lempela dla pewnych kodéw MSD i SD. Blanchet-Sadri [11] charakteryzuje deszyfrowalnosé
kodéw zlozonych z trzech stéow, zas Burderi i Restivo wigzg deszyfrowalnosé z nieréwnodcia
Krafta [14] i z podzialami kodowymi [13]. Salomaa i in. [39], mimo ze nie zajmuje sie wprost
deszyfrowalnoscia, bada rozktady jezykow za pomoca kodéw ND (zwanych tu length codes).

Jak dowiedziono w [H1], sprawdzenie, czy dany skonczony zbidér figur skierowanych jest
kodem UD, jest rozstrzygalne. Jest to wcigz prawda w nieco ogdlniejszym przypadku kodéw
ze staba réwnoscia, por. [H2]. Z drugiej strony, figury skierowane z konkatenacja bez funkcji
laczacej (okreslona tylko wowezas, gdy figury nie naktadaja sie) maja ponownie nierozstrzygalne
sprawdzanie deszyfrowalnosci UD [30, 31].

W pracy [H4] rozszerzamy wezesniejsze rezultaty, rozwazajac nie tylko kody UD, lecz takze
MSD, SD i ND dla figur skierowanych. Pokazujemy rozstrzygalnosé¢ lub nierozstrzygalnosé¢ dla
poszczegblnych kombinacji niezaleznych kryteriow: typ konkatenacji (z funkcja taczaca lub bez
niej), rodzaj deszyfrowalnosci (UD, MSD, SD, ND) oraz geometria kodu (kilka klas wyznaczo-
nych przez wzajemne potozenie punktéw poczatkowych i koncowych figur). Dwie kombinacje
pozostaja jednak wcigz otwarte.

Kody

Definiujemy lacznie osiem rodzajéow kodéw na figurach skierowanych, bedacych rezultatem
uzycia czterech typéw deszyfrowalnosci i dwoch typdéw konkatenacji. Stwierdzenia formutowane
dla obydwdch typow konkatenacji o i o,, zapisujemy za pomoca symbolu e, zatem ,xey” nalezy
czytaé jako ,x o, y (odpowiednio x o y)”. Podobnie ,x € X¢” nalezy czytaé jako ,x € X9
(odpowiednio x € X°)”. By rozrézni¢ kody zwiazane z konkatenacja z funkcja taczaca i bez
niej, nazywamy je odpowiednio m-kodami i m-kodami. Ogélne odniesienia do kodéw nalezy
rozumieé jako ,m-kody (odpowiednio 7-kody)”.

Definicja 10 (m-kod UD) Niech X C ¥°. X jest m-kodem jednoznacznie deszyfrowalnym,
jezeli dla dowolnych x1, ..., %k, Y1, ...,y € X 1OWN0SE T1 0., * O T = Y1 Om - - - O Yy implikuje
réwnosé ciggow (1, ..., xx) i (Y1,...,y), tzn. k=1 oraz x; = y; dlai € {1,...,k}.

Definicja 11 (7i-kod UD) Niech X C ¥°. X jest mi-kodem jednoznacznie deszyfrowalnym,
jezeli dla dowolnych x1,...,xk, y1,...,y € X 10wnos$é r10---0xp = y; o--- oy implikuje
rowno$é ciggow (xq,...,xx) i (Y1, ..., y1).

W pozostatych definicjach stosujemy oczywiste skroty.

Definicja 12 (m-kody i 7-kody MSD) Niech X C ¥°. X jest kodem deszyfrowalnym mul-
tisetowo, jezeli dla dowolnych x1,..., %k, y1,...,y1 € X 16wno$¢ x, @ ---0x, =y, e--- 07
implikuje rownosé multisetow {x1, ..., xe} @ Lyr, ..,y
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Definicja 13 (m-kody i 7-kody SD) Niech X C ¥°. X jest kodem deszyfrowalnym zbio-
rowo, jezeli dla dowolnych x1,..., Tk, y1,...,y; € X rOwnoSc rie---ex =y, ®-- -0y, implikuje
réwnoscé zbioréw {xy, ..., xr} i {y1,. .., y}-

Definicja 14 (m-kody i 7i-kody ND) Niech X C ¥°. X jest kodem deszyfrowalnym licz-
bowo, jezeli dla dowolnych xy,..., Tk, y1,-..,4 € X 170WN0SC T1 @ - @) = Y| ® --- @
implikuje k = 1.

Wtasnosé 5 Jezeli X jest m-kodem UD (odpowiednio MSD, SD, ND), to X jesti-kodem UD
(odpowiednio MSD, SD, ND).

Zauwazmy, ze implikacja odwrotna nie jest prawdziwa. Zbiér moze nie spelnia¢ warunku
w definicji m-kodu UD, majac 1 0y, -+ + 0y T = Y1 Om * * * O U1, lecz wceigz byé mi-kodem UD po
prostu dlatego, ze niektére konkatenacje spoéréd x0---0xp 1 y; o--- oy s nieokreslone.

Przyktad 11 Weimy X = {z = @} X nie jest m-kodem UD, gdyz xo,,x = x. Jest on jednak
trywialnym m-kodem UD, poniewaz x o x nie jest okreslona.

Wtasno$é 6 Kazdy 1i-kod UD jest mh-kodem MSD; kazdy ni-kod MSD jest mi-kodem SD @ 1h-
kodem ND. Kazdy m-kod UD jest m-kodem MSD; kaidy m-kod MSD jest m-kodem SD i m-
kodem ND.

Podsumowujemy teraz wszystkie nietrywialne rezultaty dotyczace sprawdzania deszyfrowal-
noéci. Naszym celem jest udowodnienie rozstrzygalnosci lub nierozstrzygalnosci dla poszczegdl-
nych kombinacji niezaleznych kryteriéw: typ konkatenacji (z funkcja taczaca lub bez niej),
rodzaj deszyfrowalnosci (UD, MSD, SD, ND) oraz geometria kodu (jednostronne, dwustronne,
dwustronne z réwnolegtymi wektorami przesuniecia). Dwie kombinacje pozostaja jednak wciaz
otwarte. Zauwazmy, ze we wszystkich nietrywialnych przypadkach rozstrzygalnych istniejg al-
gorytmy sprawdzajgce rozwazang deszyfrowalnosé. Algorytmy te znajduja podwdjny rozktad
figury, gdy odpowiedzZ jest przeczaca.

Pozytywne wyniki dotyczace rozstrzygalnosci

Przypomnijmy przytoczone juz wczesniej rezultaty:

Twierdzenie 9 (zob. [H1], rozdzial 4) Niech X bedzie jednostronnym zbiorem nad ¥. Pro-
blem, czy X jest m-kodem UD, jest rozstrzygalny.

Twierdzenie 10 (zob. [31], rozdzial 3) Niech X bedzie jednostronnym zbiorem nad 3. Pro-
blem, czy X jest h-kodem UD, jest rozstrzygalny.

Uogolniajac twierdzenia 9 i 10, otrzymujemy podobne wyniki dla jednostronnych kodéw
MSD, SD i ND.

Twierdzenie 11 Niech X bedzie jednostronnym zbiorem nad 3. Problem, czy X jest {m-kodem
lub pi-kodem} {UD, MSD, SD lub ND}, jest rozstrzygalny.

W powigzaniu z twierdzeniem 1, dowodzi to rozstrzygalnosci dla wszystkich m-kodéw UD,
MSD i ND. Otwarty pozostaje jednak przypadek dwustronnych m-kodéw SD.

Dwustronne 71-kody z réwnolegtymi wektorami przesuniecia stanowia ciekawy przypadek
szczegblny.
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Twierdzenie 12 (zob. [30], rozdzial 4) Niech X = {x1,29,...,2,} bedzie dwustronnym
zbiorem nad Y z réwnoleglymi wektorami przesuniecia, tzn. istnieje wektor T € 72 taki, ze
tran(z;) = a7 dla pewnych o; € Z (i = 1,2,...,n), przy czym o; nie sq wszystkie dodatnie ani
wszystkie ujemne. Problem, czy X jest mi-kodem UD, jest rozstrzygalny.

Tu ponownie mozliwe jest uogdlnienie na dwustronne 7-kody MSD, SD i ND z réwnolegtymi
wektorami przesuniecia.

Twierdzenie 13 Niech X bedzie dwustronnym zbiorem nad 3 z rownoleglymi wektorams prze-
suniecia. Problem, czy X jest mi-kodem UD, MSD, SD lub ND, jest rozstrzygalny.

Negatywne wyniki dotyczace rozstrzygalnosci

Twierdzenie 14 (zob. [31], rozdzial 2) Niech X bedzie dwustronnym zbiorem nad 3. Pro-
blem, czy X jest mh-kodem UD, jest nierozstrzygalny.

Ten rezultat rozszerzamy na inne typy deszyfrowalnosci:

Twierdzenie 15 Niech X bedzie dwustronnym zbiorem nad Y. Problem, czy X jest mi-kodem
UD, MSD, SD lub ND, jest nierozstrzygalny.

Podsumowanie wynikéw dotyczacych rozstrzygalnosci

Ponizsza tabela przedstawia stan naszej wiedzy o rozstrzygalnosci deszyfrowalnosci. Przy-
padki rozstrzygalne i nierozstrzygalne oznaczone sa odpowiednio znakami 4+ i —. Kombinacje,
ktore sg wciaz otwarte, oznaczone sg znakiem zapytania.

UD | MSD | ND | SD
1 | Jednostronne 7-kody + + T ¥
2 | Jednostronne m-kody + + + i
3 | Dwustronne 7-kody — — — —
4 | Dwustronne m-kody + + + ?
5 | Dwustronne 7-kody z réwnoleglymi wektorami + + + +
6 | Dwustronne m-kody z rownolegtymi wektorami + + + ?

Zauwazmy, ze przypadki pozytywne w wierszach 4 i 6 sg trywialne, gdyz nie istnieja dwu-
stronne m-kody UD, MSD lub ND. Dla pozostatych kombinacji rozstrzygalnych odpowiednie
dowody prowadza do efektywnych algorytméw sprawdzania. Z drugiej strony, przypadek dwu-
stronnych m-koddéw SD jest nietrywialny; istnieja zaréwno m-kody SD, jak i zbiory nie bedace
kodami tego rodzaju. Zadna z dotychczasowych technik dowodu nie pozwala jednak rozstrzy-
gnal tego przypadku.

4.3.6 Grafy dominowe a deszyfrowalnos¢

W pracach [H5] i [H7] definiujemy wariant graféw dominowych, ktéry pozwala nam rozstrzygacé
niektére typy deszyfrowalnosci (okreslone wezesniej w [H4]) poprzez poszukiwanie pewnych
Sciezek w grafie. Pomyst ten bazuje na idei Heada i Webera [23, 24]. Gléwny wynik to zatem
charakteryzacja deszyfrowalnosci za pomocg wtasnosci grafowych.

Konfiguracje zredukowane, ktérych bedziemy tu uzywaé, a w konsekwencji graf dominowy,
sg zalezne od typu konkatenacji. Ustalmy zatem 6w typ — z funkcja taczaca m lub bez funkcji
taczacej. Zaktadamy ponadto, ze wszystkie zbiory sg jednostronne, w przeciwnym bowiem razie
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konfiguracje zredukowane nie sg okreslone. Definicje konfiguracji oraz konfiguracji zredukowanej
pochodza z dowodow twierdzen 2 i 11.
Niech r¢(C') oznacza konfiguracje zredukowana zwiazana z konfiguracja C. Dla danej fi-

gury z € X definiujemy rozszerzenie konfiguracji zredukowanej rc((x1,...,xx), (Y1,-..,y1))
o (z,¢) jako nowa konfiguracje zredukowana rc((xq,...,zx, 2), (y1,...,y)). Rozszerzenie to
jest dobrze okreslone, gdyz re((xy, ..., x%), (Y1,...,u)) = re((z, ..., z), (Y], ..., y))) pociaga
re((zy, ... 2k, 2), (Y1, .. ) = re((2h, ... 2k, 2), (Y1, - .., yp)). Analogicznie definiujemy roz-

szerzenie o (g, z). Zauwazmy, ze w przypadku konkatenacji bez funkcji taczacej konkretne roz-
szerzenie moze nie by¢ okreslone.

Konfiguracja zredukowana, zdefiniowana w twierdzeniu 11, to para ((er, 1), (er, (r)) z punk-
tami kofcowymi ey, ep € Z? i etykietowaniami [y, [z, ktére s odwzorowaniami czesciowymi
7Z? — Y. Nieformalnie, rozszerzenie ((er,l1), (er,lr)) o (z,¢€) to konfiguracja zredukowana
((e},17), (er,lRr)), gdzie €; = ey + tran(z), a [} uzyskano przez ,konkatenacje” [, z z i odpo-
wiednie zawezenie dziedziny. Konfiguracja zredukowana zwana jest ostateczng, jezeli jest postaci
((e,1), (e,1)), tzn. jej lewy i prawy skladnik sg réwne. Zauwazmy, ze rc(C') jest ostateczna wtedy
i tylko wtedy, gdy Le(C) = Re(C). Okreglenie ,kryteria RC” odnosi sie do warunkéw wymie-
nionych w dowodzie twierdzenia 11.

Niech RC(X) bedzie zbiorem wszystkich konfiguracji zredukowanych nad X, ktére spetniaja
kryteria RC, tzn. RC(X) = {re((z;), (v;)) | (@), (y;)}, gdzie (x;) i (y;) przebiegaja wszystkie
skonczone, niepuste ciggi elementéw X, spelniajagce kryteria RC. Na mocy twierdzenia 11,
RC(X) jest skoniczony dla kazdego jednostronnego kodu X.

Definicja 15 (Graf dominowy) Niech X bedzie jednostronnym zbiorem nad ¥. Graf domi-
nowy zbioru X to graf skierowany (V, E), gdzie V = RC(X)U {0}, E = EyU E; oraz

o Ey zawiera wszystkie krawedzie (0,v) takie, ze v € RC(X) iv = rc((x), (y)) dla pewnych
rye X, r#y,

o Fy zawiera wszystkie krawedzie (vi,vq) takie, Ze vi,v9 € RC(X), v1 nie jest ostateczna
i vy jest rozszerzeniem vy o (z,¢€) lub (e, 2), dla pewnego z € X .

Definiujemy ponadto funkcje dominowa d : E — o(X U {e}) x (X U {e})), przypisujqce
krawedziom etykiety:

d(0,v) = {(z,y) € X x X [v=rc((2),(y))}
dvi,v2) = {(z,y) € (X x{e})U({e} x X) | vy jest rozszerzeniem vy o (x,y)}.

Zauwazmy, ze dla krawedzi (vi,v2) z v; # 0, d(vq,v9) zawiera pary postaci albo (z,€),
albo (e, z), ale nie jedne i drugie. Co wigcej, jezeli przyktadowo (z,¢) i (2/,¢€) € d(vy,v2), to
tran(z) = tran(z’) # (0,0), gdyz X jest jednostronny, a dwie konfiguracje zredukowane v;
i v wyznaczaja dokladnie jeden wektor przesuniecia, potrzebny do rozszerzenia v; do vy. Stad
d(0,v) sa jedynymi wartosciami d, zawierajacymi pary z dwiema niepustymi figurami.

Funkcje dominowa mozna rozszerzy¢ na sciezki w grafie dominowym G: majac dana Sciezke
p=(e1,ea,...,6,), gdzie e; sa krawedziami w G, definiujemy

d(p) =d(e;) e d(ezx) ®---od(ey),

gdzie e oznacza oczywiste rozszerzenie konkatenacji figur na pary figur.
Dla danej Sciezki p = (eq, es, ..., e,) definiujemy réwniez realizacje p jako dowolny ciag par
figur ((x1,11), (x2,92), - - -, (Tn,yn)) taki, ze (z;,y;) € d(e;). Zauwazmy, ze x;,y; € X U {e}.
Dla $ciezki p rozpoczynajacej sie w wierzchotku 0, d(p) opisuje probe skonstruowania dwoch
roznych rozktadow pewnej figury. Jezeli uda si¢ doprowadzi¢ p do wierzchotka ostatecznego,
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proba ta konczy sie sukcesem ($ciezka p jest ,pomyslna’); wiemy wéwcezas, ze X nie jest ko-
dem UD. Sprawdzenie innych typéw deszyfrowalnosci wymaga sprawdzenia wszystkich pomysl-
nych éciezek pod katem szczegdlnych wiasnosci, podobnych do warunkéw w dowodzie twierdze-
nia 11. M6éwi o tym nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 16 Niech X bedzie jednostronnym zbiorem nad .

1. X nie jest kodem UD wtedy i tylko wtedy, gdy jego graf dominowy zawiera Sciezke od 0
do wierzcholka ostatecznego.

2. X nie jest kodem MSD wtedy i tylko wtedy, gdy jego graf dominowy zawiera $ciezke p od 0
do wierzcholka ostatecznego takq, Ze istnieje realizacja p, ((x1,v1), (T2, y2), -+, (Tn, Yn)),
dla ktorej {xv, ..., xn} @ Lyr, .-, yn}} sa rézZnymi multisetami.

3. X nie jest kodem SD wtedy 1 tylko wtedy, gdy jego graf dominowy zawiera Sciezke p od 0
do wierzcholka ostatecznego takq, Ze istnieje realizacja p, ((z1,v1), (X2,Y2), .-, (Tn,Yn)),
dla ktorej {x1,...,xn} i {y1, ..., Yn} Sq r6Znymi zbiorami.

4. X nie jest kodem ND wtedy i tylko wtedy, gdy jego graf dominowy zawiera $ciezke p od 0
do wierzcholka ostatecznego takq, Ze istnieje realizacja p, ((x1,v1), (T2,y2), -+, (Tn, Yn)),
dla ktorej liczba niepustych x; jest rozna od liczby niepustych y;.

Nastepujacy przyktad pokazuje graf dominowy zbioru, ktéry nie jest kodem. Zatézmy, ze
Y ={a} im = {(a,a) — a}. Etykiety krawedzi to wartosci funkcji dominowej d; zauwazmy ze
dla wszystkich krawedzi jest |d(e)| = 1. Dla zwigztoéci diagramu zapis konfiguracji zredukowa-
nych pomija wewnetrzne nawiasy i przecinki. Wierzchotki ostateczne sa podkreslone.

@

Przyklad 12 Rozwaimy X = {w = (dd z = <>,y =@ 2z =14 } i ustalmy 75 =
(1,1), 7w = (=5, —3),7s = (0, =1), 7w = (—3,0). Pomijamy pary, ktére moina uzyskaé z innej
pary przez zamiane elementow; nie tracimy jednak w ten sposob mozliwosci odkrycia Zadnej
z wlasnosci scharakteryzowanych w twierdzeniu 16. Zavwazmy, ze graf zawiera dwie pomysine
Sciezki, 0 — re(w,y) — re(wz,y) — re(wx,yz) oraz 0 — re(w,y) — re(wz,y) — re(wz, yz) —
re(wzz, yz). Pierwsza obala deszyfrowalnosé UD, MSD i SD (ale nie ND); druga obala wszystkie
cztery typy deszyfrowalnosci zbioru X .
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re(w, x)
(w,y)

re(w,y)

(w,e) (z,€) (2,€)

re(ww,y)]  [re(wa,y)]  [re(wz,y)]

(€,2) (¢,2) (€:2)

’rc(ww,yz)‘ ’TC(U}%Z/Z)‘ ’rc(w@yz)‘

(z,¢€) (z,€)

’rc(wzx, yz) ‘ ’TC(UJZZG yz)‘

(e, 2)
re(wzz, yzx)

(z,€)

re(wzzx, yzr)

4.3.7 Wtlasnoéé defektu w 72

Wtasnodci zwigzane z deszyfrowalnoécig rzadko przenosza sie na kody w Z?. W szczegdlnosci
dotyczy to twierdzenia o defekcie, bedgcego jednym z fundamentalnych wynikéw kombinatoryki
na stowach. Szczegbly mozna znalezé w ksiazkach Lothaire’a [33, 34] oraz w wyczerpujacej pracy
Harju i Karhumékiego [22].

W swej klasycznej wersji twierdzenie o defekcie méwi, ze jezeli X C ¥* jest skoniczonym
niekodem (tzn. istnieje stowo w X* majace dwa rézne rozktady nad X), to istnieje kod Y C 3*
taki, ze X C Y* oraz |Y| < | X|. Scidlej, za Y mozna wzia¢ wolna otoczke X, czyli najmniejszy
wolny podmonoid ¥* zawierajacy X . Podczas gdy wtasno$é¢ defektu mozna tatwo rozszerzyé¢ na
drzewa, nie jest ona speliona w wielu prostych przypadkach figur w Z2.

W [H6] dokonujemy przegladu trzech modeli figur w Z?2, w oparciu o definicje sformutowane
w [H1], [P1] i [31]. Pokazujemy, ze w zadnym z tych przypadkéw nie da si¢ w rozsadny sposob
uzyskaé¢ wlasnosci defektu.

Przytaczamy kontrprzyktady, ktore przecza wlasnosci defektu dla figur skierowanych. Po-
kazuja one, ze wlasnos$¢ ta zawodzi nawet dla bardzo prostych zbioréw, w tym singletonéw,
zbioréw jednostronnych i zbioréw ,catkowicie nienaktadajacych sie” (takich, ze konkatenacja o
istnieje dla dowolnego ciagu figur, gdyz nie ma kolizji dziedzin).

5 Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze

[P1] Wtlodzimierz Moczurad. “Brick codes: families, properties, relations”. W: International
Journal of Computer Mathematics 74 (2000). IF=0.121, s. 133-150.

[P2] Malgorzata Moczurad i Whodzimierz Moczurad. “Decidability of simple brick codes”. W:
Mathematics and Computer Science III (Algorithms, Trees, Combinatorics and Probabi-
lities). Trends in Mathematics. Birkh&auser, 2004, s. 541-542.
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[P3] Malgorzata Moczurad i Wlodzimierz Moczurad. “Some open problems in decidability of
brick (labelled polyomino) codes”. W: Computing and Combinatorics COCOON 2004.
T. 3106. Lecture Notes in Computer Science. [F=0.513. Springer, 2004, s. 72-81.

[P4] Malgorzata Moczurad i Wtodzimierz Moczurad. “Asymptotic density of brick and word
codes”. W: Ars Combinatoria 83 (2007). IF=0.234, s. 169-177.

[P5] Matgorzata Moczurad i Wtodzimierz Moczurad. “How many figure sets are codes?” W:
Language and Automata Theory and Applications LATA 2008. T. 5196. Lecture Notes in
Computer Science. Springer, 2008, s. 385-396.

[P6] Wlodzimierz Moczurad. “Defect theorem in the plane”. W: Theoretical Informatics and
Applications RAIRO 41.4 (2007), s. 403—409.

[P1] wprowadza wielowymiarowe stowa i kody. Sa to w istocie etykietowane poliomina, ktére
nazywamy klockami (bricks) lub figurami, por. 3, 8].

Zaczynamy od podstawowych definicji i wiasnodci zwigzanych z deszyfrowalnoscia. Przed-
stawiamy miedzy innymi kilka waznych rodzin kodéw figurowych. Badamy nastepnie, jakie
rodziny kodéw mozna okresli¢ za pomoca n-argumentowych relacji. Pokazujemy, ze niektore
nietrywialne rodziny nie pozwalajg na takg charakteryzacje. Analizujemy réwniez strukture
zbioru relacji, ktore na taks charakteryzacje pozwalaja. Wreszcie wprowadzamy pojecie liczby
chromatycznej, czyli najmniejszej liczby etykiet pozwalajacej uczyni¢ dany zbiér kodem, i ba-
damy jej wtasnosci w zaleznosci od rozmiaru i ,ziarnistosci” zbioru figur.

W [P2] i [P3] rozwazamy rozstrzygalnosé deszyfrowalnosci zbioru figur. Problem, czy dany
zbiér figur (badZz nawet poliomin) jest kodem, jest w ogdélnosci nierozstrzygalny. Mozna tego
dowie$¢ przez redukcje z problemu pokrywania ptytkami Wanga (zob. [8]). Problem ten jest
otwarty dla zbioréw dwuelementowych. W omawianych pracach rozwazamy zbiory ztozone wy-
tacznie z figur kwadratowych. Pokazujemy, ze w takim uktadzie deszyfrowalno$¢ matych zbio-
réw (dwa elementy) jest rozstrzygalna, natomiast 15 elementéw wystarcza, by uczyni¢ problem
nierozstrzygalnym.

Zauwazmy, ze deszyfrowalnos¢ jest w trywialny sposob rozstrzygalna, jezeli kwadraty uzy-
waja tylko jednej etykiety, czyli gdy w istocie sa poliominami. Wowczas kodami sg jedynie
singletony. Zauwazmy tez, ze z wyjatkiem przypadku z jedna etykieta, rozstrzygalnos¢ deszy-
frowalnosci dla kwadratéw nie zalezy od wielkosci alfabetu, gdyz wiekszy alfabet mozna ,sy-
mulowac¢” alfabetem binarnym za cene rozmiaru kwadratéow. Gdy rozwazamy dowolne ksztatty,
etykiety mozna symulowaé ksztattami, co powoduje, ze rozstrzygalnosé deszyfrowalnosci dla
figur jest rownowazna rozstrzygalnosci dla poliomin.

W koticowej czgsci pracy badamy rozstrzygalnosé dla zbioréw z kluczem, czyli dla kwadratow
majacych w jednym z rogéw ,prefiks-klucz” ustalonego rozmiaru.

Prace [P4] i [P5] poswiecone sg zliczaniu kodéw figurowych. Zliczanie poliomin lub figur
ustalonego rozmiaru jest trudne; przyktadowo, nie jest znany doktadny wzér badz funkcja two-
rzaca dla ciagu (p,), opisujacego liczbe poliomin rozmiaru n; por. [40]. Z drugiej strony, problem
ten jest trywialny dla stéw. Zliczanie kodéw poliominowych lub figurowych jest co najmniej tak
trudne, jak zliczanie poliomin. Deszyfrowalnos$é jest wtasnoécig ,semantyczng’, ktéra nie po-
zwala na prostg charakteryzacje ,syntaktyczna”. Stad powazne narzedzia kombinatoryczne, jak
np. funkcje tworzace, nie sg tu pomocne.

Liczymy gesto$¢ asymptotyczna w nastepujacym sensie, por. [37, 42]: majac dany zbior
obiektéw, wybieramy obiekty o rozmiarze n i liczymy stosunek tych, ktére maja zadana wtasnosé
(w tym przypadku deszyfrowalnosé), do wszystkich, przy n dazacym do nieskoniczonosci. Miare
rozmiaru definiujemy oddzielnie dla réznych klas figur.

22



Gléwnym rezultatem pracy jest twierdzenie, ze dla pewnych klas figur powyzsza proporcja
zmierza do 1, gdy rozmiar figur zmierza do nieskonczonosci. Wynik ten mozna interpretowac
probabilistycznie nastepujaco: prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany zbior figur jest
kodem, zbliza si¢ do 1, gdy figury sa duze. Ubocznym efektem jest wskazanie klas figur o gestosci
rownej 1 wsrod wszystkich kodow. Pokazujemy takze nieoczywisty zwigzek miedzy rozmiarem
alfabetu a postaciag kodéw ztozonych z domin.

W pracy [P6] ustalamy status wlasnosci defektu dla kodéw figurowych. Twierdzenie o de-
fekcie jest jednym z fundamentalnych rezultatéw kombinatoryki na stowach, ktory dla zbioréw
stéw okresla pewnego rodzaju wymiar (por. Lothaire [33, 34]). Rozmaite warianty oraz préby
rozszerzenia na inne struktury, w tym drzewa i dwuwymiarowe figury, mozna znalez¢ w pracach
[22, 26-28, 35, 36].

Podczas gdy rozszerzenie na drzewa jest tatwe, wlasno$é nie przenosi si¢ prosto na figury
na plaszczyznie. W pracy podajemy kontrprzyktady dla kwadratéw, prostokatow i domin. Po-
kazujemy, ze dwuelementowe zbiory takich figur wlasnosé defektu posiadaja. Pozwala nam to
wskaza¢ graniczne wielkosci zbioréw, przy ktorych twierdzenie przestaje obowigzywac.

Udowadniamy nastepnie twierdzenie o defekcie dla trzech domin (prostokatéw nx 1 or 1xn),
rozwiazujac tym samym problem postawiony w [22] i ustalajac dokladnie graniczna wielkosé
zbioru, przy ktérej wiasno$é¢ zawodzi.
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