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4 Wskazanie osiggniecia wynikajgcego z art. 16 ust. 2 ustawy
z dnia 14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule
naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz.
U. 2016 r. poz. 882 ze zm. w Dz. U. z 2016 r. poz. 1311.)

4.1 Tytul osiggniecia naukowego

Wazone operatory podstawiania w przestrzeniach typu L?: subnormalnosé, reflek-
sywno$¢ oraz powigzane zagadnienia

4.2 Prace stanowigce osiggniecie naukowe (w odwrotnym porzadku chro-
nologicznym)
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4.3 Omoéwienie celu naukowego ww. prac i osiggnietych wynikéw wraz
z omoOwieniem ich ewentualnego wykorzystania

Wazone operatory podstawiania w rozmaitych przestrzeniach funkcyjnych (przestrzeniach
typu L2, przestrzeniach funkcji ciagtych, czy przestrzeniach funkcji analitycznych) sa klasycz-
nym obiektem badan w analizie funkcjonalnej. Zeby sie o tym przekonaé¢ wystarczy siegnaé
po twierdzenie Banacha-Stone’a, ktore charakteryzuje surjektywne liniowe izometrie pomie-
dzy przestrzeniami funkcji ciagltych na przestrzeniach topologicznych Hausdorffa jako wazone
operatory podstawiania wtasnie, albo wspomnieé o operatorach Koopmana z teorii ergodycz-
nej, ktoére tez naleza do tej klasy operatoréw. Z punktu widzenia teorii operatoréw sa to



obiekty ciekawe i w zwiazku z tym ich wlasnoéci sa badane od wielu lat. Problem, czy hipo-
teza Bishopa mdwiaca o tym, ze niektére operatory z tej klasy nie posiadaja nietrywialnych
podprzestrzeni niezmienniczych, pozostaje ciagle otwarty.

Rozprawa koncentruje sie na wtasnosciach nieograniczonych wazonych operatorow podsta-
wiania w przestrzeniach typu L?, ze szczegélnym naciskiem na subnormalnoéé i refleksywnosé.
Dla uproszczenia terminologii bedziemy moéwié dalej o wazonych operatorach podstawiania
majac na mysli wazone operatory podstawiania w przestrzeniach typu L2.

Niech (X, 47, 1) oznacza przestrzen z miara o—skoficzona, a ¢: X — X oraz w: X — C
beda odwzorowaniami &/-mierzalnym. Wtedy mozemy na L%(p) := L*(X,</,u) okreélié¢
operator liniowy o dziedzinie

{feL’(u):w-(foo) e L*(n)}

i dzialajacy zgodnie z formutla
frew-(fog).

Operator taki, jedli jest poprawnie okreélony, nazywamy wazonym operatorem podstawiania
i oznaczamy przez Cy,,. Odwzorowanie (transformacje¢) ¢ nazywamy symbolem Cy ,,, zas
w nazywamy waga C .

W zaleznosci od specyficznego wyboru przestrzeni mierzalnej (X, <7, u), transformacji ¢,
czy wagi w mamy do czynienia z rozmaitymi klasami operatoréw. W przypadku, gdy w =1,
moéwimy o operatorze podstawiania i skrétowo oznaczamy wtedy Cy ., przez Cy. W sytuacji
zas, gdy ¢ jest odwzorowaniem identycznosciowym otrzymujemy operator mnozenia M,,. Moz-
na zauwazy¢, ze spora czesé klasy wazonych operatoréw przesuniecia (nazywanych w dalszej
czesci autoreferatu przesunieciami) na drzewach skierowanych zawiera sie w klasie wazonych
operatoréw podstawiania (definicje tych stosunkowo niedawno wprowadzonych operatoréw
podamy ponizej). W szczegblnosci, klasyczne jedno- i dwustronne przesuniecia w przestrze-
niach typu ¢? sa wazonymi operatorami podstawiania w przestrzeniach typu L2.

Zanim przejdziemy do dalszego omawiania zagadnien poruszanych w rozprawie, zwrdcimy
uwage na fakt, ze pomimo tego, iz wazone operatory podstawiania w przestrzeniach L? sa
klasycznym i znanym obiektem badan, nie byly one w zasadzie badane w przypadku nie-
ograniczonym i ponadto, poza paroma rezultatami, wszystkie wyniki uzyskane bez zatozenia
ograniczonoéci dotyczyty istotnych podklas interesujacej nas klasy wazonych operatorow pod-
stawiania, np. operatoré6w mnozenia, klasycznych przesunieé wazonych w ¢2, czy przesunieé
wazonych na drzewach skierowanych. Podobna sytuacja zachodzi nawet w przypadku ope-
ratoréw podstawiania. Co wiecej, nawet w przypadku badan nad ograniczonymi wazonymi
operatorami podstawiania wigkszos$¢ autoréw czynita zatozenia, ktére spowodowaly, ze rezul-
taty nie sa w pelni ogélne. Wspomnijmy tutaj o, czestym w przypadku badan nad operatorami
podstawiania, zalozeniu o zupelnosci miary u, albo, w przypadku badan nad wazonymi ope-
ratorami podstawiania, zalozeniu, ze odpowiadajacy operatorowi Cy ,, operator Cy jest gesto
okreslony. Szczegélnie to drugie okazuje sie by¢ ograniczajace - mozna podaé przyktad izo-
metrycznego operatora Cy ,, takiego, ze Cy nie jest poprawie okreslony (patrz [O2, Example



102]). Jedyna praca poswiecona faktycznie nieograniczonym wazonym operatorom podsta-
wiania, czyli [4] autorstwa Campbella i Hornora, jest napisana wlasnie przy tym ostatnim
zalozeniu. Metod uzytych w tej pracy nie da sie zastosowaé¢ w sytuacji pelnej ogélnosci jak
W niniejszej rozprawie.

Gléwnym interesujacym nas w rozprawie zagadnieniem byta subnormalnosé. Przypomnij-
my, ze gesto okreslony operator S w (zespolonej) przestrzeni Hilberta HH jest subnormalny, jesli
istnieje normalny operator N w przestrzeni Hilberta K D 3 taki, ze S C N tzn. Z(S) C Z(N)
oraz Sf = Nf dla kazdego f € Z(S). Operatory subnormalne, ze wzgledu na bliski zwiazek
z operatorami normalnymi, a co za tym idzie, mozliwo$cig uzyskania wielu interesujacych
rezultatéw, byly intensywnie badane zaréwno w przypadku ograniczonym oraz nieograniczo-
nym (ograniczonym operatorom subnormalnym jest po$wiecona monografia [9]; w zakresie
nieograniczonych operatoréw subnormalnych nalezy wspomnieé o [2, 12, 29, 30, 31, 32]). Sta-
nowia one jedng z lepiej poznanych klas operatoréw w przestrzeniach Hilberta. Pomimo tego,
literatura nie zawierata wcze$niej zadnych rezultatéw dotyczacych subnormalnosci nieograni-
czonych wazonych operatorow podstawiania, a jedynie rezultaty w jej istotnych podklasach
np. klasycznych przesunieciach wazonych. To samo mozna powiedzie¢ o nieograniczonych
operatorach postawiania. W klasie ograniczonych operatorow podstawiania rezultatem sta-
nowiacym punkt odniesienia jest wynik Lamberta z [20] charakteryzujacy ich subnormalno$é
w jezyku pochodnych Radona-Nikodyma oraz ciggdw momentéw Stjeltjesa. Dokladnie rzecz
ujmujac, na to zeby ograniczony operator Cy na L?(11) byl subnormalny potrzeba i wystar-
cza, aby dla p-prawie wszystkich € X ciag {hyn (:L')};O:O byt ciggiem momentéw Stieltjesa;
hgn, dla n € N = {1,2,...}, oznacza pochodna Radona-Nikodyma miary o (¢")~! wzgle-
dem  (istniejaca dla poprawnie okreslonego Cy), natomiast hyo = 1. Przypomnijmy, ze ciag
{an}22y C R jest ciagiem momentéw Stieltjesa, jezeli istnieje nieujemna miara borelowska v
na Ry := [0, 00) taka, ze

an:/ t"dv(t), neZ,:=NU{0}.
0

Wspomniane tutaj twierdzenie Lamberta jest w pewnym sensie modelowym przyktadem
wyniku w teorii wazonych operatorow podstawiania — opisuje ono teorio-operatorowe wlasno-
sci Cyw za pomocy wlasnosci obiektéw teorio-miarowych zwigzanych bezposrednio z prze-
strzenia (X, .o/, ), symbolem ¢ oraz waga w definiujacymi rozwazany operator.

Twierdzenie Lamberta w sytuacji nieograniczonej przestaje by¢ prawdziwe, a warunek
moéwiacy o ,generowaniu” ciggu momentow Stieltjesa staje sie konieczny, ale nie jest juz
wystarczajacy (patrz [P9, Conclusion 10.5]). Préba zastapienia go innym wystarczajacym
warunkiem, podjeta z sukcesem w rozprawie, prowadzi do szeregu niezmiernie interesujacych
i glebokich rezultatéw, o ktérych powiemy nizej.

Drugim motywujacym badania podjete w rozprawie pojeciem jest refleksywnosé (operato-
ra). Jeden z ciagle otwartych probleméw w teorii operatoréw polega na odpowiedzi na pytanie,
czy kazdy ograniczony operator na przestrzeni Hilberta posiada nietrywialng podprzestrzen
niezmiennicza. Refleksywnos¢ operatora, bedaca pojeciem wywodzacym si¢ z wersji twierdze-
nia von Neumanna o komutancie autorstwa Sarasona z [24], zwiazana jest z badaniami nad



problemem przestrzeni niezmienniczej. W duzym uproszczeniu, operator jest refleksywny, je-
zeli posiada tak duzo przestrzeni niezmienniczych, ze w pewien sposéb determinuja one algebre
generowana przez 6w operator. Przechodzac do Scislej definicji, rozwazmy (zespolona) prze-
strzen Hilberta H oraz podalgebre # algebry wszystkich operatoréw ograniczonych na H; te
ostatnia bedziemy oznaczaé przez B(H). Zbiér podprzestrzeni niezmienniczych dla wszystkich
operatoréw A € W oznaczamy przez Lat # . Je$li M jest rodzina (domknietych) podprze-
strzeni przestrzeni H, to okreslamy AlgM = {4 € B(H): AM C M dla kazdego M € M}.
Algebra # jest refleksywna, jesli AlgLat# = # . Operator A € B(H) nazywamy reflek-
sywnym, jezeli #'(A), czyli najmniejsza domknieta w stabej topologii operatorowej algebra
zawierajaca A oraz operator identycznoéciowy I, jest refleksywna. Klasyczny wynik Sarasona
z [24] stwierdza, ze (niewazony) operator przesuniecia jednostronnego jest refleksywny. Wobec
faktu, ze, jak juz wspomniano wczeéniej, operator ten stanowi przyktad wazonego operatora
podstawiania, pytanie o refleksywnosé tych ostatnich wydaje sie by¢ dobrze uzasadnione.

Pierwsze rezultaty rozprawy dotycza subnormalnoéci wazonych operatorow przesuniecia
na drzewach skierowanych i pochodza z prac [O7] oraz [O6]. Ta, catkiem niedawno wprowa-
dzona w [15] klasa operatoréw, jak juz wspomniano, obejmuje klasyczne przesuniecia na £2,
ale jest znacznie bogatsza. Operatory te definiujemy w nastepujacy sposob.

Niech 7 = (V,E) bedzie drzewem skierowanym, gdzie V oznacza zbiér wierzchotkéw
J oraz E oznacza zbiér krawedzi 7. Jesli u € V, to jedyny wierzcholek v € V taki, ze
(v,u) € E nazywamy rodzicem u oraz oznaczamy przez par(u). Wierzcholek nie posiadajacy
rodzica nazywamy korzeniem .7. Jesli takowy istnieje, to jest jedyny i oznaczamy go przez
root. Drzewo skierowane, dla ktérego korzen nie istnieje, nazywamy bezkorzennym. Niech
Ve =V \{root}, jesli 7 posiada korzen; w przeciwnym razie V° = V. Dla u € V, oznaczamy
Chi(u) = {v € V: (u,v) € E} i nazywamy elementy Chi(u) dzieémi u. Wazone przesunigcie na
T 7z wagami XA = {\, }oeve C C to operator Sy dziatajacy w £2(V) zdefiniowany za pomoca

2(Sx) ={f € C(V): Az f € B(V)},
Sxf=Azf, [e€P(Sh),

gdzie A5 jest odwzorowaniem CV — CY zadanym przez

Ao+ f(par(v)) dlave Ve,

fecV.
dla v = root,

(Azf)(v) =

Latwo zauwazy¢, ze w przypadku, gdy card(V) < Rg, to wazony operator przesuniecia na 7
jest w istocie wazonym operatorem podstawiania w L2(V, 2V, 1), gdzie p jest miarg liczaca.
Dla u € V, przez e, € £2(V) oznaczamy funkcje charakterystyczna singletona {u}, nato-
miast &y oznacza lin{e,: u € V'}, czyli rozpiecie liniowe zbioru {e,: u € V}. Przez 2°°(S))
bedziemy oznaczali (,2; Z(SY). Elementy 2°°(Sy) nazywamy wektorami klasy C> opera-
tora Sy.
Gléwny rezultat w pracy [O7] jest nastepujacy.

Twierdzenie 1 ([O7, Theorem 5.1.1]) Zaloimy, ze & C 2°°(Sx). Przypusémy, Ze ist-



nieje rodzina {puw }pev borelowskich miar probabilistycznych na Ry oraz rodzina {&,},ev nie-
ujemnych liczb rzeczywistych, kiore dla kazdego uw € V' spelniajq

o) = Y \)\U|2/§duv(s)+£u60(a), o€ B(R.), (4.1)
veChi(u) i

gdzie

eu=1- Y |Av‘2/0°°iduv(s). (4.2)

veChi(u)
Wtedy Sy jest subnormalny.

Powyzsze twierdzenie uzyskano za pomoca specyficznej dla subnormalnych przesunieé na drze-
wach skierowanych metody aproksymacji. Jest ono jedynym ogélnym kryterium (warunkiem
wystarczajacym) na subnormalno$é nieograniczonych wazonych przesunieé na drzewach skie-
rowanych. Wartym podkreslenia jest rowniez fakt, ze jest to nowy rezultat nawet w przypadku
ograniczonym.

W przypadku, gdy rozwazany operator Sy posiada dostatecznie duzo wektoréw quasiana-
litycznych, powyzsze kryterium okazuje sie by¢ petlna charakteryzacja. Przypomnijmy jedynie
wcezesniej, ze dla operatora S w zespolonej przestrzeni Hilberta H wektor f € 2°°(S) jest
jego wektorem quasianalitycznym, jezeli

> 1
ZWZOO (Z umowaq: 6200)
n=1 n

Przez 2(S) oznaczymy zbiér wektoréw quasianalitycznych operatora S.

Twierdzenie 2 ([O7, Theorem 5.3.1]) Zalézmy, ze & C 2°°(Sx). Wtedy nastepujqce

warunki s¢ réwnowazne:
(i) Sx jest subnormalny,
(ii) {||SReu|?}5o, jest ciggiem momentéw Stieltjesa dla kazdego u € V,

(iii) istnieje rodzina {py foev borelowskich miar probabilistycznych na Ry oraz rodzina {e, }yev
nieujemnych liczb rzecywistych, ktdre spelaniajq (4.1) dla kazdego uw € V.

Rezultat powyzszy nalezy poréwnaé z twierdzeniem Lamberta z [19] charakteryzujacym sub-
normalnos¢ ograniczonych operatorow:

Twierdzenie 3 Niech A € B(H). Wtedy réwnowazne sq nastepujoce warunki:

(i) A jest subnormalny,

(i3) {|A™f||?}52, jest ciggiem momentéw Stieltjesa dla kazdego f € .

Jak pokazuje zaskakujacy przyklad z pracy [16] sytuacja opisywana przez twierdzenie Lam-
berta jest daleka od typowej w przypadku nieograniczonym. Skonstruowano tam bowiem



przyktad wazonego przesuniecia Sy na drzewie skierowanym, ktére generuje ciagi momentéw
Sieltjesa, tzn. spelniony jest dostosowany do sytuacji nieograniczonej warunek (ii) Twierdze-
nia 2 ale operator Sy nie jest nawet hyponormalny, tym bardzie zatem subnormalny.

Préba uogdlnienia twierdzenia Lamberta na przypadek nieograniczony prowadzi w natu-
ralny sposéb do bardzo ciekawego problemu: czy istnieje nieograniczony operator A, ktéry
jest subnormalny, ale dziedzina A2 jest trywialna, tzn 2(A?) = {0}. Problem tak postawiony
posiada rozwiazanie zaproponowane przez Naimarka w [23], ktéry podal przyktad domknie-
tego symetrycznego operatora A takiego, ze 2(A?) = {0}. Nalezy jednak zauwazy¢, ze w
przypadku, gdy rozwazamy wazone przesuniecia na drzewach skierowanych lub ogdlniej wa-
zone operatory podstawiania, symetrycznosé implikuje automatycznie gestosé wektorow C™°,
a zatem przyklad typu Naimarka nie jest mozliwy w tych klasach (patrz [02, Proposition
67]). To oczywiscie prowadzi do zmodyfikowanej wersji postawionego wczesniej problemu: czy
istnieje wazone przesuniecie na drzewie skierowanym Sy bedace operatorem subnormalnym
i spelniajacym @(Si) = {0}. Zauwazmy, ze proba rozwiazania tego problemu napotyka na
przeszkode w postaci braku kryterium pozwalajacego sprawdzi¢ subnormalnosé operatora Sy
w przypadku, gdy wektory klasy C* nie stanowia zbioru gestego w £2(V) (ich gesto$é jest
jednym z gléwnych zalozen Twierdzenia 1). Tym samym warunkiem rozwiazania tak po-
stawionego problemu jest wczesniejsze wskazanie kryterium na subnormalnosé dla wazonych
przesunie¢ na drzewach skierowanych bez zalozenia gestosci wektoréw klasy C*°. Tym zaj-
muje sie kolejna cze$é¢ rozprawy. Zanim do niej przejdziemy wspomnijmy jeszcze o rezultatach
z pracy [O6].

Praca [O6] po$wiecona jest zastosowaniom rezultatéw pracy [O7] w przypadku przesunieé
wazonych na wybranych drzewach. W sytuacji najbardziej elementarnej mowa o klasycznych
przesunieciach wazonych jedno- i dwustronnych. Ich subnormalno$é charakteryzuje kryterium
Bergera-Gellara-Wallena (patrz [13, 14] w przypadku ograniczonym oraz [30] w przypadku
nieograniczonym). Przykladowo dla przesuniecia jednostronnego

Sxén = Anti€nt1, MEZy, (4.3)

na ¢%(Z,), gdzie Z, = {0,1,2,...} zachodzi

Twierdzenie 4 ([0O6, Theorem 3.1]) Jezeli Sy jest jednostronnym przesunieciem z nieze-
rowymi wagami A = { A\, }52; (zob. (4.3)), wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) Sx jest subnormalny,
(ii) (1,1M1]2, (M A2l?, A A2As]?, .. .) jest ciggiem momentéw Stieltjesa,

(iii) k jest wierzcholkiem stieltjesowskim dla kazdego k € Z, tzn. {|]S§ek\|2}zo:0 jest ciggiem
momentow Stieltjesa.

Okazuje sig, ze ten oraz pozostale znane rezultaty mozna wywnioskowaé wlasnie z Twier-
dzenia 1 (patrz réwniez [O7, Theorem 3.2] ). Twierdzenie to réwniez mozna zastosowaé do
modelowych drzew skierowanych z pojedynczym wierzchotkiem rozgaleziajacym (czyli posia-
dajacym wiecej niz jedno dziecko). Takie drzewa sa bardzo interesujace, poniewaz sa naj-
prostszymi drzewami skierowanymi, ktére nie sa izomorficzne ze zbiorami liczb naturalnych



i liczb catkowitych, naturalnie wyposazonymi w strukture drzewa skierowanego. Dzicki tej
wlasnosci drzewa te nadaja sie do konstrukeji wszelakich przyktadéw przesunieé¢ wazonych —
mozna na tych drzewach konstruowaé przyktady stosunkowo prosto, a jednoczeénie otrzyma-
ne operatory beda juz mialy wlasnosci inne niz klasyczne przesuniecia wazone. Praca [O6]
zawiera kryteria na subnormalno$¢ réwniez w kontekscie takich drzew (patrz [O6, Theorem
4.1] oraz [O6, Theorem 4.3)).

W nastepnym kroku objetych rozprawa badan, podjeta zostala préba podania kryterium
na subnormalno$¢ operatoréw podstawiania. Wyniki tych badan zawiera praca [O5]. Stano-
wi ona niejako preludium do [O2]. Gléwnym rezultatem [O5] jest kryterium na subnormal-
no$¢ nieograniczonych operatoréw podstawiania nie wymagajace gestosci wektoréw klasy C°.
W tym, oraz w nastepujacych pézniej rezultatach zakladamy, ze (X, .o/, u) jest przestrzenia
mierzalna z miarg o—skonczona, natomiast ¢: X — X oraz w: X — C sg o/—mierzalne.

Twierdzenie 5 ([O5, Theorem 9]) Niech Cy bedzie gesto okreslony. Przypusémy, Ze ist-
nieje of —mierzalna rodzina P: X x X — [0,1] miar probabilistycznych na przestrzeni mie-
rzalnej (T, X)) oraz istenieje X —mierzalna funkcja ¢: T — Ry spelniajgca jednen z ponizszych
rownowaznych warunkow:

(i) zachodzi warunek
hg(2)(E(P(-,0)) 0 ¢~ ) (z) = /UC(t)P(:c,dt) dla p-pw. v € X, oe€lX| (CCEI)

(ii) zachodzi warunek

E(P(-,0))(x) = Jo () P(9(x), dt) dla p-pw. z€ X, oceX (CC¢)

hg (¢ (x))

oraz Cy jest injektywny.
Wtedy Cy jest subnormalny.

Wyjasnijmy, ze jesli (X, «7) oraz (T, X)) sa przestrzeniami mierzalnymi, to P: X x X — [0, 1]
jest @/—mierzalng rodzing miar probabilistycznych, jezeli

(i) P(z,-) jest miara probabilistyczng dla kazdego = € X,
(ii) P(-,0) jest &/—mierzalna dla kazdego o € X.

Lewa strona réwnania w (CC¢) zawiera E(P(-, o)), czyli warunkowa warto$é oczekiwana funk-
cji P(-,0) wzgledem o-algebry ¢—!(27). Dla &7-mierzalnej funkcji f: X — Ry, E(f): X — Ry
jest ¢~!(27)-mierzalng funkcja spetniajaca

[ tdu=[  EPdn oe
¢~ 1(o) ¢~1(0)

istnieje ona o ile tylko hg ., < 0o p.w. [u]. Ze wzgledu na wlasnosci warunkowej wartosci ocze-
kiwanej, mozemy méwié o funkcji E(P(-,0)) o 1, ktéra wystepuje po lewej stronie réwnosci
w (CCEI).



Wystepujace powyzej warunki (CCEI) oraz (CC¢) odgrywaja podobna role co warunek
(4.1) w Twierdzeniu 1, wiazac miedzy soba miary probabilistyczne zwiazane z réznymi punk-
tami zbioru X. Metoda ich wykorzystania w dowodzie subnormalnosci rozwazanych ope-
ratorow jest jednak diametralnie rézna. W przypadku Twierdzenia 1 metoda bazowala na
aproksymacji oraz wykorzystaniu rezultatéw z pracy [8], co bylo mozliwe dzigki zalozeniu
gestosdci wektorow C°. W przypadku Twierdzenia 5 takiej mozliwosci nie ma, o dziedzinie
operatora Cy,, wiemy jedynie, Ze jest gesta. Metoda wykazania subnormalnosci Cy,, jest
w tym przypadku budowa rozszerzenia quasinormalnego - operator posiadajacy rozszerze-
nie quasinormalne jest subnormalny [30]. Takie rozszerzenie mozna zbudowaé¢ modyfikujac
konstrukcje, ktéra wykorzystal Lambert w [21] do budowy rozszerzenia quasinormalnego sub-
normalnego ograniczonego operatora podstawiania. Podkre$lmy tutaj, ze Lambert majac do
dyspozycji subnormalnosé operatora, wskazywal dla niego rozszerzenie quasinormalne, nato-
miast w Twierdzeniu 5, subnormalno$é¢ jest efektem koncowym konstrukcji rozszerzajacego
operatora quasinormalnego — sa to zatem zupelnie inne sytuacje, wymagajace innego spojrze-
nia na zagadnienie. Powyzsze twierdzenie, pomimo jego zdawaloby sie bardzo abstrakcyjnego
charakteru, mozna zastosowaé¢ w przypadku konkretnych klas nieograniczonych operatoréw
podstawiania, co zostalo réwniez pokazane w [O5]. Mowa tutaj o operatorach podstawia-
nia z liniowymi symbolami oraz o operatorach podstawiania nad dyskretnymi przestrzeniami
mierzalnymi (patrz [O5, Theorem 32] oraz [O5, Theorem 35]).

Badania w kontekécie dyskretnych przestrzeni mierzalnych byty prowadzone réwniez w pra-
cy [O3]. Motywacja do badan objetych ta praca byl problem istnienia wazonego operatora
podstawiania Cy ,,, ktory nie bytby subnormalny, ale generowalby ciggi momentéw Stieltjesa.
Powiemy, ze operator A w przestrzeni Hilberta H generuje ciagi momentow Stieltjesa, jeze-
i 2°°(A) jest geste w H oraz {||A"f ]\2}2020 jest ciagiem momentéw Stieltjesa dla kazdego
f € 2°(A). Jak juz wspomniano wczesniej, istnienie operatora podstawiania generujacego
ciagi momentéw Stieltjesa, ktéry nie bylby hyponormalny zostalo wykazane w [16]. Transfor-
macja, bedaca symbolem tego operatora podstawiania, indukowata graf, ktéry nie byl lokalnie
skoniczony. To zainicjowalo badania probujace znalezé odpowiedz na pytanie, czy operator
podstawiania o wspomnianych wlasno$ciach moze mie¢ symbol, ktéry indukuje lokalnie skon-
czony graf. Gléwny rezultat pracy, to pozytywna odpowiedZ na tak postawiony problem.
Uzywamy w nim nastepujacych oznaczen: dla parami réznych punktéw zo oraz {z; ; }?:1]?’21

okre$lamy
Xn,OZ{xO}U{xi,j: (RS {1525‘-'7n}7j € N}7 (44)
zij—1 ,jeSlix=ux;;dlaie {1,2,...n} oraz j > 2,
dpo(z) =4 o " , (4.5)
T Jjesliz =5 dlai e {1,2,...n} lub x = x.

Twierdzenie 6 ([O3, Theorem 5.5.2]) Niechn € {2,3,4,...}. Wtedy istnieje miara dys-
kretna p na X = X, taka, Ze operator podstawiania Cy w L*(u) o symbolu ¢ = ¢, ma
nastepujgce wlasnosci:

(1) {hgn(z)}5% jest ciggiem momentow Stieltjesa dla kaidego x € X,



(i) Cy generuje ciggi momentéw Stieltjesa,
(111) Cg nie jest hyponormalny.

Wypowiedzianym wlasnosciom operatora Cy towarzyszy bardzo doktadna analiza determini-
zmu rozwazanych ciggéw momentow Stieltjesa.

Konstrukcja operatora o wymienionych powyzej wtasnosciach byla poprzedzona rozwaza-
niami pod jakimi warunkami rodzina miar probabilistycznych {P(z,-)}.cx spelnia warunek

o X MWPwo) = [1Pe@).an o eBR) o), (CO)
P yeo=1(tah) i

bedacy dyskretng wersja warunku (CCc), ktory jak juz wiemy implikuje subnormalnosé.
Wsréd czterech uzyskanych warunkéw (patrz [O3, Theorem 4.4.1]), kluczowy dla konstrukcji
byt warunek nastepujacy

; /L((xwii)l)) /ooo t . p D@, dt) < 1. (i-d)

Zastapienie go warunkiem stabszym

n
3 i) / L pleindh) < oo, (i-d)
= mlxo) Jo t—-1

w sytuacji, gdy ciag {hgn (z0) + ¢} jest S-zdeterminiowanym ciggiem momentéw Stieltjesa
dla kazego ¢ € (0,00) nie zmienia nic w kwestii subnormalnosci Cy (patrz [O3, Theorem
4.4.2]). Okazuje sie jednak, ze ogélnie pomiedzy tymi warunkami wystepuje réznica (patrz
[03, Theorem 5.4.1]), a znalezienie miar spelniajacych warunek (i-d’), ale nie spelniajacych
warunku (i-d) otwiera mozliwo$¢ skonstruowania operatora o wlasnosciach wymienionych w
Twierdzeniu 6. Konstrukcja ta opisana jest w [03, Procedure 5.2.1] i bazuje na istnieniu miar
N-ekstremalnych o pewnych dodatkowych wlasno$ciach. Wspomniane miary mozna otrzymac
ze specjalnie wybranych miar Kreina i Friedrichsa za pomoca skalowania i homotetii (patrz
dowdd [03, Theorem 5.5.2] oraz [O3, Remark 5.5.3]). Duza czes$é pracy jest poswigcona za-
gadnieniom zwigzanym z determinizmem ciagéw momentow Stieltjesa oraz wlasnosciami miar
N-ekstremalnych (patrz w szczegdlnosci [O3, Section 2]).

Ostatnia pozycja rozprawy zajmujaca sie, miedzy innymi, kwestiag subnormalnosci jest
[02]. Zagadnienie to jest w niej badane w najogdlniejszym interesujacym nas kontekscie, czyli
dla wazonych operatoréw podstawiania. W tym zakresie istotnie rozwiniete sa w niej idee z
[O5], co pozwolilo na uzyskanie ogdlnych kryteriéw na subnormalno$é dla nieograniczonych
wazonych operatoréw postawiania. Ze wzgledu na obecno$é¢ wagi, sytuacja w przypadku wa-
zonych operatoréw podstawiania jest bardziej skomplikowana i subtelna niz w przypadku
(niewazonych) operatoréw podstawiania. Mamy teraz trzy warunki zgodnosci, ktére wraz z
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pewnymi dodatkowymi zatozeniami implikuja subnormalnosé:

_ JotP(¢(x),dt)

Epw(P(,0))(x) = o0 (0(2) dla py-pw. z€ X, oe€BRy), (CC)

oraz

(Egw(P(-,0))00™ 1) (@) -hyw(z) = /GtP(a?,dt) dla p,-pw. 2 € X, o€ B(Ry), (CCH

(Epu(P(,0)) 01 (2) - hyw(z) = /UtP(az,dt) dla p-pow. 2 € X, o €BR,). (CC)

W pracy badane sa dokladnie zalezno$ci pomiedzy warunkami i tak np. warunek (CC™1) jest
silniejszy od pozostatych dwéch, a (CC) implikuje (CC;1) przy zalozeniu hg ., > 0 p.w. [1]
na zbiorze {w # 0} (patrz [O2, Proposition 25], [02, Theorem 27] oraz [02, Corollary 42]).
Zacytujmy jako przyktad jedno z uzyskanych kryteriow.

Twierdzenie 7 ([02, Theorem 29]) Niech Cy,, bedzie gesto okreslony oraz hg ., >0 p.w.
[tw]. Jezeli istnieje of —mierzalna rodzina miar probabilistycznych P: X x B(Ry) — [0,1]
spetniajgca (CC), to Cy,p jest subnormalny oraz

hgn 5, (2) = / t"P(z,dt) dla kazdego n € Zy oraz pu,-p.w. x € X. (4.6)
k) n O

Wystepujaca w warunku (4.6) funkcja h g T E N, to pochodna Radona-Nikodyma miary

fg © (gf)”)_l wzgledem miary pu, przy czym W, = H;:Ol wo ¢l
W konsekwencji powyzej wspomnianych twierdzen otrzymano petna charakteryzacje sub-
normalnych ograniczonych wazonych operatoréw podstawiania.

Twierdzenie 8 ([02, Theorem 51]) Niech Cy,, € B(L*(1)). Wtedy nastepujgce warunki
sq rownowazne:

(1) Cg. jest subnormalny,

(11) hgw > 0 pw. [py] oraz istnieje P: X x B(Ry) — [0,1], &/ -mierzalna rodzina miar
probabilistycznych, ktéra spelnia (CC),

(iii) istnieje P: X x B(Ry) — [0,1], o/ —mierzalna rodzina miar probabilistycznych, ktéra
spetnia (CC™1).

Ponadto, zachodzg:

(a) jesli (i) zachodzi, to istnieje P: X x B(Ry) — [0,1], o/ ~mierzalna rodzina miar proba-
bilistycznych, ktéra spetnia (CC™1) i posiada wlasnosé: supp P(z,-) C [0, [|Cy.w|?] dla
kazdego x € X,

(b) jesli P, Po: X x B(Ry) — [0,1] s¢ &/ —mierzalnymi rodzinami miar probabilistycznych,
ktore spetniajg (CC) oraz hg . >0 p.w. [y, to Pi(x,-) = Pa(z,-) dla py-p.w. v € X,
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(c) jesli P, Po: X x B(Ry) — [0,1] s¢ o7 —mierzalnymi rodzinami miar probabilistycznych,
ktére spetniajq (CC™1), to Pi(x,-) = Py(x,-) dla u-p.w. x € X.

Badaniu subnormalnosci w [O2] towarzyszy badanie innych wlasnosci. Bezposrednio zwia-
zang i scharakteryzowana w pracy jest wlasno$¢ generowania ciagéw momentoéw Stieltjesa.
Rezultat, ktéry uzyskano stanowi odpowiednik wspomnianych wcze$niej wynikéw Lamberta
charakteryzujacych subnormalne ograniczone operatory podstawiania.

Twierdzenie 9 ([O2, Theorem 48]) Nastepujace warunki sq réwnowazne:

(1) Cg. generuje ciggi momentow Stieltjesa,

(ii) .@(C’“,w) = L*(u) dla kazdego k € N oraz {HCg}waQ};’LO:O jest ciggiem momentow Stiel-
tjesa dla kazdego f € 2°°(Cy ),

(i) {hyn 5, (X)}nlo jest ciggiem momentow Stieltjesa dla p-p.w. x € X,

(i) {pg, (97 (A))}nlg jest ciagiem momentéw Stieltjesa dla kazdego A € o/ spelniajgcego
1, (¢~ *(AQ)) < 0o dla wszystkich k € Z, oraz @(C§7w) = L?(u) dla wszystkich k € N,

(v) istnieje odwzorowanie liniowe L: C[t] — My takie, zZe

L(t") =hy 5, pw. [1], ne€Zy, (4.7)
L(p) =2 0 pw. [u], p e C[t]y.

Ponadto, jesli (i) zachodzi, to
(a) 2°°(Cyw) jest rdzeniem CF, dla dowolnego n € Z,

(b) C3.,, jest domknigty oraz Cy ,, = Cyn & dla dowolnego n € Z..
Zwiazana z subnormalnoscia (poprzez wykorzystywana metode dowodowa) i scharakteryzo-
wanag w [O2] jest quasinormalnosé.

Twierdzenie 10 ([O2, Theorem 20]) Jezeli Cy,, jest gesto okreslony, to jest quasinor-
malny wtedy i tylko wtedy, gdy he . © ¢ = hgw p.w. [fw].

Twierdzenie to uogdélnia charakteryzacje quasinormalnosci dla ograniczonych operatoréw pod-
stawiania uzyskana w [33] przez Whitley’a oraz te dla nieograniczonych operatoréw posta-
wiania wykazana w [P9)].

Campbell i Hornor w [4] uzyskali w przypadku nieograniczonym (przy wspomnianych
juz wczesniej ograniczajacych zalozeniach) cze$ciowe rezultaty na temat hyponormalnosci
i kohyponormalnosci. Obie te wlasnosci zostaly w pelni opisane w [02].

Twierdzenie 11 ([O2, Theorem 53]) Niech Cy,, bedzie gesto okreslony. Wtedy nastepu-
jace warunki sg réwnowazne:

(i) Cg. jest hyponormalny,
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2
(i) hgw > 0 p.w. (] oraz Eg ., (, / hﬁ::j:d’.f) < Epw(f?) pw. [pw] dla kazdej o ~mierzalnej
funkeji f: X — R4,

he wo
(111) hgw >0 pw. [py] oraz E(b’w( ﬁ;}’w‘f’) <1 pw. [pw),

() hgw >0 p.w. [py] oraz E¢,w(h¢%) < m Pw. [foy]-

Twierdzenie 12 ([O2, Theorem 60]) Niech Cy,, bedzie gesto okreslony. Wtedy réwno-

Wazine sq:
(1) Cg. jest kohyponormalny,
(ii) nastepujgce warunki zachodzg:

(ii-a) hg . =0 na {w =0} p.w. [y,
(i-b) X{hg,w>0} LZ(Nw) C Z(Epw),
(ti-c) hg < hgawo @ paw. [y

Ponadto, jesli Cy., jest kohyponormalny, to
(i) Egw(hpw) = how p-w. (b,

(iv) My € B(L*(uy)), My jest kontrakcig, % (Eg..) redukuje My oraz

My = Mo|z,,.,) ®O0lr €,

: [ hgw
gdzie 0 = hﬂ@fb pw. [fy]..

Charakteryzacje hyponormalnoéci i kohyponormalnosci daja natychmiast rezultat opisujacy

normalnos¢ wazonych operatoréw podstawiania.

Twierdzenie 13 Niech Cy,, bedzie gesto okreslony. Wtedy réwnowazne sq:
(1) Cg. jest normalny,
(ii) nastepujace warunki zachodzg:
(ii-a) hgw =0 on {w =0} p.w. [,
(ii-b) B (Egw) = L*(pw),
(ii-¢) g = hgw o @ pow. [fy)].
Ponadto, jesli Cy ,, jest normalny, to {hg., > 0} = {w # 0} p.w. [u].

Powyzszy rezultat w istotny sposéb uogdlnia uzyskane przez Singha i Kumara (patrz [26])
oraz Whitley’a (patrz [33]) wyniki na temat ograniczonych operatoréw podstawiania oraz te
uzyskane przez Campbella, Embry-Wardrop, Fleminga, Jamisona i Narayana (patrz [5, 3]) na
temat podklasy ograniczonych wazonych operatoréw podstawiania.
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W [02] opisane sa réwniez zwiazki pomiedzy operatorami Cy ,, i Cy, oraz odpowiadajacym
im pochodnym Radona-Nikodyma, co oczywiscie zwigzane jest ze, wspomnianym na poczatku
i czesto wykorzystywanym przez autoréw wczesniejszych prac, silnie ograniczajacym zaltoze-
niem o poprawnej okreslonosci operatora podstawiania Cy przy badaniu zwigzanego z nim
wazonego operator podstawiania C .

Podkredlmy na zakonczenie omawiania wynikow zwiazanych z subnormalnoscia jeszcze
raz fakt, ze w przypadku nieograniczonym jedynie hyponormalnos¢ i kohyponormalnosé byty
wezesniej badane (czesciowe rezultaty uzyskali Campbell i Hornor w [4]), natomiast pozostalte
wiasnosci nie byly opisane w przypadku nieograniczonym nawet dla operatorow podstawiania.
Na chwile obecna [O2] jest jedyna pozycja w literaturze podejmujaca w sposéb kompleksowy
badania na temat nieograniczonych wazonych operatoréw postawiania.

Drugim zagadnieniem, ktére podlegato badaniom w rozprawie, jest refleksywnosé ograni-
czonych wazonych przesunie¢ na drzewach skierowanych. Motywacja do jego rozwazenia byt
wspomniany wczesniej wynik Sarasona méwiacy o refleksywnosci przesuniecia jednostronnego
na ¢2(N) oraz fakt, ze klasyczne przesuniecia jedno- i dwustronne s wazonymi przesuniecia-
mi na drzewach skierowanych. Struktura drzewa skierowanego pozwalata przypuszczaé, ze
metodami wykorzystujacymi funkcje analityczne uda sie pokazaé refleksywnosé w szerokiej
podklasie przesunie¢ wazonych na drzewach skierowanych.

W przypadku klasycznych przesunieé na £2, szereg podstawowych rezultatéw bazuje na
realizacji przesunigcia wazonego jako operatora mnozenia przez zmienna niezalezng na prze-
strzeni Hilberta formalnych szeregdéw potegowych, ktéra okazuje sie mieé analityczng struk-
ture. To pozwala na uzycie narzedzi zwiazanych z operatorami mnozenia takich, jak mnozni-
ki. Te za§ umozliwiaja na opisanie pewnych wlasnosci spektralnych przesunie¢ na drzewach
skierowanych, a takze na wskazanie wérdd nich podklasy, ktéra sklada sie z operatoréw re-
fleksywnych.

Kluczowe znaczenia dla badan tej czeSci rozprawy ma pojecie mnoznika, ktére wpro-
wadzono w [O4]. Ze wzgledéw wylacznie technicznych, pojecie to wprowadzone zostalo dla
tzw. przesunie¢ wazonych na wazonych drzewach skierowanych, ktére okreslamy nastepuja-
co. Formalnie jest to ogdlniejsze pojecie niz wazone przesuniecia na (niewazonych) drzewach
skierowanych, ale okazuja sie one by¢ réwnowazne, a uzyskane rezultaty w jednym kontekscie
maja odpowiedniki w drugim.

Niech .7 = (V, E) bedzie drzewem skierowanym oraz niech A = {A,}yeve C C. Jezeli
teraz B = {fy }vev C C, to przez J3 oznaczamy pare (7, 3) nazywang przez nas wazonym
drzewem. Przesunigcie wazone na Jg z wagami A = {\, }yeve C C, to operator Sy na ¢%(3)
okreslony za pomoca

2(5x) = {f € (B): A3 f € (B)},
Sxf =A%, fe€2(Sy),
gdzie A}: C” — CV jest jak w przypadku (niewazonych) przesunieé¢ na drzewach skierowa-
nych.

Zauwazmy, ze przesuniecie wazone Sy na .73 (w sensie powyzszej definicji) to przesuniecie
wazone Sy na drzewie skierowanym .7 w sensie definicji z [15].
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Zakladajac teraz, ze J = (V,E) jest przeliczalnym, ukorzenionym i bezlistnym drze-
wem skierowanym, a ponadto 8 = {8, }vev C (0,00) oraz {A, }yeve C (0,00), mozemy dla
p: Z4 — C okresli¢ Fé‘: CY — CV za pomoca

vl

(I2f) (v ZAPM o B(k) f(par® (v)), v eV,

gdzie |v| oznacza odlegto$é wierzchotka v od korzenia, a A = A

park (v)|v par(v) " " )‘parkfl(v)'

Nastepnie mozemy zdefiniowaé

D(MYP) = {f € (B): T2 f € A(B)},
MYPF=T12f feDOP).

Tak okreslony operator M3 B :2(B) D D(M;"[3 ) — (2(83) nazywamy operatorem mnozenia
o symbolu ¢: Zy — C. Dla prostoty, jesli to nie prowadzi do nieporozumienia, piszemy I
oraz Mgy zamiast Féj\ oraz Mg"'g. Symbole ¢: Z — C takie, ze (M) = ?(83) nazywamy
mnoznikami. Tworza one przestrzen liniowa M(A). Po jej unormowaniu przez

~11 df N
16l = 1Mpll, ¢ € M(N),

oraz wyposazeniu w mnozenie x: C%+ x C%+ — C%+ zadane przez
k
- z
Z —3j), @ eCH, (4.8)

otrzymujemy algebre Banacha, ktéra powigzana jest z wazonym przesunieciem S.

Twierdzenie 14 ([O4, Theorem 4.4]) Niech F = (V,E) bedzie przeliczalnym, ukorze-
C (0,00).

nionym 1 bezlistnym drzewem skierowanym, 3 = {8y }vev C (0,00) oraz { A\, }yevo
Niech Sy € B(EQ(,@)) bedzie przesunigciem wazonym na J3. Wtedy zachodzq:

(i) Dla kaidegon € Z., M,

= Sy.
(ii) Jesli ¢: Zy — C posiada skoriczony nosnik, to ¢ € M(X).
(iii) Dla dowolnych ¢, € M(X), odwzorowanie ¢ 1 nalezy do M(X) oraz

Moy = Mgy

(iv) M(X) jest przemienng algebrg Banacha z jedynkq.

Mnozniki w naturalny sposéb zwiazane sa z funkcjami analitycznymi, a indukowane przez nie
operatory mnozenia z szeregami potegowymi operatora Sy, co pokazuja nastepne rezultaty.
r(Sx) oznacza promien spektralny operatora Sy, natomiast A; = {z € C: |z| < t}.

15



Propozycja 15 ([O4, Proposition 4.7]) Niech ¢: Z, — C bedzie takie, ze Y oo p(k) 2"
jest zbiezny dla dowolnego z € Ag, |- Jesli funkcja p: Ays, — C zadana przez ¢(z) =
Y720 (k) 2" jest ograniczona, to ¢ € M(A) oraz | M| < |l¢lloo := sup{le(z)[: |2 < [[Sall}-

Propozycja 16 ([0O4, Proposition 4.8]) Niech r € (r(Sx),00). Jesli ¢: Zy — C jest ta-
kie, e Y52 @(k) 2" jest zbiezny dla kaidego z € A, wtedy ¢ € M(X), 352, p(k) S5 jest
zbiezny (wg normy) oraz Mg = > 32 o ¢(k) Sk

Badanie mnoznikéw kontynuowano w kolejnej pracy, czyli [O1]. Pokazano w niej m.in., ze
przestrzen operatoréw, ktérych symbolami sg mnozniki tzn: 4 (X) := {My: ¢ € M(A)}, jest
domknieta w topologii SOT oraz WOT (z pracy [O4] wynikalo jej domkniecie w topologi
normy). To za$, w polaczeniu z aproksymacja oparta na jadrach Fejera, daje elegancki opis
M (\) zaprezentowany ponizej.

Twierdzenie 17 ([O1, Theorem 3.6]) Niech . = (V, E) bedzie przeliczalnym, ukorzenio-
nym i bezlistnym drzewem skierowanym, A = {A\, }yeve C (0,00) oraz Sy € B(2(V)). Wtedy

AN =TSN pe X =Sy pecx)y ",

To za$ pozwala na opisanie Alg Lat .# (\) w jezyku operatoréw rzedu 1.

Propozycja 18 ([O1, Proposition 4.1]) AlgLat.Z(\) jest zlozona z wszystkich opera-
toréw A € B(£%(V)), ktore dla dowolnych f, g € (2(V) spelniajq nastepujgcy warunek:

(W€ MY (Mpfig)=0) = (afg) =0,

Powyzszy rezultat umozliwia natomiast wykazanie refleksywnosci przesunie¢ wazonych na
drzewach skierowanych dla ktérych ”promien spektralny” 7"2‘92 (Sx) liczony wzdluz Sciezek 7
jest dodatni.

Twierdzenie 19 ([O1, Theorem 4.3]) Niech .7 = (V, E) bedzie przeliczalnym, ukorzenio-
nym i bezlistnym drzewem skierowanym, A = {\,}yeve C (0,00) oraz Sy € B(£2(V)). Jesli
ry(Sx) > 0 dla kazdego & € P, to Sy jest refleksywny.

W powyzszym twierdzeniu
1

ry’(Sy) = lim inf {(Amot|,,) BTy Ee P || > n} PeP,

gdzie P oznacza zbiér wszystkich Sciezek drzewa 7. Twierdzenie 19 jest odpowiednikiem
wspomnianego juz wczesniej rezultatu Sarasona w kontekscie przesunieé na drzewach skiero-
wanych.

Osobnym zagadnieniem badanym w [O1] byla kwestia mozliwosci reprezentacji

(V) = N(S3) & D SN (S3)),

n=1
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czyli rozkladu typu Wolda, nawiazujacego oczywiscie do rozktadu Wolda dla klasycznego
przesuniecia na ¢%(N). Wynik, ktéry uzyskano (patrz [O1, Theorem 6.4]) wskazuje, ze taki
rozktad zachodzi dla injektywnych przesunie¢ wazonych na drzewach skierowanych, ktére sa
zbalansowane, czyli spelniaja warunek

ISxew|| = ||Sxey|| dla dowolnych w, v € V' takich, ze |u| = |v|.

Brak zatozenia injektywnosci albo spelniania warunku zbalansowania powoduje, ze rozktad
typu Wolda moze nie mie¢ miejsca, na co zaprezentowane jest szereg przyktadéw (patrz [O1,
Examples 6.6-6.8 oraz Example 6.10]).

W przypadku ograniczonych wazonych przesunie¢ na wazonych drzewach skierowanych
mozna wykorzystaé¢ pojecie BPE (z ang. ,bounded point evaluation”), czyli w € C spelniaja-
cych

> 65w < oo,

veV
aby uzyskaé, przy pewnych dodatkowych zalozeniach, dodatkowe informacje na temat widma
punktowego sprzezenia operatora Sy, albo ogdlniej dla operatora mnozenia, ktérego symbol
jest mnoznikiem (patrz [O4, Corollary 7.8]):

p(int(bpe(Tp)))" € op (M),

gdzie bpe(.73) oznacza zbiér BPE dla Sy. Wynik ten za$ jest konsekwencja swoistego rachunku
funkcyjnego

Twierdzenie 20 ([O4, Theorem 5.8]) Niech .7 = (V, E) bedzie przeliczalnym, ukorzenio-
nym i bezlistnym drzewem skierowanym, B = {By}vev C (0,00) oraz A = { Ay freve C (0,00).
Jesli dla dowolnego u € V' zachodzi 3, cchiu) Ao = 1 oraz Sx € B(¢%(8)), to

Vo (Mpf) = p(w)Vu(f),  fe(B), € MX), w € int(bpe(Tp)).

Zagadnienia poruszane w pracach [O4] oraz [O1] byly wczeéniej rozwazane w kontekscie kla-
sycznych przesunieé, o czym traktuje doskonata monografia [25] autorstwa Shieldsa. W kon-
tekscie przesunie¢ na drzewach skierowanych, byly one rowniez badane przez Chavana, Pra-
dhana i Trivediego w [6, 7] z wykorzystaniem modelu analitycznego uzyskanego w oparciu o
wyniki Shimorina i funkcje analityczne o wartosciach wektorowych. Te badania byty prowa-
dzone réwnolegle i niezaleznie od tych zwigzanych z rozprawa.

5 Omoéwienie pozostalych osiggnie¢ naukowo-badawczych

Prace sktadajace sie na pozostale osiagniecia naukowo-badawcze:

[P1] P. Budzynski, P. Dymek, A. Planeta, Quasinormal extensions of subnormal operator-
weighted composition operators in £2-spaces, J. Math. Anal. Appl. 452 (2017), 27-46.
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[P2]

[P3]

[P4]

[P9]

[P10]

[P11]

[P12]

P. Budzynski, P. Dymek, A. Planeta, Unbounded composition operators via inductive
limits: cosubnormal operators with matrix symbols, Filomat 31 (2017), 1665-1670.

P. Budzynski, P. Dymek, A. Planeta, Unbounded composition operators via inductive
limits: cosubnormal operators with matrix symbols. IT, Banach J. Math. Anal. 11 (2017),
164-187.

P. Budzynski, Z. J. Jablonski, I. B. Jung, J. Stochel, Subnormal weighted shifts on
directed trees whose nth powers have trivial domain, J. Math. Anal. Appl. 435 (2016),
302-314.

P. Budzynski, A. Ptaneta, Dense definiteness and boundedness of composition operators
in L2-spaces via inductive limits, Oper. Matrices, 9 (2015), 853-876.

P. Budzynski, K. Piwowarczyk, M. Ptak, A note on k-hyperreflexivity of Toeplitz-
harmonic subspaces, Bull. Korean Math. Soc. 51 (2014), 1727-1733.

P. Budzynski, P. Dymek, Z. J. Jablonski, J. Stochel, Subnormal weighted shifts on
directed trees and composition operators in L?-spaces with non-densely defined powers,
Abstract Appl. Anal. vol. 2014 (2014), Article ID 791817, 6 pages.

P. Budzynski, Z. J. Jabtonski, I. B. Jung, J. Stochel, A multiplicative property cha-
racterizes quasinormal composition operators in L2-spaces, J. Math. Anal. Appl. 409
(2014), 576-581.

P. Budzynski, Z. J. Jabtonski, I. B. Jung, J. Stochel, On unbounded composition ope-
rators in L?-spaces, Ann. Mat. Pura Appl. 193 (2014), 663-688.

P. Budzynski, A note on unbounded hyponormal composition operators in L2-spaces,
J. Funct. Sp. Appl. vol. 2012 (2012), Article ID 902853, 8 pages.

P. Budzynski, J. Stochel, Joint subnormality of n-tuples and Cy-semigroups of compo-
sition operators on L2-spaces. II, Studia Math. 193 (2009), 29-52.

P. Budzynski, J. Stochel, Joint subnormality of n-tuples and Cy-semigroups of compo-
sition operators on L?-spaces, Studia Math. 179 (2007), 167-184.

W pracy [P1] zaproponowano konstrukcje rozszerzenia quasinormalnego dla wazonego

operatora podstawiania na przestrzeni L? nad dyskretna przestrzenia mierzalna, ktérego wagi

sa operatorami mnozenia, czego konsekwencja byto kryterium na subnormalnoéé klasy takich

operatorow. Sa one zdefiniowane nastepujaco. Niech X bedzie zbiorem przeliczalnym, p bedzie
miarg dyskretna na X, ¢: — X, H = {H,: 2 € X} bedzie rodzina przestrzeni Hilberta
oraz A = {A;: x € X} bedzie rodzing operatoréw takich, ze A,: Hyp) — H, dla kazdego

x € X. Powiemy wtedy, ze (X, ¢, u, H, A) jest dopuszczajacy. Przez Z(A) oznaczamy zbidr
wszystkich f € ¢2(H, p) takich, ze f, € Neco1(1y}) Z(A2) dla kazdego y € ¢(X). Wazony
(operatorowo) operator podstawiania w £?(H, i) indukowany przez ¢ oraz A, to operator

Coa: L(H,p) 2D (Cp,a) — C(H, 1)
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okreslony przez

D(Coa) = {F € 2(A): Y [ Aafyiolsg, e < 0},
zeX

(C¢,AF)I = A:Ef(b(:t)v reX, Fe .@(C¢7A).

W pracy zaproponowano warunki, przy ktérych wazony operator podstawiania z wagami be-
dacymi operatorami mnozenia jest subnormalny (patrz [P1, Theorem 3.6]), co jak juz wspo-
mniano osiagnieto za pomoca konstrukcji rozszerzenia quasinormalnego. Konstrukcja ta jest
adaptacja konstrukeji uzytych w [O5] oraz [02] w przypadku wazonych operatoréw podsta-
wiania w przestrzeniach typu L?. Podano szereg przykladéw na zastosowanie wspomnianego
kryterium na subnormalno$é (uogdlnienie kryterium Bergera-Gellara-Wallena, subnormalno$é
wazonego operatora podstawiania, ktérego symbol indukuje drzewo o stalej walencji, a wagi
sa operatorami mnozenia przez zmienna niezalezna, dyskretna wersja kryterium z [02], itp.).
Zagadnienia subnormalnosci ograniczonego jednostronnego przesuniecia z wagami operatoro-
wym dotyczyla praca [28]

W pracach [P5], [P3] oraz [P2] badaniom podlegaly nieograniczone operatory podsta-
wiania. We wszystkich pracach wykorzystane metody bazowaly na induktywnych przejsciach
granicznych. Badanie te zostaly zainspirowane pracami [22, 18, 27]. W [P5] zaproponowano
warunki umozliwiajace stwierdzenie, czy operator podstawiania dziatajacy w przestrzeni L2
bedaca granica induktywna ciagu przestrzeni L? nad projektywnym systemem przestrzeni
mierzalnych jest poprawnie okreslony, gesto okreslony, czy ograniczony (patrz [P5, Theorem
4.11] oraz [P5, 4.12]). Modelowym przykladem jest operator podstawiania indukowany przez
nieskoficzona macierz i dzialajacy w przestrzeni L? z miara gaussowska ug na R®. W ta-
kim przypadku z ogdélnych zawartych w pracy twierdzen mozna wydedukowaé nastepujacy
rezultat.

Whiosek 21 ([P5, Proposition 5.3]) Niech A bedzie transformacjg R* indukowang przez
macierz (aij)ijen. Niech A,, n € N, bedzie tranformacjg R™ indukowang przez macierz
(aij)ij=1- Jezeli spelnione sq:

(i) inf,en |det A,| > 0,
(11) dla kazdego j € N istnieje K € N takie, Ze aj = 0 dla wszystkich k > K,

(iii) suppen [ Anl <1,

to Cy € B(L?(ug)). Ponadto, Cy jest granica SOT ciggu {Ca, ® In}nen, gdzie I, oznacza
operator identycznosciowy na L*(ug).

W pracy [P2] rozwazane sa operatory podstawiania indukowane przez transformacje li-
niowe R™ w przestrzeniach L? zwiazanych miarami pochodzacymi od funkcji analitycznych z
nieujemnymi wspélczynnikami w rozwinieciu. Badania nad takimi operatorami zostaly zapo-
czatkowane w [27], gdzie w przypadku ograniczonym scharakteryzowano ich subnoramalno$é.
Gléwny wynik [P2] to kryterium na kosubnormalnosé tego typu operatoréw, ktére wypowie-
my ponizej. Niech &y, oznacza ogél funkeji catkowitych v na C postaci v(z) = >02 an2”,
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dla z € C, gdzie a,, sa nieujemne oraz a; > 0 dla pewnego k > 1. Jedli k € Z, v € &y oraz
| - | jest norma na R* indukowana przez iloczyn skalarny, to ,ulq;‘ jest miara borelowska na R*

okreslong przez

phl(dz) = 5 (|af*) m(da),
gdzie m, oznacz miare Lebesgue na R".

Twierdzenie 22 ([P2, Theorem 3.1]) Niech A bedzie odwracalnym liniowym odwzorowa-

nie R*. Jesli A jest normalne w (R®,|-1), to Cy4 jest kosubnormalny w LQ(MUV)’ tzn., C% jest

subnormalny w LQ(ull'%).

W pracy [P3], ktéra dotyczy klasy operatoréw zwiazanych z operatorami kosubnormalny-
mi, rozwijane sa metody z dwéch wczedniej wymienionych prac.
Niech n,r € Z,. Powiemy, ze gesto okreslony operator 1" w przestrzeni Hilberta J{ nalezy

do klasy 8, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych m € N oraz a = {al? ;qu)?z cC,

m Ng
DD NNz 20, Xz, 2w €C, (5.1)
1,7=1p,q=0

implikuje

S S a (Tr gL T ) 0 52)

1,j=1p,q=0 k,I=0

dla kazdego skonczonego ciagu {fF:i = 1,...,m, k = 0,...,r} C D(T"*"). Powiemy
natomiast, ze 1" nalezy do §;, . wtedy i tylko wtedy, gdy T™ nalezy do Sy,

Definicja powyzszej klasy jest inspirowana kryterium na subnormalno$é z pracy [8]. Jak
mozna wykazaé¢, subnormalno$¢ operatora S oznacza, ze S € §,, dla dowolnych n,r € Z,,
natomiast w przypadku, gdy S € 8, dla dowolnego n € Zy, to S|pe=(g) jest subnormalny.

Praca dostarcza kryteria na przynalezno$é¢ operatoréw podstawiania indukowanych przez
nieskonczone macierze do klasy 8, . (patrz [P3, Proposition 5.2] oraz [P3, Proposition 5.9]).
Pozwala na wskazanie rozmaitych przyktadéw operatoréw, w przypadku ktérych metoda in-
duktywna wydaje sie by¢ jedyna mozliwg do zastosowania, w szczegdlnosci przyktad operatora
subnormalnego zwigzanego z tréjdiagonalng macierzg nieskonczona.

Praca [P6] podejmuje zagadnienie k-hyperrefleksywnosci. Przypusémy, ze 8 C B(H) jest
przestrzenig liniowa. Dla A € B(H) oraz k € N mozemy rozwazy¢

d(A,8) = inf{|A—T|: T €8}, ar(A,S8)=sup{|(A,1)]:t eS8 NByH)},

gdzie (A,t) = tr(At) (Slad), 8, = {t € T(H): (T,t) = 0 dla wszystkich T € 8} oraz By ()
oznacza kule jednostkowa w przestrzeni operatoréow rzedu k (wzgledem normy sladowej || -|1).
Przestrzen 8 jest k-hyperrefleksywna, jezeli istnieje stata C taka, ze

d(A,8) < Cax(A,8), AeB(H). (5.3)
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Z kolei operator T' € B(H) nazywamy k-hyperrefleksywnym, jezli W(T') jest k-hyperreflek-
sywna. Hyperrefleksywnosé (tutaj 1-refleksywnosé), wlasnosé silniejsza od refleksywnosci, zo-
stala wprowadzona przez Arvesona w [1], ktéry wykazal, ze algebry gniazdowe maja wlasnosé
hyperrefleksywnosci. Davidson w [11] wykazal natomiast, ze algebra analitycznych operato-
row Toeplitza, czyli algebra generowana przez izometryczne przesuniecie jednostronne, jest
hyperrefleksywna. Z drugiej jednak strony, o przestrzeni wszystkich operatoréw Toeplitza wia-
domo, ze nie jest nawet refleksywna. Posiada ona za to wlasno$é 2-hyperrefleksywnosci, co
zainspirowalo pytanie, czy przestrzen generowana w analogiczny sposéb za pomoca izometrii,
czy operatora quasinormalnego T’

T(A) =w"-cl{p(A) + q(A)*: p oraz ¢ sa wielomianami analitycznymi}.

jest 2-hyperrefleksywna. Przestrzenie tego typu rozwazano w [10]. Praca daje pozytywna
odpowiedZ na to pytanie.

Twierdzenie 23 ([P6, Theorem 8] oraz [P6, Theorem 9]) Niech V € B(H) bedzie ope-
ratorem izometrycznym lub quasinormalnym. Wtedy kazda *stabo domkniete podprzestrzen 8
przestrzeni T (V') jest 2-hyperrefieksywna.

Prace [P4], [P7] oraz [P10] sa zwiazane z wymienionym juz wczesniej problemem istnienie
subnormalnego wazonego operatora podstawiani, ktérego kwadrat posiada trywialng dziedzi-
ne. W pracy [P10] podany jest elementarny przyklad operatora podstawiania o tej wlasnosci,
ze kwadrat ma trywialng potege. Niezaleznie, taki przykltad, ale w klasie przesunie¢ wazo-
nych na drzewach skierowanych, zostal podany w [17]. W pracy [P7], w oparciu o uzyskane
w [O2] kryterium na subnormalno$é, wskazano przyktad subnormalnego wazonego operatora
podstawiania, ktérego nta potega, z dowolnie wskazanym N > 2, nie jest gesta (patrz [P7,
Example 1] oraz [P7, Remark 8]). Ostatecznie problem zostal rozwiazany w [P4, Corollary
3.4], bazujac na twierdzeniu:

Twierdzenie 24 ([P4, Theorem 3.1]) Przypusémy, ze 7 = (V, E) jest ekstremalnym drze-
wem skierowanym oraz n € N. Istnieje wtedy subnormalne wazone przesuniecie Sy na T z
niezerowymi wagams takie, zZe Sy jest gesto okreslony oraz .@(S;LH) = {0}.

Drzewem ekstremalnym nazywamy drzewo skierowane ktorego kazdy wierzchotek ma przeli-
czalng liczbe dzieci (z dokladnoscia do izomorfizmu sa takie dwa drzewa).

W pracy [P8] zaproponowano kryterium na quasinormalno$é dla operatoré6w podstawiania,
ktére jest nowe zaréwno w przypadku nieograniczonym, jak i ograniczonym.

Twierdzenie 25 ([P8, Theorem 3.1]) Niech ¢ bedzie transformacjq X takq, ze Cy jest
gesto okreslony. Wtedy nastepujoce warunki sq rownowazne:

(1) Cy jest quasinormalny,
(ii) Xoohgpo¢-xs0ohy=Xs0hgoo pw. [u] dla kazdego o € B(Ry),

(iii) E(xo ©hg) = Xxo0hy 0 ¢ p.w. [u] dla kazdego o € B(R;),
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(iv) E(fohy) = fohgyo¢ pow. [u] dla kazdej funkcji borelowskiej f: Ry — Ry,
(v) hgn = hg p.w. [u] dla kaidego n € Z,
(vi) E(hg) = hg o ¢ p.w. [u] oraz E(hgn) = E(hg)" p.w. [p] dla kaidego n € Z..

Sposréd wyzej wymienionych warunkéw najwazniejszy jest (v). Warto wspomnieé, ze w dowo-
dzie wykorzystany jest fakt, ze dla operatora quasinormalnego mozna skonstruowaé mierzalna
rodzine miar probabilistycznych, ktéra spelnia warunek zgodnosci, co pokazano w [O5], a kon-
sekwencja tego jest formuta

hgn () = /R t"P(x,dt) dla p-p.w. z € X oraz dowolnego n € Z,.
+

[P9] byla pierwsza praca podejmujaca systematyczne badania nad nieograniczonymi ope-
ratorami podstawiania. Podano w niej charakteryzacje gestej okreslonosci zaréwno dla po-
jedynczego operatora postawiania, jak i dla iloczynu skoniczonej liczby takich operatoréw.
Podano réwniez charakteryzacje gestosci wektoréw klasy C°°, nawiazujac do kryterium Lam-
berta. Gtéwnym wynikiem pracy w tym kontekscie jest nastepujace.

Twierdzenie 26 ([P9, Theorem 10.4]) Niech Cy bedzie poprawnie okreslony. Wtedy na-
stepujgce warunki sg rownowazne:

(i) Cy generuje ciggi momentow Stieltjesa,

(11) {hgn(x)}52 jest ciggiem momentow Stieltjesa dla p-p.w. x € X,

(113) .@(C’;ﬁ) = L?(u) dla kazdego k € N oraz {u(¢"(A))}2, jest ciggiem momentéw Stiel-
tjesa dla kaidego A € o, ktore spetnia pu(¢p~*(A)) < oo dla dowolnego k € Z,,

() hgn < 00 p.w. [u] dla kaidgo n € N oraz L(p) > 0 p.w. [u] o ile tylko p(t) = 0 dla
dowolnego t € Ry, gdzie L: C[t] — M jest odwzorowaniem liniowym okreslonym wzorem

L(t") =hgn, n€Zy;

C[t] oznacza wielomiany zespolone jednej zmiennej rzeczywistej t, a M oznacza zbior
o —mierzalnych funkcji na X o warto$ciach zespolonych.

Ponado, jesli (i) zachodzi, to Cy = Cyn oraz 2>°(Cy) jest rdzeniem Cy dla kazdegon € Z.

Twierdzenie to wskazuje, ze, tak jak w przypadku ograniczonych operatoréw podstawiania,
generowanie ciggéw momentéw Stieltjesa ma miejsce tylko wtedy, gdy pochodne Radona-
Nikodyma zwiazane z kolejnymi iteracjami symbolu ¢ prowadza do ciagéw momentéw Stiel-
tjesa (patrz warunek (ii) powyzej). W odréznieniu jednak od przypadku ograniczonego, po-
wyzsze twierdzenie wraz z rezultatami z [16], pokazuje, ze subnormalnosci nieograniczonego
operatora podstawiania nie mozna scharakteryzowaé¢ za pomoca powyzszego warunku (ii).
Praca [P9] podaje réwniez opis rozkladu polarnego dla nieograniczonego operatora posta-
wiania, a takze charakteryzacje normalnosci, formalnej normalnoéci oraz quasinormalnosci —
wyniki, ktére zostaly uogélnione w [O2] na przypadek wazonych operatoréw podstawiania.
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Subnormalnosé uktadéw, Co—pdlgrup oraz Chy—grup operatoréw podstawiania jest tema-
tem badan w [P11] oraz [P12]. Praca [P12] charakteryzuja (laczna) subnormalnosé uktadu n
przemiennych ograniczonych operatoréw podstawiania za pomoca punktowej dodatniej okre-
Slonosci dla multi-ciagu pochodnych Radona-Nikodyma zwiazanych z ukltadem (patrz [P12,
Theorem 3.4]). Ponadto pokazano w niej réwniez, ze Cp—pdlgrupa operatoréw podstawiania
{C4,}i>0 jest (lacznie) subnormalna, jezeli rodzina pochodnych Radona-Nikodyma kanonicz-
nie zwigzanych z pélgrupa jest zadana przez transformacje Laplace’a rodziny nieujemnych
miar Borelowskich na Ry (patrz [P12, Theorem 4.5] oraz [P12, Corollary 4.6]). W [P11] pod-
jete jest zagadnienie subnormalnosci dla Cyp-grup operatoréw podstawiania. Wykazano w niej,
ze przy odpowiednich zalozeniach dotyczacych symboli, subnoralnosé¢ Cy—grupy jest réwno-
wazna subnormalnosci operatora Cy, oraz zachodzeniu warunku zgodnosci wzdtuz trajektorii
dla miar pochodzacych z reprezentacji ciagéw momentéw Stieltjesa {hyn (-)}02; (patrz [P11,
Theorem 6.5]).
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