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c) Omdwienie celu naukowego ww. prac i osiggnietych wynikéw wraz z omdowieniem ich ewentu-
alnego wykorzystania

KROTKI ZARYS

Problemy dotyczace istnienia réznych typow kolorowan graféw jak i efektywnych ich konstruowa-
nia w modelu online to kluczowe elementy algorytmicznej teorii graféw. Przedmiotem niniejszego
opracowania bedzie w szczegdlnosci prezentacja wynikéw dotyczacych

e réznych wariantow kolorowania graféw oraz cze$ciowych porzadkdw,
e kolorowania online cze$ciowych porzadkow,
e dynamicznych algorytméw znajdujacych skojarzenia w grafach dwudzielnych.

Prace [A1], [A2], i [A3] dotycza réznych wariantéw kolorowania. Poruszaja one rézne aspekty
tego problemu i w konsekwencji uzywaja odmiennych technik dowodowych.

Jedna z odmian kolorowania jest przypisanie koloréw do wierzchotkéw grafu skierowanego,
tak ze dla kazdego wierzchotka v, co najwyzej potowa sasiadéw wychodzacych v ma ten sam
kolor co v. Takie kolorowanie nazywamy kolorowaniem wiekszosciowym grafu skierowanego.
Ponadto, graf skierowany D jest wiekszosciowo k-wybieralny, jesli dla dowolnego przypisania do
wierzchotkow list kolorow o rozmiarze k istnieje wiekszos$ciowe kolorowanie D z tych list. We
wspdélnej pracy z Anholcerem i Grytczukiem w [A1l] udowodniliSmy, ze kazdy graf skierowany
jest wiekszosciowo 4-wybieralny. Daje to pozytywna odpowiedZ na pytanie zadane ostatnio przez
Kreutzera, Ouma, Seymoura, van der Zypena i Wooda w [88]. Wynik ten zostal uzyskany dzieki
udowodnieniu bardziej ogdlnego twierdzenia, w ktérym warunek wiekszoSciowy zostal sprytnie
wzmocniony. Jednym z wnioskéw powyzszego wzmocnienia jest to, ze kazdy graf skierowany
posiada kolorowanie wierzchotkéw z dowolnych list o rozmiarze trzy, w ktérym co najwyzej 2/3
wychodzacych sasiadéw dowolnego wierzchotka ma ten sam kolor. Rozwiazuje to inny problem
postawiony w [88] i jest on znaczacym krokiem w rozwiazaniu intrygujacej hipotezy stwierdzajacej,
ze kazdy graf skierowany jest wiekszosciowo 3-kolorowalny.

Myélac o kolorowaniu grafu czy tez hipergrafu, na podstawie typowych lokalnych warunkéw
kolorowania (zaleznych od najblizszego sasiedztwa), stawiamy czasami dodatkowe warunki, ktére
sa globalne. Drzieje sie tak np. w harmonijnym kolorowaniu. W [A2] z Czerwinskim, Grytczukiem
oraz Rzazewskim studiowaliSmy te wersje kolorowania dla k-jednorodnych hipergraféw, ktére jest
takim kolorowaniem wierzchotkéw, w ktérym dwa wierzchotki nalezace do tej samej krawedzi
maja rézne kolore, a kazdy k-elementowy podzbiér koloréw pojawia sie na co najwyzej jednej
krawedzi. Liczba harmonijna h(H) hipergrafu H to najmniejsza liczba koloréw potrzebnych do
takiego pokolorowania H. Te pojecia powstaly jako naturalne rozszerzenie szeroko studiowanego
tematu harmonijnego kolorowania graféw prostych. W [A2], udowodnilismy, ze k-jednorodne
hipergrafy o ograniczonym maksymalnym stopniu A sg harmonijnie kolorowalne za pomoca
h(H) = O(v/k!m) koloréw, gdzie m to liczba krawedzi w H. Ograniczenie to jest z dokladnoscia
do statej multiplikatywnej najlepsze z mozliwych. Co wiecej, dla kazdej stalej A ta stala ma
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wartos¢ 1 gdy k — oo. Uzywamy nowej metody, zwanej kompresjg entropii, ktéra wylonita
sie z algorytmicznej wersji Lokalnego Lematu Lovasza wprowadzonej przez Mosera i Tardosa
w [92]. Ta metoda w rzeczywistosci daje skuteczny randomizowany algorytm tworzacy pozadane
kolorowanie. Ponadto, zastosowanie powyzszej metody daje réwniez takie samo ograniczenie
w wersji listowej tego problemu.

Innym waznym aspektem kolorowania graféw jest minimaksowa zalezno$¢ miedzy liczba kolo-
row a rozmiarem kliki. Jesli G to graf nieporéwnywalnosci zbioru cze$ciowo uporzadkowanego
(posetu) P, to wlasciwe kolorowanie G tworzy podzial na tanicuchy posetu P, a klika w G
odpowiada antylancuchowi w P. Twierdzenie Dilwortha [27] glosi, Ze najmniejsza liczba tancu-
chéw potrzebnych do pokrycia posetu P jest réwna wielkosci najwiekszego antytancucha w P.
W jezyku graféw oznacza to, ze minimalna liczba kolorow potrzebnych do pokolorowania grafu
nieporéwnywalnosci G jest réwna wielkosci najwiekszej kliki w G. Innymi stowy oznacza to, ze
grafy nieporéwnywalnosci sa doskonate. Saks i West [118, 119] w 1981 roku postawili hipoteze, ze
relacja minimaksowa wystepuje takze miedzy maksymalnym semi-antytancuchem, a minimalnym
pokryciem uni-tancuchowym w dowolnym iloczynie kartezjanskim dwéch posetéw. Po ponad
30 latach, w [A3] z Felsnerem, Knauerem oraz Mateckim, obaliliémy powyzsze przypuszczenia
Saksa i Westa, przedstawiajac przyktady pokazujace, ze w ogdlnosci relacja minimaksowa nie
jest spelniona. Z drugiej strony, prezentujemy réwniez pozytywne wyniki, okreslajac warunki na
posetach, ktore implikuja pozadana relacje minimaksowa. Na podstawie tych warunkéw iden-
tyfikujemy kilka nowych rodzin posetow, w ktérych hipoteza jest spelniona. Ponadto znacznie
upraszamy juz istniejace dowody w kilku innych przypadkach.

Artykuly [B1], [B2], i [B3] dotycza algorytméw online pokrywania taficuchami (kolorowania)
zbioréw czesciowo uporzadkowanych (graféw nieporéwnywalnosci). Algorytm kolorowania on-
line sukcesywnie koloruje wierzchotki prezentowane jeden po drugim tak, aby kolor przypisany
do nowo zaprezentowanego wierzchotka v, byt okreslany wytacznie przez podgraf rozpiety na
wierzchotkach zaprezentowanych do momentu pojawienia sie v. Jednym z najprostszych algo-
rytméw kolorowania online jest first-fit. Algorytm first-fit dla kazdego nowo zaprezentowanego
wierzchotka v przypisuje najmniejsza liczbe naturalng, ktora nie pojawia sie w uprzednio przed-
stawionych sasiadach v. Kierstead w [83] przedstawil poset szerokosci 2, dla ktérego first-fit jest
zmuszony do uzycia dowolnie wielu tanicuchéw. W [B1] z Krawczykiem i Mateckim przedstawiamy
pelna charakterystyke klasy posetéw, dla ktérych liczba uzytych koloréw (taricuchéw) przez first-
fit jest funkcja szerokosci, czyli najlepszego rozwigzania offline. Precyzujac niech P bedzie klasa
posetéw o ograniczonej szerokosSci, zamknietych na branie indukowanych podposetéw. W [B1] (z
Krawczykiem i Mateckim) udowodniliSmy, ze first-fit uzywa ograniczonej liczby taricuchéw na po-
setach w P wtedy i tylko wtedy, gdy klasa P nie zawiera jakiego$ ustalonego posetu szerokosci 2.

Wyzej wymienione wyniki wskazuja, ze first-fit nie jest efektywny w calej klasie zbioréw cze-
$ciowo uporzadkowanych. Nie jest to oczywiste, ze istnieje jakikolwiek algorytm online, ktory
dzieli porzadki o ustalonej szerokosci na skoniczona liczbe taicuchéw. Problem ten zostat pozytyw-
nie rozstrzygniety przez Kiersteada [82], ktory zaprezentowal algorytm uzywajacy co najwyzej
(5" — 1)/4 ancuchéw na posetach o szerokosci w i od lat 80-tych bylo to najlepsze rozwiazanie.
Pytanie, czy istnieje algorytm online, ktory pokrywa posety o szerokosci co najwyzej w wykorzy-
stujac wielomianowa liczbe tancuchdéw, stato sie glownym pytaniem w dziedzinie pokrywania
tancuchowego online, patrz rozdziat Trottera Partially ordered sets w Handbook of Combina-
torics [48]. W [B2] z Krawczykiem prezentujemy algorytm online, ktéry pokrywa porzadki o
szerokoéci w na co najwyzej w'1°%2 % lancuchéw. Wynik ten jest pierwszym podwyktadniczym
oszacowaniem dla problemu pokrywania tancuchowego online. PéZniej okazato sie, ze istnieje o
wiele prostszy dowdd tej samej zlozonosci z nieco lepsza stata. W [B3] z Kiersteadem, Kraw-
czykiem, Mateckim oraz M. Smithem poprawilismy powyzszy wynik do w%?1°82w+7 4 krétszym
dowodem, taczac prace Boska i Krawczyka z praca Kiersteada i M. Smitha analizujaca pokrycie
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tancuchowe produkowane przez first-fit na porzadkach niezawierajacych tak zwanych drabin.
Niestety zastosowane techniki nie daly szansy na udowodnienie niczego mocniejszego. W [B3]
podajemy przyktady ilustrujace ograniczenia naszego podejscia. Aby osiagnaé znaczacy postep,
powrécilismy do technik zawartych w pierwszym podwykladniczym oszacowaniu z pracy [B2].
Niedawno w [20] z Krawczykiem przedstawiliémy algorytm online, ktéry pokrywa porzadki o
szerokosciach w za pomocy wO(°81°8w) tancuchéw. Pytanie, czy istnieje algorytm online wyko-
rzystujacy wielomianowo wiele tancuchéw w zaleznosci od szerokosci, jest wciaz otwarte i stato
sie jeszcze bardziej intrygujace.

Zagadnienie znajdywania pokrycia tancuchowego czesciowych porzadkéw jest Scisle zwia-
zany z problemem skojarzenia w grafach dwudzielnych. Przykladem takiego powiazania jest
réwnowazno$é¢ w przypadku offline. Artykuly [C1], [C2] i [C3] poruszaja problem utrzymywa-
nia maksymalnych skojarzen we wzrastajacych grafach dwudzielnych. W tym przypadku graf
dwudzielny pomiedzy n klientami i n serwerami jest prezentowany w sposob online. Klienci sa
przedstawiani w pewnej nieznanej kolejnosci i zadaja skojarzenia do serwera z podanego na wste-
pie podzbioru dopuszczalnych serweréw. Szczegdlna cechg omawianego modelu w odréznieniu od
probleméw online jest to, ze z jednej strony pozwalamy klientom na przelaczanie sie pomiedzy
serwerami, ale za to zadamy, aby skojarzenie w kazdym kroku bylo maksymalne, tzn. po przy-
byciu klienta algorytm znajduje $ciezke powiekszajaca od nowo przybylego klienta do wolnego
serwera. Celem jest zminimalizowanie calosciowej liczby zmian przydziatow klientéw pomiedzy
serwerami. Najbardziej znane dolne oszacowanie jest latwe do udowodnienia Q(nlogn), co jest
takze prawda w klasie graféw zlozonych z Sciezek prostych. Chaudhuri 7 inni w pracy [23] zadali
pytanie czy O(nlogn) jest takze gérnym oszacowaniem dla calkowitej liczby zmian. Pomimo, ze
w tym problemie test to gléwne otwarte pytanie, w tym czasie jedynym znanym oszacowaniem
byto oczywiste O(n?). W [C1] z Leniowskim, Sankowskim i Zych-Pawlewicz zaprezentowali$émy
algorytm przyrostowy, ktéry zmienia skojarzenia kazdego serwera co najwyzej O(y/n) razy. Daje
to ograniczenie (‘)(n3/ %) na calkowita liczbe zmian, co jest pierwszym nietrywialnym postepem
w kierunku rozwigzania wczeéniej wspomnianej gtéwnej hipotezy. Co wiecej, prezentujemy imple-
mentacje powyzszego algorytmu, ktéra dziala w sumarycznym czasie O(y/nm). Daje to algorytm
réwnie szybki jak najlepszy znany algorytm Hopcrofta-Karpa [62], ale z ta réznica, ze nasz
dodatkowo dziata w modelu przyrostowym.

Innym podejsciem do konstruowania maksymalnego skojarzenia w modelu przyrostowym jest
takie, aby z osobna zminimalizowaé liczbe zmian podczas rozszerzania skojarzenia dokonywanego
po kazdym dodaniu klienta. Sprowadza sie to de facto do tego, ze zmiany skojarzen sa realizowane
wzdluz tak zwanej najkrotszej Sciezki powiekszajacej. Pomyst ten zostal wprowadzony przez
Edmondsa i Karpa w [31], aby pokazaé pierwszy algorytm silnie wielomianowego czasu dla
problemu maksymalnego przeplywu. Zaskakujace jest to, ze choé¢ podejécie to bylo juz badane od
wielu lat, to jest ono dalekie od pelnego zrozumienia. Przyktadem tego jest problem skojarzenia
w grafach dwudzielnych w modelu przyrostowym. Tak jak wczesniej, najlepszym znanym dolnym
ograniczeniem jest Q2(nlogn), co dotyczy takze klasy graféw skladajacych sie jedynie z Sciezek
prostych. Chaudhuri ¢ inni [23] postawili hipoteze, ze calkowita dlugosé wszystkich najkrétszych
Sciezek rozszerzajacych wynosi O(nlogn). Oznaczaloby to, ze algorytm najkrétszych $ciezek
powiekszajacych jest optymalny z doktadnoscia do statej. W momencie stawiania powyzszej
hipotezy, nawet dla drzew, jedynym znanym gérnym ograniczeniem dla tego problemu byto
oczywiste O(n?). W [C2] z Leniowskim, Sankowskim i Zych-Pawlewicz, poprawiliémy gérne
oszacowanie do O(nlog?n), w przypadku dla drzew. Nastepnie Bernsteinet 4 inni [15] udowodnili
gorne ograniczenie O(n log? n) dla klasy wszystkich graféw dwudzielnych. Z kolei, w [C3] z
Leniowskim, Sankowskim i Zych-Pawlewicz przedstawiliSmy dwudziestostronicowy argument
dowodzacy, w przypadku drzew, gérnego ograniczenie O(nlogn), zamykajac w ten sposob
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powyzszy problem w tej klasie graféw. Wydaje sie, ze zastosowana przez nas metoda byltaby
pomocna w rozszerzeniu ograniczenia O(nlogn) dla klasy wszystkich graféw dwudzielnych.

A. KOLOROWANIE GRAFOW I ZBIOROW CZEéCIOWO UPORZADKOWANYCH

A.1. Wiekszosciowa wybieralno$¢ w grafach skierowanych. Niech D bedzie grafem skie-
rowanym (digrafem). Niech d*(v) oznacza liczbe wychodzacych sasiadéw wierzchotka v. Kolo-
rowanie ¢ wierzchotkéw D nazywa sie kolorowaniem wiekszo$ciowym, jesli dla kazdego wierz-
chotka v liczba jego sasiadéw wychodzacych w kolorze c(v) jest rowna co najwyzej %d*(v).
Taka wersja kolorowania zostala ostatnio wprowadzona przez van der Zypena [110] w zwiazku
z sieciami neuronowymi i byta badana przez Kreutzera i innych w [88]. Udowodniono miedzy
innymi, ze kazdy graf skierowany jest wiekszo$ciowo 4-kolorowalny. Dowdd jest bardzo prosty:
po pierwsze, zauwazmy, ze kazdy graf skierowany nieposiadajacy skierowanych cykli jest wigk-
szosciowo 2-kolorowalny. Takie kolorowanie mozna na przyklad otrzymac, kolorujac zachtannie
wierzchotki w kolejnosci posortowania topologicznego. Nastepnie podzielmy krawedzie danego
grafu skierowanego na dwa acykliczne grafy skierowane i wezmy produkt dwoéch w powyzszy
sposéb otrzymanych kolorowan. Autorzy [88] stawiaja przypuszczenie, ze kazdy graf skierowany
da sie wiekszo$ciowo pokolorowaé za pomoca trzech koloréw. Byloby to optymalne, poniewaz
wiekszosciowe kolorowanie nieparzystego cyklu skierowanego jest tym samym co ,zwykte” kolo-
rowanie nieskierowanego cyklu o tej samej nieparzystej dtugosci.

Kolejny interesujacy problem postawiony w [88] dotyczy listowej wersji kolorowania wiekszo-
$ciowego. Zaldézmy, ze kazdemu wierzchotkowi v z grafu skierowanego D jest przypisana lista
koloréw L(v). Wtedy D jest wigkszo$ciowo kolorowalny z tych list, jesli istnieje wigkszo$ciowe
kolorowanie ¢ digrafu D spelniajace warunek, ze ¢(v) € L(v) dla dowolnego wierzchotka v. Jesli
D jest wigkszoéciowo kolorowalny z dowolnej listy o rozmiarze k, wtedy méwimy, ze D jest wiek-
szoSciowo k-wybieralny. Autorzy [88] zapytali, czy istnieje skoniczona liczba k taka, ze kazdy graf
skierowany jest wiekszosciowo k-wybieralny. We wspélnej pracy z Anholcerem i Grytczukiem
w [Al], odpowiadamy na to pytanie twierdzaco, udowadniajac nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1 (Wniosek 2 w [Al]). Kazdy graf skierowany jest wiekszosciowo 4-wybieralny.

Udowodnilismy réwniez, ze kazdy graf skierowany jest wiekszoSciowo 3-wybieralny przy
bardziej rozluznionym warunku:

Twierdzenie 2 (Wniosek 3 w [Al]). Niech D bedzie digrafem z listami koloréw o rozmiarze
trzy przypisanymi do wierzcholkow. Wtedy istnieje kolorowanie z tych list takie, Ze dla kaZdego
wierzcholka v, co najwyzej 2/3 jego sqsiadéw ma kolor v.

Rozwiazuje to inny problem postawiony w [88] i rozszerza wynik Seymoura z [105], potwier-
dzajac, ze kazdy graf skierowany mozna pokolorowaé za pomoca 3 koloréw w taki sposéb, ze co
najmniej jeden sasiad kazdego wierzchotka (o ile w ogdle ma wychodzacego sasiada) jest inaczej
pokolorowany.

Twierdzenia 1 i 2 sa nastepstwem nastepujacego silniejszego twierdzenia.

Twierdzenie 3 (Twierdzenie 1 w [A1l]). Niech D bedzie grafem skierowanym. Zalézmy, Ze kazdy
wierzcholek v ma przypisang liste L(v) czterech kolorow oraz Ze kazdemu kolorowi x w L(v) jest
przypisana liczba rzeczywista r,(x), zwana ranga koloru x w L(v). Dodatkowo zaldéimy, ze dla
kazdego wierzcholka v ranga koloru r,(z) spelnia nastepujacy warunek:
Z ro(x) = 2dT(v).
z€L(v)

Wtedy istnieje kolorowanie wierzcholkéw D z list L(v) spelniajgce nastepujace ograniczenie: Jesli
x jest kolorem przypisanym do v, to liczba sgsiadéow v w kolorze x wynosi co najwyzej r,(x).
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Istnieje wiele wariantéw kolorowania wiekszo$ciowego, ktére mozna badaé dla réznych struktur
kombinatorycznych. Na przyktad w wersji wielokolorowej rozwazanej w [88] warunek wiekszosci
jest wzmacniany do %dJ“(v), gdzie k > 2 jest stala liczba catkowita. Latwo zauwazy¢, ze k koloréw
wystarczy dla acyklicznych digraféw, a zatem k? wystarczy dla dowolnego grafu skierowanego
(przez wzigcie produktu kolorowarl). W [88] zostala postawiona hipoteza, ze wystarczy k + 1
koloréw. Jak zauwazyl D. Wood® dow6d Twierdzenia 3 moze by¢ latwo rozszerzony do przypadku
wielokolorowego, dajac kwadratowe ograniczenie w wersji listowej tego problemu. Niedawno
Knox z Sdmalem w [86] i niezaleznie Girdo, Kittipassorn i Popielarz w [45] udowodnili, ze listy
dtugosci co najwyzej 2k sa wystarczajace. To uogdlnienie Twierdzenia 1 i 2. Ponadto, obie grupy
badawcze przedstawity rowniez przyklady, ze dlugosé list nie moze byé krotsza niz 2k — 1. Mimo
to, pytanie, czy kazdy graf skierowany jest wiekszosciowo 3-wybieralny, jest wciaz otwarte.

A.2. Harmonijne kolorowanie jednorodnych hipergraféw. Hipergraf jest para H =
(V,&), gdzie V to dowolny zbidr, a € to rodzina podzbioréw V', tzn. &€ C P(V). Elementy V
nazywamy wierzchotkami, a elementy & krawedziami lub zamiennie hiperkrawedziami. Dla danej
liczby catkowitej k& < 2, hipergraf jest k-jednorodny, jezeli kazda jego krawedz jest rozmiaru k.
Teczowe kolorowanie H to odwzorowanie ¢: V — {1,2,...,r}, w ktérym zadne dwa wierzchotki
na tej samej krawedzi nie maja tego samego koloru. W ten sposéb, kazdej krawedzi e € € jest
przypisany pewien k-elementéw podzbiér ¢(e) C {1,2,...,r}. Oczywiscie, przypadek, gdy k = 2,
odpowiada klasycznemu kolorowaniu wierzchotkowemu grafu prostego.

Teczowe kolorowanie ¢ hipergrafu H nazywa sie harmonijne, jesli c¢(e) # c¢(f) dla kazdej
pary réznych krawedzi e, f € &, patrz Rysunek 1. Liczba harmonijna h(H) to najmniejsza

kolory na krawedziach:
abd : @, @@
bece : @,0,©
cfe: @0 ®
deg: 0,0 @
ghi . @,0,®

RYSuUNEK 1. Przyktad harmonijnego kolorowania 3-jednorodnego hipergrafu.

liczba koloréw potrzebnych do harmonijnego kolorowania H. To pojecie powstalo jako naturalne
uogolnienie harmonijnego kolorowania graféw — intensywnie studiowanego tematu z wieloma
glebokimi wynikami i otwartymi problemami, patrz w [3, 32, 33, 34, 35, 36, 65, 87, 89].

Niech H bedzie k-jednorodnym hipergrafem o m krawedziach. Niech Q(m) bedzie najmniejsza
dodatnig liczba catkowitg 7 spelniajaca nieréwnosé (i) > m. Liczba réznych k-elementowych
podzbioréw zbioru koloréw w dowolnym harmonijnym kolorowaniu hipergrafu H musi by¢
oczywiscie co najmniej tak duza, jak liczba krawedzi w H. Stad nieréwnosé

h(H) > Qx(m)
musi byé¢ spelniona dla kazdego k-jednorodnego hipergrafu H o m krawedziach. To, przy

ustalonym k, dowodzi dolnego ograniczenia Q(v/k!m) na harmonijng liczbe h(H). Z drugiej
strony rozwazmy k-jednorodny hipergraf Sy, ,,, skladajacy si¢ z m krawedzi, ktérych wspdlne

6W rozmowie prywatnej.
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przeciecie ma rozmiar k — 1. Latwo zauwazy¢, ze h(Sk,,) = m + k — 1. To pokazuje, ze
potrzebne sa dodatkowe ograniczenia, aby zblizy¢ sie asymptotycznie do dolnego ograniczenia.
W [A2], z Czerwinskim, Grytczukiem i Rzazewskim przedstawiliémy gérne ograniczenie na liczbe
harmonijna dla k-jednorodnych hipergraféw o ograniczonym maksymalnym stopniu.

Twierdzenie 4 (Twierdzenie 1.1. w [A2]). Kazdy k-jednorodny hipergraf H o m krawedziach i
maksymalnym stopniu A speinia

h(H) < 25 YAk — DElm + f(k,A),

gdzie f(k,A) =1+ A% + (k- 1)A+ Y0} 71\/(2 — 1yt DA%

—1

Dowdd uzywa metody o nazwie ,,Kompresja entropii” — nowej techniki, ktéra wytonita sie
ze slawnej algorytmicznej wersji Lokalnego Lematu Lovasza (patrz w [5]), zaprezentowanej
przez Mosera i Tardosa w [92] (patrz takze w [41, 108]). Warto zauwazy¢, ze ta metoda daje
w rzeczywistodci silniejsze stwierdzenie, a mianowicie, ze ograniczenie z Twierdzenia 4 jest takze
zachowane dla listowej wersji harmonijnego kolorowania (gdzie kazdy wierzcholek ma swoja wla-
sna przypisana liste dostepnych koloréw). Latwo mozna sprawdzié, ze bezposrednie zastosowanie
Lokalnego Lematu Lovasza (w wersji asymetrycznej) daje znacznie gorsze ograniczenie dla h(H)
niz to z Twierdzenia 4. Rzeczywiscie, liczac prawdopodobienstwa uzyskaliSmy wyrazenie rzedu
O(Am), podczas gdy w Twierdzeniu 4 mamy O(V/Am).

Podstawowa idea dowodu jest nastepujaca. Zalézmy, ze mamy kombinatoryczng strukture
S i chcemy kolorowacé jej elementy za pomoca ustalonego zbioru koloréow I' tak, aby uniknaé
pewnych konfliktéw. W tym celu wybieramy dluga sekwencje koloréw C' i kolorujemy elementy
S jeden po drugim (w ustalonej kolejnosci), stosujac kolejne kolory z C. Ilekro¢ pojawi sie
konflikt, wymazujemy kolory z niektérych ostatnio pokolorowanych elementéw tak, aby powrdcié
do cze$ciowego poprawnego kolorowania. Nastepnie zaczynamy od kolorowania elementéw S
kolejnymi kolorami wskazanymi przez sekwencje C'. Proces zatrzymuje sie, jesli zakonczyta sie
sekwencja C' lub jedli cala struktura zostala pomyslnie pokolorowana. Zalézmy, ze pierwszy
przypadek wystepuje dla wszystkich sekwencji C' (o pewnej ustalonej dlugoséci N). Podczas
wykonywania procedury rejestrujemy informacje o wszystkich przypadkach w specjalnej tabeli T,
aby po zatrzymaniu procesu odtworzy¢ caly sekwencje C' z tabeli T' i ostatecznego czesciowego
kolorowania ¢. Oznacza to, ze catkowita liczba sekwencji koloréw C o dtugosci N jest réwna
catkowitej liczbie mozliwych wynikéw (7', ¢). Moze sie jednak zdarzyé¢, ze liczba wynikéw jest
ograniczona od gory przez jakas funkcje, ktora, dla wystarczajaco duzych N, jest Scisle mniejsza
niz \F|N . Ta sprzeczno$¢ oznacza, ze istnieje taka sekwencja C', dla ktérej procedura musiata
sie skoniczy¢, zanim zakonczyta sie sekwencja C', dajac pozadane bezkonfliktowe kolorowanie
struktury S. Inne zastosowania kompresji entropii do réznych probleméw z kolorowaniem mozna
na przyklad znalezé w pracach [28, 37, 46, 56].

Warto zauwazy¢, ze ograniczenie uzyskane w Twierdzeniu 4 jest asymptotycznie optymalne
(pod warunkiem, ze zaréwno k, jak i m sa wystarczajaco duze) w nastepujacym sensie.

Whniosek 5 (Wniosek 3.9. w [A2]). Dla kazdego € > 0 i kazdej liczby calkowitej A istniejq liczby
catkowite ko i mg z nastepujgcg wilasciwoscig: Kazdy k-jednorodny hipergraf o m krawedziach
(gdzie k > ko i m > mg) posiada harmonijne kolorowanie uiywajgce co najwyzej (1 + ) Vk!m
koloréw.

Naturalna jest refleksja, czy mozna to jeszcze poprawié.

Hipoteza 6. Dia kazdego k,A > 2 istnieje stala v = v(k,A) taka, zZe kazdy k-jednorodny
hipergraf H o m krawedziach i maksymalnym stopniu A speinia

h(H) < VElm + 7.
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Powyzsza hipoteza jest naturalnym rozszerzeniem pytania zadanego przez Edwardsa [34]
dla graféw prostych. Jest ona wciaz otwarta, chociaz potwierdzona dla niektérych klas graféw,
patrz w [32, 33, 35, 36]. Edwards w [34] udowodnil, ze

h(G) = (14 o(1))vV2m

zachodzi dla graféw G o ograniczonym maksymalnym stopniu. Dowdd opiera sie na Twierdzeniu
Pippengera-Spencera o indeksie chromatycznym jednorodnych hipergraféw [97]. Analog tego
wyniku dla jednorodnych hipergraféw bylby takze silniejszy niz Twierdzenie 4. Warto jednak
zauwazy¢, ze dowdd przedstawiony w [A2] zachodzi dla listowej wersji harmonijnego kolorowania.
Mozemy wiec sformutowa¢ nasz wynik w nastepujacej, silniejszej formie.

Twierdzenie 7 (Twierdzenie 4.1. w [A2]). Niech H bedzie k-jednorodnym hipergrafem o m kra-
wedziach ¢ maksymalnym stopniu A. Zaléimy, Ze kaZdy wierzchotek v z H ma przypisany zbior
kolorow L, rozmiaru co najmniej

L (k= DEAm + f(k,A).

Wtedy istnieje harmonijne kolorowanie ¢ hipergrafu H takie, Ze c(v) € L, dla kazdego wierz-
chotka v.

Wiadomo, ze dla graféw prostych réznica miedzy harmonijna liczba h(G) a jej listowa wersja
moze by¢ dowolnie duza, patrz w [1, 116]. Co wiecej, metoda przedstawiona w [A2] daje efektywny
randomizowany algorytm konstruujacy pozadane harmonijne kolorowanie danego hipergrafu.

Innym kierunkiem rozwigzania Hipotezy 6 moze by¢ proba pozytywnego rozstrzygniecia jej
dla duzych k i malych A. Co ciekawe, pierwszy nietrywialny przypadek, czyli gdy k£ = 3 i
A = 2, jest otwarty, nawet dla tak zwanych hipergrafow liniowych (czyli takich, w ktérych kazda
para krawedzi przecina sie w co najwyzej jednym wierzchotku). Jest to szczegélny przypadek
nastepnego intrygujacego problemu, dotyczacego kolorowania krawedzi graféw prostych, wpro-
wadzonego przez Aignera, Triescha i Tuze [2] i intensywnie przebadanego przez wielu autoréw,
patrz w [6, 7, 8, 12, 21]. Rozwazmy poprawne kolorowanie krawedzi k-regularnego grafu G. Niech
P(v) oznacza zbiér k koloréw wystepujacych na krawedziach incydentnych do wierzchotka v.
Powiemy, ze poprawne kolorowanie krawedziowe odréznia wierzcholki, jesli P(v) # P(u) dla
kazdej pary réznych wierzchotkéw v i u grafu G. Zauwazmy, ze takie kolorowanie grafu G jest
réwnowazne z harmonijnym kolorowaniem hipergrafu dualnego D = D(G) do grafu G. Wierz-
chotki hipergrafu D sa krawedziami w grafie G, a krawedzie hipergrafu D sa maksymalnymi
zbiorami krawedzi incydentnych do tego samego wierzchotka w G. Maksymalny stopien wierz-
chotka w kazdym takim hipergrafie wynosi 2, a kazde dwie hiperkrawedzie majg co najwyzej
jeden wspolny wierzchotek (patrz Rysunek 2).

(o h )

h fh gh

RYSUNEK 2. Poprawne kolorowanie krawedziowe odrézniajace wierzchotki dia-
mentu i odpowiadajace mu harmonijne kolorowanie hipergrafu dualnego.
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Burris i Shelp [21] postawili hipoteze, ze kazdy k-regularny graf G o n wierzchotkach ma
kolorowanie krawedziowe odrézniajace wierzchotki uzywajace co najwyzej Qr(n) + 1 koloréw.
Jednak nawet stabsza wersja powyzszej hipotezy, w ktérej dopuszczona jest dowolna dodatnia
stalta, jest otwarta dla graféw 3-regularnych. Sugeruje to, ze Hipoteza 6 moze by¢ bardzo trudna
do udowodnienia albo nawet w ogdle nieprawdziwa. Z drugiej strony, Twierdzenie 4 pociaga za
soba nastepujace ograniczenie dla graféw 3-regularnych.

Whniosek 8 (Wniosek 4.2. w [A2]). Kazdy 3-regularny graf o n wierzcholkach posiada poprawne
kolorowanie krawedziowe odrézniajgce wierzcholki, przy uzyciu co najwyzej

(53 V4)-Q3(n) + ¢ < 2.3812- Q3(n) + ¢
kolory, gdzie c jest staig.

A.3. Semi-antylancuchy oraz pokrycie uni-tancuchami. Ciekawa klasa graféw, dla kto-
rych mozna rozwazy¢ problem kolorowania, jest rodzina graféw nieporéwnywalnosci zbioréw
cze$ciowo uporzadkowanych. Zbidr czesciowo uporzqdkowany (poset) to para P = ( X, <), gdzie
X jest dowolnym zbiorer zas < jest zwrotna, stabo antysymetryczna oraz przechodnia relacja
binarng na X. Mowimy, ze x,y € X sa poréwnywalne, jesli x < y lub y < x; w przeciwnym razie
x 1y sa nieporéwnywalne, co jest oznaczone przez x || y. Laricuchy i antylaricuchy sa odpowied-
nio zbiorami elementéw parami poréwnywalnych i parami nieporéwnywalnych. Przez wysoko$¢
h(P) i szeroko$¢ w(P) posetu P mamy na mysli odpowiednio rozmiar najwiekszego laicucha i
najwiekszego antylaricucha w P. Dilworth [27] udowodnil, ze kazdy poset P moze by¢ pokryty
za pomoca w(P) lancuchéw.

Z kazdym posetem mozna skojarzy¢ dwa nastepujace grafy. Graf poréwnywalnosci (niepo-
rownywalnosci) posetu P = (X, <) to graf, w ktérym zbiér wierzchotkéw jest réwny zbiorowi
elementéw X, a zbiér krawedzi to zbiér wszystkich poréwnywalnych (nieporéwnywalnych) par
w P. Graf poréwnywalnosci i nieporownywalnoéci posetu P jest oznaczony odpowiednio jako
Gp i Gp. Zbiér niezalezny i klika w Gp odpowiadaja odpowiednio tancuchowi i antytaiicuchowi
w P. Tak wiec, wyzej wspomniane Twierdzenie Dilwortha innymi stowy oznacza, ze kazdy graf
nieporéwnywalnosci jest doskonaty.

Pojecie tancucha oraz antylancucha mozna uogélni¢ w nastepujacym sposéb. Nazywamy
k-taricuchem oraz k-antylaricuchem w posecie P = (X, <) takie podzbiory X, ktére moga
zostaé¢ zdekomponowane odpowiednio na k tancuchoéw i k antylancuchéow. Maksymalny rozmiar
k-tancucha oraz k-antylancucha w posecie P oznacza si¢ odpowiednio przez ci(P) oraz di(P)
(patrz Rysunek 3). Greene i Kleitman [50] uog6lnili twierdzenie Dilwortha, udowadniajac, ze

RysuNEK 3. Po lewej stronie jest zaprezentowany 2-tanicuch, a po prawej 2-
antylancuch w posecie P. ¢, (P) =51 di(P) = 8.

dla kazdej liczby dodatniej catkowitej k, istnieje podzial tancuchowy Ci,Cs, ..., C; posetu P
taki, ze dy(P) = Y.\, min(k, |Cy]). Z kolei, Saks w [102] zaprezentowal nowy dow6d twierdzenia
Greene’a i Kleitmana, uzywajacy produktu dwoch posetéw. Produkt P x ) dwbch posetow
P=(X,<p)iQ = (Y, <) jest posetem okreslonym na zbiorze X xY" z czedciowym porzadkiem
zdefiniowanym w nastepujacy sposob: (z,y) <pxq (z’,y’) wtedy i tylko wtedy, gdy =z <p z’
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iy <q y’. Saks udowodnil de facto, ze w produkcie C' x P, gdzie C jest laficuchem, rozmiar
maksymalnego antylaricucha rowna sie rozmiarowi minimalnego pokrycia zlozonego z tancuchéw
w postaci {c} x C’ lub C' x {x} oraz, ze liczba ta réwna si¢ d|¢|(P), patrz Rysunek 4. Lancuchy

RYSUNEK 4. Produkt niebieskiego posetu P i czerwonego tancucha C, gdzie
dic)(P) =5 = w(PxC). Po lewej stronie pogrubione niebieskie krawedzie pre-
zentuja pokrycie tanicuchowe posetu P, o ktérym mowa w twierdzeniu Greene’a-
Kleitmana. Po prawej stronie sa zaprezentowane uni-tancuchy w produkcie P x C.

wystepujace w twierdzeniu Saksa nazywane sa uni-tancuchami. Méwiac bardziej ogdlnie, tancuch
w produkcie P X @ jest uni-laricuchem, jesli jest postaci {x} x C' lub C x {y}. Dualnym
pojeciem do uni-tancucha jest semi-antylaricuch, ktory jest zbiorem S C P x ) niezawierajacym
dwodch réznych elementéw nalezacych do tego samego uni-tancucha. Naturalng préba uogdlnienia
twierdzenia Greene’a-Kleitmana jest hipoteza postawiona przez Saksa i Westa [118, 119] w
1981r., ze w kazdym produkcie dwoch posetéw rozmiar najwigkszego semi-antylancucha jest
réwny rozmiarowi najmniejszego pokrycia uni-taicuchami (patrz Rysunek 5).

XY

RYSUNEK 5. Semi-antytanicuch i pokrycie uni-tancuchowe iloczynu dwoch V.

Tovey i West [119] zauwazyli, ze powyzsza hipoteze mozna sformutowaé¢ w jezyku iloczynu
kartezjanskiego dwoch grafow poréwnywalnosci, przy czym iloczyn kartezjanski G U H posiada
krawedz (v,u) ~ (v/,u’) wtedy i tylko wtedy, gdy (v = v' i u ~ u') lub (v ~ v' i u = u').
Zauwazmy, ze w ogélnosci Gpxg # GpUOGy. Jedli © <p z' oraz y <¢g y’, to z przechodniosci
wynika, ze (z,y) <pxqg (z',y’), lecz z drugiej strony w iloczynie Gp Gy nie ma krawedzi
pomiedzy (z,y) oraz (x’,y"). Zamiast tego istnieje odpowiednio$é pomiedzy uni-tanicuchami
oraz semi-antylaicuchami w P x @) a klikami oraz zbiorami niezaleznymi w Gp [ Gg. Tak wiec
hipoteza Saksa i Westa jest rownoznaczna stwierdzeniu, ze dla dowolnych dwéch posetéw P oraz
Q, rozmiar najwigkszego zbioru niezaleznego w Gp L Gg jest réwny minimalnemu rozmiarowi
pokrycia klikowego grafu Gp U Gg.
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Na wstepie warto przypomnieé, ze Twierdzenie Greene’a-Kleitmana dotyczy specjalnego przy-
padku powyzszej hipotezy, w ktérym jeden z mnozonych posetéw jest tancuchem. Ponadto
omawiana hipoteza zostala udowodniona w nastepujacych przypadkach. Tovey i West [119] wy-
kazali, ze maksymalizacje semi-antylaricucha oraz minimalizacje pokrycia uni-taiicuchami mozna
wyrazi¢ za pomoca dualnych problemoéw programowania caltkowitoliczbowego typu ,,pakowania
oraz podzialu”. Autorzy ci postawili pierwsze kroki w kierunku badan posetéw ze specjalnymi
wlasnosciami tzw. ,tancuchowej” oraz ,antylancuchowej rozktadalnosci”. Uzywajac powyzszych
warunkéw, potwierdzili oni omawiana hipoteze dla produktéw posetéw, ktore posiadaja tzw.
»symetryczny rozklad tancuchowy” lub ,skosne pokrycie tancuchowe”. Otrzymane przez nich
rezultaty rozszerzaja wyniki z prac [52] i [117]. Tovey i West w [109] poglebili badania hipotezy
w jezyku programowania calkowitoliczbowego, wykorzystujac podejscie oparte na przeplywie
w sieciach. Nastepnie w pracy [115], West skonstruowal specjalne pokrycia uni-taricuchowe dla
posetéw z wlasnoscia tzw. ,,zagniezdzonego nasycenia”. Postuzyly one do udowodnienia hipotezy
dla produktow postaci P, x P,, gdzie Py jest elementem specjalnej rodziny tzw. ,wieloniena-
syconych” posetéw wprowadzonych w [114]. Z kolei Liu i West [90] pozytywnie zweryfikowali
hipoteze dla nastepujacych trzech przypadkéw: (a) oba zbiory maja szerokosé co najwyzej 2; (b)
oba zbiory maja wysokoéé co najwyzej 2; (c¢) P jest rankingiem, a Q jest posetem o wysokoci
co najwyzej 2, ktorego graf poréwnywalnosci jest drzewem.

Po ponad 30 latach, w pracy [A3] z Felsnerem, Knauerem oraz Mateckim, podajemy kontr-
przyktad na hipoteze Saksa-Westa pokazujac, ze w ogdlnosci powyzsza relacja minimaksowa jest
fatszywa. Udowodnilismy co$ wiecej:

Twierdzenie 9 (Uwaga 3.2 w [A3]). Rdzinica miedzy rozmiarem maksymalnego semi-
antytancucha a rozmiarem minimalnego pokrycia uni-tancuchowego moze byé dowolnie duza.

Wszystkie minimalne kontrprzyklady przedstawiono na Rysunku 6.

RYSUNEK 6. Wszystkie 4 minimalne kontrprzyktady na hipoteze Saksa-Westa.
Poréwnywalnosci przedstawione w postaci linii przerywanej sa opcjonalne.

W pracy [A3] prezentujemy takze klasy posetéw, dla ktérych jest spelniona omawiana hipo-
teza. Aby przedstawié¢ uzyskany przez nas rezultat, wprowadzimy kilka nastepujacych pojeé.
Sprzezeniem partycji A = {A\1 = ... > A\, } liczby n jest partycja p = {u1 > ... > uy, }, gdzie
wi = |{j € [w] : A\j > i}|.® Greene [49] udowodnil, ze dla dowolnego posetu P istnieje partycja
A= {AF > ... > AP} liezby |P| taka, ze ¢ (P) = M + ... + A\ oraz d.(P) = pf + ... + uf
dla dowolnego k, gdzie u” oznacza sprzezenie AT'. Powyzsze twierdzenie Greene’a jest gléwnym
narzedziem w dowodzie naszego twierdzenia i jest typowym uogdlnieniem twierdzenia Greene-Kle-
itmana. Twierdzenie Greene’a zostalo uogélnione w kilku kierunkach i dowiedzione za pomoca
réznych metod. Wiecej na ten temat mozna znalezé w pracy Greene’a i Kleitmana [51] oraz We-
sta [113]. Badanie dotyczace uogélnienia w kierunku graféw skierowanych byly na przyktad przed-
miotem pracy Hartmana [14]. Za Viennotem [111] diagram Ferrersa podziatu A\”’ nazwiemy diagra-
mem Greene’a posetu P i bedziemy oznaczaé za pomoca G(P). Poset P jest d-dekomponowalny,

"Zbi6r czeSciowo uporzadkowany, w ktérym elementom mozna przypisac liczby catkowite w taki sposéb, ze
elementy z przypisang ta sama liczba sa nieporéwnywalne, zas z r6zna sa w relacji zgodnej z relacja przypisanych
liczb.

8Czyli MtX+.. A =n=p1+p2+ ...+ -
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jesli posiada podzial antytaricuchowy A1, Ao, ..., Ay taki, ze |Uf:1 A;| = di(P) dla dowolnego k.
Innymi stowy, |Ag| = ,u,f dla kazdego k. Dualnie dla pojecia d-dekomponowalnosci, powiemy,
ze poset P jest c-dekomponowalny, jedli posiada podzial tanicuchowy Ci,Cy, ..., C,, taki, ze
U, Ci| = ck(P) dla dowolnego k, tzn. |Ck| = AL dla kazdego k (patrz Rysunek 7). Podzial
tancuchowy spelniajacy powyzsza wlasnoscia nazywa sie calkowicie nasyconym, patrz [54, 119].

G(P)

RYSUNEK 7. Poset P z diagramem Greene’a G(P). Zaprezentowany poset P jest
c-dekomponowalny ale nie d-dekomponowalny.

W pracy [A3] z Felsnerem, Knauerem oraz Mateckim udowodniliémy nastepujace techniczne
twierdzenie, ktore jest przydatnym narzedziem do wskazania klas, dla ktorych prawdziwa jest
hipoteza Saksa-Westa.

Twierdzenie 10 (Twierdzenie 2.4 w [A3]). Jesli poset P jest d-dekomponowalny oraz
c-dekomponowalny, a poset Q) jest d-dekomponowalny, to rozmiar minimalnego pokrycia uni-
tancuchowego rowny jest rozmiarowi maksymalnego semi-antylancucha w produkcie P x ). Do-
datkowo rozmiar ten réowna sie
min(h(P), h(Q)) w(P)
> =3 dyr(Q)
i=1 j=1

Jak zauwazyl West (w prywatnej rozmowie) powyzsze twierdzenie wynika posrednio z nieza-
leznych rozwazan w [119].

Na bazie Twierdzenia 10 uzyskujemy nowe dowody hipotezy Saksa-Westa dla wczesniej po-
twierdzonych klas posetéw, ale takze dowody dla nowych klas. Klasy te obejmuja zbiory czesciowo
uporzadkowane ktoére sa d-dekomponowalne i c-dekomponowalne lub tylko d-dekomponowalne.
Lista najbardziej interesujacych klas jest prezentowana ponizej:

e Poset nazywamy rangowym, jesli dla kazdego elementu z kazdy maksymalny tancuch o naj-
wiekszym elemencie £ ma ten sam rozmiar, ktéry nazywamy ranga elementu x oraz oznaczamy
przez r(x). Rangowy poset P, ktérego rangi daja podzial antytancuchowy $wiadczacy, ze P
jest d-dekomponowalny nazywa sie silinie Spernerowskim, patrz w [53].

e Dla tanicucha C' w posecie P oznaczamy przez r(C') jako zbiér rang elementéw z C. Podzial
taricuchowy € posetu P nazywa sie zagniezdzonym, jesli dla kazdych C,C’ € € mamy, ze
r(C) C (C") oile |C] < |C'|. Wiekszos¢ przykladéw zagniezdzonych pokryé tanicuchowych
jest symetryczna (wiecej na ten temat mozna znalezé w [53]). W [53] Griggs zauwazyl, ze
zagniezdzone pokrycia lancuchowe sa calkowicie nasycone i ze posety posiadajace zagniezdzone
pokrycia taricuchowe sg silnie Spernerowskie. Stad posety, ktére maja zagniezdzone pokrycie
tancuchowe, sg d-dekomponowalne oraz c-dekomponowalne. Fakt, ze produkty posetéw z
zagniezdzonymi pokryciami tancuchowymi spetniajg Hipoteze Saksa-Westa, pokazal West
w [115].

e Porzadki o szerokosci co najwyzej 3 sa d-dekomponowalne — udowodnione zostalo w [A3].
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e Porzadki szeregowo-réwnolegle sa d-dekomponowalne oraz c-dekomponowalne — udowodnione
zostalo w [A3].

e Poset P jest prostokqtny, jesli P zawiera poset L sktadajacy sie z roztacznej sumy w tancuchow
dtugosci h oraz P jest zawarty w rankingu U o wysoko$ci h z poziomami rozmiaru w. W tym
przypadku zawieranie jest rozumiane jako zawieranie relacji porzadku. Zauwazmy, ze posety
prostokatne nie musza by¢ rangowe, poniewaz mogg one zawiera¢ maksymalne tancuchy
o rozmiarze mniejszym niz h. Nadal istnieje naturalna koncepcja rangi i zagniezdzonej
dekompozycji tancuchowej, ktére moga by¢ uzyte do pokazania, ze prostokatne posety sa
c-dekomponowalne oraz d-dekomponowalne. Mozna powiedzieé jeszcze wiecej:

Twierdzenie 11 (Twierdzenie 2.6 w [A3]). W iloczynie P x Q, gdzie poset P jest prostokatny,
rozmiar minimalnego pokrycia uni-tancuchowego jest rowny rozmiarowi maksymalnego semi-
antytancucha.

B. KOLOROWANIE ONLINE ZBIOROW CZESCIOWO UPORZADKOWANYCH

B.1. Zachlanne kolorowanie. Jedna z najprostszych heurystyk do uzyskania poprawnego
kolorowania grafu jest zachtanny algorytm first-fit. Algorytm ten koloruje wierzchotki V =
{v1,v2,...,v,} grafu G = (V,E) w podanej kolejnosci v; < vy < ... < v, W nastepujacy
sposéb? Dla kazdego wierzchotka v, first-fit przypisuje najmniejsza liczbe, ktéra nie wystepuje
na wezesniej pokolorowanych sasiadach vy, czyli N(v¢) N{vy,...,v:}. Liniowy porzadek <, ktéry
nazywany jest kolejno$ciqg prezentacji, odgrywa wazna role w algorytmie first-fit. Latwo zauwazy¢,
ze dla dowolnego grafu G istnieje kolejno$é prezentacji, dla ktérej first-fit uzywa x(G) koloréw.
Bardziej jednak interesujacym scenariuszem jest druga skrajno$é, tzn. maksymalna liczba koloréw,
ktora mozna wymusi¢ na algorytmie first-fit poprzez podanie wierzchotkéw w ,najgorszej”
kolejnosci prezentacji. Taka wartosé nazywamy zachtanna liczba chromatyczng grafu G.

W ogdlnym przypadku liczba koloréw uzytych przez first-fit nie moze by¢ ograniczona zadna
funkcja liczby chromatycznej. Rozbieznosé miedzy liczba chromatyczna a zachtanna liczba
chromatyczna wystepuje nawet w klasie drzew, dla ktérych first-fit uzywa nieograniczonej
liczby koloréw (Christen i Selkow [24]). W calej klasie graféw dwudzielnych rozbiezno$é ta
moze byé nawet rzedu Q(n). Istnieje kolejno$é prezentacji pelnego grafu dwudzielnego (o
rozmiarze n) z usunietym doskonalym skojarzeniem, dla ktérego first-fit uzywa n/2 koloréw
(Lovész, Saks i Trotter [91]). W tej sytuacji, jednym ze sposobéw badania algorytmu first-fit jest
poszukiwanie najlepszego gérnego ograniczenia zachtannej liczby chromatycznej w zaleznosci
od liczby wierzchotkéw dla znanych klas graféw. Na przykltad Bean [13] i niezaleznie, Gyarfas
z Lehelem [58] udowodnili, ze first-fit uzywa co najwyzej logon + 1 koloréw na drzewach o
rozmiarze n. Irani [64] uogdlnila ten wynik, pokazujac, ze first-fit uzywa O(dlogn) koloréw na
d-zdegenerowanych grafach o rozmiarze n. Pdézniej, Balogh i inni [9] z poprawkami Changa i
Hsu [22] poprawili powyzszy wynik do log(g1y/qn + 2.

7 drugiej strony, zapoczatkowane przez Gyarfasa i Lehela, badania skupialy sie na znalezieniu
tych klas graféw, dla ktérych zachtanna liczba chromatyczna jest funkcjg rozmiaru maksymalnej
kliki. Takie klasy sa raczej rzadkie. Zgodnie ze stanem badan, wsréd nich sa: split grafy [58];
dopelnienia graféw dwudzielnych [58]; dopelnienia graféw cieciwowych [58]; grafy przedzialowe [96,
93, 80]; grafy o tolerancji p < 1 [79]; grafy nie zawierajace indukowanej gwiazdy o ustalonym
rozmiarze; grafy nie zawierajace indukowanej 5-elementowej Sciezki [85]; grafy, ktére nie zawieraja
ani K;; ani T}, gdzie K;; jest pelnym grafem dwudzielnym o ¢ wierzchotkach w kazdej ze
stron, za$ T} jest drzewem o promieniu d, w ktérym wszystkie wierzcholki inne niz liScie majg
stopien d [76].

9Gdy wynika to jasno z kontekstu, to n bedzie oznaczaé liczbe wierzchotkéw lub elementéw odpowiednio grafu
lub posetu.
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W tym kontekscie, ciekawg klasa graféw jest klasa graféw nieporéwnywalnosci posetéw.”

Przypomnijmy, ze podzial zbioru wierzcholkéw posetu P = ( X, <) na lancuchy jest réwno-
znaczny z poprawnym kolorowaniem grafu nieporéwnywalnosci Gp = (X, ||). Tak wiec mozemy
sformutowaé definicje algorytmu first-fit w jezyku posetéw. Algorytm pokrywania taricuchowego
first-fit rozpatruje elementy X = {z1,z2,...,2,} posetu P = (X,<) w podanej kolejnosci
1 K 29 K ... K xy 1 przypisuje kazdemu elementowi x; taks najmniejsza liczbe naturalna, aby
wszystkie elementy z tym samym numerem tworzyly taricuch. Oczywiscie orientacja < krawedzi
w dopelnieniu grafu Gp nie ma wpltywu na wydajnos$é algorytmu first-fita. Zatem pokrycie tan-
cuchowe wygenerowane przez first-fit posetu P daje taki sam rezultat, jak kolorowanie first-fit
grafu Gp pod warunkiem, ze struktury te s kolorowane w tej samej kolejnosci. Wiadomo, ze
w klasie wszystkich posetéw first-fit nie dziala dobrze. Przyklad autorstwa Kiersteada [83] (patrz
Rysunek 8) pokazuje, jak wymuszaé¢ dowolnie wiele tancuchéw na posetach o szerokosci 2. Z dru-

1
2
3 6
1 4 1
) 2 5 2
1 1 3 1 3
2 4 2 4 2 4
3 1 3 3 1 3 1
1I/i2 1 2 1 2 1 2

RYSUNEK 8. First-fit jest zmuszony uzy¢ 6 tancuchéw na posecie o szerokosci 2.

giej strony udowodniono, ze first-fit jest efektywny w niektérych klasach posetéw, takich jak
porzadki przedziatowe, porzadki nie posiadajace dwoch niezaleznych tancuchdéw, czy tez posety
nie zawierajace diamentu (patrz Rysunek 9).

Porzqdek przedzialowy to poset, ktérego elementy sa domknietymi przedziatami [[,r] C
R z relacja [l1,r1] < [lo,72] wtedy i tylko wtedy, gdy m1 < lo. Gérne ograniczenie liczby
koloréw uzywanych przez first-fit w klasie porzadkéw przedzialowych o szerokoéci w byto
poprawiane wielokrotnie i wynosito kolejno: O(w?) (D.R. Woodall, patrz [78]), O(w!'*¢) dla
dowolnego € > 0 (Witsenhausen [120], i niezaleznie Gyarfas i Lehel [58]), O(wlogw) (W. Just,
patrz [58, 78]), 40w (Kierstead [73]), 25.72w (Kierstead i Qin [78]), 10w (Pemmaraju i Raman [96]).
Narayanaswamy i Babu [93] oraz niezaleznie Brightwell, Kierstead i Trotter'! zauwazyli, ze analiza
first-fita zaproponowana przez Pemmaraju i Ramana moze zosta¢ poprawiona, co prowadzi do
obecnie najlepszego gérnego ograniczenia rownego 8w. Z drugiej strony, dolne ograniczenie na
zachlanna liczbe chromatyczna wynosito kolejno: 3.56w (Woodall, patrz [73, 122]); 4w — o(w)
(Witsenhausen [120] oraz niezaleznie Chrobak wraz ze Slusarkiem [25]) 4.4w — O(1) (Chrobak
wraz ze Slusarkiem [25]); 4.45w — O(1) (Slusarek [107]). Ostatecznie, Kierstead, D.Smith i
Trotter [80] dla dowolnie malej dodatniej liczby rzeczywistej € > 0 i wystarczajaco duzego w
skonstruowali rodzine porzadkow przedzialowych o szerokosci w, na ktérych first-fit uzywa co
najmniej (5 — ¢)w koloréw.

10psdstawowa terminologia zbioréw czeéciowo uporzadkowanych zostata przedstawiona w pierwszym akapicie
w podsekcji A.3.
1llnformacja pochodzaca z prywatnej rozmowy.
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Méwimy, ze poset P = (X,<p) zawiera indukowany poset Q = (Y,<q), jesli istnieje
funkcja réznowartoéciowa p : Y — X taka, ze y1 <g y2 wtedy i tylko wtedy, gdy p(y1) <p
u(y2) dla wszystkich yi,y2 € Y. Dodatkowo poset P jest Q-wolny (lub wolny od Q), jesli
P nie zawiera indukowanego Q. Na przyklad twierdzenie Fishburna [39] glosi, ze poset jest
porzadkiem przedzialowym wtedy i tylko wtedy, gdy jest on (2 + 2)-wolny, gdzie k+k to porzadek
sktadajacy sie z dwéch nieporéwnywalnych tancuchéw wysokosci k (patrz Rysunek 9). W [D12]

RYSUNEK 9. k + k, diament i (2, k)-drabina.

z Krawczykiem i Szczypka udowodnili$my, ze first-fit pokrywa posety (k + k)-wolne o szerokosci
w za pomoca co najwyzej 3kw? tancuchéw. Joret i Milans [67] poprawili ten wynik, pokazujac
gérne ograniczenie réwne 8(k — 1)?w, ktére zostalo pézniej poprawione przez Dujmovié, Joreta
i Wooda [29] do 16kw. W powyzszej pracy autorzy pokazali takze, ze ograniczenie to jest
asymptotycznie najlepsze. Kierstead i M. Smith [81] udowodnili z kolei, ze first-fit pokrywa
posety wolne od diamentéw za pomoca co najwyzej w? tancuchéw i ograniczenie to jest mozliwie
najlepsze (patrz Rysunek 9).

Powyzsze wyniki zainspirowaly Joreta i Milansa [67] do zadania nastepujacego pytania: Dla
jakich posetéw @ istnieje funkcja fg taka, ze first-fit pokrywa ()-wolne posety o szerokosci w za
pomocy co najwyzej fo(w) lancuchéw? Przyklad Kiersteada pokazuje, ze ) musi by¢ posetem o
szerokosci 2. Powyzszy warunek jest nie tylko konieczny, ale tez wystarczajacy, tzn. funkcja fo
istnieje dla kazdego posetu @ szerokosci 2. W [B1] z Krawczykiem i Mateckim udowodnilismy
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 12 (Twierdzenie 1. w [B1]). Niech Q bedzie posetem o szerokosci 2. Wtedy istnieje
funkcja fq taka, Ze first-fit pokrywa Q-wolne posety o szerokosci w za pomocg co najwyzej fo(w)
tancuchow.

Mozemy wiec scharakteryzowaé wszystkie klasy posetéw zamknietych na podposety induko-
wane, dla ktorych, przy zadanej szerokosci, first-fit uzywa skonczonej liczby tancuchow.

Whniosek 13 (Wniosek 2. w [B1]). Niech P bedzie klasq posetow o ograniczonej szerokosci,
zamknietg na indukowane podposety. Wtedy ponizsze zdania sqg rownowazine:

o [stnieje stala c taka, Ze first-fit pokrywa dowolny poset z P za pomocg co najwyzej ¢ taricuchow.
o P nie zawiera pewnego ustalonego posetu QQ o szeroko$ci 2.

Wersja grafowa powyzszego wniosku ma nastepujaca postac.

Whniosek 14 (Wniosek 3. w [B1]). Niech G bedzie klasq graféow nieporéwnywalnodci z ograniczo-
nym rozmiarem maksymalnej kliki, zamknietq na indukowane podgrafy. Wtedy ponizsze zdania
sq rOwWnowazne:

e Istnieje stala ¢ taka, Ze zachlanna liczba chromatyczna dowolnego grafu z G jest ograniczona
przez c.
o G nie zawiera ustalonego grafu nieporownywalnosci bez trojkgta.

Kluczem do lepszego zrozumienia Twierdzenie 12 oraz wynikéw z innych omawianych prac jest
analiza nastepujacej rodziny posetow. Zatézmy, ze s, k sa dodatnimi liczbami catkowitymi. Poset
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(L, <) bedziemy nazywaé (s, k)-drabing (patrz Rysunek 10), gdy zbiér elementéw L mozna
podzielié¢ na bloki B;, tzn. L = J5_; B;, gdzie kazdy blok B; = {b%, b}, ... bi} dlai=1,2,...,s.
Relacje porzadku < definiujemy w nastepujacy sposob. Kazdy blok B; to tancuch kolejnych k
elementéw bj < by < ... < bi. Odpowiednio bloki parzyste i nieparzyste sa uporzadkowane
liniowo, tzn. B; < Bs < ... < B, oraz By < By < ... < B,, gdzie o oraz e sa najwiekszymi
liczbami odpowiednio nieparzysta i parzysta kazda nie wigksza niz s. Co wiecej, dla kazdego
i < k elementy b} < b? < ... < b$ nastepuja po sobie. Wszystkie pozostate poréwnywalnosci
w (L, <) wynikaja z przechodniosci. W [B1] z Krawczykiem i Mateckim udowodnili$my, ze dla
kazdego posetu () o szerokosci 2 istniejg liczby naturalne s oraz k takie, ze () jest zawarty w
sposéb indukowany w (s, k)-drabinie (Lemat 4 w [B1]). Tym samym wykazujemy, ze drabiny
petnig role uniwersalnych porzadkéw szerokosci 2. Zauwazmy, ze jezeli Twierdzenie 12 zachodzi,
to nieskonczony poset konstruowany w przykladzie Kiersteada (patrz Rysunek 8) musi zawieraé
wszystkie posety o szerokosci 2. Wynika to z tego, ze zawiera on (s, k)-drabine dla dowolnych
liczb naturalnych s, k (patrz Rysunek 10).
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RYSUNEK 10. (4,3)-drabina oraz (3, 3)-drabina w przykladzie Kiersteada.

Drugim przydatnym narzedziem przy szacowaniu liczby koloréw uzywanych przez first-fit,
wykorzystanym miedzy innymi przez Woodalla [122], czy tez Gyarfasa i Lehela [58], jest na-
stepujaca statyczna struktura. Cigg niepustych tancuchéw Ci,...,Cy w posecie P nazwiemy
Sciang o wielkosci g w P, jesli kazdy element w kazdym tancuchu jest nieporéwnywalny z co
najmniej jednym elementem z kazdego poprzedniego taricucha (patrz Rysunek 11). Latwo za-
uwazyc¢, ze first-fit uzywa co najmniej g tanicuchow w posecie P wtedy i tylko wtedy, gdy w P
istnieje Sciana o wielkosci g. Aby dokonczyé¢ dowodd Twierdzenia 12 udowodniliSmy, ze dla kaz-
dych w, s,k > 1 istnieje liczba naturalna g(w, s, k) taka, ze kazda $ciana o wielkosci co najmniej
g(w, s, k) zawiera albo (s, k)-drabing lub antytancuch o rozmiarze w (Lemat 6 w [B1]).

B.2. Kolorowanie online. Algorytm first-fit koloruje wierzchotki jeden po drugim przypisujac
natychmiast kolor do przetwarzanego w danym momencie wierzchotka. Ponadto, first-fit ma
te wlasnosé, ze decyzja, ktory kolor wybraé, zalezy wylacznie od juz zaprezentowanego grafu i
kolorowania stworzonego do tej pory. Tym samym, first-fit jest przykladem algorytmu online.
Algorytm online kolorowania to deterministyczny algorytm, ktéry otrzymuje graf G = (V, E)
w kolejnosci jego wierzchotkéw v; < v < ... < vy, i koloruje kazdy wierzchotek v; bazujac
wylacznie na grafie G oraz kolejnosci < zawezonych do Vi = {v1,vs,...,v:}. Tak samo jak
w przypadku first-fit, porzadek liniowy < nazywany jest kolejnoscig prezentacji grafu G, a G
wraz z < nazywany jest grafem online.
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RysuNeEk 11. Przyklad éciany o wielkosci 5. Linie ciagte i linie przerywane
reprezentuja odpowiednio niektére poréwnywalnosci oraz niektére nieporéwny-
walnosci.

Powyzszy model formalizuje scenariusz, w ktorym prowadzona jest gra pomiedzy Algorytmem,
a Prezenterem. Prezenter konstruuje graf G pokazujac w kazdej turze po jednym wierzchotku
z G wraz z krawedziami do juz zaprezentowanych wierzchotkéow. Zadaniem Algorytmu jest
pokolorowanie nowego wierzchotka, przy czym podjeta w tej turze decyzja nie moze by¢ pdzniej
zmieniona. Celem Algorytmu jest uzycie jak najmniejszej liczby koloréw w przeciwienstwie do
Prezentera, ktéry chce wymusié na Algorytmie wykorzystanie jak najwiekszej liczby koloréw.

Nie we wszystkich klasach graféw wykorzystanie optymalnego algorytmu online daje lepsze
rezultaty od algorytmu first-fit. Dla przyktadu strategia wymuszania nieograniczonej liczby kolo-
réw na algorytmie first-fit mozna latwo zaadaptowaé tak, aby wymusié¢ tyle samo koloréw na
dowolnym algorytmie online [13, 58]. Natomiast, Lovasz, Saks i Trotter [91] przedstawili algo-

12

rytm kolorowania online, ktéry uzywa O(nlog®*=3) n/1log®*=4 n) koloréw'? na k-kolorowalnych

grafach o rozmiarze n. P67niej, Kierstead [74] poprawil powyzszy wynik przedstawiajac algorytm

1-1/ *) koloréw na grafach k-kolorowalnych. Z drugiej strony, Visvana-

online, ktéry uzywa O(n
than [112] udowodnil, ze dla kazdego algorytmu kolorowania online A istnieje k-kolorowalny graf
online o rozmiarze n, dla ktérego A zmuszony jest uzy¢ Q(logk_1 n) koloréw. Ponadto, Halldérs-
son i Szegedy [60] udowodnili, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje k takie, ze dla kazdego
algorytmu kolorowania online A istnieje k-kolorowalny graf online o rozmiarze n, dla ktérego A
zmuszony jest uzy¢ kn/ log? n koloréw. W przypadku niektérych klas graféw jest znaczaco lepiej.
Na przyklad Lovéasz, Saks i Trotter [91] zaobserwowali, ze istnieje algorytm kolorowania online,
ktéry uzywa logyn + 1 koloréw na grafach dwudzielnych. Z kolei, Kierstead [74] przedstawil
algorytmy online, uzywajace O(n”?log*n) i O(n”°log”® n) koloréw na grafach odpowiednio 3-
oraz 4-kolorowalnych. Co wiecej, Kierstead i Kolossa [75] udowodnili, Ze istnieje algorytm online,

10k /log logn) koloréw na k-kolorowalnych grafach doskonatych.

ktory uzywa O(n

Podobnie jak w przypadku first-fit, celem badan jest znalezienie tych klas graféw, dla ktérych
istnieje efektywny algorytm online, czyli taki, dla ktérego liczba uzytych koloréw jest funkcja
rozmiaru maksymalnej kliki. Na poczatku warto wspomnied, ze z faktu, ze first-fit jest przyktadem
algorytmu online, wszystkie klasy, dla ktérych first-fit jest efektywny, sa w oczywisty sposéb
przyktadami klas dla ktorych istnieje efektywne kolorowanie online. Znaczace rozszerzenie klas
graféw, ktore mozna kolorowaé za pomoca efektywnych algorytméw online, zostato uzyskane przez
Kiersteada, Penrice’a i Trottera [77]. Udowodnili oni, ze dla dowolnego drzewa T' o promieniu 2

istnieje efektywny algorytm online w klasie graféw wolnych od T'. Z drugiej za$ strony, Gyarfas

12Funkcja log™™ oznacza log iterowany k razy.
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i Lehel [59] pokazali, ze nie ma efektywnego algorytmu online dla graféw wolnych od Sciezek
prostych rozmiaru 6, co oznacza, ze wyniku Kiersteada, Penrice’a i Trottera nie mozna rozszerzy¢
na zadne drzewo o promieniu 3.

Poniewaz kazde drzewo jest grafem poréwnowalnosci jakiegos posetu, nie ma efektywnego
algorytmu online w klasie graféw poréwnywalnosci. W przypadku grafu nieporéwnywalnosci
sytuacja wyglada inaczej. Gallai [43, 44] przedstawil pelna charakterystyke graféw nieporéw-
nywalnosci za pomocg podgraféw indukowanych. Konsekwencja twierdzenia Gallai jest to, ze
grafy nieporéwnywalnosci nie posiadaja jako indukowanego podgrafu drzewa o promieniu 2
uzyskanego przez subdywizje kazdej krawedzi K 3 (patrz Rysunek 12). Dlatego efektywny algo-

RYSUNEK 12. Drzewo o promieniu 2 otrzymane przez subdywizje kazdej krawedzi K1 3.

rytm online dla graféw nie posiadajacych indukowanego drzewa o promieniu 2, zaprezentowany
przez Kiersteada, Penrice’a i Trottera [77], jest réwniez efektywnym algorytmem w klasie graféow
nieporéwnywalnosci. Efektywnosé powyzszego algorytmu nie jest jednak doktadnie znana.

Warto wspomnieé, ze istnieje réznica miedzy tym, czy na wejsciu algorytmu online jest
prezentowany graf poréwnywalnosci (nieporéwnywalnosci) jakiego$ nieznanego posetu P, czy
tez jest prezentowany poset P. W przeciwienstwie do first-fita, istnieja algorytmy online, dla
ktorych dodatkowa informacja o tym, ktéry z dwoch poréwnywalnych elementéw jest wiekszy,
jest istotna i poprawia efektywnos$é tych algorytmoéw. Prowadzi to do nastepujacej definicji.
Algorytm pokrywania laricuchami (antylaricuchami) online jest deterministycznym algorytmem,
ktéry otrzymuje na wejsciu poset P = (X, <) w kolejnosci jego elementéw x1] < 29 < ... < oy,
i przypisuje kazdemu elementowi x; taki kolor, aby wszystkie elementy o tym samym kolorze
tworzyly laiicuch (antylaricuch). Decyzja algorytmu dotyczaca kolorowania x; zalezy wylacznie od
posetu P oraz porzadku < ograniczonego do X; = {z1,x2,...,z:}. Analogicznie jak w przypadku
grafow, porzadek liniowy < nazywany jest kolejnoscig prezentacji P, a poset P wraz z kolejnoScia
prezentacji < nazywany jest posetem online.

Przyktadem, ze pelna informacja o czeSciowym porzadku daje lepsze rezultaty jest wynik
J.Schmerla, ktory zaprezentowal algorytm online dzielacy posety o wysokoéci h na co najwyzej
(h;rl) antylancuchéw (patrz w [83]). Wynik ten kontrastuje z faktem, ze nie ma efektywnego
algorytmu online kolorujacego grafy poréwnywalnosci. Warto nadmienié¢, ze algorytm Schmerla
jest najlepszy z mozliwych, co udowodnil E. Szemerédi w [83].

W przypadku problemu pokrywania tancuchami porzadkéw online, sformutowanego przez
J.Schmerla (patrz w [82]) jeszcze w latach 70. ubieglego stulecia, sytuacja jest jeszcze bardziej
interesujaca.l® Niech val(w) bedzie najmniejsza liczba k, dla ktérej istnieje algorytm online, ktory
pokrywa posety o szeroko$ci w co najwyzej k tancuchami. Jak dotad dokladna wartosé val(w)
jest znana jedynie dla w < 2. Oczywiscie val(1) = 1. Kierstead [82] udowodnil, ze 5 < val(2) < 6.
Felsner [38] zaprezentowal algorytm online, ktéry pokrywa posety o szerokosci 2 za pomoca 5
taficuchéw, pokazujac w ten sposéb, ze val(2) = 5. Kierstead [82] udowodnil, ze val(3) > 9. Z kolei,
w [19] pokazalem, ze val(3) < 16. Kierstead [82] jako pierwszy zaprezentowal algorytm online,
ktéry uzywa ograniczonej liczby koloréw na posetach o ograniczonej szerokosci. W rzeczywistosci

13Schmerl postawil powyzszy problem zanim Kierstead, Penrice i Trotter [77] przedstawili efektywny algorytm
kolorowania online graféw nieporéwnywalnosci.
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Kierstead udowodnil, ze val(w) < (5% — 1)/4. Z drugiej strony, Kierstead w tym samym artykule
wykazal, ze val(w) > 4w — 3. Z kolei E. Szemerédi udowodnil nastepujaca kwadratowe dolne
ograniczenie: val(w) > (w;rl) (patrz w [D10, 83]). W [D10] z Felsnerem, Klochem, Krawczykiem,
Mateckim oraz Mickiem, poprawiliSmy ograniczenie Szemerédiego o stala multiplikatywna
i obecnym rekordem jest val(w) > (2 —o(1))(“F7)

omawianego problemu jest, czy istnieje algorytm pokrywania tanicuchami online wykorzystujacy

. Najwazniejszym pytaniem w kontekscie

wielomianowsg liczbe tancuchow w zaleznosci od szerokoéci pokrywanego porzadku, innymi stowy
czy val(w) < poly(w). Pytanie to zostalo postawione przez Kiersteada [82] w 1981, a takze
pojawito sie w rozdziale Partially Ordered Sets autorstwa W.T. Trottera w ksiazce Handbook
of Combinatorics [48]. Prawie 30 lat pézniej, w pracy [B2] z Krawczykiem, przedstawilismy
pierwszy algorytm online wykorzystujacy podwyktadniczo wiele tancuchéw.

Twierdzenie 15 (Twierdzenie 1.3. w [B2]). Istnieje algorytm online pokrywajacy posety o
szerokosci w co najwyiej w°8™ laricuchami. To oznacza, Ze val(w) < w!31o8w,

Wazna czedcia dowodu Twierdzenia 15 jest redukcja do prostszego problemu, w ktérym pre-
zentowany jest bardziej ustrukturyzowany porzadek. Idea ta rozszerza koncepcje lokalnej gry
przedstawionej w [19].14 Posetem regularnym jest tréjka (X, <, Ay ... Ar), gdzie P = (X, <)
jest prezentowanym posetem, a Aj ... Ay jest sekwencja roztacznych antytancuchéw w P okresla-
jaca strukture posetu P jak i porzadek wprowadzania elementéw. W turze ¢ prezentowany jest
antylanicuch Ay, a algorytm przypisuje elementy A; do lancuchéw. Antylancuchy Aq, Ao przed-
stawione w pierwszych dwoéch turach tworza pelny dwudzielny poset!® (A1, Ao, <). Tuz przed
wprowadzeniem antylancucha A; (dla ¢ > 2), antylancuchy A;,..., A;_1 pokazane wczesniej
tworza podzial zaprezentowanego posetu na poziomy (patrz Rysunek 13), a poset dwudzielny'®
rozpiety miedzy dwoma sasiednimi poziomami jest regularny, co oznacza, ze kazda krawedz
nalezy do jakiego$ doskonalego skojarzenia pomiedzy tymi poziomami. W turze ¢ > 2 anty-
tancuch A; jest wprowadzany pomiedzy dwa sasiadujace poziomy A, i A; w ten sposéb, ze
w miejscu posetu regularnego dwudzielnego (A4,, A, <) pojawiaja sie¢ dwa posety regularne
dwudzielne (A,, Ay, <) i (As, As, <). Przyklad posetu regularnego o szerokosci 4 jest przed-
stawiony na Rysunku 13. Tak jak poprzednio, algorytm online pokrywania tancuchami posetu

7777777777777777

RYSUNEK 13. Antylancuchy Ao, A3, A4 wprowadzone w turach 2, 3 oraz 4 w pre-
zentacji posetu regularnego ( X, <, A; ... A4) o szerokosci 4.

regularnego w turze t przypisuje elementy A; do lancuchéw w taki sposéb, ze decyzja ta zalezy
jedynie od posetu (|J'_; Ay, <) oraz kolejnosci prezentacji A; < Az < ... < Ay;. Niech reg(w)
bedzie minimalng liczba k, dla ktérej istnieje algorytm online, ktéry pokrywa posety regularne

MW rzeczywistoéci koncepcja lokalnej gry zostala uzyta w dowodzie, ze val(3) < 16 i zawiera analize tylko
najblizszego otoczenia nowo prezentowanych elementéw.

15Kazdy element z pierwszego antylancucha lezy pod kazdym elementem drugiego antylancucha.

16Poset7 ktorego zbiér elementéow jest suma roztaczng zbioru elementéw minimalnych oraz zbioru elementéow
maksymalnych.
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o szerokosci w na co najwyzej k lancuchami. Oczywiscie mamy, ze reg(w) < val(w). W [B2]
z Krawczykiem udowodnili$my, ze val(w) moze by¢ rowniez ograniczone z géry przez reg(w).

Twierdzenie 16 (Lemat 3.1. w [B2]). Istnieje algorytm online pokrywajgcy posety o szerokosci w
co najwyzej w - reg(w). To oznacza, ze val(w) < w - reg(w).

Druga cze$¢ dowodu Twierdzenia 15 to prezentacja algorytmu pokrywania tancuchami online
posetow regularnych. Przedstawiony algorytm wykorzystuje wiele procedur: algorytm dla pro-
blemu pokrywania tancuchami online posetéw wzrastajgcych'” (Felsner [38]); algorytm first-fit
dla postéw (k + k)-wolnych (Dujmovié¢, Joret i Wood [29]);!® procedure zwana ,,projekcja kolo-
réw” (Uwaga 6.4. w [B2]); oraz procedur¢ zwang ,tasowaniem koloréw” (Uwaga 6.5. w [B2]).
Uzycie powyzszych narzedzi pozwala na zredukowanie problemu dla posetéw regularnych do
problemu pokrywania tancuchowego online posetéw o szerokosci dwa razy mniejszej. Laczac
wszystko razem, otrzymalidémy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 17 (Lemat 3.2. w [B2]). Istnieje algorytm online pokrywajgcy posety o szerokosci w
co najwyiej w'? - val(w/2) taricuchami. To oznacza, ze reg(w) < w'? - val(w/2).

Twierdzenia 16 i 17 razem daja zaleznoéé rekurencyjng val(w) < w'3 - val(w/2), ktérej
rozwiazanie stanowi wypowiedZ Twierdzenia 15. Warto wspomnieé, ze powyzszy algorytm mozna
zaimplementowadé tak, aby dziatal w czasie wielomianowym. Ze wzgledu na fakt, Zze algorytm
sklada sie z wielu nietrywialnych procedur, implementacja jest jednak raczej skomplikowana.

Jednym z najprostszych algorytméw kolorowania online, ktory z kolei ma trywialng imple-
mentacje, jest first-fit. Przyklad Kiersteada pokazuje jednak, ze w klasie wszystkich posetéw
algorytm first-fit nie jest efektywny (patrz Rysunek 8). Z drugiej strony, z Krawczykiem i Matec-
kim [B1] udowodnilimy, ze jesli klasa posetéw nie zawiera jakiego$ posetu szerokosci 2, to liczba
koloréw uzyta przez algorytm first-fit jest ograniczona funkcja szerokosci (patrz Twierdzenie 12).
Tak wiec powstato pytanie, czy posety regularne naleza do poprzednio opisanej klasy posetow,
dla ktérych algorytm first-fit dziala wydajnie. W pracy [B3] z Kiersteadem, Krawczykiem, Ma-
teckim i M. Smithem odpowiedzieliémy twierdzaco na powyzsze pytanie w nastepujacy sposéb.

Twierdzenie 18 (Lemat 13. w [B3]). Regularny poset o szerokosci w nie zawiera (2,2w?41)-
drabiny.

Przyklad (s, k)-drabiny przedstawiono na Rysunku 10. Z faktu, ze gérne ograniczenie wyni-
kajace z dowodu Twierdzenia 12 jest co najmniej wyktadnicze, do poprawienia Twierdzenia 15
brakowalo znalezé lepszego oszacowania liczby wykorzystanych koloréw przez algorytm first-fit
w tej klasie porzadkéw. Kierstead i M. Smith [81] przedstawili nastepujace lepsze oszacowanie.

Twierdzenie 19 ([81] i Lemat 7. w [B3]). First-fit uzywa co najwyzej w>>10822w)+21082k 1a45cq,-

chow na posetach o szeroko$ci w, ktore nie posiadajg (2, k)-drabin jako podposetéw indukowanych.

Twierdzenie 18 wraz z Twierdzeniem 19 daja nastepujaca pozytywna odpowiedZ na nasze
pytanie dotyczace zachowania first-fit na posetach regularnych.

Whiosek 20. First-fit uzywa co najwyzej wb219820+6 tarcuchéw na posetach reqularnych o
szerokosci w. To oznacza, Ze reg(w) < wb21082w+6,

7 kolei, potaczenie powyzszego wyniku z Twierdzeniem 16 daje algorytm, ktéry jest tatwy do
implementacji i uzywa mniej koloréw.

17Elementy sa maksymalne w momencie ich prezentacji.

18wy oryginalnym dowodzie w wersji konferencyjnej [B2] uzyliSmy wyniku Boska, Krawczyka i Szczypki
przedstawionego w [D12]. Pézniej wynik z [D12] zostal poprawiony przez Dujmovié ¢ innych [29], ktéry uzyliSmy
w poprawionej wersji do czasopisma, aby uzyskac lepszy efekt koncowy.
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Twierdzenie 21 (Twierdzenie 3. w [B3]). Istnieje algorytm online pokrywajgcy posety o szero-
kosci w co najwyzej w8 T tasicuchami. To oznacza, Ze val(w) < wb>l08w+T,

Naturalnym sposobem poprawy Twierdzenia 21 bytoby poprawienie ograniczenia przedstawio-
nego w Twierdzeniu 19. W pracy [B3] z Kiersteadem, Krawczykiem, Mateckim i M. Smithem
pokazalidémy jednak, Ze nie mozna istotnie poprawié¢ ograniczenia na liczbe kolorow uzytych
przez first-fit na posetach nie zawierajacych (2, k)-drabiny jako podposetu indukowanego.

Twierdzenie 22 (Lemat 17. w [B3]). Dla dowolnych liczb naturalnych w i k istnieje poset wolny
od (2, k)-drabiny o szerokosci w, na ktérym first-fit uzywa w82+~ /(k — 1) laricuchéw.

Przy ustalonym k powyzsze dolne ograniczenie jest wielomianem ze wzgledu na szerokos¢.
Niestety, istnieja posety regularne zawierajace drabine wielomianowego rozmiaru, co réwniez
pokazali$my z Kiersteadem, Krawczykiem, Mateckim i M. Smithem w pracy [B3].

Twierdzenie 23 (Lemat 16. w [B3]). Dla dowolnej liczby naturalnej w > 2 istnieje poset
reqularny o szerokosci w, ktdry zawiera (2,w|(w + 2)/2|)-drabine.

Oznacza to, ze powyzsze podejécie wykorzystujace drabiny nie pozwoli skonstruowaé algorytm
uzywajacy wielomianowej liczby tanicuchéw. Warto jednak nadmienié, ze Twierdzenia 22 oraz
23 nie wykluczaja mozliwo$ci udowodnienia wielomianowego gérnego ograniczenia na liczbe
lancuchow uzywanych przez first-fit na posetach regularnych. Powyzszy problem jest nadal
otwarty i by¢ moze lepsze zrozumienie pozwoli na dalszy postep w ogdlnym problemie. Niedawno
w pracy [20] z Krawczykiem zaprezentowaliSmy algorytm uzywajacy asymptotycznie mniej
lancuchéw niz wszystkie dotychczasowe algorytmy.

Twierdzenie 24 (Twierdzenie 1.4. w [20]). Istnieje algorytm online pokrywajgcy posety o

szerokosci w co najwyzej w0818 W) Jagicuchami. To oznacza, ze val(w) < wO(oglosw),

Algorytm online przedstawiony w [20] bazuje na idei zawartych w artykule [B2]. Nowe pomysty
w dowodzie Twierdzenia 24 pozwalaja skonstruowaé algorytm dla porzadkéw regularnych z
lepsza zaleznosScia rekurencyjna na reg(w).

Twierdzenie 25 ([20]). Istnieje algorytm online pokrywajacy posety regularne o szerokosci w
co najwyzej poly(w) - val?(y/w). To znaczy: reg(w) < poly(w) - val?(y/w).

Twierdzenie 16 i 25 prowadza do zaleznosci rekurencyjnej val(w) < poly(w)-val?(y/w), z ktére]
wynika rozwiazanie przedstawione w Twierdzeniu 24. Warto zauwazy¢, ze algorytm przedstawiony
w dowodzie Twierdzenia 25 musi sprawdzi¢, czy poset dwudzielny szerokosci w zawiera pelny graf
dwudzielny o rozmiarze \/w. Johnson [66] pokazal, ze taki problem jest NP-zupelny, wiec nie
ma raczej nadziei, ze nasz algorytm zadziala w czasie wielomianowym w zaleznosci od rozmiaru
prezentowanego posetu. Niemniej jednak mozna zaimplementowaé¢ nasz algorytm tak, aby dziatal
W czasie wo(ﬁ)n, gdzie w to szeroko$é, a nm to rozmiar prezentowanego posetu.

C. DYNAMICZNE SKOJARZENIA

C.1. Problem inkrementalnego skojarzenia w grafach dwudzielnych. Ford i Fulkerson
w [40] pokazali, ze problem pokrycia laricuchowego posetéw jest $cisle powiazany z problemem
skojarzenia w grafach dwudzielnych w nastepujacy sposéb: Dla posetu P = (X, <), gdzie
X = {x1,22,...,2,}, mozemy zdefiniowaé¢ graf dwudzielny G = (X', X" FE), gdzie X' =
{1, 2%, ..., 25, } oraz X" = {2, 2%, ..., 2} oraz dwa wierzchotki 2} € X' 127 € X" sa polaczone
krawedzia x; ~ 2 w G wtedy i tylko wtedy, gdy =; < z; w P. Mozna tatwo sprawdzic¢, ze
dowolne skojarzenie w G o rozmiarze k jednoznacznie definiuje pokrycie tancuchowe posetu P
o rozmiarze n — k i na odwrét. W szczegblno$ci maksymalne skojarzenie w G jednoznacznie
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wyznacza minimalne pokrycie taficuchowe posetu P. Odwrotna redukcja jest jeszcze prostsza,
poniewaz na kazdy graf dwudzielny mozna spojrzeé¢ jak na poset o wysokoéci co najwyzej 2.
Jedng z konsekwencji powyzszej réwnowaznosci moze by¢ uzycie algorytmu Hopcrofta-Karpa (dla
problemu znajdywania maksymalnego skojarzenia w grafach dwudzielnych) [62] do znalezienia
minimalnego pokrycia tancuchowego. W rezultacie najlepszy znany algorytm znajdowania
minimalnego pokrycia tancuchowego dziala w czasie O(m+/n), gdzie n to liczba elementéw, a m
to rozmiar relacji cze$ciowego porzadku.

W przypadku problemu skojarzenia online wierzchotki sg przedstawiane jeden po drugim wraz
z krawedziami do juz zaprezentowanych wierzchotkéw. Algorytm online decyduje, czy jedna z
prezentowanych krawedzi nalezy doda¢ do konstruowanego skojarzenia. Algorytm zachtanny jest
/2 -aproksymacyjny. Ponadto mozna wykazaé, ze nie ma deterministycznego algorytmu online,
ktory bytby lepszy. Nawet jedli przyjmiemy, ze wierzcholki z jednej klasy grafu dwudzielnego sa
znane na samym poczatku, nie ma algorytmu o lepszej aproksymacji niz 1/2. Sytuacja staje sie o
wiele bardziej interesujaca, gdy dodatkowo pozwolimy na to, aby algorytm byl randomizowany.
Karp, U. Vazirani i V. Vazirani ([71] i [17, 26] dla dowodu) przedstawili randomizowany (1 — 1/e)-
aproksymacyjny algorytm online [71]. Co wiecej, powyzszy algorytm jest najlepszy z mozliwych
w modelu randomizowanym.

Innym podejsciem do zagadnienia skojarzenia w grafach online jest inkrementalne skojarzenie
w grafach dwudzielnych w modelu dwustronnym. Podobnie jak w przypadku algorytmu online,
algorytm inkrementalny otrzymuje na wejéciu graf dwudzielny G = (U, W, E') w spos6b online,
tzn. w kolejnosci prezentacji v1 € vy <K ... K vy, gdzie {vi,va,...,v2,} = U UW. Po
zaprezentowaniu poczatkowego fragmentu zbioru wierzchotkéw V; = {v1,va,..., v}, algorytm
inkrementalny konstruuje maksymalne skojarzenie M; w grafie G[V;]° bazujac wylacznie na
G[V4] oraz < zawezonej do V;. Model ten dopuszcza wiec, ze niektore krawedzie beda, byé
moze wielokrotnie, zmieniaé status przynaleznosci do biezacego skojarzenia. Kontrastuje to z
algorytmami online, ktére na state dodaja krawedzie do konstruowanego skojarzenia. Celem
w tym przypadku jest znalezienie algorytmu inkrementalnego minimalizujacego catkowita liczbe
zmian na krawedziach, tzn. zminimalizuje sume | M| + |My @ Ms| + ... + |May,—1 @ Ma,|, gdzie
@ jest roznicg symetryczna. Niestety, tatwo zauwazy¢, ze naiwny algorytm, ktoéry pesymistycznie
powoduje O(n?) zmian, jest asymptotycznie najlepszy. Dla przyktadu, §ciezka rozszerzona na
przemian z kazdej strony, wymusza na kazdym algorytmie inkrementalnym lacznie (n?) zmian.

Powyzszy negatywny wynik skierowal badania ku problemowi inkrementalnego skojarze-
nia w grafach dwudzielnych w modelu jednostronnym. Problem ten odpowiada scenariuszowi,
w ktérym graf dwudzielny G = (S, C, E) jest prezentowany w ten sposob, ze pierwsza klasa
wierzcholkéw S (zbidr serwerdw) jest podana z géry przed rozpoczeciem algorytmu, podczas

gdy druga klasa wierzcholtkow C = {cy1,ca,...,cp} (zbior klientdw) jest prezentowana online,
tzn. w kolejnosci prezentacji ¢y < ca < ... < ¢,. Po przedstawieniu poczatkowego zbioru
klientéw C; = {c1,¢2,. .., ¢}, algorytm inkrementalny konstruuje maksymalne skojarzenie M,

w grafie G[S U Cy], bazujac wylacznie na podgrafie G[S U Cy] i kolejnosci prezentacji < ograni-
czonej do Cy.?Y Ta wersja powyzszego problemu ma praktyczng interpretacje, w ktérej klienci
przychodza online i zadaja ustugi z zbioru danych serweréw. Kazdy klient przychodzi wraz ze
zbiorem serweréw, ktére sa w stanie obshuzy¢ jego zadanie. W tym scenariuszu chcemy zapewnié¢
ustuge dla jak najwiekszej liczby klientéw. Dlatego w razie potrzeby przenosimy klientéw miedzy

Bprzez G[X] = (UN X, W N X, E[X]) oznaczamy podgraf G indukowany przez X C U U W, gdzie E[X] =
{e€ E:eC X}.

20poniewaz wersja jednostronna ma znacznie bogatsza literature, zaczeto pisa¢ o ogdlnym przypadku jako
o wersji dwustronnej w przeciwienstwie do jednostronnego przypadku, w ktérym po prostu piszemy , problem
inkrementalnego skojarzenia w grafie dwudzielnym”. Tak wiec, aby by¢ konsekwentnym, wszystkie ponizsze opisy i
wyniki beda odnosi¢ sie do jednostronnego modelu, chyba ze zaznaczono, ze jest to wersja dwustronna.



AUTOREFERAT 24

serwerami, a koszt rozwiazania to calkowita liczba przypadkdéw, w ktérych jakis klient musiat
zmieni¢ przydzielany mu serwer. Rozwiazanie tego problemu polega na znalezieniu za kazdym
razem $ciezki powiekszajacej (czyli Sciezki alternujacej pomiedzy krawedziami ze skojarzenia
oraz spoza niego) na biezacym grafie od nowo zaprezentowanego klienta do nieskojarzonego
serwera. Za pomoca tego jezyka mozemy w réwnowazny sposob zdefiniowaé koszt algorytmu
inkrementalnego dla omawianego problemu jako sumy dlugosci wszystkich $ciezek powicksza-
jacych. Model ten zostal wprowadzony w 1995 przez Grove’a i innych [55]. W tej samej pracy
autorzy pokazali gérne ograniczenie O(nlogn) w przypadku, gdy kazdy klient taczy sie z co
najwyzej dwoma serwerami. Nastepnie model ten byl badany przez Chaudhuri’ego i innych [23].
W niektérych przypadkach zaprezentowali oni catkowite ograniczenie O(nlogn), np. dla drzewa
lub graféw losowych o stopniu ©(logn). Z drugiej strony, latwo zauwazyé, ze istnieje strategia®!
wymuszajaca na dowolnym algorytmie inkrementalnym €(nlogn) zmian?? Te przypadki skto-
nity autoréw [23] do postawienia hipotezy, ze w klasie graféw dwudzielnych istnieje algorytm
inkrementalny, ktéry osiaga ograniczenie O(nlogn).

Jak argumentowano w [23] powyzszy model ma szeroki wachlarz zastosowan w bardzo réznych
dziedzinach informatyki, np. w dostarczaniu tresci strumieniowych, w hostingu, w zdalnym
przechowywaniu danych, planowaniu zadan, haszowaniu itp. We wszystkich tych zastosowaniach
mamy do czynienia z klientami (zadaniami do planowania lub obiektami do haszowania), ktérzy
musza zostaé przydzieleni do pewnego ustalonego zbioru serweréw (komérki tabeli do haszowanie).
We wszystkich tych przypadkach nie chcemy rezygnowaé z ustug dla klientéw, ale wolimy je
przenosié¢, aby zadowolié¢ jak najwiecej klientow. W tym wypadku koszt nieobstuzenia klienta jest
znacznie wyzszy niz koszt ponownego przydzielenia klienta do innego serwera (np. kopiowanie
obiektu w tablicy haszujacej jest tanie). Niemniej jednak nadal chcieliby$my zminimalizowaé
koszty tych zmian. Zaskakujace jest to, ze pomimo przydatnoéci tego modelu, nie bylo lepszego
rozwiazania do momentu zaprezentowania wynikéw z [C1] niz naiwne gérne ograniczenie O(n?).
W [C1] z Leniowskim, Sankowskim i Zych-Pawlewicz przedstawiliémy nastepujacy wynik, ktéry
stanowi krok w kierunku rozwigzania wyzej opisanej hipotezy.

Twierdzenie 26 ([C1]). Istnieje algorytm inkrementalny konstruujecy maksymalne skojarzenie
w grafach dwudzielnych, dokonujgc przy tym sumarycznie O(ny/n) zmian w lgcznym czasie

W [C1] (z Leniowskim, Sankowskim i Zych-Pawlewicz) proponujemy nowy zachlanny algorytm.
Pomyst jest nastepujacy. Z kazdym serwerem kojarzymy atrybut o nazwie ranga. Okresla on,
ile razy serwer zostal ponownie przydzielony, tzn. ile razy odpowiedni serwer lezal na $ciezce
powiekszajacej. Celem algorytmu jest zminimalizowanie maksymalnej rangi sposréd wszystkich
serweréw. Rangq $ciezki m jest maksymalna ranga wsrdod serweréw lezacych na m. W kazdej
turze t nasz algorytm wybiera Sciezke powiekszajaca 7 od nowo zaprezentowanego klienta ¢; do
nieskojarzonego serwera s taka, ze kazdy sufiks m; ma minimalna range. Powyzsza procedure
nazwaliSmy algorytmem rangowym. Udowodnilidmy, Ze ten algorytm zmienia skojarzenie kazdego
klienta co najwyzej O(y/n) razy, co daje gérne ograniczenie na catkowita liczbe zmian rzedu

Rozwazmy sumaryczny czas potrzebny na znalezienie wszystkich Sciezek powigkszajacych
w algorytmie rangowym. Algorytm przedstawiony w [C1] ma te przydatna wlasnos$é, ze konstru-
owane $ciezki mozna znajdowaé lokalnie. Innymi stowy, zadna globalna informacja (na przyklad
dlugosé najkrétszej $ciezki) nie musi byé zachowywana w grafie, aby znalezé ,,rangowe” $ciezki.
To pozwolito nam opracowaé procedure wyszukiwania $ciezki, ktéra amortyzuje wymagang prace

21Rozwazane algorytmy sa deterministyczne, a to pozwala na rozwazanie tego problemu jako gry pomiedzy
Prezenterem konstruujacym graf dwudzielny a Algorytmem konstruujacym maksymalne skojarzenie.
22y, strategia polega na umiejetnym laczeniu prostych $ciezek o tej samej dtugosci.
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w wydajny sposéb. Intuicyjnie chodzi o to, aby przypisaé¢ kazdemu ustalonemu wierzcholtkowi
zmienng o nazwie rank, ktéra moze jedynie wzrasta¢ w trakcie dzialania algorytmu. Za kaz-
dym razem staramy sie szukaé¢ $ciezki minimalizujacej wartosci zmiennych rank, a jesli jej nie
znajdziemy, podnosimy je o jeden. Wiemy, ze zawsze istnieje Sciezka powigkszajaca o randze
ograniczonej przez O(y/n), wiec albo znajdujemy $Sciezke, albo przekraczamy te granice i wiemy,
ze nie ma zadnej $ciezki powickszajacej. Prowadzi to do inkrementalnego i dekrementalnego
algorytmu, ktére utrzymuja maksymalne skojarzenie w catkowitym czasie O(m+/n). Warto tutaj
wspomnieé, ze wezesniej znane jedynie bylo trywialne rozwiazanie O(nm). Pod tym wzgledem
jest nieco zaskakujace, ze nasz algorytm znajduje Sciezki powiekszajace jedna po drugiej, nie
patrzac na caly graf. W szczegdlnosci czas pracy algorytmu rangowego odpowiada jednemu z
najlepszych rozwiazan offline dla tego problemu [62], ale w ramach tego samego ograniczenia
nasz algorytm oblicza nie tylko jedno maksymalne skojarzenie, ale n — 1 innych.

Oprécz rozwiazania problemu inkrementalnego, rozszerzamy nasze wyniki w trojaki sposéb.
Po pierwsze, pokazujemy, ze przy pominieciu dowolnie malej, ale statej czesci klientéw, mozna
uzyskaé¢ optymalne liniowe ograniczenie na sumaryczng liczbe zmian.

Twierdzenie 27 (Lemat VI.2. w [Cl]). Dla kazdego ¢ > 0 istnieje (1 — &)-aproksymacyjny
algorytm inkrementalny dla problemu maksymalnego skojarzenia w grafach dwudzielnych, ktory
dokonuje sumarycznie O(e~1n) zmian w tgcznym czasie O(e1m).

Poprzednio w tym inkrementalnym aproksymacyjnym modelu najlepszym rozwiazaniem byto
uzycie (1 —1/e)-aproksymacyjnego algorytmu (z pracy [71]) z calkowita liczba O(n) zmian i
o calkowitej zlozonosci czasowej O(m) lub utrzymywanie maksymalnego skojarzenia z O(n?)
catkowita liczba zmian w lacznym czasie O(nm). Co wiecej, rozwiazanie z Twierdzenia 27 daje
ten sam czas dzialania co najlepsze rozwigzanie offline.??

Po drugie, pokazujemy, ze to samo ograniczenie utrzymuje sie w przypadku dekrementalnym.
W tym modelu algorytm na starcie otrzymuje graf dwudzielny (.S, C, E'). Celem algorytmu jest
utrzymywanie maksymalnego skojarzenia podczas, gdy wierzchotki ze zbioru C' sukcesywnie sa

usuwane.

Whniosek 28 (Wniosek VI.4. w [C1]). Istnieje algorytm dekrementalny utrzymujgcy maksymalne
skojarzenie w grafach dwudzielnych dokonujgc przy tym sumarycznie O(ny/n) zmian w lgcznym
czasie O(my/n).

Whiosek 29 (Wniosek VI.6. w [C1]). Dla kazdego € > 0 istnieje (1 — €)-aproksymacyjny algorytm
dekrementalny dla problemu maksymalnego skojarzenia w grafach dwudzielnych, ktory dokonuje
sumarycznie O(e~1n) 2mian w lgcznym czasie O(e ™ m).

Na koniec rozszerzamy algorytm rangowy na grafy z catkowitoliczbowymi wagami na krawe-
dziach ograniczonymi przez W, uzyskujac nastepujace wyniki.

Whniosek 30 (Wniosek VL.8. w [C1]). Istniejg algorytmy inkrementalny i dekrementalny utrzy-
mujgce sumaryczng wage maksymalnego skojarzenia w catkowitym czasie O(WS/ my/n).

Whniosek 31 (Wniosek VI.9. w [C1]). Dla kazdego € > 0 istniejq (1 — €)-aproksymacyjne algo-
rytmy inkrementalny i dekrementalny dla problemu maksymalnego wazonego skojarzenia dziata-
jace w catkowitym czasie O(We=1m).

Model inkrementalny jest silnie powigzany z algorytmami dynamicznymi. W takim modelu nie
jestesmy tylko zainteresowani budowaniem krétkich Sciezek powiekszajacych. Najwazniejszym
aspektem jest skuteczny sposéb ich wyszukiwania. Wigkszosé artykutéow w tej dziedzinie rozwaza

23Wyk0nanie O(e™") faz algorytmu Hopcrofta-Karpa daje (1 — €)-aproksymacyjny algorytm dla problemu
maksymalnego skojarzenie, ktéry dziata w czasie O(e~'m) (patrz [62]).
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aktualizacje krawedzi w ogdlnym, w pelni dynamicznym modelu, ktéry pozwala na wzajemne
wymieszanie dodawania i usuwania krawedzi. Jest to znacznie trudniejszy scenariusz, w ktorym
nie mozna wiele osiagnaé, gdy zadamy utrzymywanie maksymalnego skojarzeni. W szczegdlnosci,
jesli krawedzie sg dodawane do grafu dwudzielnego, mozna pokaza¢ instancje, dla ktérej dowolny
algorytm zachowujacy maksymalne skojarzenie wykonuje €(n?) zmian. Dlatego rozsadne jest, aby
przesta¢ wymuszac¢ skojarzenie kazdego klienta i zaakceptowaé przyblizone rozwigzania. Tak wiec
chcemy przyblizy¢ rozmiar maksymalnego skojarzenia, a nie liczbe zmian skojarzen. Trzeba tez
pamietaé, ze trywialny algorytm zachowujacy maksymalne skojarzenie jest 1/2-aproksymacyjny i
w ogole nie zmienia skojarzenia. Algorytm Neimana i Solomona [94] jest 2/3-aproksymacyjny i
dziata w czasie O(y/m) na aktualizacje. Gupta i Peng [57] zaprezentowali (1 — €)-aproksymacyjny
algorytm dzialajacy w czasie O(e~2\/m) na aktualizacje. Bariera O(y/m) zostala ztamana przez
Bernsteina i Steina [16], ktérzy przedstawili (2/3 — €)-aproksymacyjny algorytm, osiagajacy czas
aktualizacji réwny O(e~2%m'/*). Ostatecznie, (1 — €)-aproksymacyjny algorytm dzialajacy w cal-
kowitym czasie réwnym O(e~'m) pokazany zostal w [C1] (zobacz Twierdzenie 27) w modelu,
gdy wierzcholki sa dodawane po jednej stronie grafu dwudzielnego. Sankowski [103] zaprezento-
wal losowy algorytm w modelu dynamicznym zachowujacy dokladny rozmiar maksymalnego

1.495) "Wynik ten nie implikuje zadnych ograniczeri

skojarzenia z czasem aktualizacji réwnym O(n
na liczbe zmian w skojarzeniu, poniewaz uzywa on technik algebraicznych, ktore nie sg oparte

na rozszerzaniu sciezek.

C.2. Algorytm najkrétszych Sciezek powiekszajacych. Technika $ciezek powigkszajacych
jest jedna z najbardziej podstawowych technik stosowanych do znajdywania maksymalnego sko-
jarzenia czy tez przepltywu. Polega ona na rozszerzeniu biezacego rozwiazania wzdtuz Sciezek
rezydualnych, dopéki nie zostanie znaleziony maksymalny rozmiar skojarzenia lub odpowied-
nio przeplywu. Intuicyjnie, potrzebna do tego praca bedzie zminimalizowana, jesli za kazdym
razem wybierze sie najkrotsza Sciezke powiekszajaca. W szczegdlnosci, byta to kluczowa kon-
cepcja, ktéra pozwolita w 1972 roku Edmondsowi i Karpowi [31] pokazaé pierwszy algorytm
silnie wielomianowy dla problemu maksymalnego przepltywu. Od tego czasu technika ta jest sze-
roko stosowana. Co zaskakujace, pomimo wielu wysitkow, nadal nie jest ona dobrze zrozumiana
takze w przypadku problemu inkrementalnego skojarzenia w grafach dwudzielnych. Uzywajac
terminologii z Podsekcji C.1, algorytm najkrotszych sciezek powiekszajgcych jest algorytmem
inkrementalnym, ktéry minimalizuje liczbe realokacji dla kazdej tury. Innymi stowy, dla kazdej
tury ¢t € [n] réznica symetryczna starego i nowego skojarzenia M;_1 & M; tworzy najkrétsza
Sciezke powieckszajaca od nowo przedstawionego klienta c¢; do jakiego$ nieskojarzonego serwera
s. Trudnosci z algorytmem najkrétszych Sciezek powickszajacych moga wynika¢ z faktu, ze
najkrétsze Sciezki powigkszajace nie maja wystarczajaco silnej struktury, pozwalajacej na do-
ktadng analize. Latwiejsze do analizy sa inne metody wyboru Sciezek powigkszajacych takie,
jak na przyklad algorytm rangowy (patrz w [C1] i Podsekcja C.1), czy tez algorytm Chaudhu-
riego 7 innych [23] dla drzew, dla ktérego decyzja, ktéra Sciezke wybraé, bardzo silnie wynika ze
struktury drzewa?* Niemniej jednak, istnieja wyniki dotyczace algorytmu najkrétszych $ciezek
powiekszajacych. Grove i inni w [55] badali specjalny przypadek, w ktérym kazdy klient moze
polaczy¢ sie z co najwyzej dwoma serwerami. W takim scenariuszu autorzy udowodnili, ze al-
gorytm najkrétszych Sciezek powiekszajacych wykonuje O(nlogn) zmian i ze zaden algorytm
nie moze zrobi¢ nic lepszego. Chaudhuri ¢ inni [23] pokazali, ze algorytm najkrétszych Sciezek
powiekszajacych w sumie generuje O(nlogn) zmian w przypadku ogélnym grafu dwudzielnego,

24w tym ograniczonym przypadku autorzy [23] zaproponowali algorytm, ktéry osiaga catkowita liczbe zmian
réwna O(nlogn), ale dotyczy to wytacznie drzew.
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pod warunkiem, ze klienci przybywaja w losowej kolejnosci. Z drugiej strony, najlepszym zna-
nym dolnym ograniczeniem jest Q(nlogn), co dotyczy réwniez éciezek prostych? Chaudhuri
i inni [23] zadali pytanie czy O(nlogn) jest takze gérnym ograniczeniem na sumaryczna liczbe
zmian w problemie inkrementalnego skojarzenia w grafach dwudzielnych. Jest to gtéwne pytanie
w tej tematyce chociazby dlatego, ze odpowiedz twierdzaca zamykalaby omawiany problem.
Pomimo to nie bylo zadnego lepszego ograniczenia niz O(n?), nawet dla drzew.

W [C2] z Leniowskim, Sankowskim i Zych-Pawlewicz przedstawiliSmy pierwszy nietrywialny
postep w rozwiazaniu powyzszego przypuszczenia w przypadku dla drzew.

Twierdzenie 32 (Twierdzenie 1 w [C2]). Calkowita dlugos¢ Sciezek zastosowanych przez algo-
rytm najkrotszych $ciezek powickszajgcych na drzewach wynosi O(nlog?n).

Idea dowodu powyzszego twierdzenia bazuje na ciezko-lekkim rozktadzie drzew wprowadzonym
przez Sleatora i Tarjana [106]. Dla ukorzenionego drzewa oryginalna technika dzieli krawedzie
na ciezkie i lekkie, w zaleznosci od tego, czy rozmiar poddrzewa jest Scidle wigkszy niz polowa
rozmiaru poddrzewa ukorzenionego w rodzicu (patrz Rysunek 14).2 Ze wzgledu na wymagania

RysSuNEK 14. Rozktad cigzko-lekki — ciezkie Sciezki oznaczono pogrubiong linia.

dotyczace rozmiaru, za kazdym razem, gdy podazajac od korzenia ku jakiemus liciu pokonujemy
lekka krawedz, rozmiar biezgcego poddrzewu zmniejsza sie co najmniej o potowe. Innymi stowy, dla
kazdego wierzchotka v, istnieje maksymalnie log, n lekkich krawedzi na prostej $ciezce od korzenia
do v. Zauwazmy dodatkowo, ze kazdy wierzcholek moze mie¢ co najwyzej dwie incydentne
ciezkie krawedzie, co powoduje, ze ciezkie krawedzie tworza Sciezki roztaczne wierzchotkowo.
Co wiecej, $ciezki, mimo ze sg liczne, sg o wiele prostszymi strukturami niz dowolne drzewo,
dzigki czemu pozwalaja na bardziej dokladniejsza analize. Dowéd Twierdzenia 32 uzyskuje sie
poprzez zastosowanie rozktadu ciezko-lekkiego w polaczeniu z technikg amortyzacji za pomoca
ksiegowania, ktore przypisuje specjalnie skonstruowane $ciezki powiekszajace do ciezkich $ciezek
w drzewie.

Ostatnio Bernstein 7 inni [15] rozszerzyli Twierdzenie 32 na klase wszystkich graféw dwudziel-
nych. Wykazano, ze sumaryczna diugosé Sciezek zastosowanych przez algorytm najkrétszych
$ciezek powiekszajacych w grafie dwudzielnym jest rzedu co najwyzej O(n log? n). Wynik ten pra-
wie zamyka hipoteze Chaudhuriego ¢ innych [23]. Uzyte przez autoréw techniki nie daja jednak
szansy na osiagniecie ograniczenia O(nlogn) nawet w przypadku dla drzew. W [C3] z Leniow-
skim, Sankowskim i Zych-Pawlewicz udowodniliémy powyzsza hipoteze dla drzew zamykajac w
ten sposob omawiany problem dla tej klasy graféw.

25 Jak wspomniano powyzej, strategia ta polega na umiejetnym taczeniu Sciezek prostych o tej samej dtugosci.

26p]a wygody w [C2] uzywamy nieznacznie zmodyfikowanej wersji. Dodatkowo narzucamy, ze kazdy wezel
wewnetrzny wybiera doktadnie jedna ciezka krawedz. Wybrana krawedZ ma prowadzi¢ do dziecka, ktére ma
najwiekszg, liczbe potomkdow.
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Twierdzenie 33 (Twierdzenie 1 w [C3]). Sumaryczna dlugosé Sciezek zastosowanych przez
algorytm najkrotszych Sciezek powiekszajacych na drzewach wynosi O(nlogn).

Poniewaz pelny dowdd Twierdzenia 33 zawiera prawie 20 stron, zostang przedstawione jedynie
gtéwne idee uzyte w dowodzie. Podstawowym pomystem lezacym u podstaw dowodu powyzszego
twierdzenia i wszystkich rozumowan opisanych ponizej jest subtelna zmiana modelu. 7 faktu, ze
w danej turze trudno wyciagna¢ wnioski z juz skonstruowanego skojarzenia, zatézmy, ze w kazdym
momencie dane skojarzenie jest najgorsze z mozliwych. W odniesieniu do definicji z powyzszego
rozdzialu przyjmiemy, ze tak jak poprzednio, graf G = (S, C, E') jest podawany przez prezento-
wanie klientéw w kolejnosci ¢; < o < ... < ¢, wraz z informacjg na temat, ktére serwery sasia-
duja z prezentowanym klientem. Réznica w stosunku do oryginalnego problemu inkrementalnego
skojarzenia polega na tym, ze tym razem w turze t, skojarzenie My_1 C E[S U Cy_1], ktére jest
rezultatem algorytmu z kroku ¢ — 1, jest podmienione na nowe skojarzenie M/ | C E[S U Cy_{]
i jest ono prezentowane wraz z klientem ¢;. Celem algorytmu jest przebudowanie nowo zapre-
zentowanego skojarzenia M/_; do skojarzenia M, tak, aby skojarzy¢ klienta ¢;. Tak samo jak
w przypadku oryginalnego problemu inkrementalnego skojarzenia, i tym razem koszt algorytmu
to sumaryczna liczba zmian, tzn. |M) @ Mq| + [M{ & Ma| + ...+ |M],_; ® M,|. Wydaje sie, ze
utrudnia to zadanie algorytmu, ale za to znacznie upraszcza analize. W takim modelu musimy
ograniczy¢ dlugo$é najkrotszej $ciezki w najgorszym przypadku skojarzenia M| ; dla grafu
G[S U CY]. Zaleta tej sytuacji jest to, ze takie ,najgorsze skojarzenie” zalezy jedynie od grafu
G[S U C}] z wyznaczonym klientem ¢, a nie od wezesniejszego zachowania algorytmu. Pozwala
to, opierajac sie wylacznie na wlasciwosciach grafu G[S U Cy], analizowaé¢ najkrétsza Sciezke, na
przykiad, ograniczy¢ dtugosé najkrétszej Sciezki przez dtugosé jakiejs innej $ciezki powieksza-
jacej. Te odmiane problemu inkrementalnego skojarzenia w grafach dwudzielnych nazywamy
wersja z niepomysinym skojarzeniem?”

Zastanowmy sie, jakie moze by¢ najgorsze skojarzenie. Pomyslmy o grze, w ktorej algorytm
wybiera przebieg najkrétszej $ciezki powiekszajacej, a przeciwnik wybiera skojarzenie w ten
sposéb, aby konstruowana $ciezka byta jak najdluzsza. Rozwazmy drzewo G[S U Cy] oraz nowo
przedstawiony wierzcholek c;. Zakladamy, ze ¢; nie jest skojarzony, abyémy modelowali najgorszy
przypadek skojarzenia w drzewie G[S U Cy_1] przed rozszerzeniem tego skojarzenia o klienta c;.
Gra rozpoczyna sie w wierzchotku ¢, gdzie algorytm wybiera, od ktérej nieskojarzonej krawedzi
incydentnej do ¢; ma sie rozpoczaé konstruowana Sciezka alternujaca. Nastepnie algorytm
natrafia na serwer, po ktérym musi podazac¢ za skojarzong krawedzia wybrana przez przeciwnika.
Gra toczy sie dalej, dopdki nie zostanie osiagniety 1i$¢ (klient lub serwer, przy czym klient
oznacza, ze algorytm nie znalazl $ciezki). Nietrudno zauwazy¢, ze algorytm, jesli ma wybor,
chce zminimalizowaé odleglo$é do nieskojarzonego serwera, podczas gdy przeciwnik prébuje
go zmaksymalizowaé. W ten sposéb otrzymujemy gre dwuosobowa, w ktérej wynikiem jest
dhugos¢ najkrotszej sciezki powiekszajacej. Jesli §ciezka konczy sie na skojarzonym kliencie, to
dtugos¢ takiej Sciezki definiujemy jako nieskoniczono$é. Przyklad ilustrujacy obliczenie wartosci
minimaksowej przedstawiono na Rysunku 15, a sformalizowanie tej koncepcji przedstawiono
w Definicji 1. w pracy [C3].

Trudno$¢ zwiazana z pojeciem minimaksowym polega na tym, ze oblicza si¢ ja dla drzewa
ukorzenionego, tzn. zaklada sie, ze $ciezka powiekszajaca zawsze bedzie podazaé¢ w kierunku
jakiego$ liscia, gdzie korzen jest niezmiennie ustalony. Oczywiscie nie musi to byé prawda.
Jedna z mozliwosci moze by¢ rozwazenie dowolnego polozenia korzenia w drzewie, co byltoby

2Tponiewaz dowéd Twierdzenia 32 nie zalezy od struktury skojarzenia, rozumowanie przedstawione w [C2] moze
by¢ tatwo przettumaczone na wersje z niepomyslnym skojarzeniem. Co wiecej, Bernstein ¢ inni [15] niezaleznie
zastosowali wersje z niepomyslnym skojarzeniem, aby udowodnié¢ wyzej wspomniane ograniczenie O(n log? n) dla
klasy wszystkich graféw dwudzielnych. Podobnie jak w przypadku Twierdzenia 33, uzycie tej wersji problemu jest
niezbedna cze¢scia dowodu.
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RYsSUNEK 15. Przyklad ukorzenionego drzewa minimaksowego. Czarne wierz-
chotki reprezentuja klientéw, a biale wierzchotki reprezentuja serwery.

do$¢ trudne. Warto jednak zauwazy¢, ze dla danego wierzchotka v moga wystapié¢ co najwyzej
dwie rézne warto$ci minimaksowe. Aby to zrozumieé, rozwazmy kilka sposobow umieszczenia
korzenia w drzewie, ktore zawiera dany wierzchotek v. Jesli wierzchotek v jest korzeniem, to
ekstremalna wartos¢ v (maksymalna w przypadku serwera i minimalna w przypadku klienta) jest
osiggana dzieki pewnemu dziecku u. Jesli dla innej lokalizacji korzenia w drzewie, wierzchotek
u jest nadal dzieckiem wierzchotka v, wéwczas warto$¢ minimaksowa nie zmienia sie. Wartos$é
minimaksowa, uzyskana w powyzszy sposob, zostala nazwana dystansem wierzchotka v. Jednak
moze zaistnie¢ taka lokalizacja korzenia w drzewie, w ktorym zamienig sie role wierzchotkow
v i u, tzn. wierzcholek u stanie sie rodzicem wierzchotka v. Wtedy warto$¢ minimaksowa
bedzie druga najlepszg wartoscia, tzn. zostanie wzieta od sasiada v, pomijajac wartos¢ z u. Ta
warto$¢ nazywamy drugim dystansem wierzchotka v. Przyklad ilustrujacy obliczanie dystansu i
drugiego dysteansu przedstawiono na Rysunku 16, a sformalizowanie tej koncepcji mozna znalezé
w Definicji 2. w [C3].

sec-diry (v)

RysUNEK 16. Przyktad dystansu minimaksowego dla wierzchotka v w turze 4.
Wierzcholki dirg(v) i sec-diry(u) sa kolejnymi wierzchotkami na $ciezkach $wiad-
czacych o odpowiednio dystansie i drugim dystansie wierzchotka v.

Kluczowym pojeciem dowodu jest poziom wierzchotka zdefiniowany jako dystans w przypadku
klientéw i drugi dystans w przypadku serweréw. Poziomy maja kilka uzytecznych witasciwosci.
Po pierwsze, poziomy sa monotoniczne w czasie (patrz Rysunek 17). Inna uzyteczna wlasciwoscia
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jest to, ze wierzchotki lezace na $ciezce, ktéra $wiadczy o dystansie klienta, maja poziomy réwne
odlegtosci do konca tej Sciezki, tzn. do nieskojarzonego serwera.

poziom 2
77777777777777 poziom 1

-O-- - --O0-—-O0-——  poziom 0

poziom 5
poziom 4
poziom 3
poziom 2
poziom 1

poziom 0

RYSUNEK 17. Poziomy

Dla danej liczby naturalnej [ analizujemy spéjne sktadowe grafu indukowanego przez wierz-
chotki, dla ktérych poziom wynosi co najmniej . Naiwna proba udowodnienia logarytmicznego
gbérnego ograniczenia polegataby na tym, ze jezeli potacza sie ze soba dwie spéjne sktadowe,
to mniejsza skladowa zawsze placilaby za $ciezke powiekszajaca. Powodem, dla ktérego to nie
moze dziataé, jest to, ze koncepcja spdjnych sktadowych jest nieodpowiednia dla tego problemu.
Celem nie jest znalezienie dowolnej Sciezki miedzy dwoma wierzchotkami, ale $ciezki, ktéra by-
laby skonstruowana z krawedzi na przemian nalezacych do skojarzenia oraz spoza niego. Gléwna
przeszkoda w istnieniu takiej Sciezki powiekszajacej sa tzw. martwe wierzchotki, tzn. wierzchotki
zbioru €' U N(C"),?8 gdzie |C’| > | N(C")| oraz C' C C' (patrz Rysunek 18).

C6
G[S U Cs) ; ; G[S U Cy) %

RYSUNEK 18. Wierzchotki, ktore umieraja w turze 6. Zielone obszary opisuja zywe
wierzcholki, szare obszary opisuja martwe wierzchotki, a czerwone te wierzchotki,
ktore umieraja w turze 6.

Poziom martwych wierzchotkéw réwna sig nieskoniczonosci, to znaczy, ze nie istniej Sciezka
powiekszajaca, ktéra przechodzitaby przez te martwa czeéé. Ze wzgledu na to, ze poziomy

28 N(X) oznacza zbiér wszystkich sasiadéw wierzchotkéw z X.
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rosng w czasie, mamy dwa rézne procesy. Z jednej strony spéjne sktadowe lacza sie, tworzac
wicksze skladowe. Z drugiej strony zywe fragmenty?® spéjnych skladowych rozpadaja sie na
muniejsze fragmenty. Gdyby istnial tylko jeden z tych proceséw, dowdd bylby znacznie prostszy.
Rozwiazaniem tego problemu jest subtelne przelaczanie sie pomiedzy tymi dwoma sytuacjami.
Dlatego gtéwna czescig tego dowodu jest rownoleglte uzycie metody amortyzacji dla tych dwéch
wyzej opisanych proceséw, ktore reprezentuja odpowiednio Lematy 16. oraz 17. w [C3].

5. Omowienie pozostalych osiggnieé naukowo-badawczych

I. WAZONA WYBIERALNOSC HIPERGRAFOW ZORIENTOWANYCH

[D1] Marcin Anholcer, Bartlomiej Bosek, Jarostaw Grytczuk.
Weight Choosability of Oriented Hypergraphs.
ARS Mathematica Contemporanea, 16 (1), 111-117, 2019.
https://doi.org/10.26493/1855-3974.1317.745

Stynna Hipoteza 1-2-3, postawiona przez Karonskiego, L.uczaka i Thomasona [70], orzeka,
ze w kazdym prostym grafie (bez izolowanych krawedzi) mozna przypisaé¢ krawedziom ktéras
z wag 1,2, 3 tak, ze nie ma dwdch sasiednich wierzchotkéw z tym samym wazonym stopniem,
patrz Rysunek 19. Ten problem pozostaje otwarty ponad dziesie¢ lat, pomimo powaznych

RYSUNEK 19. Wersja niezorientowana (po lewej) oraz zorientowana (po prawej)
Hipotezy 1-2-3.

préb rozwiazania opartych na réznych technikach, w tym Kombinatorycznym Nullstellensatz
Alona [4] (patrz w [10, 98, 121]). Kalkowski, Karonski i Pfender w [68] zaprezentowali jak
dotad najlepszy wynik potwierdzajac powyzsza hipoteze w przypadku, gdy zbiér dopuszczalnych
wag obejmuje takze 4 i 5. Istnieje rowniez wiele wariantéw uwzgledniajacych wersje: listowa
(Bartnicki ¢ inni [10]), orientacje (Baudon i inni [11] oraz Borowiecki 7 inni [18]) i ostatnio
hipergrafy (Kalkowski i inni [69]). Wiadomo na przyklad, ze w kazdym zorientowanym grafie
mozna przypisa¢ wagi 1 oraz 2 krawedziom tak, ze wazone stopnie wyjéciowe sa rozne dla kazdej
pary sasiednich wierzchotkéw [10, 72].

W artykule [D1] z Anholcerem i Grytczukiem rozwazamy listowa wersja Hipotezy 1-2-3
dla zorientowanych hipergraféw. Przypomnijmy, ze hipergraf jest para H = (V, &), w ktérej
V' to dowolny zbiér, a € to rodzina podzbioréw V, tzn. &€ C P(V). Elementy V nazywamy
wierzchotkami, a elementy € krawedziami lub zamiennie hiperkrawedziami. Hipergraf jest k-
jednorodny jezeli kazda jego krawedz jest rozmiaru k. Tak wiec, 2-jednorodny hipergraf to graf
prosty.

Niech I oznacza graf incydencji hipergrafu H, czyli graf dwudzielny z klasami V' i &€, ktérych
krawedzie maja postaé ve, o ile v € e, gdzie v € V', e € €. Przez orientacje hipergrafu H mamy
na mysli dowolna funkcje p : E(If) — C przypisujaca krawedziom grafu incydencji Iy niezerowe

297 biér wierzchotkéw, ktére nie sa martwe.
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liczby zespolone. Skumulowany stopien wierzchotka v € V' jest zdefiniowany jako
D, = Z w(ev).
esv
Jesli zakres odwzorowania p ograniczy sie do zbioru {—1, 41}, lub bardziej ogélnie, do zbioru ze-
spolonych pierwiastkow jedynki, wowczas uzyskujemy naturalne uogdélnienie tradycyjnej orientacji
grafu prostego, patrz Rysunki 20 i 21. Powyzsza definicja uogélnia ta uzywana w [100, 101]. Orien-

ab ac ad be bd cd
R
+1° -1

+1

RYSUNEK 20. Zorientowany graf. Po prawej stronie znajduje si¢ graf incydencji
z orientacja pe. : {ev:v € e} — {—1,1}.

g L efgh ghij hijk
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i
AT/ 9/ &k
g O
O

RYSUNEK 21. Zorientowany k-jednorodny hipergraf. Po prawej znajduje si¢ graf
incydencji z orientacja .. : {ev:v € e} — {—1,1,v/2,-2,2i,2, e, —mi}.

tacje pu jest wygodnie reprezentowaé za pomoca macierzy zorientowanej incydencii X = [fiey)
wymiaru |E] X |V|, gdzie pe, = p(ev), jesli ev € E(Iy), oraz e, = 0, w przeciwnym przypadku.
Przez zorientowany hipergraf rozumiemy hipergraf H wraz z pewna ustalong orientacja u.

Zalézmy, ze kazda krawedz e € € zorientowanego hipergrafu ( H, i) ma przypisana zespolona
wage we. Wtedy wazZony stopieri wierzcholka v € V jest obliczany jako

WU = Z HevWe-
esv
Dla kazdego e € € definiujemy dodatkowo
We = Z IU’ZUW’LH
vee

gdzie x* oznacza sprzezenie zespolone liczby x. Zwréémy uwage, ze w przypadku zwyklego
zorientowanego grafu, W, jest dokladnie réznicg miedzy wazonymi stopniami obu koncéw e.
Moéwimy, ze przypisanie do wierzchotkéw skierowanego hipergrafu ( H, u) wag w jest cnotliwe,
jesli dla kazdej krawedzi e € € mamy
We # 0.

Zalézmy, ze lista liczb zespolonych L. jest przypisana do kazdej krawedzi e € €. Méwimy, ze
zorientowany hipergraf H jest wagowo t-wybieralny, jesli dla kazdej listy spelniajacej |Le| > ¢
jestedmy w stanie wybraé¢ wagi we € L, tak, ze w jest cnotliwym wazeniem H. W [D1] wraz z
Anholcerem oraz Grytczukiem rozszerzyliSmy wyniki z prac [10] i [72] w nastepujacy sposob.



AUTOREFERAT 33

Twierdzenie 34 (Twierdzenie 1.1. w [D1]). KaZdy zorientowany hipergraf jest wagowo 2-
wybieralny.

Dowdd tego twierdzenia bazuje na Kombinatorycznym Nullstellensatz Alona [4] i Twierdzeniu
Schura [104] i byl zainspirowany podej$ciem zastosowanym w [72].

W [D1] podajemy dwie aplikacje Twierdzenia 34 rozszerzajace niektére wyniki z [10, 18,
72]. Dla uproszczenia ograniczamy sie do jednorodnych hipergraféw z kanoniczng orientacja
zdefiniowang, nastepujaco. Niech k > 2 bedzie ustalong dodatnia liczba catkowita i niech Uy
oznacza multiplikatywna grupe k-tego zespolonego pierwiastka jedynki. Jesli € jest pierwiastkiem
pierwotnym w Uy, to mozemy napisaé ze Uy, = {1,¢,€2,...,eF 1}

Niech H bedzie k-jednorodnym hipergrafem. Rozwazmy orientacje kanoniczng hipergrafu H
podana przez odwzorowanie p : E(Ig) — Uy takie, ze p(ev) # p(eu) dla kazdej krawedzi e € € i
dowolnych dwdch réznych wierzchotkéw v, u € e, patrz Rysunki 20 i 22. Zauwazmy, ze dla k = 2

g
o L efgh ghij hijk
f(O
i
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RYSUNEK 22. Kanonicznie zorientowany k-jednorodny hipergraf. Po prawej stro-
nie znajduje sie graf incydencji wraz z kanoniczna orientacja p. : {ev:v € e} —
{1,6,€2,...,e¥ 1}, ktéra dla dowolnej krawedzi e € E(H) jest bijekcja prowa-
dzaca do zbioru k-tych zespolonych pierwiastkéw z jedynki.

otrzymujemy tradycyjna orientacje grafu prostego. Przypomnijmy, ze kolorowanie wierzchotkéw
hipergrafu jest poprawne, jedli kazda krawedz nie jest monochromatyczna.

Whniosek 35 (Wniosek 3.1. w [D1]). Kazdy kanonicznie zorientowany k-jednorodny hipergraf
H ma wazenie krawedzi za pomocg liczb 1 oraz 2 takie, Ze wazone stopnie wierzcholkéw tworzg
wiasciwe kolorowanie H.

Whniosek 36 (Wniosek 3.2. w [D1]). Kazdy k-jednorodny hipergraf H ma orientacje kanoniczng
takq, ze skumulowane stopnie wierzcholkow tworzg wlasciwe kolorowanie H.

II. GRY LOKALIZACYJNE

[D2] Bartlomiej Bosek, Przemystaw Gordinowicz, Jarostaw Grytczuk, Nicolas Nisse, Joanna
Sokél, Malgorzata Sleszyniska-Nowak.
Localization game on geometric and planar graphs.
Discrete Applied Mathematics, 251, 30-39, 2018.
https://doi.org/10.1016/j.dam.2018.04.017

[D3] Bartlomiej Bosek, Przemystaw Gordinowicz, Jarostaw Grytczuk, Nicolas Nisse, Joanna
Sokél, Malgorzata Sleszyniska-Nowak.
Centroidal Localization Game.
FElectronic Journal of Combinatorics, 25 (4), P4.62, 2018.
https://www.combinatorics.org/v25i4p62
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Jednym z istotnych probleméw w grafie G = (V, E) jest zlokalizowanie (niewidocznej) rucho-
mej jednostki za pomocg detektoréw odlegloéci umieszczonych w strategicznych lokalizacjach w G.

Wymiar metryczny grafu G to minimalna liczba k detektoréw umieszczonych w pewnych
wierzchotkach ¢y, ..., cp w taki sposéb, ze wektor (dy,...,dy) odleglosci d; = d(c¢;,r) pomiedzy
detektorami a lokalizacja jednostki r pozwala jednoznacznie okresli¢ r dla kazdego r € V.

W [D2], z Gordinowiczem, Grytczukiem, Nisse, Sokét oraz Sleszynska-Nowak, rozwazamy
problem wymiaru metrycznego w nastepujacej wersji rozgrywanej. Niech G = (V, E') bedzie
prostym spéjnym nieskierowanym grafem i niech k& > 1 bedzie liczbg calkowita. Gra lokaliza-
cyjna rozgrywa sie pomiedzy dwoma graczami: Druzyng k policjantow oraz Zlodziejem. Toczy
sie ona w nastepujacy sposéb. W pierwszej rundzie Ztodziej wybiera wierzchotek r € V' nie-
znany dla Policjantéw (w grze lokalizacyjnej Zlodziej jest a priori ,niewidzialny”). Nastepnie,
za kazdym razem, najpierw Policjanci wybierajg k wierzchotkéw ci,co, ..., cr, a w zamian otrzy-
muja ciag nieujemnych liczb catkowitych d(r,c1),d(r, c2),...,d(r, cx), gdzie d(r,¢;) to odleglosé
w grafie G od r do ¢; dla kazdego i = 1,2,..., k. Jedli Policjanci potrafia okredli¢ pozycje
Zlodzieja bazujac na d(r,c1),d(r,c2),...,d(r,c;) (tzn. r jest jednoznacznie zdefiniowane przez
d(r,c1),d(r,c2),...,d(r,c) i wiedzy, ktéra Policjanci uzyskali w poprzednich rundach), wtedy
Policjanci wygrywaja. Zwréémy uwage na to, ze r nie musi by¢ jednym z ¢y, co, ..., cx. W prze-
ciwnym razie Zlodziej moze przeniesé sie do sasiedniego wierzchotka r’ € N(r)U{r} (nieznanego
przez Policjantéw), a nastepnie, podczas nastepnej rundy, Policjanci moga ponownie wybraé
inny zestaw (lub taki sam) k wierzcholkéw, a jesli Ztodziej nie zostanie zlokalizowany to moze
przejs¢ do sasiada i tak dalej. Policjanci wygrywaja, jesli moga precyzyjnie zlokalizowaé pozy-
cje (okupowany wierzchotek) Zlodzieja po skoriczonej liczbie rund (przed mozliwym ruchem
Zlodzieja). W przeciwnym wypadku wygrywa Zlodziej. Niech ((G) oznacza najmniejsza liczbe
catkowity k, dla ktérej Policjanci maja strategie wygrywajaca, niezaleznie od strategii Zlodzieja
(rozwazamy najgorszy przypadek, w ktérym Zlodziej a priori zna strategie Policjantéw). Para-
metr grafu ((G) nazywamy liczbg lokalizacyjng grafu G. Zauwazmy, ze ten parametr jest dobrze
zdefiniowany, poniewaz nieréwnos$é¢ ((G) < |V| jest w oczywisty sposéb spetniona.

Jednym z wariantéw metrycznego wymiaru grafu jest sytuacja, w ktérej kazdy detektor
nie otrzymuje dokladnej odlegtosci od lokalizowanego obiektu. Zamiast tego, dane detektory
odlegloéci umieszczone w wierzchotkach ¢y, ..., cg, dostaja jedynie wzgledne odlegloéci miedzy
lokalizowanym obiektem, a detektorami (intuicyjnie, dla kazdego 1 < 4,5 < k, jest prezentowana
informacja, czy d(c;,r) >, <, lub = w stosunku do d(c;j,r)). Wymiar centroidalny grafu G to
minimalna liczba detektoréw wymaganych do zlokalizowania dowolnego obiektu w powyzszym
modelu.

W [D3], z Gordinowiczem, Grytczukiem, Nisse, Sok6l oraz Sleszyniska-Nowak, rozwazamy
wymiar centroidalny w wersji rozgrywanej, ktéra nazywamy centroidalng grg lokalizacyjng. Reguty
sa prawie identyczne z grag lokalizacyjna, z ta jedynie réznica, ze w tym wypadku jest dana
jedynie kolejnoé¢ odleglodci miedzy biezacymi potozeniami Policjantow ci, ca, ..., ck, a biezaca
lokalizacja Zlodzieja r. Niech (*(G) bedzie minimalnym k takim, ze Zlodziej ostatecznie zostanie
znaleziony, cokolwiek nie zrobi na grafie G. Oczywistym jest to, ze liczba lokalizacyjna grafu G
jest ograniczona z gory przez (*(G), tzn. ((G) < (*(G).

7 Gordinowiczem, Grytczukiem, Nisse, Sokél oraz Sleszynska-Nowak, udowodniliémy, ze
¢(T) < ¢*(T) < 2 dla dowolnego drzewa T (Twierdzenie 6. w [D3]) oraz zaprezentowaliSmy gérne
ograniczenie na ¢*(G O H) dla iloczynu kartezjanskiego graféw G i H (Twierdzenie 7. w [D3]).
Gléwnym wynikiem [D3] jest ograniczenie ((G) < (*(G) < 3 dla dowolnego grafu zewnetrznie
planarnego G (Twierdzenie 11. w [D3]). Co wigcej, udowodnilismy, ze ((G) i (*(G) sa ograni-
czone odpowiednio przez pathwidth(G) (Propozycja 3. w [D2]) i pathwidth(G) + 1 (Propozy-
cja 5. w [D3]). Wyniki te moga sugerowaé, ze ((G) jest ograniczona dla graféw o ograniczonej
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szerokoéci drzewiastej. UdowodniliSmy jednak, ze istnieja grafy planarne o szerokosci drzewia-
stej 2 o nieograniczonej liczbie lokalizacyjnej ((G) (Wniosek 9. w [D2]).

Co wiecej, udowodnili$my, ze algorytmiczny problem znajdowania ((G) i (*(G) jest NP-trudny
w ogdlnych grafach.>® Na koniec pokazujemy, ze przyblizenie (z dokladnoécia do matej stalej
odleglosci) centroidalnej lokalizacji Zlodzieja na plaszczyznie euklidesowej wymaga co najwyzej
dwoch wierzchotkéw na runde (Lemat 17. w [D3]).

III. ROZGRYWANE WIEKSZOSCIOWE KOLOROWANIE

[D4] Bartlomiej Bosek, Jarostaw Grytczuk, Gabriel Jakébcezak.
Majority Coloring Game.
Discrete Applied Mathematics, 255, 15-20, 2019.
https://doi.org/10.1016/3.dam.2018.07.020

Artykul [D4] dotyczy pewnej odmiany kolorowania wigkszo$ciowego opisanego w Podroz-
dziale A.1 we Wskazaniu osiagniecia habilitacyjnego. Przypomnijmy, ze kolorowanie wickszo-
Sciowe grafu jest kolorowaniem jego wierzchotkéw takim, ze dla kazdego wierzchotka v, co
najmniej polowa sasiadéw v ma inny kolor niz v. Niech u(G) oznacza najmniejsza liczbe koloréw
potrzebnych do kolorowania wigckszosciowego grafu G. Jest dobrze znane i latwe do udowodnienia,
ze ;1(G) < 2 dla kazdego grafu G.

W [D4], z Grytczukiem oraz Jakébczakiem, wprowadzamy rozgrywana wersje kolorowania
wiekszosciowego, zdefiniowang jako dwuosobowsa gre o nastepujacych zasadach. Plansza gry
jest ustalony graf G. Dwoje graczy, Alicja i Bob, koloruje na przemian wierzchotki G uzywajac
ustalonego zestawu koloréw C'. Alicja robi ruch jako pierwsza. Po kazdym za$ ruchu cze$ciowe
kolorowanie musi spetnia¢ warunek wiekszo$ciowy: dla kazdego pokolorowanego wierzchotka v
liczba sasiadéw w kolorze takim samym jak v wynosi co najwyzej %d(v). Ta zasada zobowigzuje
obu graczy. Alicja wygrywa, jesli ostatecznie caly graf zostanie pokolorowany. Bob wygrywa, gdy
pojawia sie czeSciowe kolorowanie, ktérego nie mozna dalej rozszerzaé¢ bez naruszenia warunku
wiekszosciowego. Niech p4(G) oznacza najmniejszy rozmiar zbioru koloréw C, gwarantujacy
zwyciestwo Alicji. Warto$¢ ta nazywamy wiekszo$ciowq rozgrywang liczbg chromatyczng grafu G.

Udowodnilismy, ze pg(G) jest w ogdlnosci nieograniczona (Twierdzenie 1. w [D4]). Z dru-
giej strony nietrudno zauwazy¢, ze py(G) nie jest wieksze niz rozgrywana liczba kolorujaca
coly(G) (Twierdzenie 2. w [D4]). Poprawiamy te oczywiste ograniczenie dla niektérych klas gra-
fow. W szczegdlnosci udowodnilismy, ze pq(7T") < 3 dla kazdego pelnego drzewa binarnego T
(Twierdzenie 3. w [D4]). Moze to sugerowaé, ze juq(G) jest ograniczone dla graféw o ograniczonej
liczbie kolorujacej col(G). Udowodnili$my jednak, ze w przeciwienstwie do tej intuicji, p4(G) nie
jest ograniczona dla graféw o col(G) = 3 (Twierdzenie 5. w [D4]).

IV. LESISTOS¢ GRAFOW

[D5] Tomasz Bartnicki, Barttomiej Bosek, Sebastian Czerwinski, Michal Farnik, Jarostaw
Grytczuk, Zofia Miechowicz.
Generalized arboricity of graphs with large girth.
Discrete Mathematics, 342 (5), 13431350, 2018.
https://doi.org/10.1016/j.disc.2019.01.018

Lesisto$¢ grafu G to najmniejsza liczba koloréw potrzebnych do pokolorowania krawedzi G tak,
aby zaden cykl nie byl monochromatyczny. Rozwazmy analog wyzszego rzedu tego parametru
wprowadzony ostatnio przez NesSetfila ¢ innych [95]. Dla grafu G wartos¢ arb,(G) definiujemy

30Pierwszy wynik jest przedstawiony przez Twierdzenie 12. w [D2], a drugi przez Twierdzenie 15. w [D3].
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jako najmniejszg, liczbe koloréw potrzebnych do pokolorowania krawedzi G tak, aby kazdy cykl C
uzyskal co najmniej min{|C/|,p + 1} koloréw. Tak wiec, arby (G) jest typowa lesistoscia grafu G,
a arbg(G) moze byé postrzegane jako rozluZniona wersja acyklicznego indeksu chromatycznego G.
Z wynikéw Nesetfila ¢ innych [95] wynika, ze arb,(G) jest ograniczone dla klas graféw z ograni-
czong ekspansja, pod warunkiem, ze obwod graféw G jest wystarczajaco duzy (w zaleznosci od p).
Uzywajac bardziej bezposredniego podejscia, w [D5] (z Bartnickim, Czerwiriskim, Farnikiem,
Grytczukiem oraz Miechowicz) uzyskali$émy dokladne ograniczenia gérne na arb,(G) dla niektod-
rych klas graféw. W szczegélnosci udowodnilismy, ze arb,(G) < p+1 dla kazdego grafu planarnego
o obwodzie wynoszacym co najmniej 2P+ (Twierdzenie 2. w [D5]). Podobny wynik zachodzi dla
graféw o dowolnym ustalonym genusie. Pokazujemy réwniez, ze arbs(G) < 5 dla graféw zewnetrz-
nie planarnych (Twierdzenie 1. w [D5]), ktére jest najlepsze z mozliwych (Propozycja 5. w [D5]).
Co wiecej, za pomoca metody kompresji entropii udowodnili$my, ze arb,(G) < (A —1)p + 1 dla
graféw o maksymalnym stopniu A i wystarczajaco duzym obwodzie (Twierdzenie 5. w [D5]).

V. UOGOLNIENIA PROBLEMU GRAHAMA NAJWIEKSZEGO WSPOLNEGO DZIELNIKA.

[D6] Bartlomiej Bosek, Michal Debski, Jarostaw Grytczuk, Joanna Sokdl, Malgorzata
Sleszyriska-Nowak, Wiktor Zelazny.
Graph coloring and Graham’s greatest common divisor problem.
Discrete Mathematics, 341 (3), 781-785, 2018.
https://doi.org/10.1016/j.disc.2017.11.006

W [D6] (z Debskim, Grytczukiem, Sokél, Sleszynska-Nowak oraz Zelaznym) przedstawiamy i
badamy dwa problemy zwigzane z kolorowaniem graféw i odnosimy je do pewnych problemdw
teorio-liczbowych. Dla ustalonej dodatniej liczby catkowitej k rozwazamy graf By, ktérego zbidr
wierzchotkéw jest zbiorem wszystkich dodatnich liczb catkowitych, w ktérym dwa wierzchotki
a, b sa polaczone krawedzia, wtedy i tylko wtedy, gdy obie liczby a/ nwd(a, b) oraz b/ nwd(a, b) sa
réwne co najwyzej k. W pracy [D6] stawiamy hipoteze, Ze liczba chromatyczna kazdego takiego
grafu By jest rowna dokladnie k. Pozytywna odpowiedZ na powyzszg hipoteze uogdlniataby
rozwigzanie problemu Grahama o Najwigkszym wspélnym dzielniku [47] z 1970 roku, ktéra
w terminologii teorio-grafowej stwierdza, ze liczba klikowa By réowna sie k.

Udowodniamy, ze x(Bj) = k + o(k) (Wniosek 5. w [D6]). Co wiecej, pokazujemy, ze powyzsze
przypuszczenie mozna wyrazi¢ jako problem kafelkowania kraty Z" (Twierdzenie 8. w [D6]).
Na koniec pokazujemy, ze nasze przypuszczenia sg polaczone z czedciowymi uzupelnieniami
kwadratéw lacinskich (Sekcja 5. w [D6]).

V1. ADDYTYWNE KOLOROWANIE GRAFOW PLANARNYCH

[D7] Tomasz Bartnicki, Bartlomiej Bosek, Sebastian Czerwinski, Jarostaw Grytczuk, Grzegorz
Matecki, Wiktor Zelazny.
Additive Coloring of Planar Graphs.
Graphs and Combinatorics, 30 (5), 1087-1098, 2014.
https://doi.org/10.1007/s00373-013-1331-y

Kolorowanie addytywne grafu to przypisanie wierzchotkom dodatnich liczb calkowitych
{1,2,...,k} tak, aby dla dowolnych dwéch wierzchotkéw sumy liczb wystepujacych na sasia-
dach byty rézne. Minimalna liczba k, dla ktérej istnieje addytywne kolorowanie grafu G jest
oznaczona przez 1n(G).

W [D7] (z Bartnickim, Czerwiniskim, Grytczukiem, Mateckim oraz Zelaznym) udowodnili$my,
ze N(G) < 468 dla dowolnego gafu planarnego G (Twierdzenie 5 w [D7]). Poprawia to poprzednie
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ograniczenie 7(G) < 5544 zaprezentowane przez S.Norina.?! Dowéd wykorzystuje Kombina-
toryczne Nullstellensatz i liczbe kolorujaca hipergraféw planarnych. Pokazujemy réwniez, ze
n(G) < 36 dla 3-kolorowalnych graféw planarnych (Twierdzenie 4 w [D7]) i n(G) < 4 dla kazdego
grafu planarnego o obwodzie réwnym co najmniej 13 (Twierdzenie 6 w [D7]). W wersji teorio-
-grupowej powyzszego problemu pokazujemy, ze dla kazdego r > 2 istnieje graf r-kolorowalny G,
nie posiadajacy addytywnego kolorowania za pomoca elementéw abelowej grupy rzedu r (Twier-
dzenie 7 w [D7]).

VII. WYMIAR ONLINE

[D8] Bartlomiej Bosek, Kamil Kloch, Tomasz Krawczyk, Piotr Micek.
On-Line Dimension of Semi-Orders.
Order, 30 (2), 593-615, 2013.
https://doi.org/10.1007/s11083-012-9264-2

[D9] Bartlomiej Bosek, Kamil Kloch, Tomasz Krawczyk, Piotr Micek.
On-line version of Rabinovitch theorem for proper intervals.
Discrete Mathematics, 312 (23), 3426-3436, 2012.
https://doi.org/10.1016/j.disc.2012.02.008

Realizator posetu P = (X, R) to rodzina {L, ..., Lx} liniowych rozszerzen relacji cze$ciowego
porzadku R, ktérych przeciecie réwne jest R, tzn. R = Ly N ... N L. Latwo zauwazy¢, ze kazdy
poset P = (X, R) ma realizator, poniewaz rodzina wszystkich liniowych rozszerzen relacji R
przecina si¢ do R. Dushnik i Miller [30] zdefiniowali wymiar posetu P jako najmniejszy rozmiar
realizatora P.3? Hiragushi [61] udowodnil, ze dla kazdego posetu wymiar jest réwny co najwyzej
szeroko$ci. Nie da sie lepiej, poniewaz standardowy przyklad® ma wymiar réwny szerokosci.
Firedi ¢ inni [42] udowodnili, ze wymiar kazdego n-elementowego porzadku przedzialowego

RyYSUNEK 23. Standardowy przyktad Ss.

jest rzedu O(loglogn), a ponadto to ograniczenie jest asymptotycznie najlepsze z mozliwych.
Rabinovitch [99] z kolei udowodnil, ze wymiar kazdego porzadku réwnoprzedzialowego wynosi
co najwyzej 3 i to ograniczenie jest mozliwie najlepsze.

Analogicznie do wersji online pokrycia tanicuchowego (jak oméwiono w Podrozdziale B.2 we
Wskazaniu osiagniecia habilitacyjnego), mozna réwniez rozwazaé wersje online wymiaru posetu.
Prowadzi to do nastepujacej definicji. Online algorytm budujgcy realizator o rozmiarze d jest
deterministycznym algorytmem, ktory otrzymuje na wejsciu poset P = (X, <) w kolejnosci
jego elementéw 1 < 9 < ... K x, i utrzymuje realizator {Lq, Lo, ..., Ly} posetu P. Dla

31Dowéd Norina przedstawiony jest w postaci Twierdzenia 1 w [D7].

32Nazwa wynika z faktu, ze wymiar posetu P mozna réwnowaznie zdefiniowa¢ jako minimalna liczbe naturalng d
taka, ze istnieje zbiér punktéw w R? takich, ze wraz z porzadkiem po wspéirzednych tworzy poset izomorficzny z P.

33Dla liczby catkowitej n > 2, standardowy przyklad S, to poset o wysokoéci 2 z minimalnymi elementami
A ={ai,a2,...,an} i maksymalnymi elementami B = {b1,ba,...,bs}. Ponadto a; < b; w S, wtedy i tylko wtedy,
gdy i # j (patrz Rysunek 23).
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kazdej tury t = 1,2,...,n, zwracany realizator ograniczony do X; = {z1,x9,..., 2}, tzn.
{Li|x,, L2|x,- -, Ldlx, }, zalezy wylacznie od posetu P oraz kolejno$¢ < zawezonych do Xj.
Moéwigc mniej formalnie, realizator jest sekwencyjnie budowany przez algorytm. Po przedstawieniu
nowego elementu z; algorytm wstawia x; w pewnych miejscach utrzymywanych rozszerzen
liniowych w taki sposéb, aby nadal tworzyly one realizator. Analogicznie do poprzednich sekcji,
porzadek liniowy < nazywamy porzgdkiem prezentacji, a poset wraz z jego kolejnoscia prezentacji
nagywamy posetem online. Klasa posetéw P ma wymiar online co najwyzej d, jesli istnieje
algorytm online, ktéry konstruuje realizator o rozmiarze d dla dowolnego posetu P z klasy P
oraz dowolnej kolejnosci prezentacji P.

Kierstead, McNulty i Trotter [84] pokazali, ze wymiar online posetéw o wymiarze 2 jest
nieograniczony. Powyzszy wynik oraz fakt, ze wymiar standardowego przyktadu szerokosci w
wynosi w powoduje, ze bada sie wymiar online w klasie posetéw o ograniczonej szerokosci.
Kierstead, McNulty i Trotter [84] udowodnili, ze wymiar online posetéw o szerokosci 2 jest co
najwyzej 6. Ci sami autorzy [84] réwniez pokazali, ze w przypadku szerokosci 3 wymiar online
jest nieograniczony.

Przypomnijmy, ze poset P = (X, <) jest porzgdkiem przedzialowym, jesli kazdy element
x € X moze by¢ przypisany do przedzialu domknietego ¢(z) na osi liczb rzeczywistych R tak,
ze x <y w P wtedy i tylko wtedy, gdy max ¢(x) < min ¢(y) w R. Obraz funkcji ¢ nazywany
jest reprezentacjq przedzialowq posetu P. Hopkins [63] udowodnil, Zze wymiar online porzadkéw
przedzialowych o szerokoéci w wynosi co najwyzej 4w — 4.

Porzadek przedzialowy P nazywamy porzqdkiem rownoprzedziatowym, jesli istnieje reprezenta-
cja P skladajaca sie z przedzialéw réwnej dtugosci. Kierstead, McNulty i Trotter [84] udowodnili,
ze wymiar online porzadkow rownoprzedzialowych o szerokosci w wynosi co najmniej %w. W [Dg]
udowodnili$émy, ze gérne ograniczenie dla tego problemu wynosi co najwyzej 2 (Twierdzenie 9
w [D8]). Méwimy, ze poset P = (X, <) jest prezentowany w sposéb wzrastajecy jesli kolejnosé
prezentacji 1 € z2 <K ... < x, jest rozszerzeniem liniowym posetu P, tzn. kazdy element
xy € X jest maksymalny w chwili, gdy jest prezentowany. Gléwny wynik w [D8] stwierdza, ze
wymiar online porzadku réwnoprzedzialowego prezentowanego wzrastajaco wynosi doktadnie w
(Twierdzenie 18 w [D8]).

Warto zauwazy¢, ze powyzsze wyniki zakladaja, ze dla danego posetu istnieje reprezentacja
przedzialowa, ale nie jest ona znana algorytmowi online. Nastepujace wyniki zakladaja, ze
algorytm otrzymuje reprezentacje przedzialowa dla danego porzadku. Po pierwsze, w pracy [D9],
zauwazyliSmy, ze twierdzenie Rabinovitcha [99] mozna wzmocnié do faktu, ze wymiar online
porzadkéw rownoprzedzialowych prezentowanych za pomoca przedziatéw o jednostkowej dtugosci
wynosi co najwyzej 3 (Wniosek 2. w [D9]). Porzadki réwnoprzedzialowe moga by¢ réwniez
zdefiniowane w ten sposéb, ze reprezentacja zawiera przedzialy, by¢ moze réznej dhugosci, ale
niezawierajace sie¢ nawzajem. Taka reprezentacje przedzialowa nazywamy wlasciwg. Gtéwny wynik
zawarty w [D9] stwierdza, ze wymiar online porzadkéw réwnoprzedziatowych prezentowanych
za pomoca wlasciwej reprezentacji przedzialowej wynosi co najwyzej 4 i ze to ograniczenie jest
najlepsze z mozliwych (Twierdzenie 3. w [D9]).

VIII. KOLOROWANIE ONLINE ZBIOROW CZESCIOWO UPORZADKOWANYCH

[D10] Bartlomiej Bosek, Stefan Felsner, Kamil Kloch, Tomasz Krawczyk, Grzegorz Matecki,
Piotr Micek.
On-Line Chain Partitions of Orders: A Survey.
Order, 29 (1), 49-73, 2012.
https://doi.org/10.1007/s11083-011-9197-1
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[D11] Patrick Baier, Bartlomiej Bosek, Piotr Micek.
On-line Chain Partitioning of Up-growing Interval Orders.
Order, 24 (1), 1-13, 2007.
https://doi.org/10.1007/s11083-006-9050-0

[D12] Bartlomiej Bosek, Tomasz Krawczyk, Edward Szczypka.
First-Fit Algorithm for the On-Line Chain Partitioning Problem.
SIAM Journal on Discrete Mathematics, 23 (4), 1992-1999, 2010.
https://doi.org/10.1137/090753863

Artykut [D10] to praca przekrojowa prezentujaca dotychczasowy stan badan jak wraz z nowymi
wynikami dotyczacymi problemu pokrywania tancuchowego online opisanego w Podrozdziale
B.2 we Wskazaniu osiagniecia habilitacyjnego. W ogdlnym przypadku problemu pokrywania
taricuchowego online, artykutl [D10] zawiera szkic pierwszego podwykladniczego ograniczenia,
ktore udowodnitem wraz z Krawczykiem w pracy [B2] (Twierdzenie 3.4 w [D10]). Dodatkowo,
w [D10] (z Felsnerem, Klochem, Krawczykiem, Mateckim, i Mickiem) udowodnili$émy, Ze nie ma
algorytmu online, ktéry uzywa mniej niz (2 — o(l))(w;rl) lancuchéw na posetach o szerokosci w
(Twierdzenie 3.2 w [D10]). Ponadto w artykule [D10] prezentujemy wyniki dla problemu pokry-
wania taficuchowego online w nastepujacych klasach posetéw: porzadki przedzialowe®* (Sekcja 4
w [D10]); porzadki réwnoprzedziatowe® (Sekcja 5 w [D10]); oraz d-wymiarowe posety®° (Sek-
cja 6 w [D10]). Wszystkie powyzsze klasy sa analizowane w przypadkach z reprezentacja lub bez
reprezentacji i prezentowane w sposéb ogélny lub w sposéb wzrastajacy.’” W Sekcji 8 w [D10)]
omawiamy wersje adaptacyjna. W tym przypadku algorytm online moze przypisaé elementowi
kilka anicuchéw i wycofaé niektére z nich (ale nie wszystkie) w pdzniejszych turach.

Z kolei w pracy [D11] (z Baierem oraz Mickiem) zaprezentowaliémy algorytm online pokrywa-
jacy 2w — 1 tancuchami porzadki przedzialowe o szerokosci w prezentowane wzrastajaco. Ponadto
pokazalidémy, ze nasz algorytm jest optymalny.

W pracy [D12] (z Krawczykiem oraz Szczypka) rozwazamy problem pokrywania laricuchowego
zbioréw czesciowo uporzadkowanych za pomocg algorytmu first-fit, opisanego bardziej szczegdtowo
w Podrozdziale B.1 we Wskazaniu osiagniecia habilitacyjnego. W ogélnym przypadku, algorytm
ten wykorzystuje dowolnie wiele lancuchéw w klasie posetéw o ograniczonej szerokosci. W [D12],
udowadniamy, ze first-fit uzywa co najwyzej 3kw? taicuchéw dla dowolnego posetu o szerokosci w,
ktéry nie zawiera dwéch nieporéwnywalnych tancuchéw wysokosci k, patrz Rysunek 9. W ten
sposéb otrzymujemy szeroka klase posetéw z wielomianowym ograniczeniem dla problemu
pokrywania lancuchowego online. W [D12], omawiamy takze niektére konsekwencje naszego
wyniku dla problemu kolorowania graféw za pomoca algorytmu first-fit.

3poset P = (X, <) jest porzadkiem przedzialowym, jesli kazdy element x € X moze byé przypisany do
domknigtego przedziatu ¢(z) na osi liczb rzeczywistych R w taki sposéb, ze x < y w P wtedy i tylko wtedy, gdy
max ¢(x) < min ¢(y) w R. Obraz funkcji ¢ nazywany jest reprezentacjq przedzialowg posetu P. Aby uzyskaé wiecej
informacji, zobacz Sekcja B we Wskazaniu osiagniecia habilitacyjnego lub Sekcja VII w Oméwieniu pozostatych
osiggnie¢ naukowo-badawczych.

35Porzadek przedzialowy P jest réwnoprzedziatowy, jedli istnieje reprezentacja porzadku P skladajaca sie z
przedzialéw o réwnej dlugoéci. Aby uzyskaé wiecej informacji, zobacz Sekcja VII w Omoéwieniu pozostatych
osiggnie¢ naukowo-badawczych.

36 Wymiar posetu P = (X, R) to najmniejszy rozmiar rodziny liniowych rozszerzenn R, ktdérego przeciecie daje R.
Aby uzyskaé wiecej informacji, zobacz Sekcja VII w Oméwieniu pozostatych osiagnie¢ naukowo-badawczych.

3"Méwimy, ze poset P = (X,<) jest prezentowany w sposéb wzrastajgcy, jesli kazdy element z; € X
jest maksymalny w posecie P zawezonym do X; = {z1,x2,...,2:}, gdzie kolejnosé prezentacji ma postaé
1 K T2 K ... K x,. Aby uzyskaé wiecej informacji, zobacz Sekcja VII w Oméwieniu pozostalych osiagnieé
naukowo-badawczych.
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