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Dynamika hiperboliczna

Marcin Mazur

1. WPROWADZENIE

Pojecie hiperbolicznosci wydaje si¢ by¢ jednym z najbardziej podstawowych w nowo-
czesnej teorii uktadéw dynamicznych. Rozpoczynajac od opublikowanych w latach 60-
tych dwudziestego wieku artykutéw Anosova [7] i Smale’a [64], bylo ono wielokrotnie
wykorzystywane przez ostatnie potwiecze w pracach réznych autorow. Wiele glebokich
rezultatow teoretycznych dotyczacych uktadéw o strukturze hiperbolicznej zostato w tym
czasie uzyskanych, a takze powstato sporo monografii przyblizajacych te tematyke (zob.
np. [11, 20, 23] oraz cytowana tam literature).

Zainteresowanie teorig hiperbolicznosci moze wynikaé z faktu, ze, z grubsza rzecz biorac,
dynamika hiperboliczna posiada zaroéwno atrybuty stabilnosci, jak i atrybuty niestabilno-
Sci (np. uktady hiperboliczne sg strukturalnie stabilne, ale jednocze$nie wykazuja czuta
zalezno$é od warunku poczatkowego, zob. [57]). Nie jest wiec zaskakujace, ze dynamika
taka dopuszcza pewien rodzaj chaosu, pod warunkiem, ze topologiczna struktura uktadu
jest wystarczajaco skomplikowana (np. podkowa Smale’a [64]).

Znaczenie pojecia hiperbolicznosci w teorii uktadéw dynamicznych nie moze zostaé po-
mniejszone, jednakze pozostaje pewna luka pomiedzy wynikami teoretycznymi, ktorych
ono dostarcza, a ich faktycznym zastosowaniem. Prawdopodobnie gtéwny problem lezy
w samych warunkach definiujacych zbi6ér hiperboliczny (takich jak np. istnienie odpo-
wiednich rozktadéw niezmienniczych), ktére sa raczej trudno weryfikowalne przy uzyciu
metod zar6wno analitycznych, jak i (Scistych) numerycznych. W niektérych sytuacjach
uzytecznych narzedzi dostarczajg pewne blisko spokrewnione koncepcje, takie jak stozko-
wa hiperbolicznosé (zob. np. [43]) czy semi-hiperbolicznosé (zob. np. [20]).

7 drugiej strony, chociaz wiekszos¢ pojec i rezultatow zwigzanych z ideg hiperbolicznosci
dotyczy dyfeomorfizméw na rozmaitosciach zwartych, pozostaje jeszcze wiele interesuja-
cych whasnosci natury topologicznej (metrycznej), takich jak odtwarzanie pseudo-orbit
(ang. shadowing) czy ekspansywnos¢ (ang. expansiveness), ktore nie wymagaja struktu-
ry rozniczkowej lub nawet odwracalnosci uktadu. Powstata zatem potrzeba uogdlnienia
pojecia hiperbolicznoscei na klase homeomorfizméw (lub, ogélnie, odwzorowan ciagtych),
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ktora réwniez przykuwata wiele ,matematycznej uwagi”. Pewne dobrze znane (i w zasa-
dzie rownowazne) koncepcje topologicznej wersji hiperbolicznosci zostaly wprowadzone w
(39, 45, 58].

W niniejszym autoreferacie odnosimy sie do obu ze wspomnianych powyzej nurtoéw
w rozwoju teorii uktadéw hiperbolicznych, nazywajac jest w dalszej czesci odpowiednio
watkami O i C°. Méwigce doktadniej, zajmujemy sie nastepujacymi problemami:

(P1) $cista weryfikacja numeryczna warunku hiperboliczosci dla danego (nietrywialne-
go) zwartego zbioru niezmienniczego (wqtek C*),

(P2) préba uzyskania topologicznej (metrycznej) wersji stozkowej hiperbolicznosci, kté-
ra bytaby dobrze przystosowana do ($cistej) analizy numerycznej (wgtek C°),

(P3) badanie pewnych poje¢ topologicznych blisko spokrewnionych z hiperbolicznoscia,
a doktadnie réznych wariantéw wtasnosci odtwarzania, takich jak odtwarzanie
okresowe, odwrotne i graniczne (ang. periodic, inverse and limit shadowing), z
punktu widzenia ich generyczno$ci wzgledem topologii C° (wqtek C°).

Kolejne dwa rozdzialy zawieraja przeglad gtéwnych rezultatéw prac [R1-R9], poprze-
dzony odpowiednim ,tltem teoretycznym”, ktore utatwia szczegdtowe zrozumienie tematu
oraz czyni ten autoreferat, do pewnego stopnia, samowystarczalnym. Zwracamy uwage
na to, ze w naszych rozwazaniach wykorzystujemy bardzo rézne techniki, poczawszy od
metod ,.czysto” topologicznych, aczkolwiek niejednokrotnie angazujacych pewne dos¢ za-
awansowane narzedzia, takie jak rozktad rozmaitosci na raczki (ang. a handle decomposi-
tion, zob. [30]) lub relacje nakrywajace (ang. covering relations, zob. [74]), a skonczywszy
na Scistych metodach numerycznych. Podkreslamy jednoczes$nie, ze te ostatnie techniki
wkomponowuja si¢ w intensywnie rozwijany na przestrzeni ostatnich kilkunastu lat nurt
w teorii uktadow dynamicznych i topologii, zapoczatkowany wykazaniem przez Mischa-
ikowa i Mrozka istnienia chaosu w réwnaniach Lorenza [41], w ktérym dowody waznych
twierdzen wspierane sa przez odpowiednie programy komputerowe. Nastepstwem tego
nurtu jest powstawanie roznych grup (projektow) tematycznych, takich jak np. Compu-
tational Homology Project (CHomP) [75], projekt Global Analysis of Invariant Objects
(GAIO) [78] lub grupa Computer Assisted Proofs in Dynamics (CAPD) [77], czy choéby
nasz niewielki projekt pn. Computational Hyperbolicity [76], ktére tworza odpowiednie
narzedzia teoretyczne oraz ,produkuja” wlasne, dedykowane oprogramowanie.

2. HIPERBOLICZNOSCG — WATEK C!

W rozdziale tym zajmujemy sie problemem (P1) oraz prezentujemy gtéwne koncepcje
i rezultaty prac [R3, R4, R6, R7].

2.1. Hiperbolicznosé. Pojecie zbioru hiperbolicznego odnosi sie zwykle do dyfeomor-
fizmu na zwartej rozmaitosci gtadkiej oraz oznacza, ze, z grubsza rzecz biorgc, wigzka
styczna nad tym zbiorem rozktada sie na sume prosta dwoch subwiazek, ktére sa nie-
zmiennicze dla odwzorowania stycznego i odwzorowanie to jest zwezajace wzdhuz jednej
z nich, za$ rozszerzajace wzdhuz drugiej (wzgledem pewnej normy Riemanna). Poniewaz
jednak w naszym podejéciu rozwazamy jedynie gtadkie odwzorowania na przestrzeniach
euklidesowych, tak wiec, dla uproszczenia, sformutujemy definicje dostosowana do tego
przypadku.

Niech U bedzie otwartym podzbiorem R" oraz niech || - || oznacza ustalona norme w R™.
Zatozmy, ze jezeli (E, | -||o) i (F, |- ||s) sa danymi przestrzeniami Banacha, to przez || - ||
oznaczamy norme indukowana na przestrzeni £ (F, F), sktadajacej sie z ograniczonych
operatoréw liniowych z F do F'.



Definicja 2.1 (Zbiér hiperboliczny, np. [48, 73]). Niech f: U — f(U) C R" bedzie
C! dyfeomorfizmem. Zwarty, f-niezmienniczy podzbiér K zbioru U nazywamy (A, A, )-
hiperbolicznym, gdzie A\; < 1 < \,, jezeli dla kazdego x € K istnieja norma || - ||, w R”
oraz rozktad R" = E? @ £} z odpowiadajacymi mu projekcjami P; i P = I — P; takie,
ze spelnione sa nastepujace warunki:

[HO] {]] - ||l }zex jest jednostajnie réwnowazng rodzing norm w R”, tzn. istnieje ¢ > 0

takie, ze
cHvll < |vlle < cfjv]| dlax e K, veR",
[H1] projekcje sa jednostajnie ograniczone, tzn.

sup {masx{|| P2 [ P2][}} < oo,

[H2] kazdy rozklad jest niezmienniczy (tzn. D, fE; = E i D, fE; = B}, dlaz € K)
oraz

(D f)

Jak wiadomo (zob. [48] lub [73]), z powyzsze] definicji mozna uzyskaé ciagla zaleznosé
projekcji P; i P! od punktu z € K.
Przedstawimy teraz najprostszy, aczkolwiek bardzo wymowny przyktad.

T <X, (Do f ey <A dlaz € K.

Przyktad 2.2 (,Siodtowy” punkt staly). Rozwazmy operator A: R? — R? zadany w
postaci macierzowej w nastepujacy sposob:

(2.1) A:[as 01.

0 a,

Jezeli As := |as| < 11\, = |ay| > 1, to zbior K = {(0,0)} jest (As, Ay)-hiperboliczny dla
A z rozkladem R? = E* & E¥, gdzie E* =R x {0} i E* = {0} x R.

Powyzszy przyktad uzasadnia nastepujaca definicje hiperbolicznosci dla operatorow
ograniczonych w przestrzeniach Banacha.

Definicja 2.3 (Operator hiperboliczny, np. [20]). Niech E, F' beda przestrzeniami Bana-
cha, wyposazonymi odpowiednio w normy || - ||z i || - ||, niech A: E — F bedzie ograni-
czonym operatorem liniowym oraz niech beda dane rozktady £ = E*@® E*, F = F* @ F™.
Wowecezas, w odniesieniu do tych rozkladéw, mozemy zapisa¢ A w postaci macierzowej
jako:

A, B s u s u
22) A= g Bl Eer e~ e )
Niech A4, A, beda takimi statymi, ze

(2.3) A <1 < A\,

Moéwimy, ze operator A jest (As, Ay )-hiperboliczny (wzgledem powyzszych norm i rozkta-
dow), jezeli A, jest odwracalny oraz

1A < Ay 1AM <AL Bs=0, B, =0.
Zauwazmy, ze odwracalno$é¢ A, skutkuje nastepujacymi réwnosciami:
(2.4) dim £° = dim F*, dim E* = dim F".

Uzywajac powyzszego pojecia mozemy teraz przeformutowaé definicje 2.1.



Definicja 2.4 (Zbiér hiperboliczny — réwnowazna definicja). Niech f: U — f(U) C R"
bedzie C! dyfeomorfizmem. Zwarty, f-niezmienniczy podzbiér K zbioru U nazywamy
(As, Ay )-hiperbolicznym, gdzie A\; < 1 < A, jezeli dla kazdego = € K istnieja norma || - ||,
w R" oraz rozktad R" = E} @ EY z odpowiadajacymi mu projekcjami P; i P} =1 — P
takie, ze spelnione sa nastepujace warunki: [HO|, [H1] oraz

[H2’] kazdy operator

Dof : (Ep @ EL - M) = (Ejw) @ Ef - r@),
gdzie z € K, jest (), )\u)—hlperbohczny.

2.2. Semi-hiperbolicznos$é. Komputerowo wspierane metody odgrywaja wazng role w
teorii uktadow dynamicznych, pozwalajac czesto na udowodnienie znaczacych twierdzen,
ktére opieraja sie Scisle analitycznym narzedziom (zob. np. [41]). Co wiecej, wzrastajaca
moc komputerow oraz stosowanie coraz bardziej zaawansowanych metod pozwalaja na
radzenie sobie z naprawde skomplikowanymi problemami (zob. [75, 76, 77, 78]).

W celu uzyskania komputerowo wspieranej metody weryfikujacej hiperboliczno$¢ da-
nego zwartego zbioru niezmienniczego, co jest tematem pracy [R6], konieczne byto zna-
lezienie zestawu warunkéw, ktére gwarantowatyby hiperbolicznosé oraz bytyby mozliwe
do sprawdzenia przez wykonanie skonczonej ilosci $cistych obliczen numerycznych. Na po-
czatku nalezalto ,rozluzni¢” zatozenie o niezmienniczosci rozktadu. Mogto to zostaé¢ zreali-
zowane poprzez zastosowanie tzw. warunku pola stozkowego (ang. the cone field condition,
zob. [43]), jednakze w [R6] uzylismy innego podejscia, ktére zostato zaproponowane w [20].
Jego mysl przewodnia jest wyjasniona w nastepujacym, prostym przyktadzie.

Przyktad 2.5 (Kontynuacja przyktadu 2.2). Przypusémy, ze chcemy sie dowiedzie¢, jak
bardzo mozemy ,zaburzy¢ zera” w macierzy (2.1), aby zachowaé hiperboliczno$é operatora
A. Moéwiage doktadniej interesuje nas to, co trzeba zaltozy¢ o statych pg, p, > 0, aby
operator A, zadany w postaci macierzowej jako:

as by
gdzie by € [—pus, fts], by € [—pu, p] sa dowolne, byl hiperboliczny. Przez bezposrednie
rachunki mozna uzyskaé¢ nastepujacy warunek:

(2.5) (A — D)1 = Ag) > pspty.

Powyzszy przyktad wprowadza nas w koncepcje semi-hiperbolicznosci. Przejdziemy te-
raz do formalnej definicji, zaczynajac od przypadku liniowego.

Definicja 2.6 (Operator semi-hiperboliczny, np. [20]). Niech E, F' beda przestrzeniami
Banacha, wyposazonymi odpowiednio w normy || - ||z i || - ||F, niech A: E — F be-
dzie ograniczonym operatorem liniowym oraz niech beda dane rozktady £ = E* & EY,
F = F* @ F". Wowczas, w odniesieniu do tych rozktadéow, mozemy zapisa¢é A w po-
staci macierzowej (2.2). Niech Ay, Ay, s, t, beda stalymi spetniajacymi warunki (2.3) i
(2.5). Méwimy, ze operator A jest (As, Ay, fs, fy )-semi-hiperboliczny (wzgledem powyz-
szych norm i rozktadéw), jezeli A, jest odwracalny oraz

Oczywiscie, tak jak poprzednio zachodza rownosci (2.4).
Jestesmy teraz przygotowani do sformutowania ogdlnej definicji.

Definicja 2.7 (Zbiér semi-hiperboliczny, np. [20]). Niech f: U — R" bedzie odwzorowa-
niem klasy C! oraz niech Ay, Ay, fts, fty beda stalymi speliajacymi warunki (2.3) i (2.5).
Méwimy, ze zwarty podzbiér K zbioru U jest (g, Ay, fis, b )-Semi-hiperboliczny, jezeli dla



kazdego x € K istniejg norma || - ||, oraz rozktad R" = Ef @ EY z odpowiadajacymi mu
projekcjami P? i P* = I — P? takie, ze spelione sg nastepujace warunki: [HO], [H1] oraz

[SH2| kazdy operator

Dof : (Ep @ B |- M) = (Ejw) @ Efys |- 5@),
gdzie z € K 1 f(x) € K, jest (As, A, s, fy )-semi-hiperboliczny.

Zauwazmy, ze niezmienniczo$¢ rozkladéow R™ = E? @ EY (z € K) nie jest w powyz-
szej definicji zaktadana. Co wiecej, nie wymagamy takze odwracalnosci odwzorowania f
ani niezmienniczodci zbioru K. Niemniej jednak, jak pokazuje twierdzenie 2.8, przy tych
dodatkowych zatozeniach pojecia hiperbolicznosci i semi-hiperbolicznosci sg rownowazne.

2.3. Motywacja dla rezultatéw prac [R3, R4, R6, R7]. W dalszej czesci autoreferatu
oméwimy, zaproponowana w pracy [R6], ogdlna metode weryfikacji warunku hiperbolicz-
nosci dla danego (nietrywialnego) zwartego, niezmienniczego podzbioru R”, ktéra anga-
zuje pojecie semi-hiperbolicznosci. Dodatkowo, przedstawimy rezultaty zastosowania tej
metody do rzeczywistego odwzorowania Hénona. Najpierw jednak ustalimy odpowiednig
notacje oraz umotywujemy to zagadnienie.

Majac dane parametry a,b € R, przez H,; : R* — R? rozumiemy rzeczywiste odwzo-
rowanie Hénona

Hap: R? > (1,y) — (a — 2% + by, r) € R%.
Naszym celem jest badanie zachowania H,; na zbiorze tych punktéw w R?, ktére posia-
daja ograniczone orbity; oznaczmy go przez inv(H,yp). Zbiér ten jest zwykle nazywany

atraktorem Hénona, cho¢ nie zawsze jest klasycznym zbiorem przyciagajacym. W roku
1979 Devaney i Nitecki [21] wykazali, ze

iHV(Ha,b) CPp= {(z,y) € R*: lz| < Ry, ly| < Ra,b}u

gdzie Ryp = 5(1+[b + /(1 + [b)2 + 4a). Z kolei Arai [9] udowodnit (zob. dowdd lematu
4.1), 7e
CR(H,p) Cinv(Hgyyp),

gdzie CR(H, ;) oznacza zbidr taiicuchowo rekurencyjny (ang. the chain recurrent set) dla
H,p. Gléwny rezultat pracy [9] glosi, ze odwzorowanie H,; jest quasi-hiperboliczne na
P, dla szerokiego zakresu wartodci parametréw, w szczegdlnodci dla b = —1 (w tym
przypadku H,; zachowuje objetoé¢) oraz dla nastepujacych wartosci a: 4.58, 5.4, 5.59 i
5.65, co daje wowczas jednoczesnie (zob. [9, 13, 59]) hiperbolicznosé CR(H,y). Daje to
wsparcie dla hipotez stawianych w [19, 22|, dotyczacych hiperbolicznosci inv(H, ) dla
wymienionych powyzej wartosci a i b.

Na zakonczenie warto takze wspomnie¢ inne, komputerowo wspierane rezultaty, doty-
czace problemu weryfikacji warunku hiperbolicznosci. Pierwszy z nich byt uzyskany przez
Hruske [24], ktéra udowodnita hiperbolicznosé zespolonego atraktora Hénona dla niekto-
rych wartosci parametrow, drugi zas zostal uzyskany przez Wilczaka [71], ktéry otrzymat
znacznie wiecej niz hiperbolicznosé rzeczywistego atraktora Hénona dla pewnych warto-
sci parametréw (tzn., @ = 54 1 b = —1, co bylo, w rzeczywistosci, testem sprawnosci
jego algorytmu), a mianowicie hiperbolicznosé atraktora typu Smale’a-Williamsa dla od-
wzorowania Poincaré w uktadzie Kuznetsova. Oba powyzsze wyniki bazuja na kryterium
pola stozkowego oraz wprowadzaja dyskretne warunki na stosowng grafows reprezentacje
odwzorowania, zwane odpowiednio pudetkowa hiperbolicznoscia (ang. box hyperbolicity)
i silna hiperbolicznoscia (ang. strong hyperbolicity).



2.4. Przeglad rezultatéw prac [R3, R4, R6, R7]. Przydatnosé pojecia semi-hiperbo-
licznos$ci w zagadnieniu Scistej numerycznej weryfikacji warunku hiperbolicznosci jest za-
lezna od nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2.8 (Mazur i wsp. [R3], Mazur [R4], Mazur i Tabor [R6]). Niech f: U —
f(U) C R™ bedzie C* dyfeomorfizmem oraz niech K bedzie zwartym, f-niezmienniczym
podzbiorem U, ktory jest (As, Ay, s, p)-sSemi-hiperboliczny. WeZmy dowolne stale s, vy
takie, ze

(26) AstAy (Au—As)2—4ps pro,

As+Ay (A“_)‘S)z_zlﬂsﬂu
2 2 <Y <L <y < 257+ .

2

Wowczas zbior K jest (7s, vu)-hiperboliczny.

Powyzsze twierdzenie jest konsekwencja gléwnego rezultatu pracy [R3] (zob. takze
[R7]), gdzie mozna znalezé jego dow6d bazujacy na rachunku funkcyjnym, a odnoszacy
sie do ogodlnego kontekstu, w ktorym f jest zdefiniowane na zwartej rozmaitosci gtadkie;j.
W niniejszej postaci, jednakze z nieco gorszymi oszacowaniami dla 7 i 7y, (w rodzaju tych
wystepujacych w twierdzeniu 2.10), zostato ono udowodnione w [R4, R6| przy uzyciu wa-
runku pola stozkowego. Zauwazmy takze, ze niezalezny dowdd pokrewnego rezultatu jest
jednym z watkéw monografii [20] (zob. rozdziaty 4 i 5).

W pracy [R4] proponujemy dalsze ulepszenie twierdzenia 2.8, angazujace nastepujaca
(w pewnym sensie stabsza) posta¢ warunku semi-hiperbolicznosci, ktéra wydaje sie by¢
nieco lepiej przystosowana do Scistej numeryki.

Definicja 2.9 (Zbiér semi-hiperboliczny, Mazur [R4]). Niech f: U — R™ bedzie od-

wzorowaniem klasy C' oraz niech (\) = {\}.cx, (M) = {2 eer, (us) = {18 }eek,
(y) = {1t }rex beda zbiorami stalych, indeksowanymi przez punkty z danego zbioru
zwartego K C U, spelniajacymi nastepujace warunki:

AL <1< AL, memy, > 1,
gdzie
1— A X1

(2.7) ms = inf , m, = inf
zeK 7 ek u?

Méwimy, ze zbior K jest ({(As), (Au), (its), (. ))-semi-hiperboliczny, jezeli dla kazdego x €
K istniejg norma || - ||, oraz rozktad R" = E2 @ E¥ 7z odpowiadajacymi mu projekcjami
Ps i P' =1 — P? takie, ze sa spelnione nastepujace warunki: [HO|, [H1] oraz

[SH2’] kazdy operator

Dof (B ® B | - M) = (Efy © Efys - [lr)s
gdzie x € K 1 f(z) € K, jest (A2, AL, u?, p)-semi-hiperboliczny.

Oczywiscie, zbiér semi-hiperboliczny w (zwyklym) sensie definicji 2.7 jest semi-hiperbo-
liczny w sensie powyzszej definicji. W pracy [R4| przedstawiono takze przyktad pokazuja-
cy, ze nie zachodzi implikacja odwrotna, o ile nie zmienimy ustalonych norm i rozktadow.

Kolejne twierdzenie moze by¢ traktowane jako wzmocnienie twierdzenia 2.8.

Twierdzenie 2.10 (Mazur [R4]). Niech f: U — f(U) C R™ bedzie C dyfeomorfizmem
oraz niech K bedzie zwartym, f-niezmienniczym  podzbiorem U, ktory jest
((As)s (Au), (), () ) -semi-hiperboliczny. Wezmy dowolng stalg € > 0 takg, ze m;' <
e < my, gdzie mg i my, sq¢ dane przez (2.7), a takie zdefiniujmy
A =sup(A] +e7g), AL = sup(\y — epp).
zeK zeK

Wowczas zbior K jest (A5, XZ)-hiperboliczny.



Odnotujmy, ze podany w [R4] dowdd powyzszego twierdzenia bazuje na warunku pola
stozkowego.

Naszym nastepnym krokiem ku opracowaniu komputerowo wspieranej metody wery-
fikacji hiperbolicznosci zwartego zbioru niezmienniczego byto uogélnienie pojecia semi-
hiperbolicznoéci na odwzorowania wielowartosciowe. Niech (jak dotychczas) E bedzie
przestrzenig Banacha oraz niech Z(FE) oznacza przestrzen ograniczonych operatoréw li-
niowych na E. Kazdy niepusty i ograniczony (wzgledem zwyklej normy operatorowej)
zbiér S C Z(F) bedzie nazywany operatorem mnogosciowym (ang. set-operator).

Definicja 2.11 (Mnogosciowy operator semi-hiperboliczny, Mazur i Tabor [R6]). Mé-
wimy, ze operator mnogosciowy S C Z(FE) jest (As, Ay, fhs, iy )-semihiperboliczny, jezeli
istnieja normy || - ||1, || - || w E oraz rozktady E = E{ @ EY, E = E5 @ EY takie, ze kazdy
element S jest (Ag, Ay, fhs, tt)-semi-hiperboliczny wzgledem tych norm i rozktadéw, czyli
jako operator z (Ef @ EY, | - [[1) w (E5 @ E3, || - [2).

Dla danych zbioréw G i H, przez F': G = H bedziemy oznaczaé¢ odwzorowanie wielo-
wartoéciowe, tzn. odwzorowanie z G do 2. Definiujemy takze dziedzing F, jako dom(F) :=

{x € G: F(zx) # 0}.

Definicja 2.12 (Para semi-hiperboliczna, Mazur i Tabor [R6]). Niech G bedzie zbio-
rem skoniczonym oraz niech F': G = G, DF: G = Z(F) beda danymi odwzorowaniami
wielowartosciowymi takimi, ze DF (o) jest operatorem mnogosciowym na E dla kazdego
o € G. Niech Ag, Ay, 15, pty. € Ry beda stalymi speliajacymi warunki (2.3) i (2.5). Mo6-
wimy, ze para (F), DF) jest (As, Au, s, fy)-semi-hiperboliczna, jezeli dla kazdego o € G
istniejg norma || - ||, w F oraz rozktad E = E2 @ E* takie, ze jezelioc € GiT € F(0), to
operator
DF(o): (E; & E |- |lo) — (Ez & EX | - I7)

jest (s, Au, ls, fy )-semi-hiperboliczny.

Oczywiscie, jako natychmiastowa konsekwencje powyzszej definicji otrzymujemy istnie-
nie statych ¢, h > 0 takich, ze

il < flvlle < cllv]

oraz
max{[| P7[|, [ ]|} < A

dla kazdych v € E, 0 € G. Warto takze wspomnieé¢ o nastepujacym wniosku.

Whiosek 2.13 (Mazur i Tabor [R6]). Rozwazmy dwa zbiory skornczone G i H takie, Ze
G C H. Niech F: H = H oraz DF: H = Z(R") bedg odwzorowaniami wielowarto-
Sciowymi takimi, ze para (F, DF) jest (Xs, Ay, lbs, fu)-Semi-hiperboliczna. Wéwczas para
(Flg, DF|q) jest takze (As, A, s, ftu)-Semi-hiperboliczna.

Stosujac powyzsza notacje mozemy zdefiniowa¢ dyskretng reprezentacje odwzorowania
gtadkiego oraz jego rozniczki. Zaltézmy zatem, ze (do korica tego rozdziatu) G' oznacza
skoniczona kolekcje zwartych podzbiorow R", zas F': G = G i DF: G = Z(R") ozna-
czajg odwzorowania wielowartosciowe takie, ze wszystkie wartosci DF sa operatorami
mMnogosciowymi.

Definicja 2.14 (Dziedziczenie dynamiki, Mazur i Tabor [R6]). Niech f: U — R™ bedzie
odwzorowaniem klasy C'. Méwimy, ze f dziedziczy dynamike (ang. inherits dynamics)
pary (F, DF) na zbiorze K C U, co zapisujemy f < (F, DF), jezeli spelnione sa naste-
pujace warunki:

(1) K C (dom(F)) :={x € R" | 2 € G dla pewnego G € domF'},

(2) x € KNo, f(r) € KN dla pewnego 0,7 € G = 7 € F(0),



(3) z, f(x) € K, x € o dla pewnego 0 € G = D, f € DF(0).

Aby uczynié¢ definicje 2.14 zasadna, w pracy [R6] podajemy takze nastepujace proste,
ale wazne twierdzenie.

Twierdzenie 2.15 (Mazur i Tabor [R6]). Niech f: U — f(U) C R" bedzie C' dyfe-
omorfizmem oraz niech K C U bedzie zbiorem hiperbolicznym. Wowczas istnieje semi-
hiperboliczna (tzn. (As, Ay, s, ) -Semi-hiperboliczna dla pewnych dopuszczalnych stalych
Asy Au, s, fu) para (F, DF) taka, Ze f <y (F, DF).

Powyzszy rezultat pokazuje, ze mozemy uzywaé ,zdyskretyzowanej” wersji (semi-)hi-
perbolicznosci, w kontekscie zwyktych zbioréw hiperbolicznych. Niemniej jednak, kluczo-
wym dla nas jest nastepujace (w pewnym sensie odwrotne) twierdzenie.

Twierdzenie 2.16 (Mazur i Tabor [R6)). Niech (F, DF') bedzie parg (As, Au, fhs, flo,)-S€Mi-
hiperboliczng oraz niech K C U bedzie zbiorem zwartym. Zatozmy, ze f: U — f(U) C R
jest C* dyfeomorfizmem takim, ze f < (F,DF). Wéwczas 2biér K jest (As, M, fhs, fhu) -
semi-hiperboliczny. W rezultacie, zbidr inv(K, f) jest hiperboliczny (tutaj i w dalszej cze-
Sci inv(K, f) oznacza niezmienniczq czesé K, tzn. inv(K, f) == {x € K | f"(z) €
K dla kazdego n € Z}).

Twierdzenie 2.16 daje ogdlng podstawe dla komputerowo wspieranej metody $cistej
numerycznej weryfikacji warunku hiperbolicznosci dla danego zwartego, niezmienniczego
podzbioru przestrzeni euklidesowej o dowolnym wymiarze. Tym niemniej, kazda préba za-
stosowania takiej metody do konkretnego uktadu i zbioru niesie zwykle ze sobg inne, istot-
ne problemy techniczne, a wiec kazdy indywidualny przypadek wymaga pewnych dodat-
kowych badan. Poniewaz jesteSmy zasadniczo zainteresowani uktadami 2-wymiarowymi,
mozemy stosowaé nastepujace, proste kryterium.

Whiosek 2.17 (Mazur i Tabor [R6]). Niech f <x (F,DF) dla pewnego odwzorowania
f: U — f(U) C R? klasy C*, pewnej pary (F, DF') oraz pewnego zbioru zwartego K C U C
R2. Zatézmy, ze Ag, Ay, s, lu $@ Stalymi spetniajgcymi warunki (2.3) 1 (2.5). Przypusémy,
ze dla kazdego o € G mamy dang baze e, e przestrzeni R? takq, Ze dla kazdych o € G i
T € F(0) zachodzi zaleznosé:

-1 [_)‘87 )‘s] [_Mm ,U/s]
BroDF(@) o (Ba)™ C | Ly ] R\ (S h) |

gdzie B, = [e2,e]. Wowczas otrzymujemy nastepujgce konkluzje:

(1) para (F, DF) jest (As, Au, s, fhu)-semi-hiperboliczna,

(2) zbior K jest (As, Ay, s, o) -Semi-hiperboliczny,

(8) jezeli odwzorowanie f jest odwracalne, to zbior inv(K, f) jest (s, vu)-hiperboliczny,
gdzie s 1 v, sq takie, jak w (2.6).

Jestedmy teraz gotowi do zwiezlego przedstawienia gtéwnych krokow algorytmu, ktorego
uzylismy do wykazania hiperbolicznosci atraktora Hénona dla pewnych wartosci parame-
tréow a i b. Bardziej szczegbétowy opis znajduje sie¢ w pracy [R6].

KROK 1. Znalezienie ,kostkowej reprezentacji” odwzorowania Hénona oraz (odpowied-
nio matego) otoczenia atraktora, przy uzyciu iteracyjnej procedury kolejnych podziatow
(zob. rysunki 11 2).

KROK 2. Znalezienie bazy dla kazdej kostki, sktadajacej si¢ z wektoréow wskazujacych
kierunki stabilny i niestabilny (zob. wniosek 2.17), z zastosowaniem pewnego rodzaju
metody potegowe;j.



RYSUNEK 1. Znajdowanie kostkowej reprezentacji odwzorowania.
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RYSUNEK 2. Kolejne przyblizenia atraktora Hénona.

KRrRoOK 3. Renormalizacja kierunkéw stabilnego i niestabilnego dla kazdej kostki w taki
spos6b, aby uzyskaé¢ ,lokalne” (tzn. oddzielnie dla kazdej z kostek) ,oszacowania semi-
hiperboliczne”.

Krok 4. Weryfikacja warunku semi-hiperbolicznosci dla catej kostkowej reprezentacji
atraktora Hénona, polegajaca na znalezieniu odpowiednich ,globalnych” statych A, Ay,
[bs, My OTaz zastosowaniu wniosku 2.17.

Kod programu komputerowego weryfikujacego warunek (semi-)hiperbolicznosei dla a-
traktora Hénona zostal zapisany w jezyku C++, zas pelng aplikacje (wraz z krotkim
opisem i dokumentacja) mozna pobraé ze strony WWW naszego projektu [76].

Konczymy te czes¢ podsumowaniem najwazniejszych rezultatéw, ktore udalo sie uzy-
ska¢ przy pomocy naszego programu. Sa one przedstawione na rysunku 3 i doktadnie sie
pokrywaja z tymi, ktore zostaly ,wydedukowane” (z uzyciem niescistych metod nume-
rycznych) w [19, 22]. Zauwazmy, ze w ten sposob czesciowo poprawiliémy wynik Arai’a,
wykazujac w prezentowanych przypadkach hiperbolicznos¢ catego atraktora Hénona.

Warto takze wspomnie¢, ze nasz projekt jest przedmiotem dalszych prac, ktore dotycza
nastepujacych zagadnien:
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e optymalizacja algorytmu: bardziej ,rygorystyczne” oszacowania, parametry prze-
dziatowe (juz zrealizowane w pracy magisterskiej [37]), zmniejszenie ztozonosci
obliczeniowej itp.,

e uogélnienie algorytmu: 3-wymiarowe uklady, odwzorowania klasy C° (zob. nastep-
ny rozdzial) itp.

a=54b=—1 a=565b=—1

a=458b=—1 a=559,b=—1

-+ -+

RYSUNEK 3. Zweryfikowane przez nasz program przyktadowe wartosci pa-
rametrow (zob. tez [19, 22]), dla ktérych atraktor Hénona jest zbiorem hi-
perbolicznym.

3. HIPERBOLICZNOSCG — WATEK C°

W rozdziale tym zajmujemy sie problemami (P2) i (P3) oraz prezentujemy glowne
koncepcje i rezultaty prac [R1, R2, R5, R8, R9].

3.1. Hiperboliczno$é topologiczna. Poczawszy od pracy Waltersa [69] z roku 1978,
podjeto wiele prob wyrazenia koncepcji hiperbolicznosci w terminach topologicznych (me-
trycznych). Pojecia takie, jak odtwarzanie pseudo-orbit (ang. shadowing), ekspansywnosé
(ang. ezpansiveness), wspoirzedne kanoniczne (ang. canonical coordinates), czy przestrzen
Smale’a (ang. the Smale space) okazaly sie by¢ w tym wypadku bardzo uzyteczne. Sporo
rezultatow znanych dla dyfeomorfizméow Anosova, dyfeomorfizméw spetniajacych aksjo-
mat A lub, ogélniej, dla dyfeomorfizméw na zbiorach hiperbolicznych, zostalo rozsze-
rzonych na klase homeomorfizméw okreslonych na zwartych przestrzeniach metrycznych,
posiadajacych ktéras z powyzszych wlasnosci (zob. np. monografie Aoki i Hiraide [8], aby
uzyskaé wiecej informacji oraz odnosniki do literatury).
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Niemniej jednak, jak to zostato potwierdzone przez prace Ombacha [45], Sakai [60, 61]
oraz innych autoréw (zob. np. [8]), wiele poje¢ rozwazanych jako topologiczne odpowiedni-
ki hiperbolicznosci okazalo sie by¢ réwnowaznymi. Tak wiec mozna uwazaé za (topologicz-
nie) hiperboliczne na przyklad te homeomorfizmy, ktére posiadaja whasnosci odtwarzania
pseudo-orbit oraz ekspansywnosci.

Ustalimy teraz stosowana terminologie. Zalézmy, ze (X, d) jest przestrzenia metryczna,
zas f: X — X jest homeomorfizmem, uznawanym za dyskretny uktad dynamiczny na X,
gdzie orbita punktu = € X jest ciag obustronnie nieskonczony (x,)%2 _ C X, okreslony
nastepujaco: xg = x oraz T,1 = f(z,) dlan € Z.

Definicja 3.1 (Pseudo-orbita, np. [8]). Niech § > 0 bedzie ustalone. Ciag (y,)5>_ . C X
nazywamy o0-pseudo-orbitg f, jezeli

d(f(Yn), Yn+1) < 0 dla kazdego n € Z.
Zauwazmy, ze O-pseudo-orbita f jest po prostu jego ,prawdziwg”’ orbita.

Definicja 3.2 (Wtasnosé odtwarzania pseudo-orbit, np. [8]). Méwimy, ze homeomorfizm
f posiada wlasnosé odtwarzania pseudo-orbit (ang. the shadowing property), jezeli dla
kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 spetniajace nastepujacy warunek: majac dang d-pseudo-orbite
y = (yn), mozemy znalez¢é odpowiadajacy jej punkt z € X, ktérego orbita e-odtwarza y,
tzn.

d(f"(z),y,) < € dla kazdego n € Z.

Koncepcja odtwarzania pseudo-orbit zostata wprowadzona w latach 60-tych i 70-tych
dwudziestego wieku niezaleznie przez Anosova [7] i Bowena [12], ktorzy rozwazali ja w
kontekscie tzw. lematu o odtwarzaniu (ang. the Shadowing Lemma), ktory glosi, z grubsza
rzecz biorgc, ze C! dyfeomorfizm posiada wlasno$é odtwarzania pseudo-orbit w pewnym
(malym) otoczeniu zbioru hiperbolicznego. Pojecie to jest czesto uzywane wtedy, gdy
uktady dynamiczne sg badane za pomocg symulacji numerycznych, w ktérych przyblizone
(pseudo-)orbity otrzymuje sie w iteracyjnym procesie obliczania obrazu punktu, skutkuja-
cym kumulacja popetianych w kazdym kolejnym kroku (zwykle matych) btedéow. W tym
przypadku wtasnos¢ odtwarzania pseudo-orbit moze zapewniac to, ze orbity zaobserwowa-
ne numerycznie odpowiadaja rzeczywistym orbitom badanego uktadu. Warty zauwazenia
jest takze fakt, ze zostata wykazana uzytecznosé tego pojecia w zagadnieniu weryfikacji, w
Scistym matematycznym sensie, istnienia skomplikowanej dynamiki, wykrytej za pomoca
poprzedzajacych eksperymentéw numerycznych (zob. [31, 32, 66]).

Aby sformulowaé definicje hiperbolicznosci topologicznej musimy odwotaé sie tez do
pojecia ekspansywnodci, ktore moze by¢ traktowane jako rodzaj jednostajnej czutej za-
leznoéci od warunku poczatkowego.

Definicja 3.3 (Homeomorfizm ekspansywny, np. [8]). Homeomorfizm f nazywamy eks-
pansywnym (ang. expansive), jezeli istnieje e > 0 (stata ekspansywnosci) o nastepujacej
wtasnosci: nie ma dwdch réznych punktéw x,y € X, ktérych orbity sg e-blisko, tzn.

maxnez d(f"(2), ["(y)) S e = = =y.

Latwo zauwazy¢ (zob. np. [8]), ze obie z powyzszych wlasnosci, tzn. odtwarzanie pseudo-
orbit oraz ekspansywno$¢, sa niezalezne od wyboru metryki réwnowaznej, pod warunkiem,
ze X jest przestrzenig zwartg. Uzasadnia to nastepujaca definicje.

Definicja 3.4 (Homeomorfizm hiperboliczny, np. [45]). Zalézmy, ze przestrzenn X jest
zwarta. Méwimy, ze f jest topologicznie hiperboliczny, jezeli f jest homeomorfizmem
ekspansywanym z wtasnoscia odtwarzania pseudo-orbit.
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Uzasadnieniem dla powyzszej definicji jest fakt, ze jezeli K jest zbiorem hiperbolicznym
dla C! dyfeomorfizmu f, to homeomorfizm f|x jest topologicznie hiperboliczny (zob. np.
2)).

Konczac te cze$¢ zauwazmy, ze pojecie hiperbolicznosci topologicznej jest w rzeczy-
wistosci réwnowazne koncepcji tzw. przestrzeni Smale’a (fakt ten zostal zastosowany w
dowodzie gtéwnego wyniku pracy [R8]). Pochodzi ona od Ruelle’a [58], ktory uwazal ja, w
kontekscie formalizmu termodynamicznego, jako uogélnienie aksjomatu A dla dyfeomor-
fizmow.

3.2. Motywacja dla rezultatéw pracy [R8|. W poprzednim rozdziale opisaliSmy meto-
de $cistej weryfikacji numerycznej warunku hiperboliczno$ci, umocowana w (tradycyjnym)
nurcie C*. Powstaje naturalne pytanie o to, czy jest mozliwe znalezienie podobnej metody;,
ktéra dziatalaby w ogdlniejszym nurcie C?, zainicjowanym przez definicje 3.4. Oczywidcie,
w praktyce i tak musimy skupi¢ naszg uwage na przypadku, ktéry jest reprezentowalny
przy uzyciu (skonczonej) arytmetyki komputerowej (np. odwzorowania elementarne w
przestrzeniach euklidesowych), jednakze podstawy teoretyczne moga by¢ sformutowane w
terminologii ogblne;j.

Jako probe podejscia do powyzszego problemu mozna uwazaé prace [38, 67|, traktu-
jace na temat uogodlnienia warunku pola stozkowego, ktory okazat si¢ by¢ uzytecznym
narzedziem w badaniu uktadéw hiperbolicznych, zaréwno z analitycznego (zob. np. [43]),
jak i (Scistego) numerycznego (zob. np. [24]) punktu widzenia. Méwiac konkretniej, w
[38] Kutaga i Tabor stworzyli globalny metryczny analogon pola stozkowego, natomiast
w [67] Struski i wsp. zdefiniowali i badali jego lokalna wersje. Oba z tych uogélnienr wy-
kraczaja poza strukture rézniczkows oraz wydaja si¢ by¢ dobrze przystosowane do Scistej
numeryki. Co wiecej, gwarantuja one ekspansywnos¢ uktadu, aczkolwiek nie implikuja
whasnosci odtwarzania pseudo-orbit (zob. [67]). W dalszej czesci tego rozdziatu przedsta-
wiamy rezultaty pracy [R8], gdzie idee te zostalty dopelione w celu uzyskania koniecznych
i wystarczajacych warunkow na topologiczna hiperbolicznos¢ homeomorfizmu przestrzeni
metrycznej, zaciesnionego do danego zwartego zbioru niezmienniczego. Warunki te odno-
sza sie do wyniku Newhouse’a [43] oraz angazuja wspomniana powyzej globalna wersje
pola stozkowego (koncepcja ta jest takze, w pewnym sensie, zblizona do konstrukeji roz-
ktadu Markova, zob. np. [8]).

Konczymy te czes¢ przypomnieniem definicji kilku innych pojeé, niezbednych do sfor-
mulowania gltéwnego rezultatu pracy [R8].

Definicja 3.5 (Pole stozkowe w przestrzeni metrycznej, Kutaga i Tabor [38]). Niech C'
bedzie zwartym podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d). Pare funkcji ¢, ¢,: C x C' —
[0,00) nazywamy polem stozkowym (ang. a cone-field), jezeli istnieje stala D > 0 taka,

ze
1
o d(z,y) < c(z,y) < D-d(z,y) dlakazdych z,y € C,
gdzie c(x,y) = max {cs(z,y), cu(z,y)}. W tym przypadku C' nazywamy zbiorem stozko-
wym (ang. a cone-set) w X, zas zbiory
C* ={(z,y) € C x C:cs(x,y) = culz,y)},

C" = {(z.y) € O x C:ei(wy) < culw ),

sa nazywane odpowiednio stozkiem stabilnym (ang. the stable cone) oraz stozkiem nie-
stabilnym (ang. the unstable cone).

W dalszej czesci utrzymujemy powyzsze oznaczenia cg, ¢, i ¢ dla dowolnych funkcji
definiujgcych pole stozkowe, niezaleznie od nazwy danego zbioru stozkowego.
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Niech C} i C5 beda zbiorami stozkowymi w przestrzeni metrycznej X oraz niech f: C; —
C5 bedzie odwzorowaniem czedciowym, tzn., ze dziedzina f, oznaczana przez domf, jest
niepustym podzbiorem C', niekoniecznie réwnym Cf. Definiujemy state

|[fls = mf{R € [0,00] - c(f(x), f(y)) < R-c(x,y)
dla z,y € domf, (f(z), f(y)) € C3},

(f)u=sup{R € [0,00] : c(f(x), f(y)) = R-c(x,y)
dla z,y € domf, (z,y) € Ci'}.

Definicja 3.6 (Odwzorowanie stozkowo-hiperboliczne, Kutaga i Tabor [38]). Méwimy, ze
odwzorowanie f jest stozkowo-hiperboliczne (ang. cone-hyperbolic), jezeli

[fls <1< (fhu:

Graf (skierowany) G stanowi para (V) F), gdzie V jest zbiorem zawierajacym skonczona
liczbe elementéw nazywanych wierzchotkami, za$ E jest skonczonym zbiorem krawedzi,
tzn. uporzadkowanych par wierzchotkéw. Jezeli e = (v, w) jest krawedzig w G, to oznacz-
my wierzchotki v i w odpowiednio przez i(e) oraz t(e). Przez (skierowana) Sciezke w grafie
G rozumiemy skorficzony ciag krawedzi (ey, ..., e,) takich, ze t(ey) = i(exs1) dla kazdego
ke{l,...,n—1}.

Definicja 3.7 (Stozkowo-hiperboliczny grafowo-sterowany iterowany uktad funkcyjny,
Kulaga i Tabor [38]). Niech G = (V| E) bedzie grafem. Iterowany uklad funkcyjny
sterowany przez G (lub krotko, uktad G-sterowany) definiujemy jako trojke
(G, {Cy}vev, {fe}eer), gdzie C, (dla kazdego v € V) jest zbiorem stozkowym w X oraz
fe: Ciey = Cye) (dla kazdego e € E) jest odwzorowaniem (czesciowym) o domknietym
wykresie. Uktad ten nazywamy stozkowo-hiperbolicznym, jezeli wszystkie odwzorowania
fe sa stozkowo-hiperboliczne wzgledem pewnej réwnowaznej metryki na podprzestrzeni
Uwey Cy C X.

3.3. Przeglad rezultatéw pracy [R8]. Zal6zmy, ze X jest przestrzenig metrycznag, zas
f: X — X jest odwzorowaniem ciagtym. Niech K C X bedzie zwartym zbiorem f-
niezmienniczym (tzn. f(K) = K) oraz niech {B,},cv bedzie skoniczonym pokryciem K
przez zbiory niepuste, ktére sa otwarte w K. Rozwazmy odpowiedni graf G = (V, E),
gdzie zbior £ C V x V jest okreslony jako:

E ={(v,w): B, N [~ (Bu) # 0}.

Definicja 3.8 (Odtwarzanie dynamiki, Mazur [R8]). Méwimy, ze G-sterowany uklad
(G {Cu}vev, {feteer) odtwarza dynamike (ang. renders the dynamics) odwzorowania f
na K z doktadnoscia do {B,},ev, jezeli sa spelnione nastepujace warunki:

(1) dla kazdego wierzchotka v € V' zbiér B, jest zawarty w zbiorze C,, oraz dla kazdej
krawedzi e € E mamy

domfe = Cz'(e) N f71<Ct(e)) 1 fe|dornfe = f|d0mfe;

(2) dla kazdego catkowitego n > 0 oraz kazdej Sciezki oo = (eq,...,e,) w G istnieje
punkt x € K taki, ze a odtwarza ruch z az do czasu n, tzn.

f¥(x) € domf,, dlakazdego k € {0,...,n}.

Nastepujace twierdzenie, ktére stanowi gltéwny wynik pracy [R8], moze by¢ uwazane
jako topologiczny (metryczny) odpowiednik twierdzenia Newhouse’a [43], dostarczajacego
koniecznych i wystarczajacych warunkéw na hiperboliczno$é zwartego zbioru niezmienni-
czego dla danego C' dyfeomorfizmu.
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Twierdzenie 3.9 (Mazur [R8]). Zalézmy, ze f: X — X jest odwzorowaniem cigglym, zas
K jest zwartym podzbiorem niezmienniczym przestrzeni metrycznej X takim, Ze f|x: K —
K jest homeomorfizmem. Wowczas nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1) flx jest topologicznie hiperboliczny,

(2) istnieje skonczone pokrycie {By}t,ev zbioru K przez zbiory niepuste, ktdre sq
otwarte w K, wraz z odpowiadajgcym mu grafem G = (V) E) oraz stozkowo-
hiperbolicznym G-sterowanym uktadem (G,{C\,}vev, {fe}ecr), odtwarzajgcym dy-
namike f na K z dokladnoscig do {B,}vev,

(3) istnieje skonczone pokrycie {Byt,ev zbioru K przez zbiory niepuste, ktdre sq
otwarte w K, wraz z odpowiadajgcym mu grafem G = (V,E) oraz stozkowo-
hiperbolicznym G-sterowanym uktadem (G, {C\,}vev, {fe}ecr), odtwarzajgcym dy-
namike f na K z dokladnosciq do {B,},cv oraz takim, Ze Srednice wszystkich
zbiorow C,, sq jednostajnie ograniczone przez dowolnie maltg stalq.

Dowdd powyzszego twierdzenia, przedstawiony szczegdtowo w [R8], bazuje na réwno-
waznosci koncepcji hiperbolicznosci topologicznej oraz przestrzeni Smale’a (zob. [60, 61]).
Angazuje on réwniez techniczny lemat pochodzacy z [38], a takze pewne narzedzia zwia-
zane z metoda konstrukeji rozktadu Markova (ztozonego z dowolnie matych prostokatéw)
dla topologicznie hiperbolicznego homeomorfizmu (zob. np. [8]).

Konczymy te czes¢ autoreferatu przez zasygnalizowanie faktu, ze idea metrycznego pola
stozkowego wydaje sie tworzy¢ rozsadng podstawe teoretyczng dla Scistych badan nume-
rycznych. Jednakze, istniejaca implementacja ciagle dziata jedynie dla uktadéw powstaja-
cych przez niewielkie lipshitzowskie zaburzenia prostych dyfeomorfizméw hiperbolicznych
klasy C!, takich jak podkowa Smale’a w R? (zob. [38]), tak wiec uwazamy te tematyke za
przedmiot dalszych, intensywnych prac.

3.4. Wlasnosci odtwarzania. Oprocz (zwyklej) wtasnosci odtwarzania pseudo-orbit, w
pracach [R1, R2, R5, R9| rozpatrujemy takze inne koncepcje zwiazane z odtwarzaniem,
ktore odpowiadaja na uzupekliajace pytania o to, czy okresowa pseudo-orbita, zaobser-
wowana podczas symulacji numerycznej, odpowiada rzeczywistej okresowej orbicie ukta-
du, lub czy wszystkie orbity obecne w uktadzie sa faktycznie ,odtwarzalne” przy uzyciu
metody numerycznej, ktéra produkuje pseudo-orbity, lub czy pseudo-orbity o rosnacej
doktadnosci zblizaja sie do odtwarzanych przez nie orbit w miare uptywu czasu az do
nieskonczono$ci. Sg to w istocie pytania o wlasnosci odtwarzania okresowego, odwrotne-
go oraz granicznego. Bierzemy dodatkowo pod uwage staba forme odtwarzania, w ktorej
orbity sa traktowane jako zbiory punktéow (bez jakiegokolwiek porzadku).

Aby sformalizowa¢ powyzszg dyskusje, formutujemy ponizej stosowane definicje, za-
czynajac od pojecia okresowego odtwarzania pseudo-orbit. Niech f: X — X homeomorfi-
zmem zwarte]j przestrzeni metrycznej (X, d). Przyjmijmy, ze d-pseudo-orbite (y,,) nazywa-
my okresowa, jezeli istnieje k > 0 takie, ze y, 1 = y, dla kazdego n € Z (jesli w tym przy-
padku k& > 0 jest jawnie zadane, to mowimy, ze d-pseudo-orbita jest k-okresowa). Przy-
pusémy takze, ze punkt posiadajacy (k-)okresowa orbite jest nazywany (k-)okresowym.

Definicja 3.10 (Wlasnos$é okresowego odtwarzania pseudo-orbit, np. [14]). Méwimy, ze
homeomofizm f posiada wlasnos$é okresowego odtwarzania pseudo-orbit (ang. the periodic
shadowing property), jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje 6 > 0 spelniajace nastepujacy
warunek: majac dana k-okresowa d-pseudo-orbite y = (y,), gdzie k jest pewna dodatnia
stala catkowita, mozemy znalezé odpowiadajacy jej k-okresowy punkt x € X, ktorego
(k-okresowa) orbita e-odtwarza y.

Wartym zauwazenia jest to, ze koncepcja odtwarzania okresowego zastata zapropono-
wana w pracy [14], jako narzedzie do wykazywania istnienia orbit okresowych.
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Przechodzimy teraz do wtasnosci odtwarzania odwrotnego, ktéra jest, w pewnym sensie,
przeciwienstwem (zwyktej) wlasnosci odtwarzania pseudo-orbit. Niech X% bedzie zwarta
przestrzenia dwustronnych ciagéw (z,)ncz C X, wyposazona w produktowa topologie
Tichonowa.

Definicja 3.11 (Metoda, Kloeden i Ombach [33]). Niech bedzie dana stata 6 > 0.
Wowczas d-metoda (ang. a d-method) dla homeomorfizmu f nazywamy odwzorowanie
x: X — XZ takie, ze dla kazdego z € X ciag x(z) jest d-pseudo-orbita f, dla ktérej
X(x)o = z (jesli ¢ nie jest dane jawnie to méwimy, ze y jest metoda dla f). Klase metod
J nazywamy zupelna, jezeli dla kazdego 6 > 0 istnieje przynajmniej jedna é-metoda w

T.

Definicja 3.12 (Wlasno$¢ odtwarzania odwrotnego, Kloeden i Ombach [33], Corless i
Pilyugin [15]). Niech 7 bedzie zupelna klasg metod dla f. Méwimy, ze homeomorfizm f
posiada wlasno$é¢ 7 -odwrotnego odtwarzania (ang. the 7 -inverse shadowing property),
jezeli dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 spetniajace nastepujacy warunek: dla kazdej
d-metody x € 7 oraz kazdego punktu x € X mozemy znalezé y € X takie, ze d-pseudo-
orbita x(y) e-odtwarza orbite punktu x.

Biora pod uwage mozliwe zastosowania, nalezy stara¢ sie uwzgledni¢ mozliwie najszer-
szg zupelng klase metod. Rodzina ta nie moze by¢ jednak zbyt duza, poniewaz np. klasa
T, ztozona ze wszystkich mozliwych metod dla f, ma tu ograniczone znaczenie ze wzgle-
du na to, ze nie istnieje strukturalnie stabilny uktad, posiadajacy wtasnos¢ odtwarzania
odwrotnego w odniesieniu do tejze klasy [15]. W pracach Kloedena i Ombacha [33] oraz
Pilyugina [52], byly wprowadzone i badane nastepujace zupeke klasy metod ciaglych:

Iy = {x € IF | istnieje homeomorfizm ¢: X — X taki, ze
(x(2)n) = x()ny1 dla kazdego x € X oraz n € Z},
(3.1) Ts = {x € I | istnieje rodzina odwzorowan ciagtych ¢,,: X — X
taka, ze ¥, (x(2)n) = X(2)ns1 dla kazdego x € X oraz n € Z},
Jo = {x € T | istnieje rodzina odwzorowan ciagtych ¢,: X — X
taka, ze 1, (z) = x(x), dla kazdego = € X oraz n € Z}.
Idea odtwarzania granicznego bierze dodatkowo pod uwage asymptotyczne zachowanie

orbit uktadu oraz odtwarzanych przez nie pseudo-orbit. Dla potrzeb tego autoreferatu
wystarczy zaprezentowaé ja w nastepujacej, silnej wersji.

Definicja 3.13 (Wtasnos¢ s-granicznego odtwarzania, np. [62]). Méwimy, ze homeomor-
fizm f posiada wlasnos$é s-granicznego odtwarzania (ang. the s-limit shadowing property),
jezeli dla kazdego ¢ > 0 istnieje 0 > 0 spelniajgce nastepujacy warunek: majac dang
d-pseudo-orbite y = (y,,) mozemy znalezé odpowiadajacy jej punkt x € X, ktérego orbita
e-odtwarza y. Dodatkowo, jezeli y jest d-pseudo-orbitg taka, ze

nlgglo d(f(yn)a yn+1) - O7
to orbita punktu z odtwarzajaca y spelnia nastepujacy warunek:

Zwr6éémy uwage, ze kilka innych koncepcji odtwarzania granicznego byto wprowadzo-
nych i badanych przez réznych autorow. Troche informacji na ten temat mozna uzyskaé
z prac Pilyugina [53] oraz Sakai [62].

Kolejna definicja odwotuje sie do pewnych stabych form odtwarzania.
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Definicja 3.14 (Wtasno$é stabego odtwarzania pseudo-orbit, np. [15]; wlasnos$é orbital-
nego odtwarzania pseudo-orbit, np. [53]). Méwimy, ze homeomorfizm f posiada wlasnosé
(okresowego) stabego odtwarzania pseudo-orbit (ang. the weak shadowing property), lub
odpowiednio: orbitalnego odtwarzania pseudo-orbit (ang. the orbital shadowing proper-
ty), jezeli dla kazdego £ > 0 istnieje § > 0 spelniajace nastepujacy warunek: majac dana
(okresowa) d-pseudo-orbite y = (y,,), mozemy znalezé¢ odpowiadajacy jej (okresowy) punkt
xr € X, ktorego orbita x stabo e-odtwarza y, lub odpowiednio: orbitalnie e-odtwarza y,
tzn.

y C %.(x) (odtwarzanie stabe),
y C %.(x) oraz y C %(x) (odtwarzanie orbitalne).

Zauwazmy, ze w powyzszej definicji na ciagi x i y patrzymy jak na podzbiory X, a
takze wyjasnijmy, ze %.(S) oznacza e-otoczenie zbioru S C X, tzn. zbiér takich punktéw
z € X, ze dist(z,9) < e.

Konczymy te cze$¢ zwroceniem uwagi na fakt, ze wszystkie z rozwazanych tu wtasnosci
odtwarzania posiadaja topologicznie hiperboliczne homeomorfizmy (zob. [2, 8, 33]).

3.5. Motywacja dla rezultatéw prac [R1, R2, R5, R9]. Biorac pod uwage znaczenie
pojecia topologicznej hiperboliczno$ci, pytanie o to, czy jest to czesta, czy rzadka wtasnos$é
uktadow dynamicznych, wydaje sie by¢ bardzo zasadnym. Niestety, nie jest mozliwe poda-
nie jednoznacznej i zadowalajacej odpowiedzi na to pytanie, poniewaz to, co jest czeste w
pewnej klasie, moze by¢ rzadkie w innej, zas klasa, ktorg rozwazamy zalezy od okreslonego
zastosowania. Jedna z powszechnie akceptowanych metod stosowanych do stwierdzania,
ze dana wtasnos¢ jest typowa, polega na wykazaniu jej generycznosci wzgledem ustalonej
topologii (w naszym przypadku jest to topologia C°). Niemniej jednak, restrykcyjno$é
warunku definiujacego ekspansywnosé¢ oznacza, ze wlasnosé ta jest bardzo rzadka, gdyz
C° generyczny homeomorfizm posiada nieskoriczong entropie topologiczna (zob. [35]), co
oznacza (zob. np. [29]) Ze nie moze on spetnia¢ warunku ekspansywnosci. Tak wiec w
przedstawionym powyzej kontekscie interesuje nas jedynie odtwarzanie pseudo-orbit.

Pierwszy rezultat dotyczacy generycznosci (zwyklej) whasnosci odtwarzania pseudo-
orbit w przestrzeni homeomorfizméw, wyposazonej w topologie C°, uzyskal Yano [72]
dla okregu jednostkowego, potem wynik ten zostal uogélniony przez Odani’ego [44] na
klase homeomorfizméw na rozmaitoséci zwartej o wymiarze mniejszym lub réwnym 3, a
nastepnie przez Pilyugina i Plamenevska [54] na przypadek dowolnej zwartej rozmaito-
Sci gladkiej bez brzegu. Ten ostatni ogdlny rezultat, rozszerzony jeszcze pdzniej w [DE]
na przypadek uwzgledniajacy dodatkowo wtasno$¢ Jg-odwrotnego odtwarzania, bazuje
na technice rozktadu rozmaitosci na raczki (ang. a handle decomposition, zob. [30]) oraz
na tzw. twierdzeniu o topologicznej transwersalnosci (ang. the Topological Transversali-
ty Theorem, zob. [55]). Zauwazmy takze, ze podejscie to wiaze sie w naturalny sposob
z problemem generycznosci wlasnosei tolerancyjnej stabilnosci (ang. the tolerance stabi-
lity property), ktéry byl rozwazany przez Takensa [68], jako tzw. hipoteza Zeemana o
tolerancyjnej stabilnosci (ang. Zeeman’s Tolerance Stability Conjecture).

Na przestrzeni ostatnich kilkunastu lat byt réwniez rozwijany réwnolegly watek, do-
tyczacy generycznosci wlasnosci stabego odtwarzania pseudo-orbit. Warte wspomnienia
rezultaty odnoszg sie do klasy homeomorfizmoéw, okreslonych na zwartej rozmaitosci gtad-
kiej (Corless i Pilyugin [15]) lub, ogélniej, na zwartych, uogélnionych przestrzeniach ho-
mogenicznych (Mazur [D7]).

Powyzszy przeglad dostarcza sporg ilo$¢ informacji na temat generycznosci wtasnosci
odtwarzania w przypadku odwracalnym (czyli w klasie homeomorfizméw). Z drugiej stro-
ny, wedhug najlepszej wiedzy autora tego autoreferatu, az do czasu pracy Koscielniaka,
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Mazura, Oprochy i Pilarczyka [36], w ktérej rozwazane sg odwzorowania okreslone na do-
wolnej zwartej rozmaitosci, dopuszczajacej skonczony rozktad na zbiory homeomorficzne
z kulg domknieta, zostalo udowodnionych jedynie pare rezultatow dotyczacych problemu
generycznosci wlasnosci odtwarzania w klasie odwzorowan ciagtych. W rzeczywistosci,
dotyczyty one jedynie przypadku l-wymiarowego, w ktorym rozwazane bylty odwzorowa-
nia okres$lone na odcinku domknietym lub na okregu (zob. prace Mizery [40]). Wyjasnij-
my, ze ciggle odwzorowanie f przestrzeni metrycznej X interpretujemy jako dyskretny
semi-uktad dynamiczny, gdzie orbita punktu z € X jest okre$lona jako jednostronnie
nieskonczony ciag (f™(x))>2, C X. Zauwazmy, ze wszystkie pojawiajace si¢ w tej czesci
autoreferatu (czyli w watku C?) definicje mozemy w naturalny sposéb przeformutowad
tak, aby miaty zastosowanie do tego (nieodwracalnego) przypadku.

Dokonamy teraz krotkiego przegladu wynikow, ktore odnosza sie do problemu generycz-
nosci wlasnosci odtwarzania w przestrzeni dyfeomorfizméw, wyposazonej w topologie C*.
Jest to oczywiscie przypadek jakosciowo odmienny, tak wiec nie powinno by¢ zaskakujace
to, ze, ogdlnie rzecz biorac, wlasnosé¢ odtwarzania pseudo-orbit nie jest tu generyczna —
w pracy [10] Bonatti, Diaz i Turcat podali przyktad 3-wymiarowej rozmaitosci dopusz-
czajacej € -dyfeomorfizm, ktérego pewne otoczenie zawiera jedynie dyfeomorfizmy nie
posiadajace wlasnosci odtwarzania. Najprawdopodobniej najsilniejszym pozytywnym re-
zultatem, udowodnionym w tym kontekscie przez Crovisiera [17], jest generycznos$é pewnej
stabej formy odtwarzania, ktéra, z grubsza rzecz biorac, moze by¢ rozumiana nastepujaco:
skonczony fragment pseudo-orbity jest przyblizany w topologii Hausdorffa przez skonczo-
ny fragment rzeczywistej orbity. Kilka (w pewnym sensie) pokrewnych rezultatéw zostato
takze uzyskanych przez innych autoréw (zob. np. Abdenur i Diaz [1] lub Sakai [62]).

3.6. Przeglad rezultatéw prac [R1, R2, R5, R9]. Zalézmy, ze M jest zwarta rozmaito-
Scia topologiczna, zas d jest metryka zgodna z jej topologiczna struktura. Niech 2 (M)
oznacza przestrzen homeomorfizméw na M, wyposazong w zupetng metryke

0o(f.9) = max{jgﬂg d(f(x), g(x)), sup d(f(z),g ()},

ktora generuje topologie C° w 52 (M).

W pracach [R1, R2, R5] kontynuujemy wspomniane wczesniej badania, dotyczace pro-
blemu C° generycznosci réznych form wlasnosci odtwarzania, ze specjalnym naciskiem
na odtwarzanie okresowe. Przypomnijmy, ze wlasnos¢ &, przystugujaca elementom prze-
strzeni topologicznej S, jest nazywana generyczna, jezeli zbiér wszystkich elementow S
posiadajacych wlasno$é & jest rezydualny, co oznacza, ze zbiér ten zawiera przeciecie
przeliczalnej rodziny otwartych i gestych podzbiorow S.

Zacznijmy od nastepujacego twierdzenia, ktore rozszerza pokrewny rezultat Pilyugina
i Plamenevskiej [54].

Twierdzenie 3.15 (Koscielniak i Mazur [R1]). Zalézmy, ze M jest rozmaitoscig gladkq
bez brzegu. Wowczas generyczny homeomorfizm f € (M) posiada wlasno$é okresowego
odtwarzania pseudo-orbit.

Dowdéd twierdzenia 3.15 taczy techniki uzywane w [54] (tzn. rozklad rozmaitosci na
raczki oraz twierdzenie o topologicznej transwersalnosci) z koncepcja relacji nakrywaja-
cych (ang. covering relations), w jej ogblnej wersji, zaproponowanej przez Zgliczynskiego
i Gidee w [74]. Warto takze wspomnie¢, ze dowdd ten zostal pdzniej uproszczony przez
Koscielniaka [34] tak, ze korzystal juz jedynie ze specjalnego przypadku relacji nakry-
wajacych (z l-wymiarowym kierunkiem rozciagajacym) oraz nie wymagal zastosowania
twierdzenia o topologicznej transwersalnosci. Co wiecej, w pracy [R2] podajemy znacznie
prostsza argumentacje, bazujaca na [26, D7], ktéra nie uzywa zadnego z wymienionych
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powyzej narzedzi, angazujac tylko techniki czysto topologiczne. Tym niemniej, metoda ta
pozwala jedynie na wykazanie generycznosci wtasnosci okresowego odtwarzania orbital-
nego.

Twierdzenie 3.16 (Koscielniak i Mazur [R2]). Zaldimy, ze M jest rozmaitoscig (z brze-
giem lub bez brzegu) o wymiarze wiekszym lub réwnym 2. Wowczas generyczny homeomor-
fizm f € (M) posiada wlasno$é okresowego orbitalnego odtwarzania pseudo-orbit.

Zauwazmy takze, ze natychmiastowa konsekwencja powyzszych twierdzen sg niezalezne
dowody tzw. C° ogdlnego twierdzenia o gestosci (ang. the C° General Density Theorem),
gloszacego generycznos$é wiasnosci, ktora polega na posiadaniu przez uktad gestego zbioru
punktéw okresowych w jego zbiorze tancuchowo rekurencyjnym (ang. the chain recurrent
set). Oryginalna wypowiedz tego twierdzenia pochodzi z pracy Palisa i wsp. [47], jednak-
ze podana tam argumentacja zawierata pewne luki, ktére zostaly wskazane i czesciowo
poprawione przez Covena i wsp. [16] oraz Pilyugina [50] (kompletny i poprawny dowdd
zostal podany przez Hurley’a w [26]).

Nasze ostatnie wyniki, ktore zostaly uzyskane w klasie homeomorfizméw, sa zawarte
w pracy [R5]. Aby je w pelni sformutowaé, potrzebne byto wprowadzenie nowego pojecia
okresowego odtwarzania odwrotnego, w odniesieniu do klasy metod ciggtych.

Definicja 3.17 (Wtasno$¢ okresowego Js-odwrotnego odtwarzania, Koscielniak i Mazur
[R5]). Zatézmy, ze (X, d) jest zwarta przestrzenia metryczna, zas f: X — X jest home-
omorfizmem. Niech 95 bedzie klasa ciaglych metod, okreslona przez (3.1). Dla dowolnej
dodatniej statej catkowitej k rozwazmy podrodzine Foa P C Js, sktadajaca sie z metod
k-okresowych, tzn. metod generowanych przez (k-okresowe) rodziny odwzorowan ciagtych
{¥n}nez, spetniajacych nastepujacy warunek: 1,,x = v, dla kazdego n € Z. Mébwimy,
ze homeomorfizm f posiada wlasno$é okresowego Zs-odwrotnego odtwarzania, jezeli dla
kazdego £ > 0 istnieje 0 > 0 takie, ze dla kazdego dodatniego k € Z, kazdej (k-okresowej)
s-metody y € Ta P oraz kazdego k-okresowego punktu = € X, mozemy znalezé y € X
takie, ze (k-okresowa) d-pseudo-orbita x(y) e-odtwarza orbite punktu x.

Aby udowodnié¢ kolejne twierdzenie, ktére podsumowuje rezultaty pracy [R5], konieczne
byto dokonanie pewnego technicznego ulepszenia narzedzi stosowanych w [34].

Twierdzenie 3.18 (Koscielniak i Mazur [R5]). Zaldimy, ze M jest rozmaitoscig (z brze-
giem lub bez brzegu), ktéra dopuszcza skonczony rozktad na zbiory homeomorficzne z kulg
domknietq. Wowczas generyczny homeomorfizm f € (M) posiada zaréwno wilasnosé
Ts-odwrotnego odtwarzania, jaki i wlasnosé okresowego Js-odwrotnego odtwarzania.

W naszych dalszych rozwazaniach skoncentrujemy si¢ na przypadku nieodwracalnym.
Oznaczmy przez € (M) przestrzen odwzorowan ciagtych na M, za$ przez . (M) pod-
zbidr € (M) sktadajacy sie ze wszystkich odwzorowan surjektywnych. Oczywiscie, w obu
przypadkach topologia C° moze by¢ wprowadzona za pomoca zupelnej metryki supremum

oi(f,g9) = Sup d(f(z),g(z)).

Jak juz byto wspominane w tym autoreferacie, prawdopodobnie pierwszy ogélny rezul-
tat dotyczacy generycznosci wlasnosci odtwarzania pseudo-orbit w € (M) oraz w (M)
zostal udowodniony w [36]. Bazowat on jednakze (tak jak twierdzenie 3.18) na zatozeniu,
ze rozmaitos¢ M dopuszcza skonczony rozktad na zbiory homeomorficzne z kula domknie-
ta. W pracy [R9] podajemy inny, cho¢ nieco podobny dowdd, ktéry dziata w przypadku
ogélnym. Co wiecej, uzywajac analogicznych narzedzi wykazujemy takze gestos¢ wia-
snosci s-granicznego odtwarzania. Otrzymane w [R9] wyniki podsumowuje nastepujace
twierdzenie.
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Twierdzenie 3.19 (Mazur i Oprocha [R9]). Zbidr odwzorowan posiadajgcych wlasnosé
odtwarzania pseudo-orbit (lub odpowiednio: wlasnos¢ s-granicznego odtwarzania pseudo-
orbit) jest rezydualny (lub odpowiednio: gesty) w € (M) oraz w .7 (M).

Aby udowodni¢ powyzsze twierdzenie, konieczne byto wprowadzenie pewnych technik
perturbacyjnych, ktore dostarczaly narzedzi do kontroli przebiegu pseudo-orbit za pomoca
odpowiednio wybranego pokrycia rozmaitosci M, stabilnego wzgledem dobrze dobranych
zaburzen uktadu.

Konczymy te czedé wskazujae kilka kolejnych wariantéw problemu C° generycznosci
wlasnodci odtwarzania, ktore sg dla nas szczegdlnie interesujace, cho¢ wciaz pozostaja
cotwarte” dla przysztych badan:

e generyczno$é wlasnosei s-granicznego odtwarzania w (M), € (M) oraz ./ (M),

e generyczno$é wlasnosci odtwarzania pseudo-orbit dla odwzorowan ciaglych (lub
homeomorfizméw), okreslonych na 1-wymiarowych kontinuach, takich jak dendry-
ty (ang. dendrites) lub kontinua tancuchowe (ang. chainable continua).

5. OMOWIENIE POZOSTALYCH OSIAGNIEC NAUKOWO-BADAWCZYCH.

PRACE STANOWIACE POZOSTALE OSIAGNIECIA NAUKOWO-BADAWCZE (W PORZADKU
CHRONOLOGICZNYM).

[D1] M. Mazur, K. Stolot oraz J. Tabor, Semi-hyperbolicity implies hyperbolicity in the
linear case, Proceedings of the Conference “Topological Methods in Differential
Equations and Dynamical Systems” (Krakow-Przegorzaly, 1996), Univ. Iagel. Ac-
ta Math. 36 (1998), 121-126.

[D2] M. Mazur oraz J. Szybowski, The implementation of the Allili-Kaczyriski algori-
thm for the construction of a chain homomorphism induced by a multivalued map,
w: ,International Conference on Differential Equations”, Vol. 1, 2 (Berlin, 1999),
225-227, World Sci. Publ.; River Edge, NJ, 2000.

D3] M. Mazur, Topological transitivity of the chain recurrent set implies topological
transitivity of the whole space, Univ. lagel. Acta Math. 38 (2000), 219-226.

[D4] M. Mazur, Hyperbolicity, expansivity and shadowing for the class of normal ope-
rators, Funct. Differ. Equ. 7 (2000), 147-156 (2001).

[D5] J. Ombach oraz M. Mazur, Shadowing and likes as C° generic properties, w: Pro-
ceedings of the 3rd Polish Symposium on Nonlinear Analysis, str. 159-168, Lecture
Notes in Nonlinear Analysis, Vol. 3, 2002.

[D6] M. Mazur, Tolerance stability conjecture revisited, Topology Appl. 131 (2003), 33—
38.

[D7] M. Mazur, Weak shadowing for discrete dynamical systems on nonsmooth mani-

folds, J. Math. Anal. Appl. 281 (2003), 657-662.

[D8] M. Mazur oraz J. Szybowski, Algebraic construction of a coboundary of a given
cycle, Opuscula Math. 27 (2007), 291-300.

1. KROTKIE WPROWADZENIE

W tej czesci autoreferatu przedstawiamy rezultaty pozostalych prac naukowych, ozna-
czonych jako [D1-D8]. Odnosza sie one do nastepujacych zagadnien:

(i) réwnowazne warunki zapewniajace hiperboliczno$é operatora liniowego [D1, D4],
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(ii) komputerowo wspierana metoda wyznaczania homomorfizmu indukowanego w ho-
mologiach przez odwzorowanie ciggte [D2, D8],

(iii) asymptotyczne zachowanie dyskretnego uktadu dynamicznego [D3],

(iv) wstepne badania dotyczace C° generycznosci wlasnosci odtwarzania, tj. problemu,
ktéry byt wezesniej oznaczony jako (P3) [D6, D7].

2. ROWNOWAZNE WARUNKI ZAPEWNIAJACE HIPERBOLICZNOSC OPERATORA
LINIOWEGO [D1, D4]

Rezultaty pracy [D1] nawiazuja do problemu (P1), ktéry byt omawiany wezesniej, jako
czes¢ gtdwnego osiggniecia naukowego. Mowiac konkretniej, zostato tam udowodnione, ze
semi-hiperboliczny, ograniczony operator liniowy na przestrzeni Banacha jest, w rzeczy-
wistosci, hiperboliczny (przedstawione sa dwa niezalezne dowody, z ktérych jeden dziata
tylko w przypadku skonczenie-wymiarowym, zas drugi uwzglednia dowolng przestrzen Ba-
nacha). Analogiczny wynik, jednakze z zupehie innym dowodem, zostat uzyskany w tym
samym czasie przez Al-Nayefa i wsp. w [6].

W pracy [D4] badamy mozliwos¢ rozszerzenia do przypadku nieskoniczenie-wymiarowego
pewnych wezesniejszych rezultatéw Ombacha [46], dotyczacych réwnowaznosci wlasnosci
hiperbolicznosci i odtwarzania, w klasie operatoréw liniowych na R". Jako gtéwny wynik
podane jest nastepujace twierdzenie, ktore catkowicie rozwiazuje ten problem dla opera-
torow normalnych na przestrzeni Hilberta.

Twierdzenie 2.1 (Mazur [D4]). Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta oraz niech A: H —
H bedzie ograniczonym operatorem liniowym. Zalozmy, ze A jest normalny, tzn. AA* =
A*A. Wowcezas A jest hiperboliczny wtedy i tylko wtedy, gdy A posiada wtasnosé odtwarza-
nia pseudo-orbit. Dodatkowo, A jest ekspansywny wtedy i tylko wtedy, gdy widmo punktowe
(czyli zbior wartosci wltasnych) operatora AA* jest rozlgczne z okregiem jednostkowym w

C.

Powyzszy rezultat byt dowodzony w [D4] przy uzyciu technik charakterystycznych dla
teorii spektralnej (zob. np. [63]), a takze zostal uzupelniony kilkoma odpowiednimi przy-
ktadami.

3. KOMPUTEROWO WSPIERANA METODA WYZNACZANIA HOMOMORFIZMU
INDUKOWANEGO W HOMOLOGIACH PRZEZ ODWZOROWANIE CIAGLE [D2, D§]

W serii prac [4, 5, 27] Allili i Kaczynski opracowali algorytm konstrukeji homomorfizmu
tancuchowego, indukowanego przez odwzorowanie wielowartosciowe reprezentowalne, co
byto niezbedne do wyznaczenia homomorfizmu indukowanego w homologiach przez od-
wzorowanie ciggte. Pewien znaczacy problem techniczny byt zwiazany z koniecznoscia
konstrukcji kobrzegu danego cyklu o, czyli takiego tancucha 7, ktéry spelia warunek
Ot = 0, co zostalo zrealizowane przy uzyciu narzedzi geometrycznych (zob. [5, 27]). Au-
torzy artykutu [4] zasugerowali takze, ze problem ten moze zostaé rozwiazany za pomoca
elementarnej algebry liniowej. Celem prac [D2, D8] byto rozwiniecie koncepcji alterna-
tywnej algebraicznej konstrukcji kobrzegu oraz przedstawienie pewnych uwag dotycza-
cych implementacji algorytmu Allili-Kaczynski’ego, ktéra zostala przez nas samych (wsp.
z J. Szybowskim) wykonana w jezyku C++, jako wktad w tzw. Computational Homology
Project (zob. [75]). W celu poznania zastosowan opisanego algorytmu, ktére uzywaja tego
oprogramowania, odsytamy do [42, 49].
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4. ASYMPTOTYCZNE ZACHOWANIE DYSKRETNEGO UKLADU DYNAMICZNEGO [D3]

Praca [D3] zostata zainspirowana prze dwa podobne twierdzenia, znalezione w mono-
grafii Aoki’ego i Hiraide [8] oraz w artykule Chu i Koo [18]. Ponizej opisujemy krétko jej
gtowne wyniki.

Niech X bedzie zwarta przestrzenia metryczng, za$ f: X — X bedzie homeomorfi-
zmem. Oznaczmy przez C'R(f) zbiér tancuchowo rekurencyjny dla f, tzn. zbiér punktow
x € X, ktore spetniaja nastepujacy warunek: dla kazdego o > 0 istnieje okresowa o-
pseudo-orbita zawierajaca z, natomiast przez Q(f) oznaczmy podzbior C R(f) sktadajacy
sie z punktéw niewedrujacych (ang. nonwandering points). Niech Y C X oznacza zbiér

CR(f) lub Q(f)

Twierdzenie 4.1 (Mazur [D3]). Zaldzmy, Ze istnieje punkt x € Y taki, Ze orbita x jest
gesta wY (tzn. f|y jest topologicznie tranzytywny). Wowczas CR(f) = X.

Powyzsze twierdzenie, przy dodatkowym zatozeniu wymagajacym, aby homeomorfizm
f byt topologicznie hiperboliczny, zostalo udowodnione w [8] jako twierdzenie 3.1.7, a
takze moze by¢ uwazane za uogdlnienie twierdzenia 2.8 z artykutu [18], ktore daje te sama
konkluzje w przypadku, gdy f posiada wtasnosé odtwarzania pseudo-orbit (zauwazmy, ze
konsekwencja wlasnosci odtwarzania jest réwnosé CR(f) = Q(f), zob. np. [8]).

W pracy [D3] badamy takze problem odwrotny oraz dowodzimy, ze jezeli X jest rozma-
itoscia topologiczna, zas f jest topologicznie tranzytywny, to f|y jest takze topologicznie
tranzytywny. Przedstawiamy dodatkowo kilka odpowiednich przyktadéw pokazujacych
np., ze nie ma prostej zaleznosci pomiedzy topologiczng tranzytywnoscia flores) i flags)-

Zauwazmy takze, ze wszystkie przedstawione w [D3] dowody dzialaja jednoczesnie dla
ciaglych uktadéw dynamicznych (potokéw).

5. WSTEPNE BADANIA DOTYCZACE C° GENERYCZNOSCI WEASNOSCI ODTWARZANIA
[D6, D7]

W pracy [15] Corless i Pilugin wykazali, ze stabe odtwarzanie pseudo-orbit jest wtasno-
Scia generyczna w przestrzeni 7 (M), ztozonej z homeomorfizméw okreslonych na zwartej
rozmaitoéci gtadkiej M, wyposazonej w topologie C°. Nastepnie, Pilyugin i Plamenevska
[54] wzmocnili ten rezultat pokazujac w tym przypadku generycznosé (zwyktlej) wlasnosci
odtwarzania.

Wymienione powyzej artykuty sa, w pewnym sensie, zwigzane ze znacznie wczesniejsza
praca Takensa [68], w ktérej autor wprowadza pojecie tolerancyjnej stabilnosci (ang. tole-
rance stability, ponizej przypominamy odpowiednig definicje) oraz formutuje, w terminach
topologicznych, tzw. hipoteze Zeemana o tolerancyjnej stabilnosci (ang. Zeeman’s Tole-
rance Stability Conjecture). Hipoteza ta glosi, ze dla dowolnego zbioru ¥ C (X)), gdzie
X jest zwarta przestrzenig metryczna, stanowiacego przestrzen topologiczng z topologia
nie stabsza niz topologia C° indukowana z (X)), tolerancyjna stabilnosé¢ (wzgledem 2)
jest wlasnodcig generyczna w przestrzeni .

W odniesieniu do wspomnianego problemu, niewielki postep zostal dokonany od czasu
pracy Takensa. W pracy [70] White przedstawil kontrprzyktad pokazujacy, ze zbiér 2 nie
moze by¢ wybrany dowolnie. Inne pokrewne rezultaty zostaly uzyskane np. przez Robin-
sona [56], ktéry udowodnit hipoteze Zeemana-Takensa dla dyfeomorfizméw spelniajacych
aksjomat A, a takze przez Odani’ego [44], ktéry wykazal silng wersje hipotezy w przypad-
ku, gdy 2 = (M) oraz M jest rozmaitoscia co najwyzej 3-wymiarowa. W pracy [D6]
wzmacniamy ten ostatni wynik, usuwajac ograniczenie na wymiar M.

Wyrazimy teraz powyzsze stwierdzenia w bardziej formalnym jezyku, ograniczonym do
kontekstu ustalonego w [D6, D7].
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Definicja 5.1 (Tolerancyjna stabilnosé, Takens [68]; silna tolerancyjna stabilno$é, Odani
[44]). Méwimy, ze homeomorfizm f € #°(X) jest tolerancyjnie stabilny, ang. tolerance
stable (lub odpowiednio: silnie tolerancyjnie stabilny, ang. strongly tolerance stable), jezeli
dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 takie, ze dla kazdego g € J#(X) spelniajacego warunek
00(f,g) < 0, zachodzi nastepujaca wlasnos¢: kazda orbita f jest orbitalnie e-odtwarzana
(lub odpowiednio: e-odtwarzana) przez pewna orbite g, za$ kazda orbita g jest orbitalnie
e-odtwarzana (lub odpowiednio: e-odtwarzana) przez pewna orbite f.

Zauwazmy, ze warunek silnej tolerancyjnej stabilnosci zawiera w sobie koncepcje Jy-
odwrotnego odtwarzania, a takze implikuje (zwykla) wlasnos$é odtwarzania pseudo-orbit
w przypadku, gdy M jest rozmaitoscia (zob. [44]).

Kolejne twierdzenie stanowi gtéwny rezultat pracy [D6].

Twierdzenie 5.2 (Mazur [D6]). Zaldzmy, ze M jest zwartq rozmaitoscig gltadkq bez brze-
gu. Wowczas generyczny homeomorfizm f € (M) posiada wlasno$é silnej tolerancyjnej
stabilnosci.

Dowdd twierdzenia 5.2 bazuje na koncepcji Pilyugina i Plamenevskiej [54], angazuja-
cej technike rozktadu rozmaitosci na raczki (zob. [30]) oraz twierdzenie o topologicznej
transwersalnosci (zob. [55]). Zauwazmy takze, ze stosujac te sama metode, w pracy [D6]
otrzymalismy nastepujacy, dodatkowy wynik, ktory rozszerzat wezedniejszy rezultat Hur-
ley’a [25] oraz zostal niezaleznie wykazany (z wykorzystaniem innej techniki) przez Akina
i wsp. [3].

Twierdzenie 5.3 (Mazur [D6]). Zalézmy, ze M jest zwartq rozmaitoscig gladkq. Wow-
czas dla generycznego homeomorfizmu f € F(M), zbior tancuchowo rekurencyjny C R(f)
jest zbiorem Cantora.

Aby przedstawié¢ gtéwne twierdzenie pracy [D7], ktére rozszerza wspomniany wezesniej
rezultat Corlessa i Pilyugina [15], musimy odwotlaé sie do pojecia homogenicznosci (ang.
homogeneity) w jego ogblnej wersji.

Definicja 5.4 (Uogdlniona przestrzeii homogeniczna, np. [3]). Zwarta przestrzen me-
tryczna (X, d) nazywamy uogélniona przestrzenia homogeniczna (ang. a generalized ho-
mogeneous space), jezeli dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 takie, ze jesli {xy,...,z,} i
{y1,.--,yn} C X sa dwoma rozlacznymi zbiorami parami réznych punktéw takich, ze
d(zi,y;) < 6 dlai € {1,...,n}, woéwczas istnieje homeomorfizm h € (X)) speiajacy
warunki: po(h,idy) < € oraz h(z;) =y; dlai € {1,...,n}.

Waznymi przykladami przestrzeni homogenicznych sa zwarta rozmaitosé (gtadka), kost-
ka Hilberta lub zbiér Cantora (zob. [D7]| oraz znajdujace si¢ tam odpowiednie odnosniki
do literatury).

Kolejne twierdzenie jest gtéwnym wynikiem pracy [D7].

Twierdzenie 5.5 (Mazur [D7]). Zaldzmy, ze X jest uogdlniong przestrzenig homogenicz-
ng. Wowczas generyczny homeomorfizm f € 7 (X) posiada wlasno$é stabego odtwarzania
pseudo-orbit.

Na zakonczenie wspomnijmy takze, ze gtéwne idee prac [D6, D7] sa tematem rozprawy
doktorskiej autora oraz zostaly wczesniej ogloszone w [D5]. Niemniej jednak, twierdzenia
formutowane w [D7] posiadaja ogdlniejsze wypowiedzi, za$ ich dowody uzywaja prost-
szych, bardziej bezposrednich i bardziej elementarnych metod.
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