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1. Wprowadzenie

Pojęcie hiperboliczności wydaje się być jednym z najbardziej podstawowych w nowo-
czesnej teorii układów dynamicznych. Rozpoczynając od opublikowanych w latach 60-
tych dwudziestego wieku artykułów Anosova [7] i Smale’a [64], było ono wielokrotnie
wykorzystywane przez ostatnie półwiecze w pracach różnych autorów. Wiele głębokich
rezultatów teoretycznych dotyczących układów o strukturze hiperbolicznej zostało w tym
czasie uzyskanych, a także powstało sporo monografii przybliżających tę tematykę (zob.
np. [11, 20, 23] oraz cytowaną tam literaturę).

Zainteresowanie teorią hiperboliczności może wynikać z faktu, że, z grubsza rzecz biorąc,
dynamika hiperboliczna posiada zarówno atrybuty stabilności, jak i atrybuty niestabilno-
ści (np. układy hiperboliczne są strukturalnie stabilne, ale jednocześnie wykazują czułą
zależność od warunku początkowego, zob. [57]). Nie jest więc zaskakujące, że dynamika
taka dopuszcza pewien rodzaj chaosu, pod warunkiem, że topologiczna struktura układu
jest wystarczająco skomplikowana (np. podkowa Smale’a [64]).

Znaczenie pojęcia hiperboliczności w teorii układów dynamicznych nie może zostać po-
mniejszone, jednakże pozostaje pewna luka pomiędzy wynikami teoretycznymi, których
ono dostarcza, a ich faktycznym zastosowaniem. Prawdopodobnie główny problem leży
w samych warunkach definiujących zbiór hiperboliczny (takich jak np. istnienie odpo-
wiednich rozkładów niezmienniczych), które są raczej trudno weryfikowalne przy użyciu
metod zarówno analitycznych, jak i (ścisłych) numerycznych. W niektórych sytuacjach
użytecznych narzędzi dostarczają pewne blisko spokrewnione koncepcje, takie jak stożko-
wa hiperboliczność (zob. np. [43]) czy semi-hiperboliczność (zob. np. [20]).

Z drugiej strony, chociaż większość pojęć i rezultatów związanych z ideą hiperboliczności
dotyczy dyfeomorfizmów na rozmaitościach zwartych, pozostaje jeszcze wiele interesują-
cych własności natury topologicznej (metrycznej), takich jak odtwarzanie pseudo-orbit
(ang. shadowing) czy ekspansywność (ang. expansiveness), które nie wymagają struktu-
ry różniczkowej lub nawet odwracalności układu. Powstała zatem potrzeba uogólnienia
pojęcia hiperboliczności na klasę homeomorfizmów (lub, ogólnie, odwzorowań ciągłych),
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która również przykuwała wiele „matematycznej uwagi”. Pewne dobrze znane (i w zasa-
dzie równoważne) koncepcje topologicznej wersji hiperboliczności zostały wprowadzone w
[39, 45, 58].

W niniejszym autoreferacie odnosimy się do obu ze wspomnianych powyżej nurtów
w rozwoju teorii układów hiperbolicznych, nazywając jest w dalszej części odpowiednio
wątkami C1 i C0. Mówiąc dokładniej, zajmujemy się następującymi problemami:

(P1) ścisła weryfikacja numeryczna warunku hiperboliczości dla danego (nietrywialne-
go) zwartego zbioru niezmienniczego (wątek C1),

(P2) próba uzyskania topologicznej (metrycznej) wersji stożkowej hiperboliczności, któ-
ra byłaby dobrze przystosowana do (ścisłej) analizy numerycznej (wątek C0),

(P3) badanie pewnych pojęć topologicznych blisko spokrewnionych z hiperbolicznością,
a dokładnie różnych wariantów własności odtwarzania, takich jak odtwarzanie
okresowe, odwrotne i graniczne (ang. periodic, inverse and limit shadowing), z
punktu widzenia ich generyczności względem topologii C0 (wątek C0).

Kolejne dwa rozdziały zawierają przegląd głównych rezultatów prac [R1–R9], poprze-
dzony odpowiednim „tłem teoretycznym”, które ułatwia szczegółowe zrozumienie tematu
oraz czyni ten autoreferat, do pewnego stopnia, samowystarczalnym. Zwracamy uwagę
na to, że w naszych rozważaniach wykorzystujemy bardzo różne techniki, począwszy od
metod „czysto” topologicznych, aczkolwiek niejednokrotnie angażujących pewne dość za-
awansowane narzędzia, takie jak rozkład rozmaitości na rączki (ang. a handle decomposi-
tion, zob. [30]) lub relacje nakrywające (ang. covering relations, zob. [74]), a skończywszy
na ścisłych metodach numerycznych. Podkreślamy jednocześnie, że te ostatnie techniki
wkomponowują się w intensywnie rozwijany na przestrzeni ostatnich kilkunastu lat nurt
w teorii układów dynamicznych i topologii, zapoczątkowany wykazaniem przez Mischa-
ikowa i Mrozka istnienia chaosu w równaniach Lorenza [41], w którym dowody ważnych
twierdzeń wspierane są przez odpowiednie programy komputerowe. Następstwem tego
nurtu jest powstawanie różnych grup (projektów) tematycznych, takich jak np. Compu-
tational Homology Project (CHomP) [75], projekt Global Analysis of Invariant Objects
(GAIO) [78] lub grupa Computer Assisted Proofs in Dynamics (CAPD) [77], czy choćby
nasz niewielki projekt pn. Computational Hyperbolicity [76], które tworzą odpowiednie
narzędzia teoretyczne oraz „produkują” własne, dedykowane oprogramowanie.

2. Hiperboliczność – wątek C1

W rozdziale tym zajmujemy się problemem (P1) oraz prezentujemy główne koncepcje
i rezultaty prac [R3, R4, R6, R7].

2.1. Hiperboliczność. Pojęcie zbioru hiperbolicznego odnosi się zwykle do dyfeomor-
fizmu na zwartej rozmaitości gładkiej oraz oznacza, że, z grubsza rzecz biorąc, wiązka
styczna nad tym zbiorem rozkłada się na sumę prostą dwóch subwiązek, które są nie-
zmiennicze dla odwzorowania stycznego i odwzorowanie to jest zwężające wzdłuż jednej
z nich, zaś rozszerzające wzdłuż drugiej (względem pewnej normy Riemanna). Ponieważ
jednak w naszym podejściu rozważamy jedynie gładkie odwzorowania na przestrzeniach
euklidesowych, tak więc, dla uproszczenia, sformułujemy definicję dostosowaną do tego
przypadku.

Niech U będzie otwartym podzbiorem Rn oraz niech ‖·‖ oznacza ustaloną normę w Rn.
Załóżmy, że jeżeli (E, ‖ · ‖a) i (F, ‖ · ‖b) są danymi przestrzeniami Banacha, to przez ‖ · ‖ba
oznaczamy normę indukowaną na przestrzeni L (E,F ), składającej się z ograniczonych
operatorów liniowych z E do F .
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Definicja 2.1 (Zbiór hiperboliczny, np. [48, 73]). Niech f : U → f(U) ⊂ Rn będzie
C1 dyfeomorfizmem. Zwarty, f -niezmienniczy podzbiór K zbioru U nazywamy (λs, λu)-
hiperbolicznym, gdzie λs < 1 < λu, jeżeli dla każdego x ∈ K istnieją norma ‖ · ‖x w Rn

oraz rozkład Rn = Es
x ⊕ Eu

x z odpowiadającymi mu projekcjami P s
x i P u

x = I − P s
x takie,

że spełnione są następujące warunki:

[H0] {‖ · ‖x}x∈K jest jednostajnie równoważną rodziną norm w Rn, tzn. istnieje c > 0
takie, że

c−1‖v‖ ¬ ‖v‖x ¬ c‖v‖ dla x ∈ K, v ∈ Rn,

[H1] projekcje są jednostajnie ograniczone, tzn.

sup
x∈K
{max{‖P s

x‖, ‖P u
x ‖}} <∞,

[H2] każdy rozkład jest niezmienniczy (tzn. DxfE
s
x = Es

f(x) i DxfE
u
x = Eu

f(x) dla x ∈ K)
oraz

‖(Dxf)|Esx‖
f(x)
x ¬ λs, ‖(Dxf

−1)|Eux‖
x
f(x) ¬ λ−1

u dla x ∈ K.

Jak wiadomo (zob. [48] lub [73]), z powyższej definicji można uzyskać ciągłą zależność
projekcji P s

x i P u
x od punktu x ∈ K.

Przedstawimy teraz najprostszy, aczkolwiek bardzo wymowny przykład.

Przykład 2.2 („Siodłowy” punkt stały). Rozważmy operator A : R2 → R2, zadany w
postaci macierzowej w następujący sposób:

(2.1) A =
[
as 0
0 au

]
.

Jeżeli λs := |as| < 1 i λu := |au| > 1, to zbiór K = {(0, 0)} jest (λs, λu)-hiperboliczny dla
A z rozkładem R2 = Es ⊕ Eu, gdzie Es = R× {0} i Eu = {0} × R.

Powyższy przykład uzasadnia następującą definicję hiperboliczności dla operatorów
ograniczonych w przestrzeniach Banacha.

Definicja 2.3 (Operator hiperboliczny, np. [20]). Niech E,F będą przestrzeniami Bana-
cha, wyposażonymi odpowiednio w normy ‖ · ‖E i ‖ · ‖F , niech A : E → F będzie ograni-
czonym operatorem liniowym oraz niech będą dane rozkłady E = Es⊕Eu, F = F s⊕F u.
Wówczas, w odniesieniu do tych rozkładów, możemy zapisać A w postaci macierzowej
jako:

(2.2) A =
[
As Bs

Bu Au

]
: (Es ⊕ Eu, ‖ · ‖E)→ (F s ⊕ F u, ‖ · ‖F ).

Niech λs, λu będą takimi stałymi, że

(2.3) λs < 1 < λu.

Mówimy, że operator A jest (λs, λu)-hiperboliczny (względem powyższych norm i rozkła-
dów), jeżeli Au jest odwracalny oraz

‖As‖FE ¬ λs, ‖A−1
u ‖EF ¬ λ−1

u , Bs ≡ 0, Bu ≡ 0.

Zauważmy, że odwracalność Au skutkuje następującymi równościami:

(2.4) dimEs = dimF s, dimEu = dimF u.

Używając powyższego pojęcia możemy teraz przeformułować definicję 2.1.
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Definicja 2.4 (Zbiór hiperboliczny – równoważna definicja). Niech f : U → f(U) ⊂ Rn

będzie C1 dyfeomorfizmem. Zwarty, f -niezmienniczy podzbiór K zbioru U nazywamy
(λs, λu)-hiperbolicznym, gdzie λs < 1 < λu, jeżeli dla każdego x ∈ K istnieją norma ‖ · ‖x
w Rn oraz rozkład Rn = Es

x ⊕ Eu
x z odpowiadającymi mu projekcjami P s

x i P u
x = I − P s

x

takie, że spełnione są następujące warunki: [H0], [H1] oraz
[H2’] każdy operator

Dxf : (Es
x ⊕ Eu

x , ‖ · ‖x)→ (Es
f(x) ⊕ Eu

f(x), ‖ · ‖f(x)),

gdzie x ∈ K, jest (λs, λu)-hiperboliczny.

2.2. Semi-hiperboliczność. Komputerowo wspierane metody odgrywają ważną rolę w
teorii układów dynamicznych, pozwalając często na udowodnienie znaczących twierdzeń,
które opierają się ściśle analitycznym narzędziom (zob. np. [41]). Co więcej, wzrastająca
moc komputerów oraz stosowanie coraz bardziej zaawansowanych metod pozwalają na
radzenie sobie z naprawdę skomplikowanymi problemami (zob. [75, 76, 77, 78]).

W celu uzyskania komputerowo wspieranej metody weryfikującej hiperboliczność da-
nego zwartego zbioru niezmienniczego, co jest tematem pracy [R6], konieczne było zna-
lezienie zestawu warunków, które gwarantowałyby hiperboliczność oraz byłyby możliwe
do sprawdzenia przez wykonanie skończonej ilości ścisłych obliczeń numerycznych. Na po-
czątku należało „rozluźnić” założenie o niezmienniczości rozkładu. Mogło to zostać zreali-
zowane poprzez zastosowanie tzw. warunku pola stożkowego (ang. the cone field condition,
zob. [43]), jednakże w [R6] użyliśmy innego podejścia, które zostało zaproponowane w [20].
Jego myśl przewodnia jest wyjaśniona w następującym, prostym przykładzie.

Przykład 2.5 (Kontynuacja przykładu 2.2). Przypuśćmy, że chcemy się dowiedzieć, jak
bardzo możemy „zaburzyć zera” w macierzy (2.1), aby zachować hiperboliczność operatora
A. Mówiąc dokładniej interesuje nas to, co trzeba założyć o stałych µs, µu ­ 0, aby
operator A, zadany w postaci macierzowej jako:

A =
[
as bs
bu au

]
,

gdzie bs ∈ [−µs, µs], bu ∈ [−µu, µu] są dowolne, był hiperboliczny. Przez bezpośrednie
rachunki można uzyskać następujący warunek:

(2.5) (λu − 1)(1− λs) > µsµu.

Powyższy przykład wprowadza nas w koncepcję semi-hiperboliczności. Przejdziemy te-
raz do formalnej definicji, zaczynając od przypadku liniowego.

Definicja 2.6 (Operator semi-hiperboliczny, np. [20]). Niech E,F będą przestrzeniami
Banacha, wyposażonymi odpowiednio w normy ‖ · ‖E i ‖ · ‖F , niech A : E → F bę-
dzie ograniczonym operatorem liniowym oraz niech będą dane rozkłady E = Es ⊕ Eu,
F = F s ⊕ F u. Wówczas, w odniesieniu do tych rozkładów, możemy zapisać A w po-
staci macierzowej (2.2). Niech λs, λu, µs, µu będą stałymi spełniającymi warunki (2.3) i
(2.5). Mówimy, że operator A jest (λs, λu, µs, µu)-semi-hiperboliczny (względem powyż-
szych norm i rozkładów), jeżeli Au jest odwracalny oraz

‖As‖FE ¬ λs, ‖A−1
u ‖EF ¬ λ−1

u , ‖Bs‖FE ¬ µs, ‖Bu‖FE ¬ µu.

Oczywiście, tak jak poprzednio zachodzą równości (2.4).
Jesteśmy teraz przygotowani do sformułowania ogólnej definicji.

Definicja 2.7 (Zbiór semi-hiperboliczny, np. [20]). Niech f : U → Rn będzie odwzorowa-
niem klasy C1 oraz niech λs, λu, µs, µu będą stałymi spełniającymi warunki (2.3) i (2.5).
Mówimy, że zwarty podzbiór K zbioru U jest (λs, λu, µs, µu)-semi-hiperboliczny, jeżeli dla
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każdego x ∈ K istnieją norma ‖ · ‖x oraz rozkład Rn = Es
x ⊕ Eu

x z odpowiadającymi mu
projekcjami P s

x i P u
x = I − P s

x takie, że spełnione są następujące warunki: [H0], [H1] oraz

[SH2] każdy operator

Dxf : (Es
x ⊕ Eu

x , ‖ · ‖x)→ (Es
f(x) ⊕ Eu

f(x), ‖ · ‖f(x)),

gdzie x ∈ K i f(x) ∈ K, jest (λs, λu, µs, µu)-semi-hiperboliczny.

Zauważmy, że niezmienniczość rozkładów Rn = Es
x ⊕ Eu

x (x ∈ K) nie jest w powyż-
szej definicji zakładana. Co więcej, nie wymagamy także odwracalności odwzorowania f
ani niezmienniczości zbioru K. Niemniej jednak, jak pokazuje twierdzenie 2.8, przy tych
dodatkowych założeniach pojęcia hiperboliczności i semi-hiperboliczności są równoważne.

2.3. Motywacja dla rezultatów prac [R3, R4, R6, R7]. W dalszej części autoreferatu
omówimy, zaproponowaną w pracy [R6], ogólną metodę weryfikacji warunku hiperbolicz-
ności dla danego (nietrywialnego) zwartego, niezmienniczego podzbioru Rn, która anga-
żuje pojęcie semi-hiperboliczności. Dodatkowo, przedstawimy rezultaty zastosowania tej
metody do rzeczywistego odwzorowania Hénona. Najpierw jednak ustalimy odpowiednią
notację oraz umotywujemy to zagadnienie.

Mając dane parametry a, b ∈ R, przez Ha,b : R2 → R2 rozumiemy rzeczywiste odwzo-
rowanie Hénona

Ha,b : R2 3 (x, y) 7→ (a− x2 + by, x) ∈ R2.

Naszym celem jest badanie zachowania Ha,b na zbiorze tych punktów w R2, które posia-
dają ograniczone orbity; oznaczmy go przez inv(Ha,b). Zbiór ten jest zwykle nazywany
atraktorem Hénona, choć nie zawsze jest klasycznym zbiorem przyciągającym. W roku
1979 Devaney i Nitecki [21] wykazali, że

inv(Ha,b) ⊂ Pa,b := {(x, y) ∈ R2 : |x| ¬ Ra,b, |y| ¬ Ra,b},

gdzie Ra,b := 1
2(1 + |b|+

√
(1 + |b|)2 + 4a). Z kolei Arai [9] udowodnił (zob. dowód lematu

4.1), że

CR(Ha,b) ⊂ inv(Ha,b),

gdzie CR(Ha,b) oznacza zbiór łańcuchowo rekurencyjny (ang. the chain recurrent set) dla
Ha,b. Główny rezultat pracy [9] głosi, że odwzorowanie Ha,b jest quasi-hiperboliczne na
Pa,b dla szerokiego zakresu wartości parametrów, w szczególności dla b = −1 (w tym
przypadku Ha,b zachowuje objętość) oraz dla następujących wartości a: 4.58, 5.4, 5.59 i
5.65, co daje wówczas jednocześnie (zob. [9, 13, 59]) hiperboliczność CR(Ha,b). Daje to
wsparcie dla hipotez stawianych w [19, 22], dotyczących hiperboliczności inv(Ha,b) dla
wymienionych powyżej wartości a i b.

Na zakończenie warto także wspomnieć inne, komputerowo wspierane rezultaty, doty-
czące problemu weryfikacji warunku hiperboliczności. Pierwszy z nich był uzyskany przez
Hruskę [24], która udowodniła hiperboliczność zespolonego atraktora Hénona dla niektó-
rych wartości parametrów, drugi zaś został uzyskany przez Wilczaka [71], który otrzymał
znacznie więcej niż hiperboliczność rzeczywistego atraktora Hénona dla pewnych warto-
ści parametrów (tzn., a = 5.4 i b = −1, co było, w rzeczywistości, testem sprawności
jego algorytmu), a mianowicie hiperboliczność atraktora typu Smale’a-Williamsa dla od-
wzorowania Poincaré w układzie Kuznetsova. Oba powyższe wyniki bazują na kryterium
pola stożkowego oraz wprowadzają dyskretne warunki na stosowną grafową reprezentację
odwzorowania, zwane odpowiednio pudełkową hiperbolicznością (ang. box hyperbolicity)
i silną hiperbolicznością (ang. strong hyperbolicity).
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2.4. Przegląd rezultatów prac [R3, R4, R6, R7]. Przydatność pojęcia semi-hiperbo-
liczności w zagadnieniu ścisłej numerycznej weryfikacji warunku hiperboliczności jest za-
leżna od następującego twierdzenia.

Twierdzenie 2.8 (Mazur i wsp. [R3], Mazur [R4], Mazur i Tabor [R6]). Niech f : U →
f(U) ⊂ Rn będzie C1 dyfeomorfizmem oraz niech K będzie zwartym, f -niezmienniczym
podzbiorem U , który jest (λs, λu, µs, µu)-semi-hiperboliczny. Weźmy dowolne stałe γs, γu
takie, że

(2.6) λs+λu
2 −

√
(λu−λs)2−4µsµu

2 < γs < 1 < γu <
λs+λu

2 +
√

(λu−λs)2−4µsµu
2 .

Wówczas zbiór K jest (γs, γu)-hiperboliczny.

Powyższe twierdzenie jest konsekwencją głównego rezultatu pracy [R3] (zob. także
[R7]), gdzie można znaleźć jego dowód bazujący na rachunku funkcyjnym, a odnoszący
się do ogólnego kontekstu, w którym f jest zdefiniowane na zwartej rozmaitości gładkiej.
W niniejszej postaci, jednakże z nieco gorszymi oszacowaniami dla γs i γu (w rodzaju tych
występujących w twierdzeniu 2.10), zostało ono udowodnione w [R4, R6] przy użyciu wa-
runku pola stożkowego. Zauważmy także, że niezależny dowód pokrewnego rezultatu jest
jednym z wątków monografii [20] (zob. rozdziały 4 i 5).

W pracy [R4] proponujemy dalsze ulepszenie twierdzenia 2.8, angażujące następującą
(w pewnym sensie słabszą) postać warunku semi-hiperboliczności, która wydaje się być
nieco lepiej przystosowana do ścisłej numeryki.

Definicja 2.9 (Zbiór semi-hiperboliczny, Mazur [R4]). Niech f : U → Rn będzie od-
wzorowaniem klasy C1 oraz niech 〈λs〉 = {λxs}x∈K , 〈λu〉 = {λxu}x∈K , 〈µs〉 = {µxs}x∈K ,
〈µu〉 = {µxu}x∈K będą zbiorami stałych, indeksowanymi przez punkty z danego zbioru
zwartego K ⊂ U , spełniającymi następujące warunki:

λxs < 1 < λxu, msmu > 1,

gdzie

(2.7) ms = inf
x∈K

1− λxs
µxs

, mu = inf
x∈K

λxu − 1
µxu

.

Mówimy, ze zbiór K jest (〈λs〉, 〈λu〉, 〈µs〉, 〈µu〉)-semi-hiperboliczny, jeżeli dla każdego x ∈
K istnieją norma ‖ · ‖x oraz rozkład Rn = Es

x ⊕ Eu
x z odpowiadającymi mu projekcjami

P s
x i P u

x = I − P s
x takie, że są spełnione następujące warunki: [H0], [H1] oraz

[SH2’] każdy operator

Dxf : (Es
x ⊕ Eu

x , ‖ · ‖x)→ (Es
f(x) ⊕ Eu

f(x), ‖ · ‖f(x)),

gdzie x ∈ K i f(x) ∈ K, jest (λxs , λ
x
u, µ

x
s , µ

x
u)-semi-hiperboliczny.

Oczywiście, zbiór semi-hiperboliczny w (zwykłym) sensie definicji 2.7 jest semi-hiperbo-
liczny w sensie powyższej definicji. W pracy [R4] przedstawiono także przykład pokazują-
cy, że nie zachodzi implikacja odwrotna, o ile nie zmienimy ustalonych norm i rozkładów.

Kolejne twierdzenie może być traktowane jako wzmocnienie twierdzenia 2.8.

Twierdzenie 2.10 (Mazur [R4]). Niech f : U → f(U) ⊂ Rn będzie C1 dyfeomorfizmem
oraz niech K będzie zwartym, f -niezmienniczym podzbiorem U , który jest
(〈λs〉, 〈λu〉, 〈µs〉, 〈µu〉)-semi-hiperboliczny. Weźmy dowolną stałą ε > 0 taką, że m−1

s <
ε < mu, gdzie ms i mu są dane przez (2.7), a także zdefiniujmy

λεs = sup
x∈K

(λxs + ε−1µxs), λεu = sup
x∈K

(λxu − εµxu).

Wówczas zbiór K jest (λεs, λ
ε
u)-hiperboliczny.
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Odnotujmy, że podany w [R4] dowód powyższego twierdzenia bazuje na warunku pola
stożkowego.

Naszym następnym krokiem ku opracowaniu komputerowo wspieranej metody wery-
fikacji hiperboliczności zwartego zbioru niezmienniczego było uogólnienie pojęcia semi-
hiperboliczności na odwzorowania wielowartościowe. Niech (jak dotychczas) E będzie
przestrzenią Banacha oraz niech L (E) oznacza przestrzeń ograniczonych operatorów li-
niowych na E. Każdy niepusty i ograniczony (względem zwykłej normy operatorowej)
zbiór S ⊂ L (E) będzie nazywany operatorem mnogościowym (ang. set-operator).

Definicja 2.11 (Mnogościowy operator semi-hiperboliczny, Mazur i Tabor [R6]). Mó-
wimy, że operator mnogościowy S ⊂ L (E) jest (λs, λu, µs, µu)-semihiperboliczny, jeżeli
istnieją normy ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 w E oraz rozkłady E = Es

1 ⊕Eu
1 , E = Es

2 ⊕Eu
2 takie, że każdy

element S jest (λs, λu, µs, µu)-semi-hiperboliczny względem tych norm i rozkładów, czyli
jako operator z (Es

1 ⊕ Eu
1 , ‖ · ‖1) w (Es

2 ⊕ Eu
2 , ‖ · ‖2).

Dla danych zbiorów G i H, przez F : G⇒ H będziemy oznaczać odwzorowanie wielo-
wartościowe, tzn. odwzorowanie zG do 2H . Definiujemy także dziedzinę F , jako dom(F ) :=
{x ∈ G : F (x) 6= ∅}.

Definicja 2.12 (Para semi-hiperboliczna, Mazur i Tabor [R6]). Niech G będzie zbio-
rem skończonym oraz niech F : G⇒ G, DF : G⇒ L (E) będą danymi odwzorowaniami
wielowartościowymi takimi, że DF (σ) jest operatorem mnogościowym na E dla każdego
σ ∈ G. Niech λs, λu, µs, µu ∈ R+ będą stałymi spełniającymi warunki (2.3) i (2.5). Mó-
wimy, że para (F,DF ) jest (λs, λu, µs, µu)-semi-hiperboliczna, jeżeli dla każdego σ ∈ G
istnieją norma ‖ · ‖σ w E oraz rozkład E = Es

σ ⊕Eu
σ takie, że jeżeli σ ∈ G i τ ∈ F (σ), to

operator
DF (σ) : (Es

σ ⊕ Eu
σ , ‖ · ‖σ)→ (Es

τ ⊕ Eu
τ , ‖ · ‖τ )

jest (λs, λu, µs, µu)-semi-hiperboliczny.

Oczywiście, jako natychmiastową konsekwencję powyższej definicji otrzymujemy istnie-
nie stałych c, h > 0 takich, że

c−1‖v‖ ¬ ‖v‖σ ¬ c‖v‖
oraz

max{‖P s
σ‖, ‖P u

σ ‖} ¬ h

dla każdych v ∈ E, σ ∈ G. Warto także wspomnieć o następującym wniosku.

Wniosek 2.13 (Mazur i Tabor [R6]). Rozważmy dwa zbiory skończone G i H takie, że
G ⊂ H. Niech F : H ⇒ H oraz DF : H ⇒ L (Rn) będą odwzorowaniami wielowarto-
ściowymi takimi, że para (F,DF ) jest (λs, λu, µs, µu)-semi-hiperboliczna. Wówczas para
(F |G, DF |G) jest także (λs, λu, µs, µu)-semi-hiperboliczna.

Stosując powyższą notację możemy zdefiniować dyskretną reprezentację odwzorowania
gładkiego oraz jego różniczki. Załóżmy zatem, że (do końca tego rozdziału) G oznacza
skończoną kolekcję zwartych podzbiorów Rn, zaś F : G ⇒ G i DF : G ⇒ L (Rn) ozna-
czają odwzorowania wielowartościowe takie, że wszystkie wartości DF są operatorami
mnogościowymi.

Definicja 2.14 (Dziedziczenie dynamiki, Mazur i Tabor [R6]). Niech f : U → Rn będzie
odwzorowaniem klasy C1. Mówimy, że f dziedziczy dynamikę (ang. inherits dynamics)
pary (F,DF ) na zbiorze K ⊂ U , co zapisujemy f CK (F,DF ), jeżeli spełnione są nastę-
pujące warunki:

(1) K ⊂ 〈dom(F )〉 := {x ∈ Rn | x ∈ G dla pewnego G ∈ domF},
(2) x ∈ K ∩ σ, f(x) ∈ K ∩ τ dla pewnego σ, τ ∈ G =⇒ τ ∈ F (σ),
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(3) x, f(x) ∈ K, x ∈ σ dla pewnego σ ∈ G =⇒ Dxf ∈ DF (σ).

Aby uczynić definicję 2.14 zasadną, w pracy [R6] podajemy także następujące proste,
ale ważne twierdzenie.

Twierdzenie 2.15 (Mazur i Tabor [R6]). Niech f : U → f(U) ⊂ Rn będzie C1 dyfe-
omorfizmem oraz niech K ⊂ U będzie zbiorem hiperbolicznym. Wówczas istnieje semi-
hiperboliczna (tzn. (λs, λu, µs, µu)-semi-hiperboliczna dla pewnych dopuszczalnych stałych
λs, λu, µs, µu) para (F,DF ) taka, że f CK (F,DF ).

Powyższy rezultat pokazuje, że możemy używać „zdyskretyzowanej” wersji (semi-)hi-
perboliczności, w kontekście zwykłych zbiorów hiperbolicznych. Niemniej jednak, kluczo-
wym dla nas jest następujące (w pewnym sensie odwrotne) twierdzenie.

Twierdzenie 2.16 (Mazur i Tabor [R6]). Niech (F,DF ) będzie parą (λs, λu, µs, µu)-semi-
hiperboliczną oraz niech K ⊂ U będzie zbiorem zwartym. Załóżmy, że f : U → f(U) ⊂ Rn

jest C1 dyfeomorfizmem takim, że f CK (F,DF ). Wówczas zbiór K jest (λs, λu, µs, µu)-
semi-hiperboliczny. W rezultacie, zbiór inv(K, f) jest hiperboliczny (tutaj i w dalszej czę-
ści inv(K, f) oznacza niezmienniczą część K, tzn. inv(K, f) := {x ∈ K | fn(x) ∈
K dla każdego n ∈ Z}).

Twierdzenie 2.16 daje ogólną podstawę dla komputerowo wspieranej metody ścisłej
numerycznej weryfikacji warunku hiperboliczności dla danego zwartego, niezmienniczego
podzbioru przestrzeni euklidesowej o dowolnym wymiarze. Tym niemniej, każda próba za-
stosowania takiej metody do konkretnego układu i zbioru niesie zwykle ze sobą inne, istot-
ne problemy techniczne, a więc każdy indywidualny przypadek wymaga pewnych dodat-
kowych badań. Ponieważ jesteśmy zasadniczo zainteresowani układami 2-wymiarowymi,
możemy stosować następujące, proste kryterium.

Wniosek 2.17 (Mazur i Tabor [R6]). Niech f CK (F,DF ) dla pewnego odwzorowania
f : U → f(U) ⊂ R2 klasy C1, pewnej pary (F,DF ) oraz pewnego zbioru zwartego K ⊂ U ⊂
R2. Załóżmy, że λs, λu, µs, µu są stałymi spełniającymi warunki (2.3) i (2.5). Przypuśćmy,
że dla każdego σ ∈ G mamy daną bazę esσ, e

u
σ przestrzeni R2 taką, że dla każdych σ ∈ G i

τ ∈ F (σ) zachodzi zależność:

Bτ ◦DF (σ) ◦ (Bσ)−1 ⊂
[

[−λs, λs] [−µs, µs]
[−µu, µu] R \ (−λu, λu)

]
,

gdzie Bσ = [esσ, e
u
σ]. Wówczas otrzymujemy następujące konkluzje:

(1) para (F,DF ) jest (λs, λu, µs, µu)-semi-hiperboliczna,
(2) zbiór K jest (λs, λu, µs, µu)-semi-hiperboliczny,
(3) jeżeli odwzorowanie f jest odwracalne, to zbiór inv(K, f) jest (γs, γu)-hiperboliczny,

gdzie γs i γu są takie, jak w (2.6).

Jesteśmy teraz gotowi do zwięzłego przedstawienia głównych kroków algorytmu, którego
użyliśmy do wykazania hiperboliczności atraktora Hénona dla pewnych wartości parame-
trów a i b. Bardziej szczegółowy opis znajduje się w pracy [R6].

Krok 1. Znalezienie „kostkowej reprezentacji” odwzorowania Hénona oraz (odpowied-
nio małego) otoczenia atraktora, przy użyciu iteracyjnej procedury kolejnych podziałów
(zob. rysunki 1 i 2).
Krok 2. Znalezienie bazy dla każdej kostki, składającej się z wektorów wskazujących

kierunki stabilny i niestabilny (zob. wniosek 2.17), z zastosowaniem pewnego rodzaju
metody potęgowej.
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Rysunek 1. Znajdowanie kostkowej reprezentacji odwzorowania.

Rysunek 2. Kolejne przybliżenia atraktora Hénona.

Krok 3. Renormalizacja kierunków stabilnego i niestabilnego dla każdej kostki w taki
sposób, aby uzyskać „lokalne” (tzn. oddzielnie dla każdej z kostek) „oszacowania semi-
hiperboliczne”.
Krok 4. Weryfikacja warunku semi-hiperboliczności dla całej kostkowej reprezentacji

atraktora Hénona, polegająca na znalezieniu odpowiednich „globalnych” stałych λs, λu,
µs, µu oraz zastosowaniu wniosku 2.17.

Kod programu komputerowego weryfikującego warunek (semi-)hiperboliczności dla a-
traktora Hénona został zapisany w języku C++, zaś pełną aplikację (wraz z krótkim
opisem i dokumentacją) można pobrać ze strony WWW naszego projektu [76].

Kończymy tę część podsumowaniem najważniejszych rezultatów, które udało się uzy-
skać przy pomocy naszego programu. Są one przedstawione na rysunku 3 i dokładnie się
pokrywają z tymi, które zostały „wydedukowane” (z użyciem nieścisłych metod nume-
rycznych) w [19, 22]. Zauważmy, że w ten sposób częściowo poprawiliśmy wynik Arai’a,
wykazując w prezentowanych przypadkach hiperboliczność całego atraktora Hénona.

Warto także wspomnieć, że nasz projekt jest przedmiotem dalszych prac, które dotyczą
następujących zagadnień:

10



• optymalizacja algorytmu: bardziej „rygorystyczne” oszacowania, parametry prze-
działowe (już zrealizowane w pracy magisterskiej [37]), zmniejszenie złożoności
obliczeniowej itp.,
• uogólnienie algorytmu: 3-wymiarowe układy, odwzorowania klasy C0 (zob. następ-

ny rozdział) itp.

a = 5.4, b = −1 a = 5.65, b = −1

a = 4.58, b = −1 a = 5.59, b = −1

Rysunek 3. Zweryfikowane przez nasz program przykładowe wartości pa-
rametrów (zob. też [19, 22]), dla których atraktor Hénona jest zbiorem hi-
perbolicznym.

3. Hiperboliczność – wątek C0

W rozdziale tym zajmujemy się problemami (P2) i (P3) oraz prezentujemy główne
koncepcje i rezultaty prac [R1, R2, R5, R8, R9].

3.1. Hiperboliczność topologiczna. Począwszy od pracy Waltersa [69] z roku 1978,
podjęto wiele prób wyrażenia koncepcji hiperboliczności w terminach topologicznych (me-
trycznych). Pojęcia takie, jak odtwarzanie pseudo-orbit (ang. shadowing), ekspansywność
(ang. expansiveness), współrzędne kanoniczne (ang. canonical coordinates), czy przestrzeń
Smale’a (ang. the Smale space) okazały się być w tym wypadku bardzo użyteczne. Sporo
rezultatów znanych dla dyfeomorfizmów Anosova, dyfeomorfizmów spełniających aksjo-
mat A lub, ogólniej, dla dyfeomorfizmów na zbiorach hiperbolicznych, zostało rozsze-
rzonych na klasę homeomorfizmów określonych na zwartych przestrzeniach metrycznych,
posiadających którąś z powyższych własności (zob. np. monografię Aoki i Hiraide [8], aby
uzyskać więcej informacji oraz odnośniki do literatury).
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Niemniej jednak, jak to zostało potwierdzone przez prace Ombacha [45], Sakai [60, 61]
oraz innych autorów (zob. np. [8]), wiele pojęć rozważanych jako topologiczne odpowiedni-
ki hiperboliczności okazało się być równoważnymi. Tak więc można uważać za (topologicz-
nie) hiperboliczne na przykład te homeomorfizmy, które posiadają własności odtwarzania
pseudo-orbit oraz ekspansywności.

Ustalimy teraz stosowaną terminologię. Załóżmy, że (X, d) jest przestrzenią metryczną,
zaś f : X → X jest homeomorfizmem, uznawanym za dyskretny układ dynamiczny na X,
gdzie orbitą punktu x ∈ X jest ciąg obustronnie nieskończony (xn)∞n=−∞ ⊂ X, określony
następująco: x0 = x oraz xn+1 = f(xn) dla n ∈ Z.

Definicja 3.1 (Pseudo-orbita, np. [8]). Niech δ > 0 będzie ustalone. Ciąg (yn)∞n=−∞ ⊂ X
nazywamy δ-pseudo-orbitą f , jeżeli

d(f(yn), yn+1) 6 δ dla każdego n ∈ Z.

Zauważmy, że 0-pseudo-orbita f jest po prostu jego „prawdziwą” orbitą.

Definicja 3.2 (Własność odtwarzania pseudo-orbit, np. [8]). Mówimy, że homeomorfizm
f posiada własność odtwarzania pseudo-orbit (ang. the shadowing property), jeżeli dla
każdego ε > 0 istnieje δ > 0 spełniające następujący warunek: mając daną δ-pseudo-orbitę
y = (yn), możemy znaleźć odpowiadający jej punkt x ∈ X, którego orbita ε-odtwarza y,
tzn.

d(fn(x), yn) 6 ε dla każdego n ∈ Z.

Koncepcja odtwarzania pseudo-orbit została wprowadzona w latach 60-tych i 70-tych
dwudziestego wieku niezależnie przez Anosova [7] i Bowena [12], którzy rozważali ją w
kontekście tzw. lematu o odtwarzaniu (ang. the Shadowing Lemma), który głosi, z grubsza
rzecz biorąc, że C1 dyfeomorfizm posiada własność odtwarzania pseudo-orbit w pewnym
(małym) otoczeniu zbioru hiperbolicznego. Pojęcie to jest często używane wtedy, gdy
układy dynamiczne są badane za pomocą symulacji numerycznych, w których przybliżone
(pseudo-)orbity otrzymuje się w iteracyjnym procesie obliczania obrazu punktu, skutkują-
cym kumulacją popełnianych w każdym kolejnym kroku (zwykle małych) błędów. W tym
przypadku własność odtwarzania pseudo-orbit może zapewniać to, że orbity zaobserwowa-
ne numerycznie odpowiadają rzeczywistym orbitom badanego układu. Warty zauważenia
jest także fakt, że została wykazana użyteczność tego pojęcia w zagadnieniu weryfikacji, w
ścisłym matematycznym sensie, istnienia skomplikowanej dynamiki, wykrytej za pomocą
poprzedzających eksperymentów numerycznych (zob. [31, 32, 66]).

Aby sformułować definicję hiperboliczności topologicznej musimy odwołać się też do
pojęcia ekspansywności, które może być traktowane jako rodzaj jednostajnej czułej za-
leżności od warunku początkowego.

Definicja 3.3 (Homeomorfizm ekspansywny, np. [8]). Homeomorfizm f nazywamy eks-
pansywnym (ang. expansive), jeżeli istnieje e > 0 (stała ekspansywności) o następującej
własności: nie ma dwóch różnych punktów x, y ∈ X, których orbity są e-blisko, tzn.

maxn∈Z d(fn(x), fn(y)) 6 e =⇒ x = y.

Łatwo zauważyć (zob. np. [8]), że obie z powyższych własności, tzn. odtwarzanie pseudo-
orbit oraz ekspansywność, są niezależne od wyboru metryki równoważnej, pod warunkiem,
że X jest przestrzenią zwartą. Uzasadnia to następującą definicję.

Definicja 3.4 (Homeomorfizm hiperboliczny, np. [45]). Załóżmy, że przestrzeń X jest
zwarta. Mówimy, że f jest topologicznie hiperboliczny, jeżeli f jest homeomorfizmem
ekspansywanym z własnością odtwarzania pseudo-orbit.
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Uzasadnieniem dla powyższej definicji jest fakt, że jeżeli K jest zbiorem hiperbolicznym
dla C1 dyfeomorfizmu f , to homeomorfizm f |K jest topologicznie hiperboliczny (zob. np.
[2]).

Kończąc tę część zauważmy, że pojęcie hiperboliczności topologicznej jest w rzeczy-
wistości równoważne koncepcji tzw. przestrzeni Smale’a (fakt ten został zastosowany w
dowodzie głównego wyniku pracy [R8]). Pochodzi ona od Ruelle’a [58], który uważał ją, w
kontekście formalizmu termodynamicznego, jako uogólnienie aksjomatu A dla dyfeomor-
fizmów.

3.2. Motywacja dla rezultatów pracy [R8]. W poprzednim rozdziale opisaliśmy meto-
dę ścisłej weryfikacji numerycznej warunku hiperboliczności, umocowaną w (tradycyjnym)
nurcie C1. Powstaje naturalne pytanie o to, czy jest możliwe znalezienie podobnej metody,
która działałaby w ogólniejszym nurcie C0, zainicjowanym przez definicję 3.4. Oczywiście,
w praktyce i tak musimy skupić naszą uwagę na przypadku, który jest reprezentowalny
przy użyciu (skończonej) arytmetyki komputerowej (np. odwzorowania elementarne w
przestrzeniach euklidesowych), jednakże podstawy teoretyczne mogą być sformułowane w
terminologii ogólnej.

Jako próbę podejścia do powyższego problemu można uważać prace [38, 67], traktu-
jące na temat uogólnienia warunku pola stożkowego, który okazał się być użytecznym
narzędziem w badaniu układów hiperbolicznych, zarówno z analitycznego (zob. np. [43]),
jak i (ścisłego) numerycznego (zob. np. [24]) punktu widzenia. Mówiąc konkretniej, w
[38] Kułaga i Tabor stworzyli globalny metryczny analogon pola stożkowego, natomiast
w [67] Struski i wsp. zdefiniowali i badali jego lokalną wersję. Oba z tych uogólnień wy-
kraczają poza strukturę różniczkową oraz wydają się być dobrze przystosowane do ścisłej
numeryki. Co więcej, gwarantują one ekspansywność układu, aczkolwiek nie implikują
własności odtwarzania pseudo-orbit (zob. [67]). W dalszej części tego rozdziału przedsta-
wiamy rezultaty pracy [R8], gdzie idee te zostały dopełnione w celu uzyskania koniecznych
i wystarczających warunków na topologiczną hiperboliczność homeomorfizmu przestrzeni
metrycznej, zacieśnionego do danego zwartego zbioru niezmienniczego. Warunki te odno-
szą się do wyniku Newhouse’a [43] oraz angażują wspomnianą powyżej globalną wersję
pola stożkowego (koncepcja ta jest także, w pewnym sensie, zbliżona do konstrukcji roz-
kładu Markova, zob. np. [8]).

Kończymy tę część przypomnieniem definicji kilku innych pojęć, niezbędnych do sfor-
mułowania głównego rezultatu pracy [R8].

Definicja 3.5 (Pole stożkowe w przestrzeni metrycznej, Kułaga i Tabor [38]). Niech C
będzie zwartym podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d). Parę funkcji cs, cu : C × C →
[0,∞) nazywamy polem stożkowym (ang. a cone-field), jeżeli istnieje stała D > 0 taka,
że

1
D
· d(x, y) 6 c(x, y) 6 D · d(x, y) dla każdych x, y ∈ C,

gdzie c(x, y) = max {cs(x, y), cu(x, y)}. W tym przypadku C nazywamy zbiorem stożko-
wym (ang. a cone-set) w X, zaś zbiory

Cs = {(x, y) ∈ C × C : cs(x, y) > cu(x, y)},

Cu = {(x, y) ∈ C × C : cs(x, y) 6 cu(x, y)},
są nazywane odpowiednio stożkiem stabilnym (ang. the stable cone) oraz stożkiem nie-
stabilnym (ang. the unstable cone).

W dalszej części utrzymujemy powyższe oznaczenia cs, cu i c dla dowolnych funkcji
definiujących pole stożkowe, niezależnie od nazwy danego zbioru stożkowego.
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Niech C1 i C2 będą zbiorami stożkowymi w przestrzeni metrycznejX oraz niech f : C1 ⇀
C2 będzie odwzorowaniem częściowym, tzn., że dziedzina f , oznaczana przez domf , jest
niepustym podzbiorem C1, niekoniecznie równym C1. Definiujemy stałe

|f |s = inf{R ∈ [0,∞] : c(f(x), f(y)) 6 R · c(x, y)
dla x, y ∈ domf, (f(x), f(y)) ∈ Cs

2},

〈f〉u = sup{R ∈ [0,∞] : c(f(x), f(y)) > R · c(x, y)
dla x, y ∈ domf, (x, y) ∈ Cu

1 }.

Definicja 3.6 (Odwzorowanie stożkowo-hiperboliczne, Kułaga i Tabor [38]). Mówimy, że
odwzorowanie f jest stożkowo-hiperboliczne (ang. cone-hyperbolic), jeżeli

|f |s < 1 < 〈f〉u.

Graf (skierowany) G stanowi para (V,E), gdzie V jest zbiorem zawierającym skończoną
liczbę elementów nazywanych wierzchołkami, zaś E jest skończonym zbiorem krawędzi,
tzn. uporządkowanych par wierzchołków. Jeżeli e = (v, w) jest krawędzią w G, to oznacz-
my wierzchołki v i w odpowiednio przez i(e) oraz t(e). Przez (skierowaną) ścieżkę w grafie
G rozumiemy skończony ciąg krawędzi (e1, . . . , en) takich, że t(ek) = i(ek+1) dla każdego
k ∈ {1, . . . , n− 1}.

Definicja 3.7 (Stożkowo-hiperboliczny grafowo-sterowany iterowany układ funkcyjny,
Kułaga i Tabor [38]). Niech G = (V,E) będzie grafem. Iterowany układ funkcyjny
sterowany przez G (lub krótko, układ G-sterowany) definiujemy jako trójkę
(G, {Cv}v∈V , {fe}e∈E), gdzie Cv (dla każdego v ∈ V ) jest zbiorem stożkowym w X oraz
fe : Ci(e) ⇀ Ct(e) (dla każdego e ∈ E) jest odwzorowaniem (częściowym) o domkniętym
wykresie. Układ ten nazywamy stożkowo-hiperbolicznym, jeżeli wszystkie odwzorowania
fe są stożkowo-hiperboliczne względem pewnej równoważnej metryki na podprzestrzeni⋃
v∈V Cv ⊂ X.

3.3. Przegląd rezultatów pracy [R8]. Załóżmy, że X jest przestrzenią metryczną, zaś
f : X → X jest odwzorowaniem ciągłym. Niech K ⊂ X będzie zwartym zbiorem f -
niezmienniczym (tzn. f(K) = K) oraz niech {Bv}v∈V będzie skończonym pokryciem K
przez zbiory niepuste, które są otwarte w K. Rozważmy odpowiedni graf G = (V,E),
gdzie zbiór E ⊂ V × V jest określony jako:

E = {(v, w) : Bv ∩ f−1(Bw) 6= ∅}.

Definicja 3.8 (Odtwarzanie dynamiki, Mazur [R8]). Mówimy, że G-sterowany układ
(G, {Cv}v∈V , {fe}e∈E) odtwarza dynamikę (ang. renders the dynamics) odwzorowania f
na K z dokładnością do {Bv}v∈V , jeżeli są spełnione następujące warunki:

(1) dla każdego wierzchołka v ∈ V zbiór Bv jest zawarty w zbiorze Cv oraz dla każdej
krawędzi e ∈ E mamy

domfe = Ci(e) ∩ f−1(Ct(e)) i fe|domfe = f |domfe ,

(2) dla każdego całkowitego n > 0 oraz każdej ścieżki α = (e0, . . . , en) w G istnieje
punkt x ∈ K taki, że α odtwarza ruch x aż do czasu n, tzn.

fk(x) ∈ domfek dla każdego k ∈ {0, . . . , n}.

Następujące twierdzenie, które stanowi główny wynik pracy [R8], może być uważane
jako topologiczny (metryczny) odpowiednik twierdzenia Newhouse’a [43], dostarczającego
koniecznych i wystarczających warunków na hiperboliczność zwartego zbioru niezmienni-
czego dla danego C1 dyfeomorfizmu.
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Twierdzenie 3.9 (Mazur [R8]). Załóżmy, że f : X → X jest odwzorowaniem ciągłym, zaś
K jest zwartym podzbiorem niezmienniczym przestrzeni metrycznej X takim, że f |K : K →
K jest homeomorfizmem. Wówczas następujące warunki są równoważne:

(1) f |K jest topologicznie hiperboliczny,
(2) istnieje skończone pokrycie {Bv}v∈V zbioru K przez zbiory niepuste, które są

otwarte w K, wraz z odpowiadającym mu grafem G = (V,E) oraz stożkowo-
hiperbolicznym G-sterowanym układem (G, {Cv}v∈V , {fe}e∈E), odtwarzającym dy-
namikę f na K z dokładnością do {Bv}v∈V ,

(3) istnieje skończone pokrycie {Bv}v∈V zbioru K przez zbiory niepuste, które są
otwarte w K, wraz z odpowiadającym mu grafem G = (V,E) oraz stożkowo-
hiperbolicznym G-sterowanym układem (G, {Cv}v∈V , {fe}e∈E), odtwarzającym dy-
namikę f na K z dokładnością do {Bv}v∈V oraz takim, że średnice wszystkich
zbiorów Cv są jednostajnie ograniczone przez dowolnie małą stałą.

Dowód powyższego twierdzenia, przedstawiony szczegółowo w [R8], bazuje na równo-
ważności koncepcji hiperboliczności topologicznej oraz przestrzeni Smale’a (zob. [60, 61]).
Angażuje on również techniczny lemat pochodzący z [38], a także pewne narzędzia zwią-
zane z metodą konstrukcji rozkładu Markova (złożonego z dowolnie małych prostokątów)
dla topologicznie hiperbolicznego homeomorfizmu (zob. np. [8]).

Kończymy tę część autoreferatu przez zasygnalizowanie faktu, że idea metrycznego pola
stożkowego wydaje się tworzyć rozsądną podstawę teoretyczną dla ścisłych badań nume-
rycznych. Jednakże, istniejąca implementacja ciągle działa jedynie dla układów powstają-
cych przez niewielkie lipshitzowskie zaburzenia prostych dyfeomorfizmów hiperbolicznych
klasy C1, takich jak podkowa Smale’a w R2 (zob. [38]), tak więc uważamy tę tematykę za
przedmiot dalszych, intensywnych prac.

3.4. Własności odtwarzania. Oprócz (zwykłej) własności odtwarzania pseudo-orbit, w
pracach [R1, R2, R5, R9] rozpatrujemy także inne koncepcje związane z odtwarzaniem,
które odpowiadają na uzupełniające pytania o to, czy okresowa pseudo-orbita, zaobser-
wowana podczas symulacji numerycznej, odpowiada rzeczywistej okresowej orbicie ukła-
du, lub czy wszystkie orbity obecne w układzie są faktycznie „odtwarzalne” przy użyciu
metody numerycznej, która produkuje pseudo-orbity, lub czy pseudo-orbity o rosnącej
dokładności zbliżają się do odtwarzanych przez nie orbit w miarę upływu czasu aż do
nieskończoności. Są to w istocie pytania o własności odtwarzania okresowego, odwrotne-
go oraz granicznego. Bierzemy dodatkowo pod uwagę słabą formę odtwarzania, w której
orbity są traktowane jako zbiory punktów (bez jakiegokolwiek porządku).

Aby sformalizować powyższą dyskusję, formułujemy poniżej stosowane definicje, za-
czynając od pojęcia okresowego odtwarzania pseudo-orbit. Niech f : X → X homeomorfi-
zmem zwartej przestrzeni metrycznej (X, d). Przyjmijmy, że δ-pseudo-orbitę (yn) nazywa-
my okresową, jeżeli istnieje k > 0 takie, że yn+k = yn dla każdego n ∈ Z (jeśli w tym przy-
padku k > 0 jest jawnie zadane, to mówimy, że δ-pseudo-orbita jest k-okresowa). Przy-
puśćmy także, że punkt posiadający (k-)okresową orbitę jest nazywany (k-)okresowym.

Definicja 3.10 (Własność okresowego odtwarzania pseudo-orbit, np. [14]). Mówimy, że
homeomofizm f posiada własność okresowego odtwarzania pseudo-orbit (ang. the periodic
shadowing property), jeżeli dla każdego ε > 0 istnieje δ > 0 spełniające następujący
warunek: mając daną k-okresową δ-pseudo-orbitę y = (yn), gdzie k jest pewną dodatnią
stałą całkowitą, możemy znaleźć odpowiadający jej k-okresowy punkt x ∈ X, którego
(k-okresowa) orbita ε-odtwarza y.

Wartym zauważenia jest to, że koncepcja odtwarzania okresowego zastała zapropono-
wana w pracy [14], jako narzędzie do wykazywania istnienia orbit okresowych.
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Przechodzimy teraz do własności odtwarzania odwrotnego, która jest, w pewnym sensie,
przeciwieństwem (zwykłej) własności odtwarzania pseudo-orbit. Niech XZ będzie zwartą
przestrzenią dwustronnych ciągów (xn)n∈Z ⊂ X, wyposażoną w produktową topologię
Tichonowa.

Definicja 3.11 (Metoda, Kloeden i Ombach [33]). Niech będzie dana stała δ > 0.
Wówczas δ-metodą (ang. a δ-method) dla homeomorfizmu f nazywamy odwzorowanie
χ : X → XZ takie, że dla każdego x ∈ X ciąg χ(x) jest δ-pseudo-orbitą f , dla której
χ(x)0 = x (jeśli δ nie jest dane jawnie to mówimy, że χ jest metodą dla f). Klasę metod
T nazywamy zupełną, jeżeli dla każdego δ > 0 istnieje przynajmniej jedna δ-metoda w
T .

Definicja 3.12 (Własność odtwarzania odwrotnego, Kloeden i Ombach [33], Corless i
Pilyugin [15]). Niech T będzie zupełną klasą metod dla f . Mówimy, że homeomorfizm f
posiada własność T -odwrotnego odtwarzania (ang. the T -inverse shadowing property),
jeżeli dla każdego ε > 0 istnieje δ > 0 spełniające następujący warunek: dla każdej
δ-metody χ ∈ T oraz każdego punktu x ∈ X możemy znaleźć y ∈ X takie, że δ-pseudo-
orbita χ(y) ε-odtwarza orbitę punktu x.

Biorą pod uwagę możliwe zastosowania, należy starać się uwzględnić możliwie najszer-
szą zupełną klasę metod. Rodzina ta nie może być jednak zbyt duża, ponieważ np. klasa
TF , złożona ze wszystkich możliwych metod dla f , ma tu ograniczone znaczenie ze wzglę-
du na to, że nie istnieje strukturalnie stabilny układ, posiadający własność odtwarzania
odwrotnego w odniesieniu do tejże klasy [15]. W pracach Kloedena i Ombacha [33] oraz
Pilyugina [52], były wprowadzone i badane następujące zupełne klasy metod ciągłych:

TH = {χ ∈ TF | istnieje homeomorfizm ψ : X → X taki, że
ψ(χ(x)n) = χ(x)n+1 dla każdego x ∈ X oraz n ∈ Z},

TS = {χ ∈ TF | istnieje rodzina odwzorowań ciągłych ψn : X → X(3.1)
taka, że ψn(χ(x)n) = χ(x)n+1 dla każdego x ∈ X oraz n ∈ Z},

TC = {χ ∈ TF | istnieje rodzina odwzorowań ciągłych ψn : X → X

taka, że ψn(x) = χ(x)n dla każdego x ∈ X oraz n ∈ Z}.
Idea odtwarzania granicznego bierze dodatkowo pod uwagę asymptotyczne zachowanie

orbit układu oraz odtwarzanych przez nie pseudo-orbit. Dla potrzeb tego autoreferatu
wystarczy zaprezentować ją w następującej, silnej wersji.

Definicja 3.13 (Własność s-granicznego odtwarzania, np. [62]). Mówimy, że homeomor-
fizm f posiada własność s-granicznego odtwarzania (ang. the s-limit shadowing property),
jeżeli dla każdego ε > 0 istnieje δ > 0 spełniające następujący warunek: mając daną
δ-pseudo-orbitę y = (yn) możemy znaleźć odpowiadający jej punkt x ∈ X, którego orbita
ε-odtwarza y. Dodatkowo, jeżeli y jest δ-pseudo-orbitą taką, że

lim
n→∞

d(f(yn), yn+1) = 0,

to orbita punktu x odtwarzająca y spełnia następujący warunek:

lim
n→∞

d(fn(x), yn) = 0.

Zwróćmy uwagę, że kilka innych koncepcji odtwarzania granicznego było wprowadzo-
nych i badanych przez różnych autorów. Trochę informacji na ten temat można uzyskać
z prac Pilyugina [53] oraz Sakai [62].

Kolejna definicja odwołuje się do pewnych słabych form odtwarzania.
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Definicja 3.14 (Własność słabego odtwarzania pseudo-orbit, np. [15]; własność orbital-
nego odtwarzania pseudo-orbit, np. [53]). Mówimy, że homeomorfizm f posiada własność
(okresowego) słabego odtwarzania pseudo-orbit (ang. the weak shadowing property), lub
odpowiednio: orbitalnego odtwarzania pseudo-orbit (ang. the orbital shadowing proper-
ty), jeżeli dla każdego ε > 0 istnieje δ > 0 spełniające następujący warunek: mając daną
(okresową) δ-pseudo-orbitę y = (yn), możemy znaleźć odpowiadający jej (okresowy) punkt
x ∈ X, którego orbita x słabo ε-odtwarza y, lub odpowiednio: orbitalnie ε-odtwarza y,
tzn.

y ⊂ Uε(x) (odtwarzanie słabe),

y ⊂ Uε(x) oraz y ⊂ Uε(x) (odtwarzanie orbitalne).

Zauważmy, że w powyższej definicji na ciągi x i y patrzymy jak na podzbiory X, a
także wyjaśnijmy, że Uε(S) oznacza ε-otoczenie zbioru S ⊂ X, tzn. zbiór takich punktów
z ∈ X, że dist(z, S) ¬ ε.

Kończymy tę część zwróceniem uwagi na fakt, że wszystkie z rozważanych tu własności
odtwarzania posiadają topologicznie hiperboliczne homeomorfizmy (zob. [2, 8, 33]).

3.5. Motywacja dla rezultatów prac [R1, R2, R5, R9]. Biorąc pod uwagę znaczenie
pojęcia topologicznej hiperboliczności, pytanie o to, czy jest to częsta, czy rzadka własność
układów dynamicznych, wydaje się być bardzo zasadnym. Niestety, nie jest możliwe poda-
nie jednoznacznej i zadowalającej odpowiedzi na to pytanie, ponieważ to, co jest częste w
pewnej klasie, może być rzadkie w innej, zaś klasa, którą rozważamy zależy od określonego
zastosowania. Jedna z powszechnie akceptowanych metod stosowanych do stwierdzania,
że dana własność jest typowa, polega na wykazaniu jej generyczności względem ustalonej
topologii (w naszym przypadku jest to topologia C0). Niemniej jednak, restrykcyjność
warunku definiującego ekspansywność oznacza, że własność ta jest bardzo rzadka, gdyż
C0 generyczny homeomorfizm posiada nieskończoną entropię topologiczną (zob. [35]), co
oznacza (zob. np. [29]) że nie może on spełniać warunku ekspansywności. Tak więc w
przedstawionym powyżej kontekście interesuje nas jedynie odtwarzanie pseudo-orbit.

Pierwszy rezultat dotyczący generyczności (zwykłej) własności odtwarzania pseudo-
orbit w przestrzeni homeomorfizmów, wyposażonej w topologię C0, uzyskał Yano [72]
dla okręgu jednostkowego, potem wynik ten został uogólniony przez Odani’ego [44] na
klasę homeomorfizmów na rozmaitości zwartej o wymiarze mniejszym lub równym 3, a
następnie przez Pilyugina i Plamenevską [54] na przypadek dowolnej zwartej rozmaito-
ści gładkiej bez brzegu. Ten ostatni ogólny rezultat, rozszerzony jeszcze później w [D6]
na przypadek uwzględniający dodatkowo własność TH-odwrotnego odtwarzania, bazuje
na technice rozkładu rozmaitości na rączki (ang. a handle decomposition, zob. [30]) oraz
na tzw. twierdzeniu o topologicznej transwersalności (ang. the Topological Transversali-
ty Theorem, zob. [55]). Zauważmy także, że podejście to wiąże się w naturalny sposób
z problemem generyczności własności tolerancyjnej stabilności (ang. the tolerance stabi-
lity property), który był rozważany przez Takensa [68], jako tzw. hipoteza Zeemana o
tolerancyjnej stabilności (ang. Zeeman’s Tolerance Stability Conjecture).

Na przestrzeni ostatnich kilkunastu lat był również rozwijany równoległy wątek, do-
tyczący generyczności własności słabego odtwarzania pseudo-orbit. Warte wspomnienia
rezultaty odnoszą się do klasy homeomorfizmów, określonych na zwartej rozmaitości gład-
kiej (Corless i Pilyugin [15]) lub, ogólniej, na zwartych, uogólnionych przestrzeniach ho-
mogenicznych (Mazur [D7]).

Powyższy przegląd dostarcza sporą ilość informacji na temat generyczności własności
odtwarzania w przypadku odwracalnym (czyli w klasie homeomorfizmów). Z drugiej stro-
ny, według najlepszej wiedzy autora tego autoreferatu, aż do czasu pracy Kościelniaka,
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Mazura, Oprochy i Pilarczyka [36], w której rozważane są odwzorowania określone na do-
wolnej zwartej rozmaitości, dopuszczającej skończony rozkład na zbiory homeomorficzne
z kulą domkniętą, zostało udowodnionych jedynie parę rezultatów dotyczących problemu
generyczności własności odtwarzania w klasie odwzorowań ciągłych. W rzeczywistości,
dotyczyły one jedynie przypadku 1-wymiarowego, w którym rozważane były odwzorowa-
nia określone na odcinku domkniętym lub na okręgu (zob. pracę Mizery [40]). Wyjaśnij-
my, że ciągłe odwzorowanie f przestrzeni metrycznej X interpretujemy jako dyskretny
semi-układ dynamiczny, gdzie orbita punktu x ∈ X jest określona jako jednostronnie
nieskończony ciąg (fn(x))∞n=0 ⊂ X. Zauważmy, że wszystkie pojawiające się w tej części
autoreferatu (czyli w wątku C0) definicje możemy w naturalny sposób przeformułować
tak, aby miały zastosowanie do tego (nieodwracalnego) przypadku.

Dokonamy teraz krótkiego przeglądu wyników, które odnoszą się do problemu generycz-
ności własności odtwarzania w przestrzeni dyfeomorfizmów, wyposażonej w topologię C1.
Jest to oczywiście przypadek jakościowo odmienny, tak więc nie powinno być zaskakujące
to, że, ogólnie rzecz biorąc, własność odtwarzania pseudo-orbit nie jest tu generyczna –
w pracy [10] Bonatti, Dı́az i Turcat podali przykład 3-wymiarowej rozmaitości dopusz-
czającej C 1-dyfeomorfizm, którego pewne otoczenie zawiera jedynie dyfeomorfizmy nie
posiadające własności odtwarzania. Najprawdopodobniej najsilniejszym pozytywnym re-
zultatem, udowodnionym w tym kontekście przez Crovisiera [17], jest generyczność pewnej
słabej formy odtwarzania, która, z grubsza rzecz biorąc, może być rozumiana następująco:
skończony fragment pseudo-orbity jest przybliżany w topologii Hausdorffa przez skończo-
ny fragment rzeczywistej orbity. Kilka (w pewnym sensie) pokrewnych rezultatów zostało
także uzyskanych przez innych autorów (zob. np. Abdenur i Dı́az [1] lub Sakai [62]).

3.6. Przegląd rezultatów prac [R1, R2, R5, R9]. Załóżmy, że M jest zwartą rozmaito-
ścią topologiczną, zaś d jest metryką zgodną z jej topologiczną strukturą. Niech H (M)
oznacza przestrzeń homeomorfizmów na M , wyposażoną w zupełną metrykę

%0(f, g) = max{sup
x∈M

d(f(x), g(x)), sup
x∈M

d(f−1(x), g−1(x))},

która generuje topologię C0 w H (M).
W pracach [R1, R2, R5] kontynuujemy wspomniane wcześniej badania, dotyczące pro-

blemu C0 generyczności różnych form własności odtwarzania, ze specjalnym naciskiem
na odtwarzanie okresowe. Przypomnijmy, że własność P, przysługująca elementom prze-
strzeni topologicznej S, jest nazywana generyczną, jeżeli zbiór wszystkich elementów S
posiadających własność P jest rezydualny, co oznacza, że zbiór ten zawiera przecięcie
przeliczalnej rodziny otwartych i gęstych podzbiorów S.

Zacznijmy od następującego twierdzenia, które rozszerza pokrewny rezultat Pilyugina
i Plamenevskiej [54].

Twierdzenie 3.15 (Kościelniak i Mazur [R1]). Załóżmy, że M jest rozmaitością gładką
bez brzegu. Wówczas generyczny homeomorfizm f ∈H (M) posiada własność okresowego
odtwarzania pseudo-orbit.

Dowód twierdzenia 3.15 łączy techniki używane w [54] (tzn. rozkład rozmaitości na
rączki oraz twierdzenie o topologicznej transwersalności) z koncepcją relacji nakrywają-
cych (ang. covering relations), w jej ogólnej wersji, zaproponowanej przez Zgliczyńskiego
i Gideę w [74]. Warto także wspomnieć, że dowód ten został później uproszczony przez
Kościelniaka [34] tak, że korzystał już jedynie ze specjalnego przypadku relacji nakry-
wających (z 1-wymiarowym kierunkiem rozciągającym) oraz nie wymagał zastosowania
twierdzenia o topologicznej transwersalności. Co więcej, w pracy [R2] podajemy znacznie
prostszą argumentację, bazującą na [26, D7], która nie używa żadnego z wymienionych
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powyżej narzędzi, angażując tylko techniki czysto topologiczne. Tym niemniej, metoda ta
pozwala jedynie na wykazanie generyczności własności okresowego odtwarzania orbital-
nego.

Twierdzenie 3.16 (Kościelniak i Mazur [R2]). Załóżmy, że M jest rozmaitością (z brze-
giem lub bez brzegu) o wymiarze większym lub równym 2. Wówczas generyczny homeomor-
fizm f ∈H (M) posiada własność okresowego orbitalnego odtwarzania pseudo-orbit.

Zauważmy także, że natychmiastową konsekwencją powyższych twierdzeń są niezależne
dowody tzw. C0 ogólnego twierdzenia o gęstości (ang. the C0 General Density Theorem),
głoszącego generyczność własności, która polega na posiadaniu przez układ gęstego zbioru
punktów okresowych w jego zbiorze łańcuchowo rekurencyjnym (ang. the chain recurrent
set). Oryginalna wypowiedź tego twierdzenia pochodzi z pracy Palisa i wsp. [47], jednak-
że podana tam argumentacja zawierała pewne luki, które zostały wskazane i częściowo
poprawione przez Covena i wsp. [16] oraz Pilyugina [50] (kompletny i poprawny dowód
został podany przez Hurley’a w [26]).

Nasze ostatnie wyniki, które zostały uzyskane w klasie homeomorfizmów, są zawarte
w pracy [R5]. Aby je w pełni sformułować, potrzebne było wprowadzenie nowego pojęcia
okresowego odtwarzania odwrotnego, w odniesieniu do klasy metod ciągłych.

Definicja 3.17 (Własność okresowego TS-odwrotnego odtwarzania, Kościelniak i Mazur
[R5]). Załóżmy, że (X, d) jest zwartą przestrzenią metryczną, zaś f : X → X jest home-
omorfizmem. Niech TS będzie klasą ciągłych metod, określoną przez (3.1). Dla dowolnej
dodatniej stałej całkowitej k rozważmy podrodzinę T k−per

S ⊂ TS, składającą się z metod
k-okresowych, tzn. metod generowanych przez (k-okresowe) rodziny odwzorowań ciągłych
{ψn}n∈Z, spełniających następujący warunek: ψn+k = ψn dla każdego n ∈ Z. Mówimy,
że homeomorfizm f posiada własność okresowego TS-odwrotnego odtwarzania, jeżeli dla
każdego ε > 0 istnieje δ > 0 takie, że dla każdego dodatniego k ∈ Z, każdej (k-okresowej)
δ-metody χ ∈ T k−per

S oraz każdego k-okresowego punktu x ∈ X, możemy znaleźć y ∈ X
takie, że (k-okresowa) δ-pseudo-orbita χ(y) ε-odtwarza orbitę punktu x.

Aby udowodnić kolejne twierdzenie, które podsumowuje rezultaty pracy [R5], konieczne
było dokonanie pewnego technicznego ulepszenia narzędzi stosowanych w [34].

Twierdzenie 3.18 (Kościelniak i Mazur [R5]). Załóżmy, że M jest rozmaitością (z brze-
giem lub bez brzegu), która dopuszcza skończony rozkład na zbiory homeomorficzne z kulą
domkniętą. Wówczas generyczny homeomorfizm f ∈ H (M) posiada zarówno własność
TS-odwrotnego odtwarzania, jaki i własność okresowego TS-odwrotnego odtwarzania.

W naszych dalszych rozważaniach skoncentrujemy się na przypadku nieodwracalnym.
Oznaczmy przez C (M) przestrzeń odwzorowań ciągłych na M , zaś przez S (M) pod-
zbiór C (M) składający się ze wszystkich odwzorowań surjektywnych. Oczywiście, w obu
przypadkach topologia C0 może być wprowadzona za pomocą zupełnej metryki supremum

%1(f, g) = sup
x∈M

d(f(x), g(x)).

Jak już było wspominane w tym autoreferacie, prawdopodobnie pierwszy ogólny rezul-
tat dotyczący generyczności własności odtwarzania pseudo-orbit w C (M) oraz w S (M)
został udowodniony w [36]. Bazował on jednakże (tak jak twierdzenie 3.18) na założeniu,
że rozmaitość M dopuszcza skończony rozkład na zbiory homeomorficzne z kulą domknię-
tą. W pracy [R9] podajemy inny, choć nieco podobny dowód, który działa w przypadku
ogólnym. Co więcej, używając analogicznych narzędzi wykazujemy także gęstość wła-
sności s-granicznego odtwarzania. Otrzymane w [R9] wyniki podsumowuje następujące
twierdzenie.
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Twierdzenie 3.19 (Mazur i Oprocha [R9]). Zbiór odwzorowań posiadających własność
odtwarzania pseudo-orbit (lub odpowiednio: własność s-granicznego odtwarzania pseudo-
orbit) jest rezydualny (lub odpowiednio: gęsty) w C (M) oraz w S (M).

Aby udowodnić powyższe twierdzenie, konieczne było wprowadzenie pewnych technik
perturbacyjnych, które dostarczały narzędzi do kontroli przebiegu pseudo-orbit za pomocą
odpowiednio wybranego pokrycia rozmaitości M , stabilnego względem dobrze dobranych
zaburzeń układu.

Kończymy tę część wskazując kilka kolejnych wariantów problemu C0 generyczności
własności odtwarzania, które są dla nas szczególnie interesujące, choć wciąż pozostają
„otwarte” dla przyszłych badań:

• generyczność własności s-granicznego odtwarzania w H (M), C (M) oraz S (M),
• generyczność własności odtwarzania pseudo-orbit dla odwzorowań ciągłych (lub

homeomorfizmów), określonych na 1-wymiarowych kontinuach, takich jak dendry-
ty (ang. dendrites) lub kontinua łańcuchowe (ang. chainable continua).

5. Omówienie pozostałych osiągnięć naukowo-badawczych.

Prace stanowiące pozostałe osiągnięcia naukowo-badawcze (w porządku
chronologicznym).

[D1] M. Mazur, K. Stolot oraz J. Tabor, Semi-hyperbolicity implies hyperbolicity in the
linear case, Proceedings of the Conference “Topological Methods in Differential
Equations and Dynamical Systems” (Kraków-Przegorzały, 1996), Univ. Iagel. Ac-
ta Math. 36 (1998), 121–126.

[D2] M. Mazur oraz J. Szybowski, The implementation of the Allili-Kaczyński algori-
thm for the construction of a chain homomorphism induced by a multivalued map,
w: „International Conference on Differential Equations”, Vol. 1, 2 (Berlin, 1999),
225–227, World Sci. Publ., River Edge, NJ, 2000.

[D3] M. Mazur, Topological transitivity of the chain recurrent set implies topological
transitivity of the whole space, Univ. Iagel. Acta Math. 38 (2000), 219–226.

[D4] M. Mazur, Hyperbolicity, expansivity and shadowing for the class of normal ope-
rators, Funct. Differ. Equ. 7 (2000), 147–156 (2001).

[D5] J. Ombach oraz M. Mazur, Shadowing and likes as C0 generic properties, w: Pro-
ceedings of the 3rd Polish Symposium on Nonlinear Analysis, str. 159–168, Lecture
Notes in Nonlinear Analysis, Vol. 3, 2002.

[D6] M. Mazur, Tolerance stability conjecture revisited, Topology Appl. 131 (2003), 33–
38.

[D7] M. Mazur, Weak shadowing for discrete dynamical systems on nonsmooth mani-
folds, J. Math. Anal. Appl. 281 (2003), 657–662.

[D8] M. Mazur oraz J. Szybowski, Algebraic construction of a coboundary of a given
cycle, Opuscula Math. 27 (2007), 291–300.

1. Krótkie wprowadzenie

W tej części autoreferatu przedstawiamy rezultaty pozostałych prac naukowych, ozna-
czonych jako [D1–D8]. Odnoszą się one do następujących zagadnień:

(i) równoważne warunki zapewniające hiperboliczność operatora liniowego [D1, D4],
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(ii) komputerowo wspierana metoda wyznaczania homomorfizmu indukowanego w ho-
mologiach przez odwzorowanie ciągłe [D2, D8],

(iii) asymptotyczne zachowanie dyskretnego układu dynamicznego [D3],
(iv) wstępne badania dotyczące C0 generyczności własności odtwarzania, tj. problemu,

który był wcześniej oznaczony jako (P3) [D6, D7].

2. Równoważne warunki zapewniające hiperboliczność operatora
liniowego [D1, D4]

Rezultaty pracy [D1] nawiązują do problemu (P1), który był omawiany wcześniej, jako
część głównego osiągnięcia naukowego. Mówiąc konkretniej, zostało tam udowodnione, że
semi-hiperboliczny, ograniczony operator liniowy na przestrzeni Banacha jest, w rzeczy-
wistości, hiperboliczny (przedstawione są dwa niezależne dowody, z których jeden działa
tylko w przypadku skończenie-wymiarowym, zaś drugi uwzględnia dowolną przestrzeń Ba-
nacha). Analogiczny wynik, jednakże z zupełnie innym dowodem, został uzyskany w tym
samym czasie przez Al-Nayefa i wsp. w [6].

W pracy [D4] badamy możliwość rozszerzenia do przypadku nieskończenie-wymiarowego
pewnych wcześniejszych rezultatów Ombacha [46], dotyczących równoważności własności
hiperboliczności i odtwarzania, w klasie operatorów liniowych na Rn. Jako główny wynik
podane jest następujące twierdzenie, które całkowicie rozwiązuje ten problem dla opera-
torów normalnych na przestrzeni Hilberta.

Twierdzenie 2.1 (Mazur [D4]). Niech H będzie przestrzenią Hilberta oraz niech A : H →
H będzie ograniczonym operatorem liniowym. Załóżmy, że A jest normalny, tzn. AA∗ =
A∗A. Wówczas A jest hiperboliczny wtedy i tylko wtedy, gdy A posiada własność odtwarza-
nia pseudo-orbit. Dodatkowo, A jest ekspansywny wtedy i tylko wtedy, gdy widmo punktowe
(czyli zbiór wartości własnych) operatora AA∗ jest rozłączne z okręgiem jednostkowym w
C.

Powyższy rezultat był dowodzony w [D4] przy użyciu technik charakterystycznych dla
teorii spektralnej (zob. np. [63]), a także został uzupełniony kilkoma odpowiednimi przy-
kładami.

3. Komputerowo wspierana metoda wyznaczania homomorfizmu
indukowanego w homologiach przez odwzorowanie ciągłe [D2, D8]

W serii prac [4, 5, 27] Allili i Kaczynski opracowali algorytm konstrukcji homomorfizmu
łańcuchowego, indukowanego przez odwzorowanie wielowartościowe reprezentowalne, co
było niezbędne do wyznaczenia homomorfizmu indukowanego w homologiach przez od-
wzorowanie ciągłe. Pewien znaczący problem techniczny był związany z koniecznością
konstrukcji kobrzegu danego cyklu σ, czyli takiego łańcucha τ , który spełnia warunek
∂τ = σ, co zostało zrealizowane przy użyciu narzędzi geometrycznych (zob. [5, 27]). Au-
torzy artykułu [4] zasugerowali także, że problem ten może zostać rozwiązany za pomocą
elementarnej algebry liniowej. Celem prac [D2, D8] było rozwinięcie koncepcji alterna-
tywnej algebraicznej konstrukcji kobrzegu oraz przedstawienie pewnych uwag dotyczą-
cych implementacji algorytmu Allili-Kaczynski’ego, która została przez nas samych (wsp.
z J. Szybowskim) wykonana w języku C++, jako wkład w tzw. Computational Homology
Project (zob. [75]). W celu poznania zastosowań opisanego algorytmu, które używają tego
oprogramowania, odsyłamy do [42, 49].
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4. Asymptotyczne zachowanie dyskretnego układu dynamicznego [D3]

Praca [D3] została zainspirowana prze dwa podobne twierdzenia, znalezione w mono-
grafii Aoki’ego i Hiraide [8] oraz w artykule Chu i Koo [18]. Poniżej opisujemy krótko jej
główne wyniki.

Niech X będzie zwartą przestrzenią metryczną, zaś f : X → X będzie homeomorfi-
zmem. Oznaczmy przez CR(f) zbiór łańcuchowo rekurencyjny dla f , tzn. zbiór punktów
x ∈ X, które spełniają następujący warunek: dla każdego δ > 0 istnieje okresowa δ-
pseudo-orbita zawierająca x, natomiast przez Ω(f) oznaczmy podzbiór CR(f) składający
się z punktów niewędrujących (ang. nonwandering points). Niech Y ⊂ X oznacza zbiór
CR(f) lub Ω(f)

Twierdzenie 4.1 (Mazur [D3]). Załóżmy, że istnieje punkt x ∈ Y taki, że orbita x jest
gęsta w Y (tzn. f |Y jest topologicznie tranzytywny). Wówczas CR(f) = X.

Powyższe twierdzenie, przy dodatkowym założeniu wymagającym, aby homeomorfizm
f był topologicznie hiperboliczny, zostało udowodnione w [8] jako twierdzenie 3.1.7, a
także może być uważane za uogólnienie twierdzenia 2.8 z artykułu [18], które daje tę samą
konkluzję w przypadku, gdy f posiada własność odtwarzania pseudo-orbit (zauważmy, że
konsekwencją własności odtwarzania jest równość CR(f) = Ω(f), zob. np. [8]).

W pracy [D3] badamy także problem odwrotny oraz dowodzimy, że jeżeli X jest rozma-
itością topologiczną, zaś f jest topologicznie tranzytywny, to f |Y jest także topologicznie
tranzytywny. Przedstawiamy dodatkowo kilka odpowiednich przykładów pokazujących
np., że nie ma prostej zależności pomiędzy topologiczną tranzytywnością f |CR(f) i f |Ω(f).

Zauważmy także, że wszystkie przedstawione w [D3] dowody działają jednocześnie dla
ciągłych układów dynamicznych (potoków).

5. Wstępne badania dotyczące C0 generyczności własności odtwarzania
[D6, D7]

W pracy [15] Corless i Pilugin wykazali, że słabe odtwarzanie pseudo-orbit jest własno-
ścią generyczną w przestrzeni H (M), złożonej z homeomorfizmów określonych na zwartej
rozmaitości gładkiej M , wyposażonej w topologię C0. Następnie, Pilyugin i Plamenevska
[54] wzmocnili ten rezultat pokazując w tym przypadku generyczność (zwykłej) własności
odtwarzania.

Wymienione powyżej artykuły są, w pewnym sensie, związane ze znacznie wcześniejszą
pracą Takensa [68], w której autor wprowadza pojęcie tolerancyjnej stabilności (ang. tole-
rance stability, poniżej przypominamy odpowiednią definicję) oraz formułuje, w terminach
topologicznych, tzw. hipotezę Zeemana o tolerancyjnej stabilności (ang. Zeeman’s Tole-
rance Stability Conjecture). Hipoteza ta głosi, że dla dowolnego zbioru D ⊂H (X), gdzie
X jest zwartą przestrzenią metryczną, stanowiącego przestrzeń topologiczną z topologią
nie słabszą niż topologia C0 indukowana z H (X), tolerancyjna stabilność (względem D)
jest własnością generyczną w przestrzeni D .

W odniesieniu do wspomnianego problemu, niewielki postęp został dokonany od czasu
pracy Takensa. W pracy [70] White przedstawił kontrprzykład pokazujący, że zbiór D nie
może być wybrany dowolnie. Inne pokrewne rezultaty zostały uzyskane np. przez Robin-
sona [56], który udowodnił hipotezę Zeemana-Takensa dla dyfeomorfizmów spełniających
aksjomat A, a także przez Odani’ego [44], który wykazał silną wersję hipotezy w przypad-
ku, gdy D = H (M) oraz M jest rozmaitością co najwyżej 3-wymiarową. W pracy [D6]
wzmacniamy ten ostatni wynik, usuwając ograniczenie na wymiar M .

Wyrazimy teraz powyższe stwierdzenia w bardziej formalnym języku, ograniczonym do
kontekstu ustalonego w [D6, D7].
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Definicja 5.1 (Tolerancyjna stabilność, Takens [68]; silna tolerancyjna stabilność, Odani
[44]). Mówimy, że homeomorfizm f ∈ H (X) jest tolerancyjnie stabilny, ang. tolerance
stable (lub odpowiednio: silnie tolerancyjnie stabilny, ang. strongly tolerance stable), jeżeli
dla każdego ε > 0 istnieje δ > 0 takie, że dla każdego g ∈ H (X) spełniającego warunek
%0(f, g) ¬ δ, zachodzi następująca własność: każda orbita f jest orbitalnie ε-odtwarzana
(lub odpowiednio: ε-odtwarzana) przez pewną orbitę g, zaś każda orbita g jest orbitalnie
ε-odtwarzana (lub odpowiednio: ε-odtwarzana) przez pewną orbitę f .

Zauważmy, że warunek silnej tolerancyjnej stabilności zawiera w sobie koncepcję TH-
odwrotnego odtwarzania, a także implikuje (zwykłą) własność odtwarzania pseudo-orbit
w przypadku, gdy M jest rozmaitością (zob. [44]).

Kolejne twierdzenie stanowi główny rezultat pracy [D6].

Twierdzenie 5.2 (Mazur [D6]). Załóżmy, że M jest zwartą rozmaitością gładką bez brze-
gu. Wówczas generyczny homeomorfizm f ∈H (M) posiada własność silnej tolerancyjnej
stabilności.

Dowód twierdzenia 5.2 bazuje na koncepcji Pilyugina i Plamenevskiej [54], angażują-
cej technikę rozkładu rozmaitości na rączki (zob. [30]) oraz twierdzenie o topologicznej
transwersalności (zob. [55]). Zauważmy także, że stosując tę sama metodę, w pracy [D6]
otrzymaliśmy następujący, dodatkowy wynik, który rozszerzał wcześniejszy rezultat Hur-
ley’a [25] oraz został niezależnie wykazany (z wykorzystaniem innej techniki) przez Akina
i wsp. [3].

Twierdzenie 5.3 (Mazur [D6]). Załóżmy, że M jest zwartą rozmaitością gładką. Wów-
czas dla generycznego homeomorfizmu f ∈H (M), zbiór łańcuchowo rekurencyjny CR(f)
jest zbiorem Cantora.

Aby przedstawić główne twierdzenie pracy [D7], które rozszerza wspomniany wcześniej
rezultat Corlessa i Pilyugina [15], musimy odwołać się do pojęcia homogeniczności (ang.
homogeneity) w jego ogólnej wersji.

Definicja 5.4 (Uogólniona przestrzeń homogeniczna, np. [3]). Zwartą przestrzeń me-
tryczną (X, d) nazywamy uogólnioną przestrzenią homogeniczną (ang. a generalized ho-
mogeneous space), jeżeli dla każdego ε > 0 istnieje δ > 0 takie, że jeśli {x1, . . . , xn} i
{y1, . . . , yn} ⊂ X są dwoma rozłącznymi zbiorami parami różnych punktów takich, że
d(xi, yi) ¬ δ dla i ∈ {1, . . . , n}, wówczas istnieje homeomorfizm h ∈ H (X) spełniający
warunki: ρ0(h, idX) ¬ ε oraz h(xi) = yi dla i ∈ {1, . . . , n}.

Ważnymi przykładami przestrzeni homogenicznych są zwarta rozmaitość (gładka), kost-
ka Hilberta lub zbiór Cantora (zob. [D7] oraz znajdujące się tam odpowiednie odnośniki
do literatury).

Kolejne twierdzenie jest głównym wynikiem pracy [D7].

Twierdzenie 5.5 (Mazur [D7]). Załóżmy, że X jest uogólnioną przestrzenią homogenicz-
ną. Wówczas generyczny homeomorfizm f ∈H (X) posiada własność słabego odtwarzania
pseudo-orbit.

Na zakończenie wspomnijmy także, że główne idee prac [D6, D7] są tematem rozprawy
doktorskiej autora oraz zostały wcześniej ogłoszone w [D5]. Niemniej jednak, twierdzenia
formułowane w [D7] posiadają ogólniejsze wypowiedzi, zaś ich dowody używają prost-
szych, bardziej bezpośrednich i bardziej elementarnych metod.
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