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Recenzje przedstawig¢ rozpoczynajac od charakterystyki problematyki roz-
prawy. Nastepnie oméwie kolejne jej czesci pod wzgledem zawartosci opa-
trujgc uwagami. Z kolei postaram si¢ oceni¢ wartoéé matematyczng, pracy,
aby na koniec przejéé do pytania, czy spelnia ona wymogi stawiane rozpra-
wom doktorskim.

Charakterystyka problematyki rozprawy.

Zjawiska o charakterze okresowym lub kwazi-okresowym fascynowaly czlo-
wieka od czas6w niepamigtnych. Zmiany pér dnia i roku wywieraly bez-
posredni wplyw na jego Zycie, a z nimi wiazaly sie ruchy cial niebieskich.
Ze wzgledu na te relacje rozwinely sie najpierw poglady przednaukowe okre-
slane jako astrologia, a nastepnie arcydzielo myéli antycznej, jakim by model
matematyczny ruchéw planaternych Ptolemeusza.

W matematyce wspoélczesnej kontynuacja tego kierunku jest mechanika ha-
miltonowska. W jej mysl ewolucja catkowalnego ukladu hamiltonowskiego
odbywa. si¢ na torusach niezmienniczych i na kazdym z nich jest sprzezona
z obrotem o pewien wektor. Caltkowalny jest na przyklad uktad planetarny
skladajacy si¢ z ciata centralnego o masie dodatniej i dwoch planet o ma-
sie zero. Poniewaz planety nie oddzialywuja miedzy soba, to mamy iloczyn
kartezjaniski dwoch ruchéw opisanych prawami Keplera, co sprowadza sie
wlasnie do obrotu na T? o wektor tvt, gdzie ro = (w1,ws) jest wektorem.
Mozna przyjac wi za nows jednostke czasu, zatem wtasnosci tego ukladu



zalezg od pojedynczej liczby obrotu w = =,

Teoria KAM, dzi$ juz klasyczna, zadaje pytanie, na ile obraz ten przetrwa
przy matym zaburzeniu ukladu catkowalnego, a wiec powiedzmy po nadaniu
cho¢ jednej z planet niewielkiej dodatniej masy. Juz intuicyjnie widaé, ze
odpowiedZ powinna zaleze¢ od liczby obrotu. Gdy jest ona wymierna, to po
pewnym czasie uklad wrdci do stanu poczgtkowego i nie mozna oczekiwad,
aby ta sytuacja przetrwala po jakimkolwiek zaburzeniu. Tryumf teorii KAM
polega na wykazaniu, ze przy odpowiednio niewymiernej liczbie obrotu jej
torus niezmienniczy przezywa zaburzenic - przesunie si¢ nieco i powygina
w przestrzeni fazowej, ale ruch pozostanie sprzezony z obrotem o tej samej
liczbie obrotu.
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“Odpowiednia niewymiernoéé” oznacza, iz liczba obrotu nie aproksymuje sie
zbyt dobrze liczbami wymiernymi, tj. D,(g) = inf{|w — El : p € Z} nie
maleje zbyt szybko ze wzrostem w ¢ w rozwazanej klasie liczb niewymiernych
w. Klasycznie uzywany jest warunek diofantyczny: D, (q) = qgr ze stalymi
C,r > 0, aliczby w, dla ktérych jest spelniony z pewnymi statymi, nazywamy
diofantycznymi. Oszacowanie dolne na D,(q) i jego rola w rozwazaniach
wlasnoéci uktadu sa znane jako “problemy malych mianownikow”.

Oprocz teorii KAM, problemy matych mianownikéw pojawiaja sie w bada-
niach dyfeomorfizméw okregu z niewymierng liczbg obrotu, w ktérej pod-
stawowym zagadnieniem jest istnienie dyfeomorficznego sprzezenia z linio-
wym obrotem. Zespolonym odpowiedniem tego zagadnienia jest linearyzacja
przeksztalceri jednolistnych z punktem stalym, ktorego pochodna ma postaé
exp(2muw).

Gléwnym celem naukowym rozprawy jest przebadanie zagadnier matych
mianownikéw dla liczb niewymiernych typu Chinczyna-Levy’ego. Pojawia
si¢ problem zaproponowania sensownego oszacowania D, (q) i pokazania jed-
nostajnosci oszacowarit wzgledem w w ustalonej klasie Chinczyna-Levy’ego.
Wiadomo przy tym, ze miara liczb typu Chinczyna-Levy’ego jest pelna.

Z punktu widzenia recenzenta uwagi te oznaczajg tyle, ze waga matema-
tyczna podjetej tematyki jest oczywista i mozna pogratulowaé Doktorantowi
odwagi intelektualnej jej pojecia. Rodzi sig¢ wszakze niepokdj, ile nowego zdo-
tal on osiggnaé w tak klasycznej dziedzinie, szczegolnie w obliczu stwierdzenia,
wyrazonego we wstepie do rozprawy, ze rezultaty sq zasadniczo elementarne.



Omoéwienie tresci.
Rozdzial pierwszy ma charakter wstepny i nie wymaga blizszego oméwienia.

Rozdzial drugi dotyczy definicji i podstawowych wtasnosci liczb Chinczyna-
Levy’ego. Gi6wnym celem jest uzyskanie dolnych oszacowan na miare zbioru
liczb spelniajacych ten warunek z odpowiednimi parametrami wprowadzo-
nymi w Definicji 2.1.3. Wychodzi to poza rezultaty z klasycznej literatury
dotyczacej twierdzenia Chinczyna-Levy’ego. Pod wzgledem matematycznym
rozdzial jest wiec ulepszeniem istniejacej teorii, choé nie wprowadza nowych
metod. Jego poziom techniczny jest dobry i wskazuje na biegte opanowa-
nie przez Doktoranta podstaw rachunku prawdopodobiefistwa oraz utamkéw
tancuchowych. Niedosyt powoduje jednak brak odniesienia si¢ do natural-
nego pytania, jak rozwazana klasa ma sie do liczb diofantycznych. Nie znam
odpowiedzi z literatury, ale nie wydaje sie trudna do uzyskania. Skoro po-
gwalcenie warunku diofantycznosci z wykladnikiem r wymaga, aby g,,1 byt
co najmniej M; w potedze, ktéra zalezy liniowo od r, to kazda liczba klasy
KL powinna by¢ diofantyczna.

Rozdzial trzeci wnoszac z tytutu traktuje o “istotnych indeksach” i przyznam,
ze nic mi ten termin nie méwi. Sadze, ze przedstawia on swoisty punkt wi-
dzenia Doktoranta na fakty dotyczace dynamiki obrotu niewymiernego na
okregu, w wigkszosci lub catoéci dobrze znane. Na przyklad, gtéownym rezul-
tatem jest tw. 3.2.3 z dowodem na 9 stron z rozbiciem na liczne przypadki.
Wydaje si¢ ono wynika¢ niemal natychmiast z dobrze znanego faktu, ze ko-
lejne g, + gn—1 obrazéw punktu pod dziataniem obrotu niewymiernego dzieli
okrag na luki tylko dwoch dtugosci, p,_1, pn, gdzie pp oznacza odlegtosé na
okregu miedzy punktem a jego gi-tym obrazem. Zatem dla ¢, < ¢ < @nis
oszacowanie z tw. 3.2.3 jest zagrozone tylko wtedy, gdy ¢-ty obraz punktu
wpada w jego otoczenie o promieniu p, ;. Stosujac kolejno podany wyzej
fakt dochodzimy do wniosku, ze sa wlasnie iteracje odpowiadajace indek-
som ST i CSI w terminologii Doktoranta. Uwazam, ze kazdy ma prawo do
wiasnego punktu widzenia, o ile ptynace z niego wnioski sg poprawne, a tak
jest w tym przypadku, natomiast nie dostrzegam w tym rozdziale istotnej
wartoscl matematyczne;j.

Rozdzial czwarty zawiera wstep do teorii KAM. Nie wiadomo, do kogo jest
on adresowany, bo specjalista niewiele si¢ dowie, a niespecjalista tak pobiez-
nego przegladu petnego specjalistycznych terminow i tak nie zrozumie. Moja
uwage zwrocita luka w uzasadnieniu uwagi 4.1.4. Dotyczy ona przedstawie-
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nia funkcji w dziedzinie zespolonej w postaci szeregu Fouriera. Nie jest to
fakt oczywisty, bo calki zadajace wspélczynniki Fouriera sa tylko po dziedzi-
nie rzeczywistej, i powinien byé opatrzony uzasadnieniem lub odnognikiem
do literatury. Uwaga jest jednak poprawna, a standardowy dowod przebiega
poprzez oszacowania na wspélczynniki Fouriera z lematu 5.2.1 z kolejnego
rozdzialu. Rozdzial czwarty nie zawiera ani nowych tresci matematycznych,
ani istotnych bledéw, przy czym schematyczny i pobiezny sposob prezentacii
nie przekonuje, ze Doktorant dobrze przemyslal nad podstawy teorii.

Z rozdzialu pigtego wyodrebnie podrozdzial 5.5 zajmujacy sie iteracyjnym
schematem KAM oraz podrozdzialy go poprzedzajace, dotyczace problemu
malych mianownikéw dla liczb Chinczyna-Levy’ego. Rozwazania dotyczace
matych mianownikéw oceniam bardzo wysoko. To, ze pojawig sie w sposéb
naturalny funkcje typu Brjuna znane dobrze z teorii linearyzacji dyfeomorfi-
zm6w okregu, nie bylo weale oczywiste. Tymczasem wladnie okazalo sie, ze
rozwazanej klasie one si¢ efektywnie szacujg. Z punktu widzenia technicz-
nego oszacowania Doktoranta sg tu precyzyjne i eleganckie, choé czyta sie
to nieco trudno ze wzglgdu na swoisty jezyk i notacje. Ta cze§é pracy jest
bardzo dobrej jakodci technicznej i zawiera wartoSciowe nowe rezultaty.

Podrozdzial 5.5 jest dosé pobieznym uzasadnieniem tego, ze rezultaty czedei
poprzedzajacej pozwalaja na uzyskanie rezultatu KAM o torusach niezmien-
nicznych. Nie przekonuje przede wszystkim brak ilosciowego ujeciu problemu
kurczenia si¢ dziedzin przeksztalcenia linearyzujacego, w szczegélnosci na
skutek przycinania potrzebnego od uzyskania oszacowari Cauchy’ego. Je-
8li Doktorant spojrzy do cytowanych przez siebie prac Yoccoza, to bedzie
si¢ mogt przekonaé, iz tego typu oszacowania zajmuja tam sporo miejsca.
Najwyrazniej wiec ten wielki matematyk widzial taks potrzebe. Osobidcie
zgadzam sig, Ze opisany schemat powinien dzialaé i nie widze powaznych
zagrozen, ale mozna dyskutowaé, czy jest to naprawde dowdd. Podrozdzial
ten zatem nie ma moze wielkiej wartosci matematycznej sam w sobie, ale po-
daje dostateczny argument za tym, ze rozwijana w rozprawie teoria malych
mianownikéw da si¢ zastosowaé w teorii KAM. Przekonuje tez i do tego, ze
Doktorant dobrze rozumie to zagadnienie.

Na odrebna uwage zastuguje kocowy pod-podrozdziat 5.5.3 zawierajacy to,
cO zazwycza] pisze si¢ we wstepie, czyli uwagi dotyczace znaczenia uzyska-
nych rezultatéw. Zgadzam si¢ z Doktorantem, ze uzyskanie konkretnych
oszacowan w teorii KAM jest wazne i nielatwe.
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Jakos¢ i znaczenie wynikéw rozprawy.

Recenzowana rozprawa jest niezwykle oszczedna jesli idzie o dyskusje moty-
wacji czy tez znaczenia uzyskanych rezultatéw, poza wzmianowanym wyzej
koficowym fragmentem. Tymczasem mozna tu mieé watpliwosci - jesli liczby
Chinczyna-Levy’ego sg pozbiorem diofantycznych, to jaki jest zysk naukowy
z udowodnienia znanych rezultatéw teorii KAM w wezszej klasie?

Nie o to jednak chodzi. Rozprawa wydaje si¢ byé¢ czescig projektu, kto-
rego celem jest uzyskanie efektywnych oszacowari na wielko$é dopuszczalnej
perturbacji czy tez dziedziny linearyzacji. Jest to notorycznie trudne do osig-
gniecia w klasycznym ujeciu teorii KAM i bytoby sporym osiagnieciem. Temu
celowi majg stuzy¢ efektywne oszacowania na miare zbioru liczb Chinczyna-
Levy’ego z zadanymi parametrami, jak i jawne oszacowania w problemie
matych mianownikéw zaleine od tychze parametréw. Niekoniecznie najlep-
szych przyktadéw dostarczy teoria KAM, bo nasuwa mi sie takze zadanie
oszacowania dziedziny linearyzacji woké! punktu niewymiernie obojetnego,
tj. w problemie Brjuna-Yoccoza.

Ciekawy jest juz sam pomyst rozwazenia tej klasy liczb obrotu, ktéra wydaje
si¢ by¢ niedaleka liczbom typu stalego, w szczegodlnosci dopuszajac oszacowa-
nia na funkcje typu Brjuna, ale ma miare dodatnig. Wydaje mi sie, ze warto
by te liczby obrotu rozwazy¢ nawet w problemach odlegtych od rozwazanych
w rozprawie, takich jak struktura brzegu dyskéw Siegela.

Dlatego uwazam, ze rezultaty rozprawy maja istotng wartosé naukows. To
dobrze, bo “na wage” naprawde¢ wartosciowego i oryginalnego materialu nie
Jest w rozprawie az tak wiele, to w zasadzie rozdzial drugi i pierwsze 4 pod-
rozdzialy piatego, lgcznie 39 stron.

Watpliwosci budzi tez tytul rozprawy. Metody probabilistyczne odgrywaja
Jjedynie rol¢ w oszacowaniu miary zbioru liczb Chinczyna-Levy’ego, ale nie
w problemie malych mianownikéw rozwazanym w rozdziale pigtym. Stad
uwazam, ze tytul “Small denominators for Khintchine-Levy numbers” lepiej
oddawalby istotna tre§é rozprawy.

Podsumowanie i konkluzja.

Wymagania ustawowe stawiane rozprawom doktorskim pracyzuje art. 13
ustawy o stopniach i tytule, przy czym wymogi merytoryczne sa zawarte w
punkcie 1. Czytamy tam, ze rozprawa powinna stanowié oryginalne rozwig-
zanie problemu naukowego oraz wykazywaé ogdlng wiedze autora i umie-
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jetnos¢ samodzielnej pracy naukowej. Do tego wymogu ustawowego nalezy
doda¢ zwyczajowy polegajacy na tym, Ze waga rozwigzanego problemu po-
winna by¢ odpowiednio wysoka, bo bez tego niejedna dobra praca magister-
ska spelnia ustawowe kryterium. Nie ma natomiast wymogu ustawowego, ani
moim zdaniem zwyczajowego, dotyczacego poziomu prezentacji osiggnietych
wynikéw. Nie musi ona odpowiada¢ standardom literatury przedmiotu, musi
by¢ jedynie zrozumiala i poprawna.

W omawianym przypadku to wlasnie prezentacja stanowi stabg strone roz-
prawy. Jest malo przemyslana poczawszy od doboru tytulu, rozwlekla w
niektorych fragmentach (rozdziat trzeci), zbyt pobiezna w innych (rozdziaty
czwarty i 5.5) i brakuje prezentacji gtléwnych wynikéw z uzasadnieniem ich
znaczenia. Rozprawe daje si¢ jednak przeczyta¢ i nie ma rzutujacych na
jej poprawnoéé bledéw, a wiec minimalny wymog sformulowany wyzej jest
spelniony.

Rozdzialy drugi i pierwsze 4 podrozdzialy pigtego spelniajg bez watpliwosci
warunki ustawowe oryginalnego rozwigzania problemu, samodzielnosci pracy

1 odpowiedniego aparatu badawczego, o ktérym takze zaswiadcza podrozdzial
5.5.

Waga problemu jest takze wystarczajaca w $wietle znaczenia uzyskanych
rezultatéw oraz ich poziomu trudnogci.

Stwierdzam zatem, ze recenzowana praca spelnia ustawowe i ZWYCZajOWe Wa-
runki stawiane rozprawom doktorskim oraz wnioskuje o dopuszczenie Dok-
toranta do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Grzegorz Swiatek
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