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Recenzja rozprawy doktorskiej
Probabilistic methods in small divisors problems
mgr Piotr Kamienski

‘Wstep. Wyniki rozprawy doktorskiej dotycza klasycznego twierdzenia Kot-
mogorowa-Arnolda-Mosera, ktérego réznorakie wersje pojawiaja sig od lat 50-
tych ubieglego, gdy Kolmogorow zapoczatkowal te tematyke swoja stynna
pracg. Obiektem zainteresowania sg tu potoki liniowe na torusach parzystego
wymiaru {pochodzace od stalych pél wektorowych), a doktadniej ich hamil-
tonowskie zaburzenia. Jak zauwazyl Kolmogorow, jeshi wektor czestotliwoscl
wyznaczajacy pole wektorowe (obrét liniowy) spelnia pewien warunek diofan-
tyczny, zaburzenie pola wektorowego jest analityczne oraz niewielkie, wowczas
zaburzone réwnanie rozniczkowe na torusie jest analitycznie sprzezone z ory-
ginalnym liniowym réwnaniem, tzn. istnieje analityczna zamiana zmiennych,
taka ze w nowych zmiennych zaburzone réwnanie ma taka samg forme jak przed
zaburzeniem. To stynne twierdzenie oraz schemat jego dowodu doczekaly sie
wielu (réwnie stawnych) kontynuacji, najpierw przez Arnolda i Mosera, pdz-
niej m.in. przez tak znamienitych matematykéw jak Herman i Yoccoz. Jedng z
istotnych poruszanych kwestii byl problem obnizania sie gtadkosci sprzezenia,
w przypadku zaburzen o nizszym stopniu gtadkosci niz analitycznosé. Pomimo
dtugiej historil tematyka KAM jest caly czas Zywa 1 przez lata przyniosia wiele
istotnych rezultatéw réwniez poza oryginalnym kontekstem, m.in. w dynamice
zespolonej, przy badaniu spektrum operatora Schrédingera z quasi-okresowymi
wspdlezynnikami oraz w réwnaniach rézniczkowych czastkowych.

W recenzowane] rozprawie zbadano oryginalny problem zaburzenia anali-
tycznego dla réwnan na dwuwymiarowym torusie. Ograniczenie do wymia-
ru dwa daje mozliwoéé uzycia bardzo efektywnych i dobrze rozbudowanych
metod wykorzystujacych rozkiad w utamek tancuchowy ilorazu czestotliwo-
éci. Giéwnym celem rozprawy jest udowodnienie efektywne] (ilodciowej) wersji
twierdzenia KAM, tzn. podanie jawnego wzoru na wielkosé dopuszczalnego
zaburzenia w zaleznosci od wilasnoéci ulamka lancuchowego oraz szerokodcel
paska analitycznosci zaburzenia. W tym celu wprowadzono rodzine warun-
kéw nazwanych warunkami Chinczyna-Levy’ego, ktére sa wyznaczone przez
trzy (czasem dwa) parametry. Warunki Chinczyna-Levy’ego stanowia natural-
ny substytut klasycznych warunkéw diofantycznych i sg uzyte w rogprawie do
uzyskania oszacowan wielkosci dopuszczalnego zaburzenia wykorzystujacych
ich parametry. Kolejnym celem rozprawy jest zbadanie wielkosci zbioru liczb
spelniajacych warunki Chinczyna-Levy’ego.

Omowienie rezultatéw. Rozprawa sklada sie ze wstepu 1 pieciu rozdziatdw.
Wstep jest napisany doéé zwiezle i tylko w niewielkim stopniu moze pomébc
czytelnikowi, ktéry nie orientuje sie w poruszanej tematyce. Brakuje w nim
precyzyjnych odniesient do klasycznych wynikéw. Szezesliwie nastepujaca po
wstepie merytoryezna czesé rozprawy napisana zostala z duzo wieksza dbalo-
$cia o czytajacego. :
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"W rozdziale 1 zaprezentowano niezbedny material wprowadzajacy omawia-
jac podstawowe zagadnienia z teorii liczb (utamki Yaticuchowe) oraz teorii praw-
dopodobiefstwa.

Rozdzial 2 jest w calodci poswiecony wlasnoéciom Chinczyna-Levy’ego (w
skrécie KL). Wprowadzona w rozprawie koncepcja whasnosci KL opiera sie o
klasyczne twierdzenie Chinczyna-Levy’ego. Stanowi ono, ze dla typowej licz-
by niewymiernej (prawie kazdej w sensie miary) ciag tzw. mianownikéw w
rozkladzie na utamek tancuchowy oraz ciag iloczynéw tzw. ilorazéw rosng wy-
ktadniczo. Ponadto, wyznacza ono doktadnie wykladniki wzrostu dla obu cig-
géw. Twierdzenie Chinczyna-Levy'ego dla ciagu iloczynéw ilorazéw to proste
(ale piekne) zastosowanie twierdzenia ergodycznego dla odwzorowania Gaussa.
Wprowadzona prze Doktoranta wlasnosé KL méwi, ze wzrost ciggu od pew-
nego momentu jest wykladniczy z precyzyjnym szacowaniem z géry i z dolu
tempa wzrostu. Gléwnym rezultatem rozdziatu 2 jest twierdzenie 2.3.2, kiére
podaje ograniczenie z dolu na miarg zbioru liczb z przedziatu [0, 1) spelnia~
jacych warunki KL. Z postaci tego ograniczenia widaé, ze przy odpowiednim
doborze parametréw miara zbioru liczb spetniajgcych warunek KL moze byé
dowolnie bliska jedynki. Wspomniane szacowanie zostalo uzyskane w pomy-
stowy sposOb technikami wielkich odchylen. Giéwnym narzedziem jest tutaj
klasyczne twierdzenie o wielkich odchyleniach bazujace na szacowaniu kumu-
lant. Aby wyszacowa¢ kumulanty odpowiedniej zmiennej Doktorant skorzystal
z faktu, ze ciag ilorazéw (ich logarytméw) tworzy proces ¢-mieszajacy bedacy
funkcja od procesu Markowa. Jest to niewatpliwie interesujacy i zaawansowa-
ny technicznie dowdd, szczegdlnie, ze wszystkie stale w dowodzonych szacowa-
niach muszg by¢ precyzyjnie doliczone. ‘

Zawartoéé rozdziatu 3 ma charakter stuzebny w stosunku do dalszych kluczo-
wych rozdzialdéw rozprawy. Zawiera on szczegdlows analize wielkoscl |quw — p),
gdzie w jest ilorazem czestotliwosci oraz (p,q) € Z? \ (0,0). Jest to bardzo
wazne klasyczne zagadnienie z punktu widzenia rozwigzywania tzw. réwnan
kohomologicznych. Gléwnym rezultatem tego rodzialu jest twierdzenie 3.2.3,
w ktérym dla pewnej statej C' > 0 precyzyjnie opisano zbidr ,ztych” par (p, q),
dla ktérych |qw — p| < C/|q|. Jego dowdd jest catkowicie elementarny, ale wy-
magal od autora duzej pomyslowosdci. Mimo ze, sformulowanie twierdzenia
jest doéé techniczne stanowi ono bardzo wazny punkt calej rozprawy i moim
zdaniem jest interesujace samo w sobie.

Krétki rozdziat 4 stanowi wstep do finalowych rozwazan dotyczacych zagad-
nienia KAM. Nastepny rozdzial 5 jest poswiccony w wigkszosci problemowi
rozwigzywania réwnania kohomologicznego postaci (8, + wdy)g = a. Réwna-
nie kohomoliczne jest w pewnym sensie linearyzacja problemu znajdowania
zamiany zmiennych w zagadnieniu KAM. Klasycznie rozwiazanie takiego row-
nania tworzy krok iteracyjny w procedurze wzorowanej na metodzie Newtowa
rozwigzywania rownan nieliniowych. Wspomniana klasyczna metoda znajdo-
wania zamiany zmiennych jest réwniez stosowana w recenzowanej rozprawie.
Ogdlne podejécie do rozwigzywania réwnania kohomolicznego bazuje réwniez
na standardowym uzyciu formalnych szeregéw Fouriera i szacowaniu wspél-
czynnikéw Fouriera formalnego rozwigzania. Nastepnym krokiem jest analiza
ubytku analitycznodci rozwiszania réwnania ¢ w stosunku do funkeji danej
a. Ten krok zwykle jest najbardziej newralgiczny. W istotny sposéb korzysta



3

sie w nim z diofantycznych wtasnoscl w. Realizacja tego kroku zaprezentowa-
na w rozprawie korzysta z nowego podejécia uzywajac wiasnoéci KL zamiast
uzywanego klasycznie warunku diofantycznego. Ponadto wykorzystuje istotnie
postaé ,zlych” par (p,q) zidentyfikowanych w rozdziale 3. Dowdd finalowego
rezultatu wskazujacego precyzyjnie ubytek analitycznosci wymagal od autora
duzej zrecznosdel rachunkowej i nietrywialnych pomystéw. Rozdzial & konczy
zastosowanie wspominanego rezultatu do znalezienia zamiany zmiennych w
zagadnieniu KAM. Ta cze$é rozwazan jest opisana tylko pobieznie, a moze
szkoda, bo w tego typu rachunkach zawsze diabel tkwi w szczegblach. Z dru-
glej strony usprawiedliwieniem dla autora jest to, ze w opisanej procedurze
tworzenia zamiany zmiennych, choé skomplikowanej, nie wprowadza zbyt wie-
Iu nowych elementéw w stosunku do klasycznych rozwazan.

Rozprawa jest starannie napisanym tekstem matematycznym. Szczegdlnie
skomplikowane rachunki, gléwnie w rozdziale 5, sa poprzedzone heurystycz-
nymi wyjasnieniami, ktére znacznie utatwiajg sledzenie wiasciwych obliczen.
Merytoryczna czesé rozprawy czyta si¢ dos¢ dobrze, wida¢ trud wlozony przez
autora, aby czytelnik wiedzial, co aktualnie czyta i jaki jest cel mozolnych
obliczefi. Poza kilkoma miejscami, w ktérych wprowadza sie nadmiarows no-
tacje, mozna nadazyé za autorem. Mniejszy méj entuzjazm wzbudza sposob
napisania wstepu. Brak szczegbétowych odniesien do klasycznej literatury i pre-
cyzyjnego poréwnania wprowadzonych technik do juz istniejacych wzbudza we
mnie element niepewnodci. Zardwno zagadnienie KAM, jak i statystyczne wia-
snofci ulamkéw lafcuchowych, to niezwykle zywe tematy z bardzo bogata
literatura. W rozprawie znajdujemy tylko sporadyczne do niej odniesienia. W
takim przypadku czytelnik, ktdry nie Sledzi na biezaco publikacji w tej tematy-
ce (a to jest wladnie przypadek piszacego te recenzje), nie moze mieé¢ pewnosci,
czy wypracowane techniki sg rzeczywidcie oryginalne. Méj niepokdj poteguje
réwniez fakt, ze Doktorant do tej pory nie opublikowal Zadnej pracy nauko-
wej, a przynajmniej nie znalaztem w bazie MathSciNet jego publikacji. Po
doéé diugim juz okresie bycia profesjonalnym matematykiem brak weryfika-
cji dziatalnosci naukowej przez zewnetrznych merytorycznie przygotowanych
zagranicznych recenzentéw (w czasopismach) nie jest zdrowe. Mdj krytycyzm
budzi réwniez tytul rozprawy doktorskiej, ktéry nie do konca odpowiada jej
zawartodcl. Metody probabilistyczne sg uzywane w zaledwie jednym rozdziale
i nie stanowia kluczowego zagadnienia rozprawy. Dodatkowo, autor jedynie ko-
rzysta z metod probabilistycznych, weale ich nie rozwijajac. Mdj sceptycyzm
budzi réwniez fakt, ze rozprawa zostala napisana w jezyku angielskim. Nie
znajduje zbyt wielu argumentéw, poza kwestiami arabicjonalnymi, dla takiej
decyzji.

Mimo wspomnianych watpliwodei (wynikajacych moze z pewnego oddale-
nia gtéwnych zainteresowan recenzenta od tematu rozprawy), wedlug mojego
stanu wiedzy, wyniki uzyskane w rozprawie sa nowe i interesujgce. Wysoko
oceniam dowdd twierdzenia 2.3.2, w ktérym uzyto metody kumulant do udo-
wodnienia rezultatu typu wielkich odchylei. Metoda kumulant, choé¢ ma diu-
ga historie, nie czesto jest wykorzystywana w teorii ergodycznej. W rozprawie
znajdujemy bardzo ladne jej zastosowanie. Szacowanie ubytku analitycznodci
w réwnaniu kohomologicznym, przedstawione w rozdziale 5, wymagalo od au-
tora spore) pomystowosci i sprytu matematycznego, Dowdd tego szacowania
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stanowi najbardziej wartoéciowe jadro rozprawy, ktéra w calodei réwniez wy-
soko oceniam.

Podsumowanie. W moim przekonaniu rozprawa mgr. Plotra Kamienskie-
go pt. ,Probabilistic methods in small divisors problems” spelnia ustawowe
1 zwyczajowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim. Uzyskane przez mgr.
Kamiefiskiego wyniki §wiadcza o bardzo dobrym opanowaniu warsztatu ma-
tematycznego 1 umiejetnosei rozwigzywania trudnych probleméw z dziedziny
uktaddédw dynamicznych. Zagadnienie KAM, mimo Ze ma diugy historie, to te-
mat trudny badany przez wielu wybitnych matematykdéw. Osiggniecie w tym
temacie nowych 1 interesujacych rezultatéw nie jest latwe. Uzyskanie w roz-
prawie nowych efektywnych oszacowafi na dopuszczalne zaburzenie w dwuwy-
miarowym zagadnieniu KAM stanowi niewatpliwie takie osiagniecie.

W zwiazku z tym przedkladam Radzie Wydzialu Matematyki i Informatyki
Uniwersytetu Jagiellofiskiego wniosek o przyjecie rozprawy i dopuszczenie mgr.
Piotra Kamienskiego do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.




