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Wstep

W siedemnastym wieku Izaak Newton wymyslit sposob rozwiklywania rownan
algebraicznych f(z,y) = 0 tak, aby rozwiazania byly szeregami y = y(x) o wy-
miernych wykladnikach. W jego metodzie pojawia sie po raz pierwszy pomyst
skojarzenia z wielomianem f(z,y) pewnego wielokata zwanego wspdélezesnie dia-
gramem Newtona. Pojecie diagramu Newtona jest centralne w pracach [20-22]
i [24]. Dlatego przytoczymy jego definicje i wspdlczesna notacje wprowadzona
przez Bernarda Teissiera.

DEFINICJA: Diagram Newtona A(f) szeregu potegowego f(z,y) = >, ai;xtyl
jest to otoczka wypukla zbioru

U {G.5) + R}
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PRZYKLAD: Niech f(z,y) = y*+3zy®+ 22"y +1028. Diagram Newtona szeregu
f(z,y) jest na rysunku ponizej. Jest on suma trzech elementarnych diagramdw
Newtona zapisanych jako utamki Teissiera.

Pieréciert szeregéw potegowych zmiennych zespolonych x, y o dodatnim
promieniu zbieznosci bedzie oznaczany C{z, y}. Dowolny element tego pierscie-
nia mozna utozsamié z kietkiem w zerze funkcji holomorficznej f : (C2%,0) — C.

Lokalna krzywa analityczng w zerze f = 0, zwana dalej krétko krzywa,
utozsamiamy z idealem idealem generowanym przez f(z, y) w pierscieniu C{z, y}.
Ta definicja odzwierciedla fakt, ze pomnozenie funkcji f przez funkcje holomor-
ficzna u, dla ktérej u(0,0) # 0, nie zmienia jej zbioru zer w poblizu poczatku
uktadu wspotrzednych.

Jesli f(z,y) = ax + by + wyrazy wyzszych rzedéw, gdzie ax + by Z 0, to
krzywa f = 0 nazywamy gladkq. Krzywa f = 0 jest osobliwa, gdy szereg
f(z,y) rozpoczyna sie od wyrazéw rzedu wyzszego niz 1. Jedli f(x,y) jest
szeregiem nierozkladalnym w pierécieniu C{z,y}, to f = 0 nazywamy krzywa
nierozktadalng lub galezia. Gdy szereg f € C{x,y} rozklada sie¢ w tym pierscieniu
na iloczyn fi* --- f¥~, gdzie f; sa nierozkladalne i parami wzglednie pierwsze, to
méwimy, ze gataz f; = 0 wystepuje w krzywej f = 0 z krotnoscia v;. Krzywa, w
ktorej wszystkie galezie wystepuja z krotnoscia 1, nazywamy zredukowanq. Na
dowolng krzywa zredukowana mozna spojrze¢ geometrycznie jako na kietek w
zerze zbioru { (x,y) € C?: f(z,y) =0}.



W latach sze$édziesiatych dwudziestego wieku Oskar Zariski wprowadzit
pojecie ekwisingularnosci krzywych plaskich. Krzywe zredukowane f =0, f = 0
nazwiemy ekwisingularnymi, gdy istnieje homeomorfizm @ : (C?,0) — (C2,0)
ktory przeprowadza krzywa f = 0 na krzywa f =0.

Rozszerzymy to pojecie na pary krzywych. Pary krzywych zredukowanych
f=0,g =0 oraz f = 0, ¢ = 0 nazwiemy ekwisingularnymi gdy istnieje
homeomorfizm @ : (C?,0) — (C?,0) ktéry przeprowadza krzywa f = 0 na
krzywa f = 0 a krzywa g = 0 na krzywa g = 0. Definicja ekwisingularnosci
w “duchu Zariskiego” obejmujaca przypadek krzywych niezredukowanych jest
podana w Dodatku 1.

Jesdli jakas wielkosé przypisana krzywym plaskim jest taka sama dla krzywych
ekwisingularnych, to nazywamy ja niezmiennikiem ekwisingularnosci. Najprost-
szymi numerycznymi niezmiennikami ekwisingularnosci sa liczba stycznych do
krzywej i liczba galezi krzywej. Diagram Newtona A(f) nie jest niezmiennikiem
ekwisingularnosci (bo na przyktad krzywe 22 —y = 0, x — y? = 0 sa ekwisingu-
larne a maja rézne diagramy Newtona).

Rozpatrzmy kietlek odwzorowania holomorficznego ¢ : (C2,0) — (C2,0),
dla ktérego ¢=1(0,0) = {(0,0)}. Dla dowolnej lokalnej krzywej analitycznej
h = 0 mozna utworzy¢ jej obraz prosty ¢.(h = 0) poprzez odwzorowanie ¢, czyli
krzywa, ktorej galezie sa obrazami galezi krzywej h = 0 poprzez ¢ i krotnosci
tych galezi w obrazie prostym sa tak dobrane, aby zachodzila tzw. formula
rzutowania (zob. [Cas2000], [Cas2003]). Definicja obrazu prostego pochodzaca
z [Cas2000] jest podana w Dodatku 2.

Jedli jacop = %%’Zf — %’;% jest jakobianem odwzorowania ¢, to obraz
prosty krzywej jac @ = 0 poprzez ¢ nazywamy krzywae wyrdznikowq. Gdy D = 0
jest krzywa wyrdznikowa, to szereg D (okreslony z doktadnoscia do mnozenia
przez szereg odwracalny) nazywamy wyrdéznikiem a diagram Newtona A(D)
nazywamy jakobianowym diagramem Newtona odwzorowania ¢.

Jakobianowe diagramy Newtona zostaly wprowadzone przez Bernarda Teis-
siera. Udowodnil on w fundamentalnej pracy [Tel977], ze w ekwisingularnej ro-
dzinie krzywych plaskich f(t,z,y) = 0 rodzina krzywych wyréznikowych D; = 0
kietkéw odwzorowan ¢, = (f(t,z,y),l(z,y)) (gdzie I(z,y) = 0 jest generyczna
krzywa gladka) co prawda niekoniecznie jest rodzing ekwisingularna, ale mimo
to diagramy Newtona wyrdznikéw tej rodziny sa jednakowe.

Jakobianowy diagram Newtona odwzorowania (f,g) : (C2,0) — (C2,0)
bedziemy oznaczali Nj(f,g). Jedli jac(f,g) = hy---hy jest rozkladem jako-
bianu na czynniki nierozkladalne w C{z,y} to (zob. [22])

Ni(f.9) = XE {ESE?Z%} '

W powyzszym wzorze io(g, hi), i0(f, h;) sa krotnosciami przeciecia (zob. Do-
datek 1). Utamki zggz%, nazywane ilorazami jakobianowymi, odpowiadaja na-

chyleniom krawedzi diagramu N (f, g), czyli ilorazom: dhigo$é rzutu krawedzi
na o$ pozioma podzielona przez dtugosé rzutu krawedzi na os pionowa.



Omowienie publikacji [20]-[24]

Rozpoczynamy od najbardziej ogélnej pracy [22], ktéra odpowiada na pytanie,
czy jakobianowy diagram Newtona jest niezmiennikiem ekwisingularnosci. Zwia-
zane ze soba tematycznie prace [20] i [21] maja wspdlne streszczenie. Jako
ostatnia jest oméwiona praca [23], ktéra pozornie lacza z pozostalymi tylko za-
stosowane narzedzia matematyczne. Jednak, jak sie okazuje, jej gléwny wynik
mozna sformulowaé jako twierdzenie o wyrézniku pewnego odwzorowania ana-
litycznego.

[22]

W omawianej pracy dowodzi sie, ze diagram Newtona wyréznika odwzorowania
(f,9) : (C%,0) — (C2,0) jest niezmiennikiem ekwisingularnosci pary krzywych
f=0,9g=0.

Wiele czastkowych wynikéw tego typu bylo znanych wczesniej. Na ogdt sa
to twierdzenia o faktoryzacji krzywej jakobianowej, ale jak wynika z przedsta-
wionej we wstepie formuty dla N;(f,g), znajomo$é czynnikéw nierozktadal-
nych jakobianu wraz z informacja o krotnosciach przecigcia pozwala wyznaczy¢
jakobianowy diagram Newtona.

Najpierw skoncentrujemy sie na przypadku, w ktérym jedna z krzywych
omawianej pary jest gtadka. Krzywa jakobianowa odwzorowania (I, f) : (C%,0) —
(C2%,0), gdzie I = 0 jest krzywa gladka a f = 0 krzywa osobliwa, nazy-
wamy krzywa polarng. Krzywe polarne maja bardzo bogata literature. Sa to
miedzy innymi prace: [1], [11], [18], [Del1994], [Egg1982], [Eph1983], [Gar2000],
[KuoL1977], [Lé1975], [LeMW1989], [LeMW1991], [LenP2000], [LenMP2003],
[Len2004], [Len2008], [Mer1977], [P12001], [P12002], [Te1976], [Te1977], [Wall2003].

W [Mer1977] wyznaczono faktoryzacje krzywej polarnej przy zalozeniu, ze
f = 0 jest nierozkladalna i transwersalna do [ = 0. W [Eph1983] uwolniono
sie od zalozenia transwersalnosci. Wyniki Merle’a i Ephraima daja formute dla
Nj(l, f) w terminach niezmiennikéw ekwisingularnosci pary krzywych [ = 0,
f =0 [Tel976], [18, Theorem 4.1].

W [Del1994] znaleziono faktoryzacje krzywej polarnej dla f = 0 o dwdéch
gateziach.

W [Kuol1977] opisano polozenie galezi krzywej polarnej % = 0 wzgledem
galezi krzywej f = 0. W cytowanym artykule wprowadzono kombinatoryczny
obiekt T'(f), zwany obecnie drzewem Kuo-Lu szeregu f. Formule wyrazajaca
Nj(y, f) poprzez T(f) uzyskano w [20]. Autor przypuszcza, ze drzewo Kuo-Lu
T(f) zalezy tylko od klasy ekwisingularnosci pary y = 0, f = 0. Dawaloby to
bezposredni dowdd gléwnego wyniku [22] dla odwzorowani (y, f).

W przez dlugi czas zapomnianej pracy [Eggl982] rozwiazano problem fak-
toryzacji krzywej polarnej dla dowolnej zredukowanej krzywej osobliwej f = 0
i transwersalnej do niej krzywej gladkiej | = 0. Dowodzi to gléwnego wyniku
[22] dla odwzorowan (I, f).

Wréémy do przypadku ogdlnego. Wyniki [KuoP2004] daja ilorazy jako-



bianowe pary krzywych zredukowanych f = 0, g = 0, czyli nachylenia krawe-
dzi jakobianowego diagramu Newtona AN (f,g) w terminach drzewa Kuo-Lu
T(fg). Jednak rezultaty tej pracy nie pozwalaja wyznaczy¢ dtugosci niektérych
krawedzi diagramu Ny (f,g). Prace [Dell991], [Maul998], [Cas2007] dotycza
réwniez zagadnienia opisu ilorazéw jakobianowych.

Twierdzenie o faktoryzacji jakobianu pary (f,g) krzywych zredukowanych,
z ktérego wynika niezmienniczo$¢ jakobianowego diagramu Newtona dla takiej
pary, zostalo udowodnione metodami topologicznymi w [Mich2008].

W [22] dopuszcza sie, ze krzywe f = 0, g = 0 maja skladowe wielokrotne (nie
sa zredukowane). Dowdd niezmienniczosci jakobianowego diagramu Newtona w
tej pracy jest algebraiczny. Opiera sie na formule Casasa Alvero [Cas2003, The-
orem 3.2], (zob. tez [22, Theorem 2.3]) i interpretacji funkcji podpierajacej dia-
gramu Newtona wyréznika w terminach niezmiennikéw klasy ekwisingularnosci
krzywej f(x,y) — tg(z,y) = 0, dla generycznego t, ktéra jak sie okazuje, zalezy
tylko od klasy ekwisingularnosci pary krzywych f =0, g = 0.

[20] i [21]

Jakobianowy diagram Newtona odwzorowania (z, f) : (C?,0) — (C?2,0) nie
determinuje klasy ekwisingularnosci krzywej f = 0. W [Len2008] zostal podany
przyktad takich szeregéw potegowych f(z,y), g(z,y), ze Nj(z, f) = Nj(z,g)
ale krzywe f =01 g = 0 maja odpowiednio 3 i 5 galezi.

Okazuje sie, jak stwierdza gléwny wynik omawianych prac, ze przypadek
nierozkladalny jest zupeknie inny.

TWIERDZENIE: Niech (I;, f;) : (C?,0) — (C2,0) beda odwzorowaniami anality-
cznymi takimi, ze l; = 0 jest krzywa gladka nie bedaca galezig krzywej f; = 0
dla i =1,2. Jedli krzywa f1 = 0 jest nierozktadalna oraz N (l1, f1) = Nj(ls, f2)
to krzywe f; =0, fo = 0 sa ekwisingularne.

W [20] to twierdzenie ma dodatkowe zalozenie, pominiete w [21], ze krzywe
fi=0,1; =0 (i = 1,2) nie maja wspélnej stycznej.

Nazwijmy dowolny diagram Newtona postaci Nj(I, f), gdzie | = 0 jest
krzywa gladka a f = 0 jest osobliwa krzywa nierozkladalna, diagramem typu
Merle’a. Twierdzenie 2.3 z [21] podaje arytmetyczne kryteria na to, czy dany
diagram Newtona A jest diagramem typu Merle’a.

Whioskiem z gléwnego twierdzenia jest Twierdzenie 3.1 z [21]:

TWIERDZENIE: Niech f = 0 bedzie krzywa osobliwa a [ = 0 dowolna krzywa
gladka, nie bedaca jej gatezia. Wéwcezas f = 0 jest krzywa nierozkladalna wtedy
i tylko wtedy gdy N;(l, f) jest diagramem typu Merle’a.

To kryterium nierozkladalnosci jest szczegdlnie proste w uzyciu dla wielo-
mianéw wyréznionych f(z,y) = y™ + a1 (x)y" " + - -+ + ao(x). Zgodnie z For-
mula 1.2 7 [21], wyréznik odwzorowania (z, f) : (C2,0) — (C2,0) jest zwyklym
wyroéznikiem wielomianu jednej zmiennej

D(u,v) = Discry (y" + a1 (w)y™ ' + -+ + ag(u) — v).



Tak wiec dla zbadania nierozkladalnosci f(x,y) wystarczy obliczyé¢ D(u,v) i
sprawdzié¢, czy A(D) jest diagramem typu Merle’a.

PRzYKEAD: Niech f(z,y) = (y? — 23)? — 2%y. Obliczajac wyréznik zgodnie z
powyzszym wzorem, dostajemy

D(u,v) = —256v° + 256u’v? + 288u'3v — 256u'? — 27u%°.

Diagram Newtona wyréznika jest na rysunku ponizej. Czerwonymi kropkami
oznaczono punkty odpowiadajace jednomianom wystepujacym w D(u, v).

Uzywajac twierdzenia 2.3 z [21] latwo sprawdzi¢, ze Ny(z, f) = {4} + {4
jest diagramem typu Merle’a. Zatem krzywa f = 0 jest nierozkladalna.

Zauwazmy, ze inne kryteria nierozkladalnosci krzywych analitycznych sa pro-
cedurami wieloetapowymi. Polegaja albo na rozwiazywaniu osobliwosci krzywej
f = 0 poprzez kolejne rozdmuchania badz modyfikacje toryczne, albo na wyz-
naczeniu poczatkowych czesci rozwinie¢ pierwiastkéw Newtona-Puiseux réw-
nania f(z,y) = 0, albo, jak kryterium Abhyankara [Abh1989], na analizie
rozwiniecia G-adycznego wielomianu wyréznionego f wzgledem jego pierwiast-
kéw aproksymatywnych.

Odnotujmy jeszcze Twierdzenie 3.7 z [21], ktére jest kryterium lokalnej ana-
litycznej nierozkltadalnosci krzywej wielomianowej F(z,y) = 0 w dowolnym
punkcie tej krzywej oraz Twierdzenie 5.1 z [21] bedace kryterium nierozkladal-
nosci w nieskonczonodci krzywej rzutowe;j.

[24]
Niech A bedzie pierscieniem bez dzielnikéw zera. Zalézmy, ze p, d sa liczbami
naturalnymi takimi, ze liczba p dzieli d i jest odwracalna w piericieniu A. Jesli

FY)=Y'+a, Y 4. +a,

jest wielomianem o wspdlczynnikach z pierscienia A, to istnieje jedyny wielomian
unitarny

GY) =Y +b Y5 4o+ byp

o wspolczynnikach z pierécienia A taki, ze deg(F — GP) < d — %. Nazywamy go
p-tym pierwiastkiem aproksymatywnym wielomianu F(Y).



Pierwiastki aproksymatywne sa narzedziem w dowodzie stynnego twierdze-
nia Abhyankara i Moha o wielomianowym zanurzeniu prostej zespolonej w
plaszczyzne zespolona [AbhM1973], [AbhM1975]. Z kazdym nierozkladalnym
wielomianem wyréznionym f € C{z}[y] mozna skojarzyé pewien ciag pier-
wiastkéw aproksymatywnych fo, fi,..., fq—1, zwanych charakterystycznymi
pierwiastkami aproksymatywnymi. Krzywe f; = 0 sa nierozktadalne i klasa
ekwisingularnosci par f; = 0, f = 0 zalezy tylko od klasy ekwisingularnosci
pary =0, f =0 (zob. [AbhM1973] oraz [4, Theorem 1.4]).

Praca [24] podaje formuly na jakobianowe diagramy Newtona Nj(f;, f) w
terminach niezmiennikéw ekwisingularnosci pary x = 0, f = 0. Sa one oparte
na faktoryzacji krzywej jakobianowej odwzorowania (f;, f) analogicznej do fak-
toryzacji krzywej polarnej % =0z [Mer1977].

23]

Omawiana praca zajmuje sie problemem oszacowania liczby wartosci specjal-
nych peku krzywych plaskich postaci f(z,y) —ty™ = 0. Wartosé specjalna jest
to taka liczba t € C, ze krzywa f(z,y) — ty™M = 0 nie jest ekwisingularna z
generyczng krzywa peku.

Takie peki byly od dawna przedmiotem badan. Y. Yomdin, Lé D. T. i B. Teis-
sier studiowali takie deformacje okoto 1973 roku w zwiazku z problemem ekwisin-
gularnosci, uzywajac niezmiennikéw topologicznych takich jak liczba Milnora w
bardziej ogélnym przypadku hiperpowierzchni. Peki hiperpowierzchni tego typu
zostaly pdzniej nazwane deformacjami Yomdina-Lé w wielu artykutach opub-
likowanych okolo roku 1990 przez J. H. M. Steenbrika, D. Siersme i innych.

Problem charakteryzacji wartosci specjalnych pekéw jest rozwiazany tylko
w wymiarze 2 oraz dla specjalnych typdéw osobliwosci w wyzszych wymiarach.
Podobnie jest w blizniaczym przypadku wartosci atypowych funkcji wielomia-
nowych.

Wielu autoréw podawalo oszacowania na liczbe tych wartosci. W [10] udowod-
niono, ze liczba wartosci atypowych wielomianu f dwéch zmiennych o skoniczonej
liczbie punktéw krytycznych nie przekracza min(1,deg f — 3). Oszacowanie w
terminach stopnia wielomianu w przypadku n zmiennych podano w [JelK2003].
W [Lé01994] zaproponowano oszacowanie liczby wartosci atypowych wielomia-
nu dwéch zmiennych w terminach diagramu Newtona. Jest ono poprawione
w [LenM2009]. W tej samej pracy sa twierdzenia charakteryzujace wartosci
specjalne peku f(z,y) — tz¥ = 0.

Glé6wnym wynikiem [23] jest
TWIERDZENIE: Liczba niezerowych wartosci specjalnych peku krzywych plaskich
f(z,y) — tyM = 0 nie przekracza liczby gatezi krzywej f = 0, liczonych bez uw-
zglednienia krotnosci.

Wynika z niego
WNIOSEK: Liczba niezerowych wartosei atypowych wielomianu f(x, y) nie prze-
kracza liczby galezi w nieskoniczonosci krzywej f(x,y) = 0, liczonych bez uwzgled-
nienia krotnosci.



Praca [23] zostala zainspirowana przez [GarP2004] a jej metody sa zaadap-
towane z [KuoL1977] oraz [KuoP2004]. W jej tekécie, poza dowodem pomoc-
niczego Twierdzenia 3.1, nie ma mowy o wyrdzniku. Jednak recenzent pracy
zwrécit uwage, ze gtéwny wynik [23] moze by¢ sformutowany nastepujaco:

TWIERDZENIE: Liczba stycznych krzywej wyréznikowej D (u,v) = 0 odwzorowa-
nia analitycznego (y™, f(z,y)) : (C%,0) — (C?,0), réznych od u = 0iv = 0,
nie przekracza liczby galezi krzywej f = 0, liczonych bez uwzlednienia krotnosci.

Podsumowanie

Uwazam, ze do najwazniejszych wynikéw osiagniecia naukowego pod tytulem
Jakobianowy diagram Newtona i osobliwo$ci krzywych naleza;

Odkrycie i dowéd Twierdzenia 2.1 z [20] méwiacego w skrécie, ze jesli szeregi
potegowe f, g € C{z,y} wyznaczaja jednakowe jakobianowe diagramy Newtona
i f jest nierozktadalny, to g tez jest nierozkltadalny. M6j wklad w te czesé
osiagniecia naukowego oceniam na 70%.

Opracowanie nowych kryteriéw nierozkladalnosci krzywych analitycznych,
wykorzystujacych jakobianowy diagram Newtona. Sa to Wnioski 8.6 i 9.9 z
[20] podajace geometryczna charakteryzacje jakobianowego diagramu Newtona
krzywej nierozkladalnej oraz Twierdzenie 3.1 z [21] ktére przy uzyciu arytmety-
cznych formul z Twierdzenia 2.3 z [21] pozwala dodatkowo wyznaczyé kompletny
uklad niezmiennikéw topologicznych krzywej nierozkladalnej. Moéj wkiad w te
czesé osiagniecia naukowego oceniam na 50%.

Efektywne kryteria: nierozkladalnosci dla wielomianu wyréznionego (Wnio-
sek 3.6 z [21]), lokalnej analitycznej nierozktadalnosci krzywej afinicznej bez
sktadowych wielokrotnych (Twierdzenie 3.7 z [21]), nierozkladalnosci w nieskori-
czonosci krzywej rzutowej o jednym punkcie w nieskoriczonosci (Twierdzenie 5.1
z [21]). Stosujac te kryteria wystarczy obliczy¢ zwykly wyrdznik pewnego wielo-
mianu jednej zmiennej a nastepnie zbadaé¢ diagram Newtona tego wyrdznika.
Méj wklad w te czesé osiagniecia naukowego oceniam na 50%.

Rozwiazanie, przez dlugi czas otwartego problemu, czy diagram Newtona
wyréznika odwzorowania (f,g) : (C%,0) — (C2,0) jest niezmiennikiem ek-
wisingularnosci pary krzywych f = 0, ¢ = 0. Pozytywna odpowiedZ daje
Twierdzenie 3.1 z [22]. Krétki dowdd opiera sie na interpretacji funkeji pod-
pierajacej diagramu Newtona jako krotnosci przeciecia krzywych analitycznych
oraz na formule Casasa Alvero bedacej lokalng wersja znanej formuty Hurwitza
dla charakterystyk Eulera powierzchni Riemanna.

Odkrycie oszacowania na liczbe wartosci specjalnych peku krzywych anality-
cznych f(x,y) —ty" = 0 poprzez liczbe gatezi krzywej f = 0. Jest to T'wierdze-
nie 1.1 z [23]. Wynika z niego analogiczne oszacowanie na liczbe wartosci
krytycznych w nieskonczonosci odwzorowania wielomianowego f : C? — C
(Twierdzenie 2.1 z [23]). Dotychczas jedynym znanym rezultatem tego typu



bylo twierdzenie Moha, ktérego réwnowazne sformulowanie stwierdza, ze jesli
krzywa f(x,y) = 0 ma tylko jedna galaz w nieskoriczonosci, to odwzorowanie
wielomianowe f : C? — C nie posiada wartosci krytycznych w nieskoniczonosci.

Podanie w artykule [24] formut dla jakobianowych diagraméw Newtona odw-
zorowant (f;, f) : (C2,0) — (C2,0), gdzie f jest nierozktadalnym wielomianem
wyréznionym a f; jest jego charakterystycznym pierwiastkiem aproksymaty-
wnym. Uzyskane wzory uogélniaja znane formuly Merle’a dla niezmiennikéw
polarnych krzywej nierozkladalnej. Moj wklad w te cze$¢ osiagniecia naukowego
oceniam na 50%.

5. Omowienie dorobku nie wchodzacego w sktad osiagniecia naukowego

Prace [1]-[19] wymienione w Spisie publikacji (Zalacznik nr. 4) sa uporzadko-
wane wedlug daty publikacji. Pozycje [1]-[4] zostaly opublikowane przed dok-
toratem. Artykul [6] zawiera wyniki rozprawy doktorskiej. Wyniki prac [1]-[19]
dotycza nastepujacych zagadnien:

(A) Wyktadnik Lojasiewicza: [3], [5], [6], [14], [15].

(B) Odwzorowania wielomianowe plaszczyzny (problem Kellera, rzeczywista
hipoteza jakobianowa, wartosci krytyczne w nieskonczonoéci, indeks topo-
IOgICZDy) [2]7 [4]7 [8]7[10]7 [12]5 [13]5 [17]

(C) Niezmienniki osobliwosci krzywych: [1], [11], [16], [18], [19].
(D) Struktury o-minimalne: [7].

Omoéwimy je w zaproponowanej powyzej kolejnosci. Publikacje innych autoréw
w ktérych sa cytowane prace [1]-[19] zaznaczono w tekscie na zielono.

(A) Wykladnik Lojasiewicza
Zalézmy, ze f, g sa ciaglymi funkcjami subanalitycznymi okreslonymi w oto-
czeniu zera w R™. Jedli f=1(0) C ¢~1(0) to istnieja takie ¢ > 0 oraz a > 0,
ze

|f(x)] > clg(z)|* dla x bliskich zeru. (1)

Dowodzi sie [BierM1988], ze w nieréwnosci (1) mozna dobraé najmniejszy
wyktadnik a bedacy liczba wymierna. Nazywamy go wyktadnikiem Lojasiewicza
na cze$¢ Stanislawa Lojasiewicza, ktory w latach szesédziesiatych dwudziestego
wieku badat tego typu nieréwnosci w zwiazku z problemem dzielenia dystrybucji.
Stanistaw Lojasiewicz zapoczatkowal rowniez teorie zbioréw semianalitycznych
i subanalitycznych. Jest ona obecnie podstawowym narzedziem przy wyznacza-
niu optymalnego wykladnika w nieréwnosci (1). Oméwimy teraz publikacje
dotyczace tej problematyki.



Artykut [3] bada szczegdlny przypadek nieréwnosei Lojasiewicza dla gradien-
tu [Loj1965], [L0j1984]. Niech H(z1,...,z,) bedzie jednorodnym wielomianem
zespolonym stopnia d. Polézmy z = (21 ..., 2z,) 1 rozpatrzmy nieréwnosé

lgrad H(z)| > c|H(z)|° dla z bliskich zeru. (2)

Jesli 6y jest wyktadnikiem Lojasiewicza w (2) to (d — 1)/d < 6y < 1. Oszaco-
wanie z dotu jest latwe do sprawdzenia. Oszacowanie z gory jest wnioskiem z
dobrze znanej nieréwnosci Lojasiewicza dla gradientu [Loj1965].

Gléwne twierdzenie [3] stwierdza, ze 6y = (d—1)/d wtedy i tylko wtedy, gdy

H(z) nalezy do catkowitego domkniecia pierscienia C g—g, e 887}1 .

Podano réwniez przyktad wielomianu jednorodnego, dla ktérego ten wyktadnik
jest wiekszy od (d —1)/d.

Publikacja [5] analizuje wzrost funkcji wielomianowej w poblizu nieskoniczo-
noéci. Jej gtéwny wynik to

TWIERDZENIE: Niech f(x1,...,2,) bedzie wielomianem rzeczywistym stopnia
d > 2 o zwartym zbiorze zer. Wowczas istnieja takie state ¢ > 0, M > 0, ze

|f(x)] > ez|¢=@ D" dla |z] > M.

Publikacja [5] jest cytowana w , , ,
i . Artykut zawiera pomystowy dowdd, jak z oszaco-
wania lokalnego zawartego w [6] wynika oszacowanie w poblizu nieskoriczonosci
dla wielomianu dwéch zmiennych.

Artykul [6] prezentuje wyniki rozprawy doktorskiej. Zalézmy, ze funkcja
analityczna f okreslona w otoczeniu 0 € R™ ma minimum lokalne f(0) = 0.
Rozwazmy nieréwnosci: |f(z)| > clz|®, |grad f(z)| > c|z|?, |grad f(z)| >
c|f(z)|° dla z bliskich zeru.

W [6] udowodniono, ze jesli ag, By, Op sa wyktadnikami Lojasiewicza w po-
wyzszych nieréwnosciach to ag = fo+1 oraz 6y = y/ag. Zatem znajac dowolny
z tych wykladnikéw mozna obliczy¢ dwa pozostale.

Réwnosé 8y = Bo/(Bo+1) w sytuacji zespolonej byta znana wezesniej [Tel977].
Jednak dowdd Teissiera nie przenosi sie na sytuacje rzeczywista, gdzie trzeba
stosowaé inne metody.

Czesto cytowanym ( , , , ) wy-
nikiem [6] jest nastepujace oszacowanie

TWIERDZENIE: Niech f(z1,...,2,) bedzie rzeczywistym wielomianem stopnia
d, majacym minimum lokalne f(0) = 0. Wowczas istnieja takie stale ¢ > 0,
€ >0, ze

f(@) > el D" dla |z] <e.

Omawiang publikacje cytuja réwniez: , ,

Niedawno Tién Son uogdlnit wyniki [6] na przypadek
ciaglej funkcji subanalitycznej o zerze izolowanym.
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W publikacji [14] wykladnik Lojasiewicza w nieskoriczonosci gradientu wielo-
mianu zespolonego f(x,y) jest badany z punktu widzienia lokalnej teorii krzy-
wych analitycznych. Plaszczyzna zespolona C? zanurza sie w plaszczyzne rzu-
towa P%(C) = C? U Ly, gdzie L, jest prosta w nieskoriczonoéci. Dla dowolnej
pary (p,t) € Lo x C takiej, ze domkniecie rzutowe krzywej f(x,y) = t prze-
chodzi przez punkt p, rozpatruje sie oszacowanie

lgrad f(z,y)| > cl(z,)” dla (2,y) = p, flz,y) > t.

Niech 6, bedzie optymalnym (najwickszym) wykladnikiem w tym oszaco-
waniu. Gléwnym wynikiem [14] jest Twierdzenie 1.2 wyrazajace wyktadnik Lo-
jasiewicza 0, ; poprzez lokalne niezmienniki analityczne kietka domkniecia rzu-
towego krzywej f(z,y) = t w punkcie p. Wnioskami z tych formul sa: jesli 6, ; <
0 to 0, < —1 [Vuil990], [Durl998] oraz jesli 6,, = 0, to wielomian f(x,y)
ma postaé H(ax + by), gdzie H(T) jest wielomianem jednej zmiennej (zobacz
réwniez ([KuoP2000], [ChK2003]). Wykltadnik Lojasiewicza w nieskoriczonosci
rozpatrywany z tego punktu widzenia jest réwniez tematem artykulow
i

Artykut [15] réwniez analizuje wykladnik Lojasiewicza w nieskoriczonosci
gradientu wielomianu zespolonego f(z1,...,2,). Ustalmy ¢t € C, oznaczmy z =
(21, ..,2n) 1 rozpatrzmy oszacowanie

lgrad f(2)| > cl2|” dla |2 > M, |f(2) —t| <e

z malymi dodatnimi stalymi ¢, € i duza dodatnia stala M.

Niech 6y bedzie optymalnym (najwiekszym) wykladnikiem w powyzszym
oszacowaniu. Gléwny wynik [15] stwierdza, ze dla wielomianu f(z1, 22) stopnia
d > 2 zachodzi réwnowaznosé: 0y < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 6o < —1 —
1/(d — 2). Jako wniosek otrzymuje sie réwnowazno$¢ warunkéw Malgrange’a i
Fedoryuka dla wielomianéw dwdéch zmiennych (zob. [14], [Vuil990], [Dur1998]).

Innym wynikiem [15] jest uogdlniona nieréwno$é Bochnaka—Lojasiewicza
(zobacz [BoLo1971]): istnieja stale C, e > 0 przy ktérych jesli |f(z)] < e
to |2| jgrad £()| > CIf(2)].

Tematy poruszone w [15] byty kontynuowane w

)

(B) Odwzorowania wielomianowe plaszczyzny

W artykule [2] udowodniono nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE: Niech k bedzie cialem algebraicznie domknietym charakterystyki
zero i niech H : k? — k? bedzie odwzorowaniem wielomianowym o stalym,
niezerowym jakobianie. Jedli odwzorowanie H jest réznowartosciowe na pewnej
prostej afinicznej [ C k2, to H jest automorfizmem wielomianowym.

11



Praca [2] jest cytowana w: ) , )

) ) ) ) 9 )

Teoria pierwiastkow aproksymatywnych wielomianéw o wspélczynnikach w
ciele funkcji meromorficznych zostala rozwinieta przez S. S. Abhyankara i T.
T. Moha w fundamentalnej pracy [AbhM1973]. Pézniej uzyli jej oni w dowodzie
twierdzenia o wielomianowym zanurzeniu prostej w plaszczyzne [AbhM1975].
W artykule [4] zaproponowano uproszczone podejécie do tej teorii, ograniczajac
rozwazania do wielomianéw wyréznionych z pierscienia C{z}[y] poprzez odpo-
wiednig zmiane zmiennych. Dowdd gldwngo twierdzenia teorii pierwiastkéw
aproksymatywnych w omawianym artykule opiera si¢ na wlasnosciach pétgrupy
kietka nierozkladalnej krzywej analitycznej i zastosowaniu klasycznej transfor-
macji Tschirnhausena. Nie uzywa sie deformacji szeregéw potegowych stoso-
wanych w klasycznym podejsciu Abhyankara i Moha. Publikacja [4] jest cy-
towana w , , , , , ,

Siergiej Pinchuk [Pin1994] podal przyklad odwzorowania wielomianowego
F :R? — R? o dodatnim jakobianie ktére nie jest globalnym dyffeomorfizmem.
Byt to pierwszy kontrprzyklad na tak zwana rzeczywista hipoteze jakobianows,.
W publikacji [8] wyznacza si¢ zbiér punktéw niewlasciwosci (zob. [Jel2000])
odwzorowania Pinchuka. Pozwala to podzieli¢ obraz odwzorowania F' na ob-
szary o stalej krotnoéci widkien. W szczegdlnoéci dwa punkty plaszczyzny R?2
leza poza obrazem. Analogiczna charakteryzacje odwzorowania Pinchuka podat
L. A. Campbell w [Cam1998], jednak w oparciu o falszywe twierdzenie z [Per1996].
Artykul [8] cytuja oraz

W artykule [9] dowodzi sie ze kazde odwzorowanie wielomianowe (f,g) :
R? — R? o dodatnim jakobianie ktérego sktadowe maja stopiert mniejszy lub
rowny 3 jest globalnym dyffeomorfizmem. Kluczowy fragment dowodu opiera
sie na twierdzeniu Kusznirenki [Koul976] dzieki ktéremu mozna stwierdzié, ze
wielomiany stopnia 3 o pewnych diagramach Newtona maja rzeczywiste punkty
krytyczne a wiec nie moga by¢ skladowymi odwzorowania o dodatnim jako-
bianie. Ciekawym uogdlnieniem [9] jest artykut , ktorego autorzy
postugujac sie klasyfikacja wielomianowych pol wektorowych stopnia 2 dowodza,
ze wystarczy aby tylko jeden z wielomianéw f lub g mial stopien mniejszy lub
réwny 3.

Publikacja [10] zbiera razem stare i nowe formuly dotyczace osobliwosci w
nieskoniczonosci wielomianéw f : C2 — C o izolowanych punktach krytycznych.
Jej intencja jest uzupemnienie zestawu formut przedstawionego przez Phama w
dodatku do jego artykulu [Pham1973]. Formuly te wiaza niezmienniki (lokalne
i globalne) wielomianu f i jego widkien f=1(¢).

Artykul zawiera, miedzy innymi, nastepujace nowe oszacowanie na liczbe
wartosci krytycznych w nieskoriczonosci wielomianu f:

(d—1) — p(f) = A(f)
7 ,

#A(f) <
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gdzie d jest stopniem f, u(f) jest globalna liczba Milnora oraz A(f) jest suma
“skokéw” liczb Milnora w punktach w nieskonczonosci. Nowe sa tez oszacowania
na wykladnik Lojasiewicza w nieskoriczonosci gradientu. Publikacje [10] cytuja
artykuty , , , i ksiazka

Przypomnijmy, ze t € C nazywamy wartosciq krytyczng w nieskoriczonosci
wielomianu f : C? — C, gdy istnieje taki ciag punktéw z, € C2, ze |z,| — oo,
lgrad f(z,)] — 0 oraz f(z,) — t dla n — oco. Inne réwnowazne definicje sa
podane w [Dur1998].

Gléwne twierdzenie [12] charakteryzuje wielomiany zespolone dwéch zmien-
nych bez punktéw krytycznych i z jedna wartoscia krytyczna w nieskoniczonosci.

Jesli tg jest jedynag wartosciq krytyczng w nieskorniczonosci wielomianu f(x,y)
bez punktow krytycznych to zachodzi alternatywa:

albo f=1(to) rozktada sie nal > 1 krzywych afinicznych, z ktérych jedna jest
izomorficzna z prostq, a pozostate sq wymierne z dwiema gateziami w nieskon-
czonosct,

albo f~1(ty) rozktada sie na l > 2 krzywych afinicznych, z ktérych | — 1 jest
1izomorficznych z prosta, a jedna jest wymierna z 1 galeziami w nieskorczonosci.

Twierdzenie to zostalo uogdlnione w . Innymi publikacjami, ktére
cytuja [12], sa oraz

W notce [13] zdefiniowano wielomian f(z,y) = (A?(x)y — x)? + B(z), gdzie
A(z) = 2% — 1 oraz B(z) = 2" /(k + 1) — o

Pokazano, ze wielomian f(x,y) nie nie ma punktéw krytycznych w C? i po-
siada 2k wartosci krytycznych w nieskoriczonosci. Podany przyklad przybliza
odpowiedZ na pytanie jak wiele wartoéci krytycznych w nieskonczonosci moze
mie¢ wielomian ustalonego stopnia bez punktéw krytycznych.

Niech f(z,y) bedzie wielomianem rzeczywistym o skoriczonej liczbie punk-
t6w krytycznych i niech r(t) oznacza liczbe galezi w nieskoniczonosei pozio-
micy f(z,y) = t. W [17] dowodzi sie twierdzenia M. Sekalskiego [Sek2005],
wyrazajacego indeks topologiczny w nieskonczonosci odwzorowania grad f po-
przez funkcje t — 7o (t). Krétki topologiczny dowdd wykorzystuje tak zwane
catkowanie wzgledem charakterystyki Eulera [Virol1989|, a twierdzenie Sekal-
skiego w sformutowaniu calkowym stwierdza, ze

ico(grad f) = 1+ / Too(t) dX.
R

(C) Niezmienniki osobliwosci krzywych
Publikacje [1], [11], [18] dotycza krzywych polarnych i niezmiennikéw polarnych.
Rozpoczniemy od przypomnienia tych pojeé.

Symbolem C{z,y} oznaczamy pierscieni szeregéw potegowych zmiennych ze-
spolonych z, y o dodatnim promieniu zbieznosci. Szereg f(z,y) € C{xz,y}
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nazywamy regularnym, gdy f(z,y) = ax + by + wyrazy wyzszych rzeddw, gdzie
ax + by # 0, a osobliwym, gdy rozpoczyna sie od wyrazéw rzedu wyzszego niz
1. Niech I(z,y), f(z,y) € C{z,y} beda odpowiednio szeregiem regularnym i
szeregiem osobliwym oraz niech J(z,y) = %% — %%. Lokalna krzywa ana-
lityczna J(z,y) = 0 nazywamy krzywa polarng krzywej f(x,y) = 0 wzgledem
krzywej gladkiej l(x,y) = 0.

Jesli J(x,y) = hy - -+ hy, jest rozkladem J(z,y) na iloczyn czynnikéw nieroz-
ktadalnych w C{x,y}, to liczby ¢; = Z‘;(({Zj))
razami polarnymi lub niezmiennikami polarnymi (symbol ig(¢, 1) oznacza krot-
nos¢ przeciecia krzywych ¢(z,y) = 0, ¥(x,y) = 0 w zerze). Jesli g jest ustalonym
ilorazem polarnym, to sume Y io(l, h;) przebiegajaca po indeksach j dla ktérych
g; = g nazywamy jego krotnoscia.

Wiecej informacji o krzywych i niezmiennikach polarnych wraz z obszerna
bibliografia mozna znalezé w przegladowym artykule [18].

dla j = 1,...,n nazywamy ilo-

W artykule [1] podano dowdd formut Merle’a [Mer1977] dla niezmiennikéw
polarnych i ich krotnosci dla nierozkladalnej krzywej osobliwej f(x,y) = 0 wzgle-
dem krzywej = 0. Dowdd jest oparty na lemacie Kuo i Lu [KuoL.1977], wypo-
wiedzianym i udowodnionym w przypadku dowolnym, (dopuszcza sie mozliwosé,
ze prosta x = 0 jest styczng krzywej f(x,y) = 0). Artykul [1] jest cytowany w

i .

W artykule [11] wyprowadzono wzory na ilorazy polarne krzywej rozkla-
dalnej f = 0 bez sktadowych wielokrotnych wzgledem krzywej gladkiej I = 0.
Wzory sa wypowiedziane w terminach niezmiennikéw ekwisingularnosci pary
krzywych f = 0, [ = 0, co dowodzi, ze zbidér ilorazéw polarnych jest nie-
zmiennikiem ekwisingularnosci tej pary. Ten fakt w przypadku transwersalnym
dowodzono w [Eggl982], [KuoL1977], [Tel977]. Artykul [11] jest cytowany w

, , , oraz

Notka [16] podaje rozwiazanie jednego z zadan ze zbioru probleméw [Arn2004]
z seminariow Arnolda w Moskwie i Paryzu. Oto ono:

1982-16 Rozwazmy wieloscian Newtona A w R™ i liczbe u(A) =

nlV=>(n—=1)V;+> (n—2)!V;; —---, gdzie V jest objetoscia ob-
szaru pod A, V; jest objetoscia obszaru pod A na hiperpowierzchni
z; = 0, Vij jest objetoscig obszaru pod A na hiperpowierzchni

xz; = x; = 0, i tak dalej.

Woéwcezas (1(A) rosnie (niekoniecznie silnie) wzraz ze wzrostem
A (o ile A pozostaje wypukly i catkowitoliczbowy?). Nie ma ele-
mentarnego dowodu nawet dla n = 2.

Rozwiazanie jest oparte o twierdzenie Kusznirenki [Koul976] i pélciaglosé
liczby Milnora.

Artykut [18] jest przegladem wynikéw dotyczacych krzywych i niezmien-
nikéw polarnych. Sa w nim przytoczone nowe rezultaty autoréw z tej tematyki.
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Niech C bedzie kietkiem krzywej analitycznej w punkcie 0 € C? oraz niech
7 : M — (C?,0) bedzie lokalna modyfikacja toryczna. W [19] podano wzér
wiazacy niezmiennik §o(C'), zwany klasycznie liczba punktéw podwdjnych krzy-
wej C ukrytych w zerze, z suma > 0p(C) rozciagnieta na punkty przeciecia
przeciwobrazu whasciwego C krzywej C' z dywizorem wyjatkowym 7~ 1(0). Po-
dano tez analogiczne wzory na liczbe Milnora 14(C) oraz na krotnosé przeciecia
(C, D)o krzywych analitycznych. Te wyniki, w przypadku, gdy 7 jest mody-
fikacja toryczna o dostatecznie subtelnym wachlarzu, uogdlniaja twierdzenia
Kusznirenki [Koul976] i Bernsztajna [Ber1975] a w przypadku, gdy 7 jest rozd-
muchaniem, klasyczna formule Noethera (zob. [BriK1986]). Preprint artykutu
[19] jest cytowany w .

(D) Struktury o-minimalne

W artykule [7] dowodzi sie ze kazdy wielomian P(z,y) stopnia d ma co naj-
wyzej 2(d+2)'? miejsc zerowych na krzywej y = e® +sinz, x > 0. Wynika stad,
ze podobne oszacowanie zachodzi na globalnej krzywej analitycznej y = e +
sin 22, nie nalezacej do zadnej struktury o-minimalnej. Artykul jest cytowany
w oraz w

5. Informacje o autorze

Dane osobowe:
e Imie i nazwisko: Janusz Gwozdziewicz
e Data urodzenia: 17 maja 1963
e Adres: al. Tysiaclecia Paristwa Polskiego 19/35, 25-314 Kielce
e E-mail: matjg@tu.kielce.pl

Wyksztalcenie:
1987 magister matematyki: Wydzial Matematyki i Fizyki Uniwersytetu Ja-
giellonskiego, promotor: profesor Tadeusz Winiarski
1996 doktor nauk matematycznych: Wydzial Matematyki i Fizyki Uniwer-
sytetu Jagielloriskiego, Wyktadnik Lojasiewicza funkcji analitycznej o zerze
izolowanym, promotor: profesor Arkadiusz Ploski

Przebieg pracy zawodowej:

1987—-obecnie Katedra Matematyki Politechniki Swietokrzyskiej: 1986 asys-
tent, od 1987 adiunkt, od 2011 starszy wykladowca

15



Dzialalnosé naukowo—badawcza:

e 24 publikacje w czasopismach recenzowanych, suma indekséw impact fac-
tor z roku publikacji: 4.664, indeks Hirscha: 6

e udzial w 15 konferencjach miedzynarodowych, referaty na 7 z nich, sesje
plakatowe na 3

e recenzje dla: Annales Polonici Mathematici, Discrete and Continuous Dy-
namical Systems, Mathematische Zeitschrift

e artykuly w materiatach corocznej Konferencji Szkoleniowej z Geometrii
Analitycznej i Algebraicznej Zespolonej organizowanej przez Uniwersytet
L6dzki; ich lista jest w Spisie publikacji (Zakacznik nr. 4)

e referaty na seminarium Gdansko-Krakowsko-Warszawskim z teorii oso-
bliwosci

Udzial w szkolach naukowych:

2004 Winter School and Conference on Real Algebraic and Analytic Geom-
etry and Motivic Integration, Aussois (Francja)

2006 Summer School on Resolution of Singularities, Triest (Wlochy)

Doswiadczenia zawodowe:

krétkie (do 2 tygodni) wyjazdy naukowe: Université de Nice Sophia—Antipolis
(2 razy), Universidad de La Laguna (3 razy), Université de Savoie
1994 staz doktorancki na Wydziale Matematyki i Fizyki Uniwersytetu Ja-
giellonskiego
1997 4 miesieczna wizyta w Instytucie Fieldsa w Toronto
1998 roczny post—doc na Vrije Universiteit, Amsterdam

Granty:
1995-1997 grant KBN 8P03A07908, kierownik grantu: A. Ploski
1999-2001 grant KBN 2P03A02215, kierownik grantu: P. Tworzewski

1998-2000 projekt Polonium, koordynatorzy: P. Cassou-Nogues (Francja),
A. Ploski (Polska)

2002-2004 grant KBN 2P03A01522, kierownik grantu: P. Tworzewski

Doswiadczenie dydaktyczne:
e wyklady i ¢wiczenia z algebry liniowej, analizy matematycznej, logiki,
rownan rézniczkowych i metod numerycznych
e opieka naukowa nad uczestnikami olimpiad matematycznych (dwéch fina-
listow)

Nagrody:

Wyréznienie w Konkursie im. G. Biatkowskiego — 1998 r. na najlepsza
prace doktorska w dziedzinie astronomii, matematyki i informatyki

16



Dodatek 1 — Ekwisingularnosé¢ krzywych plaskich

Dla dowolnych f, g € C{z,y} okreslamy krotnosé przeciecia io(f, g) jako wymiar
zespolonej przestrzeni wektorowej %

Potgrupa krzywej nierozktadalnej f = 0 jest to zbiér

I'(f) ={io(f,9) : g € C{z,y}, f nie dzieli g }.
Jest to pélgrupa ze wzgledu na dodawanie (bo ig(f, gh) = io(f,g) +io(f, h)).

DEFINICIA: Krzywe f = O,Nf = 0 nazywamy eksiwingularnymi, gdy istnieja
takie rozktady f = hy - - hs, f = hy - - - hz nailoczyn czynnikéw nierozktadalnych
w C{z,y}, ze

® 5=3,

o T'(hi) =T(hy) dlai=1,...,s,

[ ’Lo(hl,h]) = Zo(ill,?lj) dlal<i<j<s.
DEFINICJA: Pary krzywych f = 0, g = 0 oraz f = 0, § = 0 nazywamy
ekwisingularnymi, gdy istnieja takie rozklady f = hi---hs, g = hgy1-- - he,

f=hi---hs §g=hs1- - hs nailoczyn czynnikéw nierozkladalnych w C{z, y},
ze

Rl

e s=571=
o I'(hy)=T(h))dlai=1,...,r,

[ io(hi,hj) = io(?l,’,ilj) dla 1 <14 <j<r.

Dodatek 2 — Obraz prosty krzywej

Niech ¢ : (C?%,0) — (C?,0) bedzie kietkiem odwzorowania holomorficznego
takiego, ze ¢~ 1(0,0) = {(0,0)}. Dla dowolnej lokalnej krzywej analitycznej
h = 0 okreslamy obraz prosty ¢.(h = 0). Definicja jest dwuetapowa:

(i) jesli h = 0 jest galezia o parametryzacji analitycznej t — A(t) to jej obraz
prosty jest krzywa g™ = 0, gdzie g = 0 jest galezia bedaca teoriomnogoscio-
wo obrazem galezi h = 0 poprzez odwzorowanie ¢ oraz n jest najwieksza
liczba naturalng taka, ze ¢(A(t)) mozna przedstawié jako zlozenie ("),
w ktérym 9 jest kietkiem odwzorowania analitycznego w zerze,

(ii) jesli h = hy - - - hs jest rozktadem szeregu h na iloczyn czynnikéw nierozkla-
dalnych w C{z,y}, to obraz prosty ¢.(h = 0) jest krzywa Hy --- Hy = 0,
gdzie krzywe H; = 0 sa obrazami prostymi galezi h; =0dlai=1,...,s.
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