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Wst ↪ep

W siedemnastym wieku Izaak Newton wymyśli l sposób rozwik lywania równań
algebraicznych f(x, y) = 0 tak, aby rozwi ↪azania by ly szeregami y = y(x) o wy-
miernych wyk ladnikach. W jego metodzie pojawia si ↪e po raz pierwszy pomys l
skojarzenia z wielomianem f(x, y) pewnego wielok ↪ata zwanego wspó lcześnie dia-
gramem Newtona. Poj ↪ecie diagramu Newtona jest centralne w pracach [20-22]
i [24]. Dlatego przytoczymy jego definicj ↪e i wspó lczesn ↪a notacj ↪e wprowadzon ↪a
przez Bernarda Teissiera.

Definicja: Diagram Newtona ∆(f) szeregu pot ↪egowego f(x, y) =
∑
ij aijx

iyj

jest to otoczka wypuk la zbioru⋃
aij 6=0

{(i, j) + R2
+}.

Przyk lad: Niech f(x, y) = y4+3xy3+2x4y+10x8. Diagram Newtona szeregu
f(x, y) jest na rysunku poniżej. Jest on sum ↪a trzech elementarnych diagramów
Newtona zapisanych jako u lamki Teissiera.

1

2

1

1

3

4

∆(f) =
{

1
1

}
+
{

3
2

}
+
{

4
1

}

Pierścień szeregów pot ↪egowych zmiennych zespolonych x, y o dodatnim
promieniu zbieżności b ↪edzie oznaczany C{x, y}. Dowolny element tego pierście-
nia można utożsamić z kie lkiem w zerze funkcji holomorficznej f : (C2, 0)→ C.

Lokaln ↪a krzyw ↪a analityczn ↪a w zerze f = 0, zwan ↪a dalej krótko krzyw ↪a,
utożsamiamy z idea lem idea lem generowanym przez f(x, y) w pierścieniu C{x, y}.
Ta definicja odzwierciedla fakt, że pomnożenie funkcji f przez funkcj ↪e holomor-
ficzn ↪a u, dla której u(0, 0) 6= 0, nie zmienia jej zbioru zer w pobliżu pocz ↪atku
uk ladu wspó lrz ↪ednych.

Jeśli f(x, y) = ax + by + wyrazy wyższych rz ↪edów , gdzie ax+ by 6≡ 0, to
krzyw ↪a f = 0 nazywamy g ladk ↪a. Krzywa f = 0 jest osobliwa, gdy szereg
f(x, y) rozpoczyna si ↪e od wyrazów rz ↪edu wyższego niż 1. Jeśli f(x, y) jest
szeregiem nierozk ladalnym w pierścieniu C{x, y}, to f = 0 nazywamy krzyw ↪a
nierozk ladaln ↪a lub ga l ↪ezi ↪a. Gdy szereg f ∈ C{x, y} rozk lada si ↪e w tym pierścieniu
na iloczyn fν11 · · · fνnn , gdzie fi s ↪a nierozk ladalne i parami wzgl ↪ednie pierwsze, to
mówimy, że ga l ↪aź fi = 0 wyst ↪epuje w krzywej f = 0 z krotności ↪a νi. Krzyw ↪a, w
której wszystkie ga l ↪ezie wyst ↪epuj ↪a z krotności ↪a 1, nazywamy zredukowan ↪a. Na
dowoln ↪a krzyw ↪a zredukowan ↪a można spojrzeć geometrycznie jako na kie lek w
zerze zbioru { (x, y) ∈ C2 : f(x, y) = 0 }.
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W latach sześćdziesi ↪atych dwudziestego wieku Oskar Zariski wprowadzi l
poj ↪ecie ekwisingularności krzywych p laskich. Krzywe zredukowane f = 0, f̃ = 0
nazwiemy ekwisingularnymi, gdy istnieje homeomorfizm Φ : (C2, 0) → (C2, 0)
który przeprowadza krzyw ↪a f = 0 na krzyw ↪a f̃ = 0.

Rozszerzymy to poj ↪ecie na pary krzywych. Pary krzywych zredukowanych
f = 0, g = 0 oraz f̃ = 0, g̃ = 0 nazwiemy ekwisingularnymi gdy istnieje
homeomorfizm Φ : (C2, 0) → (C2, 0) który przeprowadza krzyw ↪a f = 0 na
krzyw ↪a f̃ = 0 a krzyw ↪a g = 0 na krzyw ↪a g̃ = 0. Definicja ekwisingularności
w “duchu Zariskiego” obejmuj ↪aca przypadek krzywych niezredukowanych jest
podana w Dodatku 1.

Jeśli jakaś wielkość przypisana krzywym p laskim jest taka sama dla krzywych
ekwisingularnych, to nazywamy j ↪a niezmiennikiem ekwisingularności. Najprost-
szymi numerycznymi niezmiennikami ekwisingularności s ↪a liczba stycznych do
krzywej i liczba ga l ↪ezi krzywej. Diagram Newtona ∆(f) nie jest niezmiennikiem
ekwisingularności (bo na przyk lad krzywe x2 − y = 0, x− y2 = 0 s ↪a ekwisingu-
larne a maj ↪a różne diagramy Newtona).

Rozpatrzmy kie lek odwzorowania holomorficznego φ : (C2, 0) → (C2, 0),
dla którego φ−1(0, 0) = {(0, 0)}. Dla dowolnej lokalnej krzywej analitycznej
h = 0 można utworzyć jej obraz prosty φ∗(h = 0) poprzez odwzorowanie φ, czyli
krzyw ↪a, której ga l ↪ezie s ↪a obrazami ga l ↪ezi krzywej h = 0 poprzez φ i krotności
tych ga lezi w obrazie prostym s ↪a tak dobrane, aby zachodzi la tzw. formu la
rzutowania (zob. [Cas2000], [Cas2003]). Definicja obrazu prostego pochodz ↪aca
z [Cas2000] jest podana w Dodatku 2.

Jeśli jacφ = ∂φ1

∂x
∂φ2

∂y −
∂φ1

∂y
∂φ2

∂x jest jakobianem odwzorowania φ, to obraz
prosty krzywej jacφ = 0 poprzez φ nazywamy krzyw ↪a wyróżnikow ↪a. Gdy D = 0
jest krzyw ↪a wyróżnikow ↪a, to szereg D (określony z dok ladności ↪a do mnożenia
przez szereg odwracalny) nazywamy wyróżnikiem a diagram Newtona ∆(D)
nazywamy jakobianowym diagramem Newtona odwzorowania φ.

Jakobianowe diagramy Newtona zosta ly wprowadzone przez Bernarda Teis-
siera. Udowodni l on w fundamentalnej pracy [Te1977], że w ekwisingularnej ro-
dzinie krzywych p laskich f(t, x, y) = 0 rodzina krzywych wyróżnikowych Dt = 0
kie lków odwzorowań φt = (f(t, x, y), l(x, y)) (gdzie l(x, y) = 0 jest generyczn ↪a
krzyw ↪a g ladk ↪a) co prawda niekoniecznie jest rodzin ↪a ekwisingularn ↪a, ale mimo
to diagramy Newtona wyróżników tej rodziny s ↪a jednakowe.

Jakobianowy diagram Newtona odwzorowania (f, g) : (C2, 0) → (C2, 0)
b ↪edziemy oznaczali NJ(f, g). Jeśli jac(f, g) = h1 · · ·hn jest rozk ladem jako-
bianu na czynniki nierozk ladalne w C{x, y} to (zob. [22])

NJ(f, g) =

n∑
i=1

{
i0(g, hi)

i0(f, hi)

}
.

W powyższym wzorze i0(g, hi), i0(f, hi) s ↪a krotnościami przeci ↪ecia (zob. Do-

datek 1). U lamki i0(g,hi)
i0(f,hi)

, nazywane ilorazami jakobianowymi, odpowiadaj ↪a na-

chyleniom kraw ↪edzi diagramu NJ(f, g), czyli ilorazom: d lugość rzutu kraw ↪edzi
na oś poziom ↪a podzielona przez d lugość rzutu kraw ↪edzi na oś pionow ↪a.
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Omówienie publikacji [20]-[24]

Rozpoczynamy od najbardziej ogólnej pracy [22], która odpowiada na pytanie,
czy jakobianowy diagram Newtona jest niezmiennikiem ekwisingularności. Zwi ↪a-
zane ze sob ↪a tematycznie prace [20] i [21] maj ↪a wspólne streszczenie. Jako
ostatnia jest omówiona praca [23], któr ↪a pozornie  l ↪acz ↪a z pozosta lymi tylko za-
stosowane narz ↪edzia matematyczne. Jednak, jak si ↪e okazuje, jej g lówny wynik
można sformu lować jako twierdzenie o wyróżniku pewnego odwzorowania ana-
litycznego.

[22]

W omawianej pracy dowodzi si ↪e, że diagram Newtona wyróżnika odwzorowania
(f, g) : (C2, 0) → (C2, 0) jest niezmiennikiem ekwisingularności pary krzywych
f = 0, g = 0.

Wiele cz ↪astkowych wyników tego typu by lo znanych wcześniej. Na ogó l s ↪a
to twierdzenia o faktoryzacji krzywej jakobianowej, ale jak wynika z przedsta-
wionej we wst ↪epie formu ly dla NJ(f, g), znajomość czynników nierozk ladal-
nych jakobianu wraz z informacj ↪a o krotnościach przeci ↪ecia pozwala wyznaczyć
jakobianowy diagram Newtona.

Najpierw skoncentrujemy si ↪e na przypadku, w którym jedna z krzywych
omawianej pary jest g ladka. Krzyw ↪a jakobianow ↪a odwzorowania (l, f) : (C2, 0)→
(C2, 0), gdzie l = 0 jest krzyw ↪a g ladk ↪a a f = 0 krzyw ↪a osobliw ↪a, nazy-
wamy krzyw ↪a polarn ↪a. Krzywe polarne maj ↪a bardzo bogat ↪a literatur ↪e. S ↪a to
mi ↪edzy innymi prace: [1], [11], [18], [Del1994], [Egg1982], [Eph1983], [Gar2000],
[KuoL1977], [Lê1975], [LêMW1989], [LêMW1991], [LenP2000], [LenMP2003],
[Len2004], [Len2008], [Mer1977], [P l2001], [P l2002], [Te1976], [Te1977], [Wall2003].

W [Mer1977] wyznaczono faktoryzacj ↪e krzywej polarnej przy za lożeniu, że
f = 0 jest nierozk ladalna i transwersalna do l = 0. W [Eph1983] uwolniono
si ↪e od za lożenia transwersalności. Wyniki Merle’a i Ephraima daj ↪a formu l ↪e dla
NJ(l, f) w terminach niezmienników ekwisingularności pary krzywych l = 0,
f = 0 [Te1976], [18, Theorem 4.1].

W [Del1994] znaleziono faktoryzacj ↪e krzywej polarnej dla f = 0 o dwóch
ga l ↪eziach.

W [KuoL1977] opisano po lożenie ga lezi krzywej polarnej ∂f
∂x = 0 wzgl ↪edem

ga l ↪ezi krzywej f = 0. W cytowanym artykule wprowadzono kombinatoryczny
obiekt T (f), zwany obecnie drzewem Kuo–Lu szeregu f . Formu l ↪e wyrażaj ↪ac ↪a
NJ(y, f) poprzez T (f) uzyskano w [20]. Autor przypuszcza, że drzewo Kuo–Lu
T (f) zależy tylko od klasy ekwisingularności pary y = 0, f = 0. Dawa loby to
bezpośredni dowód g lównego wyniku [22] dla odwzorowań (y, f).

W przez d lugi czas zapomnianej pracy [Egg1982] rozwi ↪azano problem fak-
toryzacji krzywej polarnej dla dowolnej zredukowanej krzywej osobliwej f = 0
i transwersalnej do niej krzywej g ladkiej l = 0. Dowodzi to g lównego wyniku
[22] dla odwzorowań (l, f).

Wróćmy do przypadku ogólnego. Wyniki [KuoP2004] daj ↪a ilorazy jako-
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bianowe pary krzywych zredukowanych f = 0, g = 0, czyli nachylenia kraw ↪e-
dzi jakobianowego diagramu Newtona NJ(f, g) w terminach drzewa Kuo-Lu
T (fg). Jednak rezultaty tej pracy nie pozwalaj ↪a wyznaczyć d lugości niektórych
kraw ↪edzi diagramu NJ(f, g). Prace [Del1991], [Mau1998], [Cas2007] dotycz ↪a
również zagadnienia opisu ilorazów jakobianowych.

Twierdzenie o faktoryzacji jakobianu pary (f, g) krzywych zredukowanych,
z którego wynika niezmienniczość jakobianowego diagramu Newtona dla takiej
pary, zosta lo udowodnione metodami topologicznymi w [Mich2008].

W [22] dopuszcza si ↪e, że krzywe f = 0, g = 0 maj ↪a sk ladowe wielokrotne (nie
s ↪a zredukowane). Dowód niezmienniczości jakobianowego diagramu Newtona w
tej pracy jest algebraiczny. Opiera si ↪e na formule Casasa Alvero [Cas2003, The-
orem 3.2], (zob. też [22, Theorem 2.3]) i interpretacji funkcji podpieraj ↪acej dia-
gramu Newtona wyróżnika w terminach niezmienników klasy ekwisingularności
krzywej f(x, y)− tg(x, y) = 0, dla generycznego t, która jak si ↪e okazuje, zależy
tylko od klasy ekwisingularności pary krzywych f = 0, g = 0.

[20] i [21]

Jakobianowy diagram Newtona odwzorowania (x, f) : (C2, 0) → (C2, 0) nie
determinuje klasy ekwisingularności krzywej f = 0. W [Len2008] zosta l podany
przyk lad takich szeregów pot ↪egowych f(x, y), g(x, y), że NJ(x, f) = NJ(x, g)
ale krzywe f = 0 i g = 0 maj ↪a odpowiednio 3 i 5 ga l ↪ezi.

Okazuje si ↪e, jak stwierdza g lówny wynik omawianych prac, że przypadek
nierozk ladalny jest zupe lnie inny.

Twierdzenie: Niech (li, fi) : (C2, 0)→ (C2, 0) b ↪ed ↪a odwzorowaniami anality-
cznymi takimi, że li = 0 jest krzyw ↪a g ladk ↪a nie b ↪ed ↪ac ↪a ga l ↪ezi ↪a krzywej fi = 0
dla i = 1, 2. Jeśli krzywa f1 = 0 jest nierozk ladalna oraz NJ(l1, f1) = NJ(l2, f2)
to krzywe f1 = 0, f2 = 0 s ↪a ekwisingularne.

W [20] to twierdzenie ma dodatkowe za lożenie, pomini ↪ete w [21], że krzywe
fi = 0, li = 0 (i = 1, 2) nie maj ↪a wspólnej stycznej.

Nazwijmy dowolny diagram Newtona postaci NJ(l, f), gdzie l = 0 jest
krzyw ↪a g ladk ↪a a f = 0 jest osobliw ↪a krzyw ↪a nierozk ladaln ↪a, diagramem typu
Merle’a. Twierdzenie 2.3 z [21] podaje arytmetyczne kryteria na to, czy dany
diagram Newtona ∆ jest diagramem typu Merle’a.

Wnioskiem z g lównego twierdzenia jest Twierdzenie 3.1 z [21]:

Twierdzenie: Niech f = 0 b ↪edzie krzyw ↪a osobliw ↪a a l = 0 dowoln ↪a krzyw ↪a
g ladk ↪a, nie b ↪ed ↪ac ↪a jej ga l ↪ezi ↪a. Wówczas f = 0 jest krzyw ↪a nierozk ladaln ↪a wtedy
i tylko wtedy gdy NJ(l, f) jest diagramem typu Merle’a.

To kryterium nierozk ladalności jest szczególnie proste w użyciu dla wielo-
mianów wyróżnionych f(x, y) = yn + a1(x)yn−1 + · · · + a0(x). Zgodnie z For-
mu l ↪a 1.2 z [21], wyróżnik odwzorowania (x, f) : (C2, 0)→ (C2, 0) jest zwyk lym
wyróżnikiem wielomianu jednej zmiennej

D(u, v) = Discry(yn + a1(u)yn−1 + · · ·+ a0(u)− v).
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Tak wi ↪ec dla zbadania nierozk ladalności f(x, y) wystarczy obliczyć D(u, v) i
sprawdzić, czy ∆(D) jest diagramem typu Merle’a.

Przyk lad: Niech f(x, y) = (y2 − x3)2 − x5y. Obliczaj ↪ac wyróżnik zgodnie z
powyższym wzorem, dostajemy

D(u, v) = −256v3 + 256u6v2 + 288u13v − 256u19 − 27u20.

Diagram Newtona wyróżnika jest na rysunku poniżej. Czerwonymi kropkami
oznaczono punkty odpowiadaj ↪ace jednomianom wyst ↪epuj ↪acym w D(u, v).

NJ(x, f)

Używaj ↪ac twierdzenia 2.3 z [21]  latwo sprawdzić, że NJ(x, f) = { 6
1 }+ {132 }

jest diagramem typu Merle’a. Zatem krzywa f = 0 jest nierozk ladalna.

Zauważmy, że inne kryteria nierozk ladalności krzywych analitycznych s ↪a pro-
cedurami wieloetapowymi. Polegaj ↪a albo na rozwi ↪azywaniu osobliwości krzywej
f = 0 poprzez kolejne rozdmuchania b ↪adź modyfikacje toryczne, albo na wyz-
naczeniu pocz ↪atkowych cz ↪eści rozwini ↪eć pierwiastków Newtona-Puiseux rów-
nania f(x, y) = 0, albo, jak kryterium Abhyankara [Abh1989], na analizie
rozwini ↪ecia G-adycznego wielomianu wyróżnionego f wzgl ↪edem jego pierwiast-
ków aproksymatywnych.

Odnotujmy jeszcze Twierdzenie 3.7 z [21], które jest kryterium lokalnej ana-
litycznej nierozk ladalności krzywej wielomianowej F (x, y) = 0 w dowolnym
punkcie tej krzywej oraz Twierdzenie 5.1 z [21] b ↪ed ↪ace kryterium nierozk ladal-
ności w nieskończoności krzywej rzutowej.

[24]

Niech A b ↪edzie pierścieniem bez dzielników zera. Za lóżmy, że p, d s ↪a liczbami
naturalnymi takimi, że liczba p dzieli d i jest odwracalna w pierścieniu A. Jeśli

F (Y ) = Y d + a1Y
d−1 + · · ·+ an

jest wielomianem o wspó lczynnikach z pierścienia A, to istnieje jedyny wielomian
unitarny

G(Y ) = Y
d
p + b1Y

d
p−1 + · · ·+ bd/p

o wspó lczynnikach z pierścienia A taki, że deg(F −Gp) < d− d
p . Nazywamy go

p-tym pierwiastkiem aproksymatywnym wielomianu F (Y ).
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Pierwiastki aproksymatywne s ↪a narz ↪edziem w dowodzie s lynnego twierdze-
nia Abhyankara i Moha o wielomianowym zanurzeniu prostej zespolonej w
p laszczyzn ↪e zespolon ↪a [AbhM1973], [AbhM1975]. Z każdym nierozk ladalnym
wielomianem wyróżnionym f ∈ C{x}[y] można skojarzyć pewien ci ↪ag pier-
wiastków aproksymatywnych f0, f1,. . . , fg−1, zwanych charakterystycznymi
pierwiastkami aproksymatywnymi. Krzywe fi = 0 s ↪a nierozk ladalne i klasa
ekwisingularności par fi = 0, f = 0 zależy tylko od klasy ekwisingularności
pary x = 0, f = 0 (zob. [AbhM1973] oraz [4, Theorem 1.4]).

Praca [24] podaje formu ly na jakobianowe diagramy Newtona NJ(fi, f) w
terminach niezmienników ekwisingularności pary x = 0, f = 0. S ↪a one oparte
na faktoryzacji krzywej jakobianowej odwzorowania (fi, f) analogicznej do fak-
toryzacji krzywej polarnej ∂f

∂y = 0 z [Mer1977].

[23]

Omawiana praca zajmuje si ↪e problemem oszacowania liczby wartości specjal-
nych p ↪eku krzywych p laskich postaci f(x, y)− tyM = 0. Wartość specjalna jest
to taka liczba t ∈ C, że krzywa f(x, y) − tyM = 0 nie jest ekwisingularna z
generyczn ↪a krzyw ↪a p ↪eku.

Takie p ↪eki by ly od dawna przedmiotem badań. Y. Yomdin, Lê D. T. i B. Teis-
sier studiowali takie deformacje oko lo 1973 roku w zwi ↪azku z problemem ekwisin-
gularności, używaj ↪ac niezmienników topologicznych takich jak liczba Milnora w
bardziej ogólnym przypadku hiperpowierzchni. P ↪eki hiperpowierzchni tego typu
zosta ly później nazwane deformacjami Yomdina-Lê w wielu artyku lach opub-
likowanych oko lo roku 1990 przez J. H. M. Steenbrika, D. Siersm ↪e i innych.

Problem charakteryzacji wartości specjalnych p ↪eków jest rozwi ↪azany tylko
w wymiarze 2 oraz dla specjalnych typów osobliwości w wyższych wymiarach.
Podobnie jest w bliźniaczym przypadku wartości atypowych funkcji wielomia-
nowych.

Wielu autorów podawa lo oszacowania na liczb ↪e tych wartości. W [10] udowod-
niono, że liczba wartości atypowych wielomianu f dwóch zmiennych o skończonej
liczbie punktów krytycznych nie przekracza min(1,deg f − 3). Oszacowanie w
terminach stopnia wielomianu w przypadku n zmiennych podano w [JelK2003].
W [LêO1994] zaproponowano oszacowanie liczby wartości atypowych wielomia-
nu dwóch zmiennych w terminach diagramu Newtona. Jest ono poprawione
w [LenM2009]. W tej samej pracy s ↪a twierdzenia charakteryzuj ↪ace wartości
specjalne p ↪eku f(x, y)− txN = 0.

G lównym wynikiem [23] jest

Twierdzenie: Liczba niezerowych wartości specjalnych p ↪eku krzywych p laskich
f(x, y)− tyM = 0 nie przekracza liczby ga l ↪ezi krzywej f = 0, liczonych bez uw-
zgl ↪ednienia krotności.

Wynika z niego

Wniosek: Liczba niezerowych wartości atypowych wielomianu f(x, y) nie prze-
kracza liczby ga l ↪ezi w nieskończoności krzywej f(x, y) = 0, liczonych bez uwzgl ↪ed-
nienia krotności.
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Praca [23] zosta la zainspirowana przez [GarP2004] a jej metody s ↪a zaadap-
towane z [KuoL1977] oraz [KuoP2004]. W jej tekście, poza dowodem pomoc-
niczego Twierdzenia 3.1, nie ma mowy o wyróżniku. Jednak recenzent pracy
zwróci l uwag ↪e, że g lówny wynik [23] może być sformu lowany nast ↪epuj ↪aco:

Twierdzenie: Liczba stycznych krzywej wyróżnikowej D(u, v) = 0 odwzorowa-
nia analitycznego (yM , f(x, y)) : (C2, 0) → (C2, 0), różnych od u = 0 i v = 0,
nie przekracza liczby ga l ↪ezi krzywej f = 0, liczonych bez uwzl ↪ednienia krotności.

Podsumowanie

Uważam, że do najważniejszych wyników osi ↪agni ↪ecia naukowego pod tytu lem
Jakobianowy diagram Newtona i osobliwości krzywych należ ↪a:

Odkrycie i dowód Twierdzenia 2.1 z [20] mówi ↪acego w skrócie, że jeśli szeregi
pot ↪egowe f, g ∈ C{x, y} wyznaczaj ↪a jednakowe jakobianowe diagramy Newtona
i f jest nierozk ladalny, to g też jest nierozk ladalny. Mój wk lad w t ↪e cz ↪eść
osi ↪agni ↪ecia naukowego oceniam na 70%.

Opracowanie nowych kryteriów nierozk ladalności krzywych analitycznych,
wykorzystuj ↪acych jakobianowy diagram Newtona. S ↪a to Wnioski 8.6 i 9.9 z
[20] podaj ↪ace geometryczn ↪a charakteryzacj ↪e jakobianowego diagramu Newtona
krzywej nierozk ladalnej oraz Twierdzenie 3.1 z [21] które przy użyciu arytmety-
cznych formu l z Twierdzenia 2.3 z [21] pozwala dodatkowo wyznaczyć kompletny
uk lad niezmienników topologicznych krzywej nierozk ladalnej. Mój wk lad w t ↪e
cz ↪eść osi ↪agni ↪ecia naukowego oceniam na 50%.

Efektywne kryteria: nierozk ladalności dla wielomianu wyróżnionego (Wnio-
sek 3.6 z [21]), lokalnej analitycznej nierozk ladalności krzywej afinicznej bez
sk ladowych wielokrotnych (Twierdzenie 3.7 z [21]), nierozk ladalności w nieskoń-
czoności krzywej rzutowej o jednym punkcie w nieskończoności (Twierdzenie 5.1
z [21]). Stosuj ↪ac te kryteria wystarczy obliczyć zwyk ly wyróżnik pewnego wielo-
mianu jednej zmiennej a nast ↪epnie zbadać diagram Newtona tego wyróżnika.
Mój wk lad w t ↪e cz ↪eść osi ↪agni ↪ecia naukowego oceniam na 50%.

Rozwi ↪azanie, przez d lugi czas otwartego problemu, czy diagram Newtona
wyróżnika odwzorowania (f, g) : (C2, 0) → (C2, 0) jest niezmiennikiem ek-
wisingularności pary krzywych f = 0, g = 0. Pozytywn ↪a odpowiedź daje
Twierdzenie 3.1 z [22]. Krótki dowód opiera si ↪e na interpretacji funkcji pod-
pieraj ↪acej diagramu Newtona jako krotności przeci ↪ecia krzywych analitycznych
oraz na formule Casasa Alvero b ↪ed ↪acej lokaln ↪a wersj ↪a znanej formu ly Hurwitza
dla charakterystyk Eulera powierzchni Riemanna.

Odkrycie oszacowania na liczb ↪e wartości specjalnych p ↪eku krzywych anality-
cznych f(x, y)− tyN = 0 poprzez liczb ↪e ga l ↪ezi krzywej f = 0. Jest to Twierdze-
nie 1.1 z [23]. Wynika z niego analogiczne oszacowanie na liczb ↪e wartości
krytycznych w nieskończoności odwzorowania wielomianowego f : C2 → C
(Twierdzenie 2.1 z [23]). Dotychczas jedynym znanym rezultatem tego typu
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by lo twierdzenie Moha, którego równoważne sformu lowanie stwierdza, że jeśli
krzywa f(x, y) = 0 ma tylko jedn ↪a ga l ↪aź w nieskończoności, to odwzorowanie
wielomianowe f : C2 → C nie posiada wartości krytycznych w nieskończoności.

Podanie w artykule [24] formu l dla jakobianowych diagramów Newtona odw-
zorowań (fi, f) : (C2, 0) → (C2, 0), gdzie f jest nierozk ladalnym wielomianem
wyróżnionym a fi jest jego charakterystycznym pierwiastkiem aproksymaty-
wnym. Uzyskane wzory uogólniaj ↪a znane formu ly Merle’a dla niezmienników
polarnych krzywej nierozk ladalnej. Mój wk lad w t ↪e cz ↪eść osi ↪agni ↪ecia naukowego
oceniam na 50%.

5. Omówienie dorobku nie wchodz ↪acego w sk lad osi ↪agni ↪ecia naukowego

Prace [1]–[19] wymienione w Spisie publikacji (Za l ↪acznik nr. 4) s ↪a uporz ↪adko-
wane wed lug daty publikacji. Pozycje [1]-[4] zosta ly opublikowane przed dok-
toratem. Artyku l [6] zawiera wyniki rozprawy doktorskiej. Wyniki prac [1]-[19]
dotycz ↪a nast ↪epuj ↪acych zagadnień:

(A) Wyk ladnik  Lojasiewicza: [3], [5], [6], [14], [15].

(B) Odwzorowania wielomianowe p laszczyzny (problem Kellera, rzeczywista
hipoteza jakobianowa, wartości krytyczne w nieskończoności, indeks topo-
logiczny): [2], [4], [8]–[10], [12], [13], [17].

(C) Niezmienniki osobliwości krzywych: [1], [11], [16], [18], [19].

(D) Struktury o-minimalne: [7].

Omówimy je w zaproponowanej powyżej kolejności. Publikacje innych autorów
w których s ↪a cytowane prace [1]-[19] zaznaczono w tekście na zielono.

(A) Wyk ladnik  Lojasiewicza
Za lóżmy, że f , g s ↪a ci ↪ag lymi funkcjami subanalitycznymi określonymi w oto-
czeniu zera w Rn. Jeśli f−1(0) ⊂ g−1(0) to istniej ↪a takie c > 0 oraz α > 0,
że

|f(x)| ≥ c|g(x)|α dla x bliskich zeru. (1)

Dowodzi si ↪e [BierM1988], że w nierówności (1) można dobrać najmniejszy
wyk ladnik α b ↪ed ↪acy liczb ↪a wymiern ↪a. Nazywamy go wyk ladnikiem  Lojasiewicza
na cześć Stanis lawa  Lojasiewicza, który w latach sześćdziesi ↪atych dwudziestego
wieku bada l tego typu nierówności w zwi ↪azku z problemem dzielenia dystrybucji.
Stanis law  Lojasiewicz zapocz ↪atkowa l również teori ↪e zbiorów semianalitycznych
i subanalitycznych. Jest ona obecnie podstawowym narz ↪edziem przy wyznacza-
niu optymalnego wyk ladnika w nierówności (1). Omówimy teraz publikacje
dotycz ↪ace tej problematyki.
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Artyku l [3] bada szczególny przypadek nierówności  Lojasiewicza dla gradien-
tu [ Loj1965], [ Loj1984]. Niech H(z1, . . . , zn) b ↪edzie jednorodnym wielomianem
zespolonym stopnia d. Po lóżmy z = (z1 . . . , zn) i rozpatrzmy nierówność

|gradH(z)| ≥ c|H(z)|θ dla z bliskich zeru. (2)

Jeśli θ0 jest wyk ladnikiem  Lojasiewicza w (2) to (d − 1)/d ≤ θ0 < 1. Oszaco-
wanie z do lu jest  latwe do sprawdzenia. Oszacowanie z góry jest wnioskiem z
dobrze znanej nierówności  Lojasiewicza dla gradientu [ Loj1965].

G lówne twierdzenie [3] stwierdza, że θ0 = (d−1)/d wtedy i tylko wtedy, gdy

H(z) należy do ca lkowitego domkni ↪ecia pierścienia C
[
∂H
∂z1

, . . . , ∂H∂zn

]
.

Podano również przyk lad wielomianu jednorodnego, dla którego ten wyk ladnik
jest wi ↪ekszy od (d− 1)/d.

Publikacja [5] analizuje wzrost funkcji wielomianowej w pobliżu nieskończo-
ności. Jej g lówny wynik to

Twierdzenie: Niech f(x1, . . . , xn) b ↪edzie wielomianem rzeczywistym stopnia
d > 2 o zwartym zbiorze zer. Wówczas istniej ↪a takie sta le c > 0, M > 0, że

|f(x)| ≥ c|x|d−(d−1)
n

dla |x| > M.

Publikacja [5] jest cytowana w [Biv2007], [Jan2002], [Kollár1999], [Kra2007]
i [VuiSon2008]. Artyku l [JohKol2011] zawiera pomys lowy dowód, jak z oszaco-
wania lokalnego zawartego w [6] wynika oszacowanie w pobliżu nieskończoności
dla wielomianu dwóch zmiennych.

Artyku l [6] prezentuje wyniki rozprawy doktorskiej. Za lóżmy, że funkcja
analityczna f określona w otoczeniu 0 ∈ Rn ma minimum lokalne f(0) = 0.
Rozważmy nierówności: |f(x)| ≥ c|x|α, |grad f(x)| ≥ c|x|β , |grad f(x)| ≥
c|f(x)|θ dla x bliskich zeru.

W [6] udowodniono, że jeśli α0, β0, θ0 s ↪a wyk ladnikami  Lojasiewicza w po-
wyższych nierównościach to α0 = β0+1 oraz θ0 = β0/α0. Zatem znaj ↪ac dowolny
z tych wyk ladników można obliczyć dwa pozosta le.

Równość θ0 = β0/(β0+1) w sytuacji zespolonej by la znana wcześniej [Te1977].
Jednak dowód Teissiera nie przenosi si ↪e na sytuacj ↪e rzeczywist ↪a, gdzie trzeba
stosować inne metody.

Cz ↪esto cytowanym ([JohKol2011], [Kollár1999], [Koz2010a], [Koz2010b]) wy-
nikiem [6] jest nast ↪epuj ↪ace oszacowanie

Twierdzenie: Niech f(x1, . . . , xn) b ↪edzie rzeczywistym wielomianem stopnia
d, maj ↪acym minimum lokalne f(0) = 0. Wówczas istniej ↪a takie sta le c > 0,
ε > 0, że

f(x) ≥ c|x|(d−1)
n+1 dla |x| < ε.

Omawian ↪a publikacj ↪e cytuj ↪a również: [AcKu2005], [Biv2003], [Li2010], [Nied2006],
[Pham2012]. Niedawno Tiên Son [Son2011] uogólni l wyniki [6] na przypadek
ci ↪ag lej funkcji subanalitycznej o zerze izolowanym.
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W publikacji [14] wyk ladnik  Lojasiewicza w nieskończoności gradientu wielo-
mianu zespolonego f(x, y) jest badany z punktu widzienia lokalnej teorii krzy-
wych analitycznych. P laszczyzna zespolona C2 zanurza si ↪e w p laszczyzn ↪e rzu-
tow ↪a P2(C) = C2 ∪L∞, gdzie L∞ jest prost ↪a w nieskończoności. Dla dowolnej
pary (p, t) ∈ L∞ × C takiej, że domkni ↪ecie rzutowe krzywej f(x, y) = t prze-
chodzi przez punkt p, rozpatruje si ↪e oszacowanie

|grad f(x, y)| ≥ c|(x, y)|θ dla (x, y)→ p, f(x, y)→ t.

Niech θp,t b ↪edzie optymalnym (najwi ↪ekszym) wyk ladnikiem w tym oszaco-
waniu. G lównym wynikiem [14] jest Twierdzenie 1.2 wyrażaj ↪ace wyk ladnik  Lo-
jasiewicza θp,t poprzez lokalne niezmienniki analityczne kie lka domkni ↪ecia rzu-
towego krzywej f(x, y) = t w punkcie p. Wnioskami z tych formu l s ↪a: jeśli θp,t <
0 to θp,t < −1 [Vui1990], [Dur1998] oraz jeśli θp,t = 0, to wielomian f(x, y)
ma postać H(ax + by), gdzie H(T ) jest wielomianem jednej zmiennej (zobacz
również ([KuoP2000], [ChK2003]). Wyk ladnik  Lojasiewicza w nieskończoności
rozpatrywany z tego punktu widzenia jest również tematem artyku lów [Kra2007]
i [RoSp2011].

Artyku l [15] również analizuje wyk ladnik  Lojasiewicza w nieskończoności
gradientu wielomianu zespolonego f(z1, . . . , zn). Ustalmy t ∈ C, oznaczmy z =
(z1, . . . , zn) i rozpatrzmy oszacowanie

|grad f(z)| ≥ c|z|θ dla |z| > M , |f(z)− t| < ε

z ma lymi dodatnimi sta lymi c, ε i duż ↪a dodatni ↪a sta l ↪a M .
Niech θ0 b ↪edzie optymalnym (najwi ↪ekszym) wyk ladnikiem w powyższym

oszacowaniu. G lówny wynik [15] stwierdza, że dla wielomianu f(z1, z2) stopnia
d > 2 zachodzi równoważność: θ0 < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy θ0 ≤ −1 −
1/(d − 2). Jako wniosek otrzymuje si ↪e równoważność warunków Malgrange’a i
Fedoryuka dla wielomianów dwóch zmiennych (zob. [14], [Vui1990], [Dur1998]).

Innym wynikiem [15] jest uogólniona nierówność Bochnaka– Lojasiewicza
(zobacz [Bo Lo1971]): istniej ↪a sta le C, ε > 0 przy których jeśli |f(z)| ≤ ε
to |z| |grad f(z)| ≥ C|f(z)|.

Tematy poruszone w [15] by ly kontynuowane w [Kra2007], [Os2011], [RoSp2009],
[RoSp2011], [Ska2004].

(B) Odwzorowania wielomianowe p laszczyzny

W artykule [2] udowodniono nast ↪epuj ↪ace twierdzenie:

Twierdzenie: Niech k b ↪edzie cia lem algebraicznie domkni ↪etym charakterystyki
zero i niech H : k2 → k2 b ↪edzie odwzorowaniem wielomianowym o sta lym,
niezerowym jakobianie. Jeśli odwzorowanie H jest różnowartościowe na pewnej
prostej afinicznej l ⊂ k2, to H jest automorfizmem wielomianowym.
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Praca [2] jest cytowana w: [Cam1996], [CamE1995], [Cass2009], [CheWa1995],
[Dru1995], [MiShYu2004], [ShYu2000], [Van2003], [Van2006], [van1995], [van2004].

Teoria pierwiastków aproksymatywnych wielomianów o wspó lczynnikach w
ciele funkcji meromorficznych zosta la rozwini ↪eta przez S. S. Abhyankara i T.
T. Moha w fundamentalnej pracy [AbhM1973]. Później użyli jej oni w dowodzie
twierdzenia o wielomianowym zanurzeniu prostej w p laszczyzn ↪e [AbhM1975].
W artykule [4] zaproponowano uproszczone podej́scie do tej teorii, ograniczaj ↪ac
rozważania do wielomianów wyróżnionych z pierścienia C{x}[y] poprzez odpo-
wiedni ↪a zmian ↪e zmiennych. Dowód g lówngo twierdzenia teorii pierwiastków
aproksymatywnych w omawianym artykule opiera si ↪e na w lasnościach pó lgrupy
kie lka nierozk ladalnej krzywej analitycznej i zastosowaniu klasycznej transfor-
macji Tschirnhausena. Nie używa si ↪e deformacji szeregów pot ↪egowych stoso-
wanych w klasycznym podej́sciu Abhyankara i Moha. Publikacja [4] jest cy-
towana w [GarKP2005], [CossM2005], [Gon2003], [Gon2010], [P l2001], [P l2002],
[Pop2003].

Siergiej Pinchuk [Pin1994] poda l przyk lad odwzorowania wielomianowego
F : R2 → R2 o dodatnim jakobianie które nie jest globalnym dyffeomorfizmem.
By l to pierwszy kontrprzyk lad na tak zwan ↪a rzeczywist ↪a hipotez ↪e jakobianow ↪a.
W publikacji [8] wyznacza si ↪e zbiór punktów niew laściwości (zob. [Jel2000])
odwzorowania Pinchuka. Pozwala to podzielić obraz odwzorowania F na ob-
szary o sta lej krotności w lókien. W szczególności dwa punkty p laszczyzny R2

leż ↪a poza obrazem. Analogiczn ↪a charakteryzacj ↪e odwzorowania Pinchuka poda l
L. A. Campbell w [Cam1998], jednak w oparciu o fa lszywe twierdzenie z [Per1996].
Artyku l [8] cytuj ↪a [Cam2011] oraz [Jel2002].

W artykule [9] dowodzi si ↪e że każde odwzorowanie wielomianowe (f, g) :
R2 → R2 o dodatnim jakobianie którego sk ladowe maj ↪a stopień mniejszy lub
równy 3 jest globalnym dyffeomorfizmem. Kluczowy fragment dowodu opiera
si ↪e na twierdzeniu Kusznirenki [Kou1976] dzi ↪eki któremu można stwierdzić, że
wielomiany stopnia 3 o pewnych diagramach Newtona maj ↪a rzeczywiste punkty
krytyczne a wi ↪ec nie mog ↪a być sk ladowymi odwzorowania o dodatnim jako-
bianie. Ciekawym uogólnieniem [9] jest artyku l [BraFil2010], którego autorzy
pos luguj ↪ac si ↪e klasyfikacj ↪a wielomianowych pól wektorowych stopnia 2 dowodz ↪a,
że wystarczy aby tylko jeden z wielomianów f lub g mia l stopień mniejszy lub
równy 3.

Publikacja [10] zbiera razem stare i nowe formu ly dotycz ↪ace osobliwości w
nieskończoności wielomianów f : C2 → C o izolowanych punktach krytycznych.
Jej intencj ↪a jest uzupe lnienie zestawu formu l przedstawionego przez Phama w
dodatku do jego artyku lu [Pham1973]. Formu ly te wi ↪aż ↪a niezmienniki (lokalne
i globalne) wielomianu f i jego w lókien f−1(t).

Artyku l zawiera, mi ↪edzy innymi, nast ↪epuj ↪ace nowe oszacowanie na liczb ↪e
wartości krytycznych w nieskończoności wielomianu f :

#Λ(f) ≤ (d− 1)2 − µ(f)− λ(f)

d
,
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gdzie d jest stopniem f , µ(f) jest globaln ↪a liczb ↪a Milnora oraz λ(f) jest sum ↪a
“skoków” liczb Milnora w punktach w nieskończoności. Nowe s ↪a też oszacowania
na wyk ladnik  Lojasiewicza w nieskończoności gradientu. Publikacj ↪e [10] cytuj ↪a
artyku ly [Bar2003], [ChK2003], [LenM2009], [Mas2010] i ksi ↪ażka [Rud2005].

Przypomnijmy, że t ∈ C nazywamy wartości ↪a krytyczn ↪a w nieskończoności
wielomianu f : C2 → C, gdy istnieje taki ci ↪ag punktów zn ∈ C2, że |zn| → ∞,
|grad f(zn)| → 0 oraz f(zn) → t dla n → ∞. Inne równoważne definicje s ↪a
podane w [Dur1998].

G lówne twierdzenie [12] charakteryzuje wielomiany zespolone dwóch zmien-
nych bez punktów krytycznych i z jedn ↪a wartości ↪a krytyczn ↪a w nieskończoności.

Jeśli t0 jest jedyn ↪a wartości ↪a krytyczn ↪a w nieskończoności wielomianu f(x, y)
bez punktów krytycznych to zachodzi alternatywa:

albo f−1(t0) rozk lada si ↪e na l > 1 krzywych afinicznych, z których jedna jest
izomorficzna z prost ↪a, a pozosta le s ↪a wymierne z dwiema ga l ↪eziami w nieskoń-
czoności,

albo f−1(t0) rozk lada si ↪e na l > 2 krzywych afinicznych, z których l − 1 jest
izomorficznych z prost ↪a, a jedna jest wymierna z l ga l ↪eziami w nieskończoności.

Twierdzenie to zosta lo uogólnione w [Bod2002]. Innymi publikacjami, które
cytuj ↪a [12], s ↪a [LenM2009] oraz [Rud2005].

W notce [13] zdefiniowano wielomian f(x, y) = (A2(x)y− x)2 +B(x), gdzie
A(x) = xk − 1 oraz B(x) = xk+1/(k + 1)− x.

Pokazano, że wielomian f(x, y) nie nie ma punktów krytycznych w C2 i po-
siada 2k wartości krytycznych w nieskończoności. Podany przyk lad przybliża
odpowiedź na pytanie jak wiele wartości krytycznych w nieskończoności może
mieć wielomian ustalonego stopnia bez punktów krytycznych.

Niech f(x, y) bedzie wielomianem rzeczywistym o skończonej liczbie punk-
tów krytycznych i niech r∞(t) oznacza liczb ↪e ga l ↪ezi w nieskończoności pozio-
micy f(x, y) = t. W [17] dowodzi si ↪e twierdzenia M. S ↪ekalskiego [S ↪ek2005],
wyrażaj ↪acego indeks topologiczny w nieskończoności odwzorowania grad f po-
przez funkcj ↪e t → r∞(t). Krótki topologiczny dowód wykorzystuje tak zwane
ca lkowanie wzgl ↪edem charakterystyki Eulera [Viro1989], a twierdzenie S ↪ekal-
skiego w sformu lowaniu ca lkowym stwierdza, że

i∞(grad f) = 1 +

∫
R

r∞(t) dχ.

(C) Niezmienniki osobliwości krzywych
Publikacje [1], [11], [18] dotycz ↪a krzywych polarnych i niezmienników polarnych.
Rozpoczniemy od przypomnienia tych poj ↪eć.

Symbolem C{x, y} oznaczamy pierścień szeregów pot ↪egowych zmiennych ze-
spolonych x, y o dodatnim promieniu zbieżności. Szereg f(x, y) ∈ C{x, y}
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nazywamy regularnym, gdy f(x, y) = ax + by + wyrazy wyższych rz ↪edów, gdzie
ax + by 6= 0, a osobliwym, gdy rozpoczyna si ↪e od wyrazów rz ↪edu wyższego niż
1. Niech l(x, y), f(x, y) ∈ C{x, y} b ↪ed ↪a odpowiednio szeregiem regularnym i
szeregiem osobliwym oraz niech J(x, y) = ∂l

∂x
∂f
∂y −

∂l
∂y

∂f
∂x . Lokaln ↪a krzyw ↪a ana-

lityczn ↪a J(x, y) = 0 nazywamy krzyw ↪a polarn ↪a krzywej f(x, y) = 0 wzgl ↪edem
krzywej g ladkiej l(x, y) = 0.

Jeśli J(x, y) = h1 · · ·hn jest rozk ladem J(x, y) na iloczyn czynników nieroz-

k ladalnych w C{x, y}, to liczby qj =
i0(f,hj)
i0(l,hj)

dla j = 1, . . . , n nazywamy ilo-

razami polarnymi lub niezmiennikami polarnymi (symbol i0(φ, ψ) oznacza krot-
ność przeci ↪ecia krzywych φ(x, y) = 0, ψ(x, y) = 0 w zerze). Jeśli q jest ustalonym
ilorazem polarnym, to sum ↪e

∑
i0(l, hj) przebiegaj ↪ac ↪a po indeksach j dla których

qj = q nazywamy jego krotności ↪a.
Wi ↪ecej informacji o krzywych i niezmiennikach polarnych wraz z obszern ↪a

bibliografi ↪a można znaleźć w przegl ↪adowym artykule [18].

W artykule [1] podano dowód formu l Merle’a [Mer1977] dla niezmienników
polarnych i ich krotności dla nierozk ladalnej krzywej osobliwej f(x, y) = 0 wzgl ↪e-
dem krzywej x = 0. Dowód jest oparty na lemacie Kuo i Lu [KuoL1977], wypo-
wiedzianym i udowodnionym w przypadku dowolnym, (dopuszcza si ↪e możliwość,
że prosta x = 0 jest styczn ↪a krzywej f(x, y) = 0). Artyku l [1] jest cytowany w
[Cass2009] i [Len2004].

W artykule [11] wyprowadzono wzory na ilorazy polarne krzywej rozk la-
dalnej f = 0 bez sk ladowych wielokrotnych wzgl ↪edem krzywej g ladkiej l = 0.
Wzory s ↪a wypowiedziane w terminach niezmienników ekwisingularności pary
krzywych f = 0, l = 0, co dowodzi, że zbiór ilorazów polarnych jest nie-
zmiennikiem ekwisingularności tej pary. Ten fakt w przypadku transwersalnym
dowodzono w [Egg1982], [KuoL1977], [Te1977]. Artyku l [11] jest cytowany w
[Gar2000], [Len2004], [Len2008], [Mel2011] oraz [P l2001].

Notka [16] podaje rozwi ↪azanie jednego z zadań ze zbioru problemów [Arn2004]
z seminariów Arnolda w Moskwie i Paryżu. Oto ono:

1982–16 Rozważmy wielościan Newtona ∆ w Rn i liczb ↪e µ(∆) =
n!V −

∑
(n−1)!Vi+

∑
(n−2)!Vij−· · · , gdzie V jest obj ↪etości ↪a ob-

szaru pod ∆, Vi jest obj ↪etości ↪a obszaru pod ∆ na hiperpowierzchni
xi = 0, Vij jest obj ↪etości ↪a obszaru pod ∆ na hiperpowierzchni
xi = xj = 0, i tak dalej.

Wówczas µ(∆) rośnie (niekoniecznie silnie) wzraz ze wzrostem
∆ (o ile ∆ pozostaje wypuk ly i ca lkowitoliczbowy?). Nie ma ele-
mentarnego dowodu nawet dla n = 2.

Rozwi ↪azanie jest oparte o twierdzenie Kusznirenki [Kou1976] i pó lci ↪ag lość
liczby Milnora.

Artyku l [18] jest przegl ↪adem wyników dotycz ↪acych krzywych i niezmien-
ników polarnych. S ↪a w nim przytoczone nowe rezultaty autorów z tej tematyki.
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Niech C b ↪edzie kie lkiem krzywej analitycznej w punkcie 0 ∈ C2 oraz niech
π : M → (C2, 0) b ↪edzie lokaln ↪a modyfikacj ↪a toryczn ↪a. W [19] podano wzór
wi ↪aż ↪acy niezmiennik δ0(C), zwany klasycznie liczb ↪a punktów podwójnych krzy-
wej C ukrytych w zerze, z sum ↪a

∑
δP (C̃) rozci ↪agni ↪et ↪a na punkty przeci ↪ecia

przeciwobrazu w laściwego C̃ krzywej C z dywizorem wyj ↪atkowym π−1(0). Po-
dano też analogiczne wzory na liczb ↪e Milnora µ0(C) oraz na krotność przeci ↪ecia
(C,D)0 krzywych analitycznych. Te wyniki, w przypadku, gdy π jest mody-
fikacj ↪a toryczn ↪a o dostatecznie subtelnym wachlarzu, uogólniaj ↪a twierdzenia
Kusznirenki [Kou1976] i Bernsztajna [Ber1975] a w przypadku, gdy π jest rozd-
muchaniem, klasyczn ↪a formu l ↪e Noethera (zob. [BriK1986]). Preprint artyku lu
[19] jest cytowany w [Gon2010].

(D) Struktury o-minimalne

W artykule [7] dowodzi si ↪e że każdy wielomian P (x, y) stopnia d ma co naj-
wyżej 2(d+2)12 miejsc zerowych na krzywej y = ex+sinx, x > 0. Wynika st ↪ad,

że podobne oszacowanie zachodzi na globalnej krzywej analitycznej y = ex
2

+
sinx2, nie należ ↪acej do żadnej struktury o-minimalnej. Artyku l jest cytowany
w [Pila2006] oraz w [Pila2007].
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tent, od 1987 adiunkt, od 2011 starszy wyk ladowca

15
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Dodatek 1 – Ekwisingularność krzywych p laskich
Dla dowolnych f , g ∈ C{x, y} określamy krotność przeci ↪ecia i0(f, g) jako wymiar

zespolonej przestrzeni wektorowej C{x,y}
(f,g)C{x,y} .

Pó lgrupa krzywej nierozk ladalnej f = 0 jest to zbiór

Γ(f) = {i0(f, g) : g ∈ C{x, y}, f nie dzieli g }.

Jest to pó lgrupa ze wzgl ↪edu na dodawanie (bo i0(f, gh) = i0(f, g) + i0(f, h)).

Definicja: Krzywe f = 0, f̃ = 0 nazywamy eksiwingularnymi, gdy istniej ↪a
takie rozk lady f = h1 · · ·hs, f̃ = h̃1 · · · h̃s̃ na iloczyn czynników nierozk ladalnych
w C{x, y}, że

• s = s̃,

• Γ(hi) = Γ(h̃i) dla i = 1, . . . , s,

• i0(hi, hj) = i0(h̃i, h̃j) dla 1 ≤ i < j ≤ s.

Definicja: Pary krzywych f = 0, g = 0 oraz f̃ = 0, g̃ = 0 nazywamy
ekwisingularnymi, gdy istniej ↪a takie rozk lady f = h1 · · ·hs, g = hs+1 · · ·hr,
f̃ = h̃1 · · · h̃s̃, g̃ = h̃s̃+1 · · · h̃r̃, na iloczyn czynników nierozk ladalnych w C{x, y},
że

• s = s̃, r = r̃,

• Γ(hi) = Γ(h̃i) dla i = 1, . . . , r,

• i0(hi, hj) = i0(h̃i, h̃j) dla 1 ≤ i < j ≤ r.

Dodatek 2 – Obraz prosty krzywej
Niech φ : (C2, 0) → (C2, 0) b ↪edzie kie lkiem odwzorowania holomorficznego
takiego, że φ−1(0, 0) = {(0, 0)}. Dla dowolnej lokalnej krzywej analitycznej
h = 0 określamy obraz prosty φ∗(h = 0). Definicja jest dwuetapowa:

(i) jeśli h = 0 jest ga lezi ↪a o parametryzacji analitycznej t → λ(t) to jej obraz
prosty jest krzyw ↪a g

n = 0, gdzie g = 0 jest ga l ↪ezi ↪a b ↪ed ↪ac ↪a teoriomnogościo-
wo obrazem ga l ↪ezi h = 0 poprzez odwzorowanie φ oraz n jest najwi ↪eksz ↪a
liczb ↪a naturaln ↪a tak ↪a, że φ(λ(t)) można przedstawić jako z lożenie ψ(tn),
w którym ψ jest kie lkiem odwzorowania analitycznego w zerze,

(ii) jeśli h = h1 · · ·hs jest rozk ladem szeregu h na iloczyn czynników nierozk la-
dalnych w C{x, y}, to obraz prosty φ∗(h = 0) jest krzyw ↪a H1 · · ·Hs = 0,
gdzie krzywe Hi = 0 s ↪a obrazami prostymi ga l ↪ezi hi = 0 dla i = 1, . . . , s.
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[Kra2007] T. Krasiński, On the  Lojasiewicz exponent at infinity of polynomial map-
pings, Acta Math. Vietnam., 32, 2–3.

[KuoL1977] T-C. Kuo, Y. C. Lu, On analytic function germ of two complex variables,
Topology, 16, 299–310.

[KuoP2000] T-C. Kuo, A. Parusiński, Newton polygon relative to an arc, in: Real and
Complex Singularities (São Carlos 1998), J.W. Bruce and F. Tari (eds.),
Chapman & Hall and CRC, 2000, 76–93.

[KuoP2004] ———, Newton-Puiseux roots of Jacobian determinants, Journal of Alge-
braic Geometry, 13 (3), 579–602.
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7 et 8, 363–391.

[Pham2012] T.S. Pham, An explicit bound for the  Lojasiewicz exponent of real poly-
nomials, Kodai Math. J., 35 (2), 311–319.

[Pila2006] J. Pila, Note on the rational points of a pfaff curve, Proceedings of the
Edinburgh Mathematical Society, 49 (2), 391–397.

[Pila2007] J. Pila, The density of rational points on a Pfaff curve, Ann. Fac. Sci.
Tolouse Math., 16 (3), 635–645.

[Pin1994] S. Pinchuk, A counterexample to the strong real Jacobian conjecture,
Mathematische Zeitschrift, 217 (1), 1–4.

[P l2001] A. P loski, On the maximal polar quotient of an analytic plane curve, Kodai
Math. J., 24 (1), 120–133.

[P l2002] ———, Polar quotients and singularities at infinity of polynomials in two
complex variables, Ann. Polon. Math., 78 (1), 49–58.

21



[Pop2003] P. Popescu–Pampu, Approximate roots, Valuation theory and its applica-
tions, 2, 285–321.

[RoSp2009] T. Rodak, S. Spodzieja, Effective formulas for the  Lojasiewicz exponent
at infinity , Journal of Pure and Applied Algebra, 213 (9), 1816–1822.

[RoSp2011] ———,  Lojasiewicz exponent near the fibre of a mapping , Proceedings of
the American Mathematical Society, 139 (4), 1201–1213.

[Rud2005] L. Rudolph, Knot theory of complex plane curves, Handbook of knot
theory, 349, Elsevier Science 2005.

[S ↪ek2005] M. S ↪ekalski, The degree at infnity of the gradient of a polynomial in two
real variables, Ann. Polon. Math., 87, 229–235.

[ShYu2000] V. Shpilrain, J.T. Yu, Polynomial retracts and the Jacobian conjecture,
Transactions of the American Mathematical Society, 352 (1), 477.

[Ska2004] G. Skalski, On the  Lojasiewicz exponent near the fibre of a polynomial ,
Bull. Polish Acad. Sci. Math, 52 (3), 231–236.

[Son2011] P. Tiên Son, The  Lojasiewicz exponent of a continuous subanalytic func-
tion at an isolated zero, Proceedings of the American Mathematical Soci-
ety, 139 (1), 1–9.

[Te1976] B. Teissier, The hunting of invariants in the geometry of discriminants,
Nordic Summer School/NAVF Symposium in Mathematics. Oslo. August
5–25, 1976.

[Te1977] ———, Varietés polaires I. Invariants polaires des singularités des hyper-
surfaces, Invent. Math., 40, 267–292.

[van1995] A. van den Essen, Algebra, arithmetic and geometry with applications:
papers from Shreeram S. Abhyankar’s 70th birthday conference, Springer
Verlag, 2004.

[van2004] ———, Polynomial automorphisms and the Jacobian conjecture, Pro-
ceedings of Septiemes Rencontres du contact Franco-Belge en Algebre,
1995.

[Van2003] N. Van Chau, Two remarks on non–zero constant Jacobian polynomial
maps of C2, Ann. Polon. Math., 82 (1), 39–44.

[Van2006] N. Van Chau, Integer points on a curve and the plane Jacobian problem,
Ann. Polon. Math., 88 (1), 53–58.

[Viro1989] O. Viro, Some integral calculus based on Euler characteristic, Lecture
Notes in Math., 1346, 1989.
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