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Recenzja rozprawy doktorskiej Pani mgr Ewy Marciniak zatytutowanej

,On the optimal dividend problems in the models with surplus-dependent
premiums”

(,;Optymalizacja polityki dywidend w modelach z premig zalezng od poziomu
rezerwy”)

Zawartos¢ pracy

Opiniowana praca, zredagowana w jezyku angielskim, liczy 69 stron, skfada sie z pigciu
rozdzialéw (w tym dodatku) i bibliografii ztozonej z 37 pozycji.

Praca poswigcona jest szczegélnemu problemowi sterowania stochastycznego —
problemowi  dywidendy wyptacanej akcjonariuszom firmy, w  szczegdlnosci
ubezpieczeniowej. Rozwazane s3 dwa rézne modele procesu rezerw pomniejszone o proces
dywidend - model ubezpieczeniowy oraz model dualny.

Zagadnienie wyznaczenia optymalnej dywidendy dla réznych modeli procesu ryzyka i
klas dywidend jest przedmiotem badan od przeszlo 60-ciu lat poczawszy od procesu z
czasem dyskretnym i dywidend barierowych ( De Finetti 1957, [16]). Najnowsze wyniki
badan, z okresu ostatnich kilkunastu lat, w przypadku czasu cigglego przedstawione s3 W
pracy Avrama, Palmowskiego i Pistoriusa (2015, [10]). Trzy gtéwne badane klasy proceséw
rezerw to klasyczny model Cramera — Lundberga, model dodatkowo zaburzony procesem
ruchu Browna, i w najogdlniejszej sytuacji proces Levy’ego. Proces ryzyka z dywidendg jest
réznicg procesu rezerw i procesu dywidendy. Poszukuje sie optymalnego procesu dywidendy
1 odpowiadajagcej mu funkcji wartosci, ktéry maksymalizuje funkcje zysku. W najprostszym
przypadku jest niag wartos¢ oczekiwana skumulowanej zdyskontowanej dywidendy
wyplacanej do momentu ruiny, czyli momentu spadku ponizej zera procesu rezerw
pomniejszonego o dywidend¢. W ogolniejszych przypadkach dodaje sie do POWYZszej
funkcji wyplaty funkcje kary Gerbera i Shiu oraz uwzglednia koszty za transakcje.

W cytowanej powyzej pracy Autorzy wyrézniaja dwa gtéwne sposoby badania optymalnych
rozwigzan - przy pomocy  lepkosciowych rozwigzan réwnai HJB oraz metody
probabilistyczne. W rozprawie zastosowano te ostatnie.

Cechg wspdlng powyzszych zagadnien optymalizacji jest brak sterowania, tzn. ze wyplata
dywidend nie zmienia procesu rezerw.

Problemy dywidendy badane w rozprawie sg istotnie rézne od probleméw rozwazanych
we wezesniejszych pracach ze wzgledu na wystgpowanie sterowania w procesie rezerw,
ktorym w rozprawie jest proces dywidendy:.

W pierwszym rozdziale (wprowadzenie) Autorka rozprawy przedstawia histori¢ badan
problem6w optymalnej dywidendy, strukturg pracy oraz usytuowanie wtasnych wynik6w w
tej obszernej problematyce.



W rozdziale drugim sformutowany jest problem dywidendy w modelu ubezpieczeniowym
oraz podane sg gtéwne wyniki dotyczace optymalnej dywidendy i funkcji wartodci. Rozdziat
trzeci poswigcony jest ich dowodom. Autorka przedstawia sterowany proces rezerw X% w
postaci
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Wysoko$é rezerwy X} w momencie t jest sumg kapitatu poczatkowego x i skumulowane;j
losowej sktadki (o intensywnosci bedacej funkcja p(-) od biezacych standéw procesu rezerw)
pomniejszong o lgczng wysokos¢ strat do momentu t (okre§long przez ztozony proces
Poissona) oraz wysoko$¢ wyptaconej dywidendy do momentu ¢ : L.

Dla danego procesu dywidendy L funkcja zysku v, (-) jest wartoscig oczekiwang zysku
obligatoriuszy rozumianego jako suma oczekiwanej skumulowanej zdyskontowanej
dywidendy do momentu ruiny T = inf{t > 0: X < 0} oraz funkcji kary Gerbera-Shiu:
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Celem decydenta jest znalezienie optymalnej dywidendy L* w klasie strategii dopuszczalnych
(m.in. nie doprowadzajacych bezposrednio do ruiny). Optymalny oczekiwany zysk okresla
funkcja wartosci v(-):

v(x) = sup v (x) =vp(x) 3)

LeMN(x)

Wiyniki nt. zagadnienia sterowania (1) - (3) (w wigkszosci opublikowane w pracy Marciniak i
Palmowskiego (2016,[28])) sa przedstawione w rozdziale 2 rozprawy, udowodnione w
rozdziale 3. Najwazniejsze wyniki, podane w podrozdziale 2.4, to twierdzenie 2.4.1 (tzw.
twierdzenie weryfikacyjne) oraz 4 twierdzenia i lemat dotyczace optymalnej strategii
barierowe;j.

W twierdzeniu weryfikacyjnym podane sg warunki dostateczne optymalnosci strategii
dopuszczalne] — wystarczy aby funkcja zysku byla absolutnie ciggla, zmajoryzowana
afinicznie i spetniata réwnanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana (HIB). Autorka przeprowadza
dowdd tego twierdzenia wraz wynikami pomocniczymi bardzo doktadnie (na 14 stronach )
w rozdziale 3. Zaczyna od wprowadzenia dwu waznych funkcji pomocniczych — funkcji kary
Gerbera 1 Shiu oraz funkcji W, o roli podobnej jaka odgrywa funkcja skali w problemie
dywidendy z nadwyzkg w postaci procesu Levy’ego (zwigzanej z momentami pierwszego
przekroczenia przez proces rezerw dwoch progéow: 0 i a > 0). W lemacie 2.3.5 znajduje
réwnania rézniczkowo - catkowe, ktore spelniajg te funkcje. Z kolei pozwalaja one otrzymaé
podstawowe wiasnosci funkcji wartosci oraz uzyska¢ zwigzane z nig nadmartyngaty,
odpowiednio, w lematach 3.2.1, 3.2.3 -3.2.5. Wlasciwy dowdd twierdzenia weryfikacyjnego
przeprowadzony jest w podrozdziale 3.2.1. W gléwnym twierdzeniu 3.2.9 Autorka rozprawy
pokazuje, ze funkcja wartosci jest najmniejsza funkcja z klasy sterowanych super - rozwigzan
réwnania HIB. Z kolei w samym dowodzie tw. 2.4.1 pokazuje, ze funkcja speliajgca jego
zatozenia (w szczegélnosci rownanie HIB) nalezy do klasy powyzszych super rozwiazan.
Dowody powyzsze sa zmudne, wymagaty dobrej znajomosci teorii martyngatéw i procesow
Markowa. Niektdre sg analogiczne do dowodéw wynikéw uzyskanych dla problemu
dywidendy z procesem nadwyzki w postaci procesu Levy’ego. Na przyklad dowod



twierdzenia 3.2.9 podobny jest do dowodu lematu 4.8 w pracy [10] (o czym Autorka
rozprawy wspomina).

W twierdzeniu 2.4.2 podana jest posta¢ funkcji zysku (2) dla strategii barierowej wyrazona
przez wspomniane funkcje pomocnicze. W dowodzie wykorzystuje sie definicje procesu
nadwyzki i dywidendy barierowej oraz wiasnosci tych funkcji uzyskane w lemacie 2.3.5.

W lemacie 2.4.3 Autorka rozprawy znajduje postaé optymalnej strategii barierowej w klasie
strategii barierowych. Okreslona ona jest przez wprowadzone funkcje pomocnicze. Z kolei w
twierdzeniu 2.4.4 uzyskuje warunek konieczny i dostateczny na to aby optymalna strategia
barierowa z lematu 2.4.3 byla strategia optymalna w klasie wszystkich strategii
dopuszczalnych. Z kolei twierdzenia 2.4.5 i 2.4.6 podajg warunki dostateczne optymalnosci
strategii barierowej, znacznie tatwiejsze do sprawdzenia niz te podane w twierdzeniu 2.4.4. W
tw. 2.4.5 jest to monotoniczno§¢ funkcji zwigzanej z funkcjami pomocniczymi, a w
twierdzeniu 2.4.6 wystarczy jedynie wypuklo$é gestosci rozkladu strat mndywidualnych w
procesie ryzyka, wklesto$é funkeji sktadki p oraz okre$lone afiniczne ograniczenie funkcji
kary.

W podrozdziale 2.5 znajdujg si¢ dwa przyklady probleméw dywidendy. Dla funkcji sktadki
liniowej lub okreslonej funkcji wymiernej oraz wysokosci strat indywidualnych majgcych
rozktady wykiadnicze wyznaczono numerycznie optymalne strategie barierowe.

Podrozdziat 2.6 poswigcony jest zmodyfikowanemu sterowanemu procesowi rezerw z
dokapitalizowaniem zapobiegajacym ruinie. Autorka modyfikuje réwnanie (1) dodajac po
prawej stronie proces dokapitalizowania sprowadzajacy stan procesu do zera w momencie
ruiny. W twierdzeniu 2.6.4 podaje wyniki dotyczace strategii barierowej, w szczegblnosci
postal zmodyfikowanej funkcji zysku réwnej oczekiwanej skumulowanej zdyskontowanej
dywidendzie pomniejszonej o wysoko$¢ zdyskontowanego dokapitalizowania. Szkic dowodu,
odwolujacy si¢ do dowodu postaci funkcji zysku strategii barierowej bez dokapitalizowania w
3.2.2, znajduje sie w 3.2.5.

Rozdziat 4 poswigcony jest problemowi optymalnej dywidendy w modelu dualnym do
ubezpieczeniowego. Autorka rozprawy zmienia sterowany proces nadwyzki (1) w taki
sposéb, ze przed ztozonym procesem Poissona w (1) wystepuje znak ,+” a przed catka znak
»~ - Oznacza to, ze firma ponosi wydatki w sposéb ciagly z uptywem czasu , natomiast zysk
otrzymuje W momentach skokéw procesu Poissona i jego skumulowana wysoko$¢ jest
ztozonym procesem Poissona. Funkcja zysku jest wartogé oczekiwana skumulowane;j
zdyskontowanej dywidendy (wzor (2), w ktérym w(-) = 0). Gléwne wyniki dla modelu
dualnego, sformutowane w podrozdziale 4.2 i dowiedzione w 4.5, zostaly opublikowane w
pracy Marciniak i Palmowskiego (2017,[29]). Sa to twierdzenie 4.2.1 (twierdzenie
weryfikacyjne), oraz twierdzenia 4.2.2 — 4.2.4 formutujace rézne zatozenia o funkcji kosztu p
oraz oczekiwanym jednostkowym zysku E(C,), zapewniajace istnienie (twierdzenie 4.2.3)
oraz optymalno$¢ odpowiedniej strategii barierowej w klasie strategii dopuszczalnych
(twierdzenia 4.2.4, 4.2.2). Z kolei w twierdzeniu 4.2.5 Autorka podaje zatozenia, przy
ktorych optymalna wezesniej, z twierdzenia 4.2.4, strategia barierowa nie jest optymalna. W
dowodach istotng rol¢ odgrywa dowiedziony najpierw lemat 4.1.1 podajacy rownanie, ktdre
spelnia funkcja zysku dla procesu nadwyzki z dywidendg barierowa, okreslone przez pelny
generator procesu nadwyzki z zerowym procesem dywidend.

W podrozdziale 4.4 wyznaczone sa numerycznie optymalne strategie barierowe w przypadku
zyskow o rozktadach wyktadniczych i gamma oraz kilku przyktadow funkcji kosztow.



Rozdziat 5 stanowi dodatek zawierajgcy fragmenty teorii prawdopodobienstwa, proceso6w
Markowa, martyngaléw, i twierdzenie 5.3.8 (wniosek ze wzoru Ito dla procesu rezerw w
modelu dualnym) wykorzystywane w rozprawie.

Uwagi krytyczne, watpliwosci.

Na tak

obszerng prace, napisang w dos¢ skondensowanej formie, jest stosunkowo nieduzo

usterek redakcyjnych, rachunkowych, czy tez niescisto$ci w przeprowadzanych dowodach.
Ponizej wymienione s3 niektére z nich:
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(8]

11.

12.
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14.

15.
16.

17.

W rozdziale 3 (str. 24) w dowodzie lematu 2.3.5 rozklad warunkowy wysokosci
szkody, ktora spowodowala ruing jest nieprawidlowo zapisany. Podana funkcja we
wzorze poprzedzajacym (3.2) nie jest dystrybuants.

Str. 24, linia 13: powinno wystapié 8,7.

Str. 26,: w ostatniej réwnosci powinno by¢ r*

Str. 27:  w nieréwnosci poprzedzajacej (3.13) pomylono argumenty funkcji W,.
Powinien by¢ iloraz W, (y)/W,(x).

Str. 29: we wzorze (3.20) po prawej stronie réwnosci powinna by¢ suma (a nie
roznica) dwu skladnikéw, ponadto pod catkg argumentem funkcji w jest —z a nie
X —Z

Str. 29 (ostatnia linia): podajac okreslenie rodziny zmiennych losowych filtrujacej w
gore pomylono zwroty nierdwnosci.

Niekonsekwentne uzywanie symbolu warunkowej wartosci oczekiwanej wzgledem o
— cial, np. na str. 30 we wzorze (3.22) oraz podczas dowodu lematu 3.2.3.

Str. 31, dowdd lematu 3.2.4, krokl (Step 1): po wzorze okre§lajgcym moment ruiny
T4, nalezato napisaé, ze nastgpna réwno$¢ ma miejsce P, —p.n. (,P, —a.s.),
anie,P—a.s.

Str. 32, linia 6: nalezy powola¢ si¢ na wzor (3.29) anie (3.34).

. Str. 35: na koncu dowodu Lematu 3.2.5 w wierszach pomiedzy wzorami (3.43) (3.45)

w kilku miejscach brakuje falek nad oznaczeniami strategii L, L2, L3.

Str. 36: idea dowodu twierdzenia 3.2.9 jest zaczerpnigta z dowodu lematu 4.8 w pracy
[10], a nie z lematu 5.5 pracy [10].

Str. 42: dowdd twierdzenia 2.4.6 przeprowadzono przy silniejszych zatozeniach w
stosunku do tych przyjetych w sformutowaniu twierdzenia (nie zatozono istnienia
pochodnych drugiego rzgdu funkcji gestosci strat i funkcji sktadki).

Str. 45 1 nastgpne: w rozdziale 4 w wielu miejscach brak jest falek w oznaczeniach
funkcji zysku, funkcji intensywnosci kosztéw i samych proceséw zwigzanych z
modelem dualnym. Np. w ostatnim zdaniu str. 45 zamiast ,,.. premium function v;...”
powinno wystapi¢ ,,... profit function 77 ...”.

Str. 53: po lewej stronie réwnosci (4.17) i (4.18) brakuje symbolu pochodnej. W
zdaniu poprzedzajacym (4.18) powinna by¢ prawostronna ciaglos¢ (pochodna), a nie
lewostronna cigglosé (pochodna).

Str. 53 i 54: stosujac twierdzenie 5.3.8 nalezy uwzgledni¢ poprawng jego forme.

Str. 57: w dowodzie twierdzenia 4.2.5 (nie lematu 4.2.5 jak napisano) brakuje
dokladniejszego wyjasnienia dlaczego moment wyjscia z ograniczonego przedziatu J
jest catkowalng zmienng losows.

Str. 63: po (5.1) powinno wystgpi¢ nie ,,contradiction”, ale ,,contraction”, w definicji
5.2.6 w przedostatniej linii usterka: ,,... process A...”



18. Str. 66: usterki redakcyjne (i rachunkowe) w sformutowaniu twierdzenia 5.3.8 (i
dowodzie). Na przyktad w (5.4) powinna by¢ " <" anie " =", funkcja wykladnicza
powinna by¢ pod catky a nie przed catkg.

Podsumowanie i konkluzja

Rozprawa zawiera wiele nowych i ciekawych wynikéw, w wigkszosci juz opublikowanych w
czasopismach o zasiegu migdzynarodowym. Nowy jest juz sam model procesu rezerw, w
ktérym proces skumulowanej dywidendy stanowi sterowanie. Problematyka pracy wpisuje
si¢ w nurt aktualnych badan w zakresie poszukiwania modeli i rozwigzan zadania optymalnej
dywidendy wyptacane] obligatoriuszom. Rozprawa jest bardzo obszerna. Stad tez nie udato
si¢ unikna¢ usterek natury technicznej, czy tez rachunkowej, zbyt skondensowanej czasami
formy dowodéw, ale w wigkszo$ci przeprowadzonych bardzo starannie i zwiezle. Autorka
wykazala bardzo dobrg znajomo$é rozleglej literatury przedmiotu rozprawy, podstaw teorii
procesow Markowa i martyngaléw. Rozwigzala problem moggcy mieé zastosowanie w
praktyce ubezpieczeniowe;j.

Po zapoznaniu si¢ z rozprawg doktorskg Pani mgr Ewy Marciniak stwierdzam, ze spehia

ona wszystkie wymagania stawiane przez ustawe rozprawom doktorskim. Wnosze zatem o
dopuszczenie Pani mgr Ewy Marciniak do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Elzbieta Ferenstein






