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dr. hab. Dominika Kwietniaka

Rozprawa bazuje w zasadzie na dwoch pracach opublikowanych (pozycie |13
i[45] w bibliografii rozprawy) oraz wynikach niepublikowanych {rozdziat 4}. Pra-
ce [43] i [45] sa wspélne z promotorem (jedna z nich réwnies z P. Oprochy). W
rozprawie wspomina sie tez wyniki z jednej pracy samodzielne] i jedne} pracy z
rownorzedng wspotautorka. Autorka deldaruje réwnomierny nd
kich cytowanych pracach wspotautorskich, Co prawda nie zala
nych odwiadczen wspolautordw, ale mimo o wkiad autorki w zaprezentowany
dorobek wofma uznad za istolny 1 wystarczajacy.

Rozprawa dotyezy kilku powiazanych ze soba tematdw. Watkiem, ktory spa-
Ja wszystkic te tematy jest zastosowanie dwéch pseudometryk: Bezikiowicza i
Feldmana~Katoks. Pseudometryki te w zasadzie odnosza sic do orbit w ustalo-
nym uktadzie dynamicznyin, ale mozna je rownics zdefi ad dla pseadoorbis
(de facto miedzy dowolnymi ciggami punktow z przestrzeni fazowej), jak réwnies
dla miar niezmienniczych (pierwsza z nich staje sic metryka, druga tylko zadaje
zbieznosé, w obu praypadkach zbicgnosé ta jost silnicjsza od s-slabej zbiczno-
sci miar). W czedel pracy wazng rolg odgrywaja pojecia specyfikacii i Sledzenia
psendoorbit {w kilku wersjach), pojecic miar lugno kroneckerowskich, 1 minry
krolewskie. Definicje wszysikich tych pojec sa pravioczone i krétko oméwione
w pilerwszym rozdziale pracy, dodatkowe informacje znajduja sie na poczalku
kaidego 7 dalszych rozduiatéw. W ostatnim rozdziale pojawiajy sie pojecia z
dynamiki gltadkiej (dyleomorfizmow na rozmaitodeiach), takie jak wykladniki
Lapunowa, czy miary (nie)hiperboliczne, jednal to, co autorka w tym rozdziale
wnosi nowego, nie wymaga manipulowania tymi pojeciami (w tych kwestiach
wystarczajy odwolania do faktow z istniejocej literatury).
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Oméwie teraz po krotce gléwne wyniki rozprawy. W rozdziale 2 najwag-
niejsze wydaje sig byé wykazanie (przy pomocy pseudometryki Bezikowicza), ze
jesli uklad ma relatywny (tzn. wzgledem pewnego faktora okresowego) whasnodé
asymptotycznego Sledzenia w érednie], to kazdy niepusty zwarty i spoiny zhior
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miar niezmienniczych pokrywa sie ze zbiovem miar quasi-generowanych przez
jakag orbite. ¥ zegoinoscl kazda miara nlezmiennicza ma punkt generyczny.
Jednak wynik ten w duze] mierze zawdzieczamy Sigmundowi (lata 70-te}, kiory
wykazal istoienie asymptotyeznei pseudoorbity w Sredniej, kidra quasi-generuje
zadany zhior miar. W rozprawie wykorzystano wlasnoéé sledzenia w sredniej do
zastapicnia powyzsze] psendoorbity orbita. Tak wice krok dzielacy omawiany
rezultat od wyniku Sigmunda jest stosunkowo niewielki. W rozprawie nie wi-
da¢ na praviiad, w jaki sposob ingeruie spoinogé modelowanego zbioru miar -
aby sie fego dowiedzied, nalezaloby prrzeczytad cytowang prace Siginunda. Jed-
nak znaczenie omawianego rezultatu z doktoratu zostaje wzmocnione kolejuym
twierdzeniern zawartym w rozprawie {niezaleznyin od zastosowan pseudoraetry-
ki Bezikowicza) mowiacym, ze slaba wlasnodé specyfikacji implikuje wiasnosé
asymptotycznego Sledzenia w drednie]. Zatem uklady ze slaba wlasnoécia specy-
fikacji speiniaja teze poprzedniego twierdzenia (i np. kazda miara niezmiennicza
ma punkt ceneryczny). a to jest juz wynik zauwazalny. Nie zostal on w tej ogdl-
odkryty ani przez Sigmunda, ani przez Dateyame, mimo 2e napissli ond
po kilka prac na temab punkiéw genervesnych w ukladach ze specyfikacia.

Znacznie ciekawsze wydaja sie zastosowania {stabsze] od pseudometryki Be-

W

zikowicza) pseudometryki Feldmana-Katoka, ktére wypelniajg najobszerniej-

szy rozdzial 3 rozprawy. Mamy tu do czynienia zardéwnoe ze zbieznoscig orbit
{tub pseudoorbit} jak i z odpowieduic indukowana zbieznodely miar niezimien-
niczyeh (eo do klérel nie wiadomo, ezy odpowiada ona jakiejs pseudometryee)
Z clekawych faktow wykazano miedzy hunymi zupelmodé zbioru quasi-orbii oraz
{odpowiednio rozumiang) zupelnosé zbiorw miar nleznienniczych. 1 — co cle-
kawsze — domknietosd zbioru miar ergodycznych. Nie znalaztem informacii o
jedrnoznacznaodel granicy clagu miar, ale ta wydaje sie byé na tyle oczywista, ze
przemilczenie to mozna uznaé za wyhaczalue.

slejny wynik mowi o delnej péiciagloscl entropii wzgledem zbieznoscel Feld-
nbolicznych, wobece gornej pol-

mana-Katoka miar ergodyernych. W ukladach
cigglodel entropit wegledem stabszej zbiesmodel x-slabe], dostajemy ciaglogé. Nie
zualazlem komentarza na temat koniccznodet zalodenia ergodycznodel.
Nastepny, godny odnotowania wynik dotvezy miar (ukladdw miarowych)
Inzno kroneckerowskich. Miary te zostaly wprowadzone przez M. Rainer 1 ba-
dane m. in. przez A. Katoka. Sa to miary réwnowazne w sensie Kakutaniego
z miarami ergodyeznymi o widmie dyskretnym (czyli w pewnym sensie leza po
przeciwnyin biegunie wzgledein miar lugno Bernoullowskich). Rezultai, o kud-
rym chee teraz wspommnieé, mowi, 2e kaZda granica miar okresowych, o ile sama
ple jest okresowa, jest miara luzno kroveckerowsks. Ten bardzo interesujgcy
wynik az sie prosi o komentarz na temat implikacii odwrotnej. Szkoda, ze ta-
kiego komentarza brak w rozprawie. Brak tez komeniarza na temat tego, czy
miara luzno kroneckerowska mogze mie¢ widimo inne niz dvskretne (nalezy sie
domyélaé, ze tak, inaczej klasa ta trywializowalaby sie). Co prawda réwnowaz-
nosé Nakutaniego jest daleka od izomorfizuu {cxy chocby stabszego izomorfizinu
jednak mozna pomysled, ze dla uktadéw z widmem dyskreinym
d, ze izomorfizm spekiraluy » uktadem o wid-

spekiralnego),
jest inacse] {(w
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mie dyskretnym juz inplikuje izomorfizm). Warto byloby wspomnieé cos na ten
temat choéby we wstepie.

Kolejuy temat to tzw. miary krélewskie. Miary te zostaly wprowadzone pra
Gorodeckiego 1 Iljaszenke w kontekécie dyvfeomorfizméw na rommaeitogciach i zo-
staly wykorzystane do wykazania istnienia miar nichiperbolicznych dle otwar-
tego zbioru dyfeomorfizinéw tréjwymiarowego torusa (Klepeyn i Nalski, 2007).
Jednak w rozprawie dof’mie'a zostata rozszerzona na uklady na dowolnych prae-
strzeniach zwartych. Sg to granice wzgledein zbienodcl x-stabe] ciagow wmiar
okresowych .s,pe.%nla.(;@(,.y(,..h dodatkowe zalogenia o aproksyroacii wzajemnej. Py-
tanie o enlropig miar krélewskich pozostawalo otwarte od czasn ich wprowadze-
nia. Dzigki wynikom z omawianego rozdziatn dowiadujemy sie, ze wiary kro-
lewskie sa granicami miar okresowych wzgledem zbieznosci I 1dma11a—hamka
& zatern 33 one luino kroneckerowskie, w szczegdlnosei sy ergodvezne i maja
entropig zerowa. Opisano rowniez nosnik takie] miary jake granice (w metryce
Hausdorffa) nognikéw powyzszych miar okresowych.

Wreszcie dochodzimy do rozdzialu 4. Poswigcony jest on konstrukeji otwar-
tego zbioru dyfeomorfizmdw rozmaitosci wymiaru co najumicj 3 (jednak nie kaz-
dej, rozmaitosé wystepuje pod kwantyfikatorem szezegbdlnym), z ktérveh kazdy
posiada miarg nichiperbolicang o dodatnicj entropii i peluym nogniku. Jest to
rozwigzanie problemu postawionego przez Bochiego, Bonattiego 1 Diaza (rok
2016). Autorzy ci pobrafili skonstruowaé miary niehiperboliczne o dodat niej en-
tropii, ale bez koutroli nosnikow, b wiary o pelnyin nosuiku, ale bes kontroli
entropil. Co prawda problem ten zostal pozytywnie rozstrzygniety rok pésniej
przez Bouattiego, Dinza 1 Kwietniaka, jednak nicco innyini metodami. W roz-
prawie, stosujac (w nieco ukryty sposob) zbieznodé Feldmana-Katoka wykazano
wreez, ze miary o pehaym nogniku uzyskane przez Bochiego, Bonattiego 1 Diaza
majg dodatnig entropie. W tym celu dowodzi sie twierdzenia o cigglodei entropii
wzgledem pseudometryki Feldmana-Kaloka w pelnym uktadzie symbolicenyin.
Twierdzenie to roini sie od p()dui)neuo twierdzenia z rozdzialu 3 brakiem zaloze-
nia o ergodycznosdel. i 3 zalogenie o ergodyczno-
écl, praynajmnicj w puvpad‘m ukladow symbolicznych, mozna opuéeié. Nicco
dziwi brak komentarza w tej sprawie. Rozdziat konczy dosyé skomplikowany
argmnent wykazujacy, ze nichiperboliczne miary z pracy Bochiego, Bonattiogo i
Diaza sa granicami w sensie Feldmana-Katoka pewnych miar o entropii oddzie-
lonej od zerva. Wobec ciaglogei entropil, daje Lo dodalnia entropie granicznych
miar niehiperbolicznych.

e, %e worozdzia

tywnie, Roz-

zne] zawariodel rozprawy jest bardso po;

veh (bad

Moja ocena merytory
wigzano kitka probleméw otws

# przedstawiono niezalezne rozwigzania
probleméw do niedawna otwartych) stawianych przez innych antordw bedacych
autorytetami w dziedzinie ukladéw dynamicznych. Autorka wykazala sie kre-
atywnoscig i dobrym opanowaniem warsziatu matematycznego, posiada szeroks

wiedzg na temat rognych pojed 1 whasnosel badacyeh przedmiotem zainteresowa-
nia wielu wspélezesnych badaczy. Poirall wigzaé metody pochodzace z véznyeh
poddziedzin teoril uktadéw dynamicznych (i wie tylko) wprowadzad nowe u
teczne pojecia | wypracowywaé wlasne techniki dowodzenia. Lektura rozprawy
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egoinie dobraze uzmystawia przyvdatnodd i dobre wilasnogel, by¢ moze nie-
pseudometryki Feldmana-Katoks. Wkiad rozprawy do stanu
Jaco

co niedocenianej,
zbadania pewnych aspeklow ukladow d.),'nmm(:zuych uwazarn za wystarcs
boga

v na miarve doktoratu.

Strena merytoryczna pracy nie jest jednak wolna od pewnych niedociagniet.
Nie rzutuja one na wartodé przedstawionego dorobku, ale byé moze niekidre
aspekly mozna bylo opracowad nieco lepiej. Pewne rozumowania | rachunki wy-
dajy sie przesadnie techniczne. Sa przy tym nieprayjemnie suche”, tzn. pozba-
wione szkicu idel, co powoduje, 2e czyta sie je od linijki de linijki, & dopiero pod
koniec czytelnik dowiaduje sie, do ezego shugy poszezegdlne wyliczenia. Wiedy
czesto okazuje sig, ze idea nie jest az lak zawila 1 odnosi sie wrazenie, 2e dane
rozurnowanie mozna préhowaé uprodcié. W oinnych przypadkach z kolei braku-
je komentarzy dotyezacych nasmvajqcvch sie natychmiast pytan (o istotnogé
ratozett, o odwracenie inplikaci, itp.). Ponige] prevtaczam konkreine uwagi po-
wyzszych dwoeh rodzajéw oraz pewne uwagi dotyczace strony redakeyine], jakie
nasuncly mi sie podezas lektury rozprawy (niektére z nich jug zasygnalizowa-
tem, niemnie] jednak teraz je powtdrze). Uwagl te uzupelniaim o nasuwajace sie
pytania.

Rozdzial 1. Miary luzno kroneckerowskie sa wprowadzone we wstepie przy
pomocy rownowaznodel Kakutaniego. W rozdziale 1.16, pomimo Ze jest
on zatytutowany Roéwnowainedd I& “kut(m} o podana jest zupelnie inna

. : ; el réwnowaznodei. Brak
jest informacii o rownow odcl t\(h definicji 2 oryginalna. Co wiece], w
rozdziale tym nie ma zadnych innych odnodnikdow do réwnowainodci Ka-
kutaniego, tak wiec tytul rozdzialu wydaje sie mato adekwatny. Ponadto
{0 ezym juz pisalem) brak jest komentarza, czy miary hgno kroneckerow-
skie moga mie¢ widmo inune niz dyskretne. Pominieto milczeniem natural-
ne pvlzm‘ czy ka 'Ia wilara lugno kroneckerowska jest granica w sensie

L

e Rozdzial 2.2. Nie jest dla muie jasne. czy bijekcja w definici kontrolowane]
odleglogcl ma by¢ rosnaca. W przykiadzie 2.10 punkt {c) jest bledny. Duza
gérnn gestos¢ Banacha nie gwarantuje kontrolowanej odleglodei. Dolna ~
tak.

o Rowndzial 2.3. Czy znane sa preyvklady orbit, dla kidrveh zbior guasi-
generowanych miar niezmiennicrych nie jest spojny? Jegli nie, to moze
twierdzenie 2.16 jest (w odpowiednich ukladach) charakieryzacio zbiordw

o Rozdzial 3.1. Definicia 3,11 powinna poprzedzad zdanie, ktére nastepuje
po definicji 3.4 § uwage ¢

o Rozdzial 3.3. 7=b'1«‘ﬂi"no<:(" Feldmana-Katoka miar definiuje sie przy pomocy
quasi-orbit. Jes gdyz do te] pory w rozprawie mowa
byiao asvmpwﬂ CENYC h pseud.oorbll ach w §redniei. Mdawi sie co prawda, ze




la quasi-orbita jest asymplotyezng psendoorbity w sredniej, ale uie jest
jasne dlaczego do definiowania zbieznodei Feldmana-Katoka trzeba uzywad
tych specjalnych psendoorbit. Zwlaszeza, Ze sprawe zalatwi j

aby (na maoje
wyezucie prawdziwa) obserwacja, Ze kadda asyiptotyczna psendoorbita w
Sredniej jest w sensie Bezikowicza {a wige i Teldmana—Katoka} réwnowazna
pewne] quasi-orbicie. MoZna by wiedy obvé si¢ bez odwolania do quasi-
orbil. To definicji 3.29 powinno pojawié sie zdanie o tym, ze zhiefnosé

jednoznacznoéé granicy.

» Rozdzial 3.4. Definicja 3.38 jest formalnie rzecz biorae zbednym powté-
rzeniem definicii 3.29.

¢ Rozdzial 3.5 nasuwa nastepujace naturalne pytanie: cay rozklad ergodyvez-
ny {jako miara na zbiorze miar niczmienniczych) zachowuje sie w sposob
ciagly wzgledem sbiednodel Feldmana~Katoka. Na moje wyczucie powinno
tak by¢, a zbieznosé miar ergodycznych do miary ergodycznej bylaby tego
praypadkiem szezegdlnym.

o Rozdzial 3.6. Cay w twierdzeniu 3.44 zalosenie ergodyeznoset jesi napraw-
de konieczne? Twierdzenie 4.11 sugernje (a moze nawet implikuje), ze —
przynajmnie] w przypadka symbolicznym — nie jest.

o Powtérka uwagl o tytule rozdziatu. Rozdzial 3.8 jest moim zdaniem za-
tytutowany mylgeo. Nie ma w nim stowa o réwnowaznosc Kakutaniego.
Nawet jej zastosowanie do definiowania miar luzno kroneckerowskich zo-
stalo wyeliminowane poprzez stosowanic kryterinm Katoka.

» Rozdzial 4.1. Lemat 4.6 jest dobrze znany, dowod mozna émialo pominaé.
Lewat 4.8 jest nicmal trywialuy. Natomiast twierdzenic 4.10 w zacyio-
wanej postaci jest falszywe, Wystarczy w pelnym ukiadzie symbolicznym
nad {0,1} za A wziaé cylinder zera. Prawdziwa nalomiast jest nierdéwnic

. cowanie z prawe] strony przez h(Tq, gea, P) plus czynnik kiéry

zmierza do zera wraz z miara dopeliienia A (i to wystarezy w dowodzie

twierdzenia 4.11). Mam ogtlue wrazenie, ge caly dowod twierdzenia 4.11

mogna istotnie uprosei¢ (z niemal 8 stron do okolo 1, maksymalnie 2).

Szezegotowe sugestie prackaze bezpodrednio autorce.

o Rozdzial 4.2, Mam réwnies sugestic co do mozliwoda znacziego skrdcenia
dowodu Lematu 4.18, choé idea pozostawaltaby ta sama. W twierdzeniu
4.17 ciag (kp) jest catkowicie zbeduy {(mogna w jego miejsce przyjac ciag
zer). Ponadto w péiniejszyin zastosowaniu ciag (@) jest staly, a ciag
stow (s,,) jest ciagiem prefiksdw jednego stowa nieskotczonego. M ;
te drobue vogdlnienia w lemacie, kidre nie s pofnic] slosowane, nie

S8

a7 tak wartodciowe, aby dla nich dodatkowo komplikowaé i tak juz zawile

rozZumowanio.

2¢] drobuych niedoskonalo$ci ustury mery-
cpitje spora liczha literowek.

Opréez wamiankowanych powy
toryezne] {i czeSciowo redakeyjnei) w pracy wyst




(zes¢ 2 nich Ltkwi w tekcie t le nie utrudniaja zbytnio czytania, jednak kilka
krvje sie we wrzorach i te powoduja, 7e czasem tredé matematyczna staje sie
wreez niezrozumiala. Prayzuam sie, ze w irakeie lektury kilkakrotnie musialem
kontaktowaé sie z autorka, aby upewnila mnie, czy dobrze odgaduje, co i jak
nalezy poprawic. W recenzji pomine liste literéwek, przekaze je bezpodrednio au-
torce. Mam nadzicje, 2e prayvezyni sie to do poprawy jakoscl przygotowywanvch
przez nig w przyszlodcel publikacl.

Jak jus wspomnialem, powyzsze uchybienia nie rzulujs na zawartosé mery-
torvezng cate] pracy. Sa one, w mojej opinii, catkowicie dopuszczalne na etapie
pisania rozprawy doktorskiei 1 jestem przekonany, je autorka bedzie nadal do-
skonali¢ swé] warsztat 1 umicjetnodel redakeyjne.

Wspomne jeszeze, ze Martha Lacka {(Ubik) ma na swoim koncie 5 publika-
cji, & dwa dalsze preprinty oczeknja na recenzje. Czyli, jak latwo wywniosko-
wacd, oprocz wynikow prexentowanych w rozprawic posiada ona réwniez dorobek
nicobjety doktoratem. Ponadto jest wspélautorka 5 artykulow o charakberze
przegladowym lub populsrno-naukowym. Jako studentka byla lavreatls Dia-
mentowego Grantu, a jako doktorantka - grantu Preludium. Brala udziat w
licznych konferencjach, w tym miedzyvnarodowych, na ktéryvch niejednokrotnic
prezentowala swoje wyniki. Tak wiec jej aktywnosé navkowa jest bardziej niz
zadawalajaca. W Srodowisku badaczy ukladéw dynamicznych jest osoby znang.

m, Ze pre viona praca spelnia w :
zwyezajowe stawiane rozprawom dokiorskim, a je} antorka reprezentuje poziom
nauko atkowicle uzasadniajacy nznanie jej za dobra kandydatke na doktora
nauk matematycznych. W zwiazka z tym deklaruje, iz popleram spodziewany
wuiosek o dopuszezenie Marthy Lackie] (Ubik) do dalszych etapdw przewodu
doktorskiego.

Podsumowujac, uws
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Tomasz Downarowicz
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