RECENZJA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ
MGR MARTHY LACKIEJ

ANNA ZDUNIK

1. OGOLNE OMOWIENIE ROZPRAWY

Rozprawa doktorska pani mgr Marthy Lackiej jest spojunym zapisem szeregu
wynikéw, z ktérych wiekszoéé jest juz opublikowana badz jest dostepna w for-
mie preprintow. Czes¢ wynikéw zostata otrzymana we wspolpracy z D. Kwiet-
niakiem (promotorem omawianej pracy doktorskiej), P. Oprocha, M. Straszak.
Czgs¢, (w tym nieopublikowane jeszcze wyniki rozdziatu 4.2) pochodzi za$ z
prac bez wspoltautoréw.

Glownym watkiem rozprawy jest zbadanie i zastosowanie nowego rodzaju
dynamicznie generowanej pseudometryki (Feldmana -Katoka), i okreslonej w
jezyku tej pseudometryki zbieznogci w przestrzeni miar niezmienniczych dla
danego uktadu dynamicznego. To narzedzie (miedzy innymi) postuzyto do uzy-
skania kilku istotnych rezultatow, ktore opisuje i komentuje ponizej.

2. OMOWIENIE ZAWARTOSCI ROZPRAWY. UWAGL

2.1. Rozdzial 1. Obszerny rozdzial 1 jest poswiecony wprowadzeniu narzedzi
0 poje¢, ktoére sa uzywane w dalszej czeéci pracy. Moja uwage zwrécily tu
m.in. ciekawe (i pochodzace z publikacji Autorki ze wspolautorami) pojecie
asymptotyczne] pseudoorbity w $redniej i asymptotycznego sledzenia w §rednie;j.

Autorka wprowadza tez w tym rozdziale m.in. pojecie uktadu luzno kro-
neckerowskiego 1 przywoluje (malo znane) skuteczne kryterium sprawdzania tej
wtasnosci, pochodzace od A. Katoka.

Uwagi do rozdziatu 1. Tu drobna uwaga czytelnika: poje¢ i oznaczen jest
bardzo duzo. W dalszej lekturze czytelnik, natrafajac na oznaczenie - cofa sie
do pierwszego rozdziatu i, po przejrzeniu kilkunastu stron- w koricu znajduje
objasnienie tego pojecia. Latwiej czytaloby sig prace, gdyby Autorka (nawet
kosztem pewnego wydtuzenia plerwszego rozdzialu) nadata wiecej etykiet (nu-

nmerow) kolejuym pojeciom i definicjom, i potem sie do tych etykiet odwolywala
w tekscie.
Definicja 1.6: nie wyjasniono ze chodzi o rzutowania na poszczegbdlne wspol-
rzedne, czyli o miary brzegowe.
1
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W definicji 1.7 zabraklo wyjasnienia ze f jest rzeczywiscie metryka (a nie
pseudometryka).

2.2. Rozdzial 2.

Rozdzial 2 rozprawy opiera si¢ prawie w calosci na publikacji Autorki wspol-
nej z D. Kwietniakiem i P.Oprochg (pozycja [45] w spisie literatury).

Wprowadza sig pseudometryke (pseudometryke Besicovitcha) Dp na prze-
strzeni nieskoniczonych ciagéw o elementach w X i réwnowazna jej, nieco inaczej
zdefiniowang pseudometryke D’;. Stuza one do zdefiniowania naturalnej, i za-
lezacej od dynamiki, pseudometryki (a whasciwie- znowu dwéch pseudometryk)
na X: aby zmierzy¢ (pseudo)odleglosé dwoch punktéw, mierzymy (pseudo) od-
legloéé Besicovitcha ich orbit pod dzialaniem uktadu dynamicznego T.

Twierdzenie 2.6 w pracy, nalezace, jak pisze Autorka, do folkloru, pozwala
sprowadzi¢ wyznaczanie warto$¢ pseudoodleglosci Dp miedzy punktami z, 2’ na
przestrzeni dynamicznej X do wyznaczania supremum wartosci pseudometryki
Dp w R™ na ciagach wartosci funkeji probnych f wzdiuz trajektorii odpowied-
nio 7 i z’. Klasa funkeji probnych F spetia naturalne warunki réwnocigglosci
1 rozdzielania punktow przez funkcje postaci f o T7, f € F.

Latwe w dowodzie ale wazne Twierdzenie 2.12 wyraza regularnosé przypo-
rzadkowania punktowi @ € X zbior ©(z). Jest to zbiér punktow skupienia
Srecnich delt Diraca wzdtuz trajektorii punkut z, a zatem - podzbiér zbioru
miar niezmmienniczych dla T, czyli zwarty podzbior przestrzeni miar probabili-
stycznych na X. Slaba -* topologia w M(.X) jest metryzowalna; mozna wicc
mowi¢ o metryce Hausdorfta w przestrzeni jej zwartych podzbioréw.

Twierdzenie 2.12 orzeka ze przyporzadkowanie z +— w(z) jest ciagte, jesli w
X rozpatrujemy dynanicznie zdefiniowans pseudometryke Besicovitcha Dp, zag
w M(X)- opisana powyzej metryke Hausdorffa.

Krotki podrozdzial 2.3 poswiecony jest wykazaniu ze (do$¢ oczekiwana) wla-
snosc: kazda miare niezmiennicza ma punkt generyczny - jest implikowana przez
(do$¢ naturalna, cho¢ zawile sie definiujaca) relotywng wlasno$é asymptotycz-
nego Sledzenia w Sredniej. (Faktycznie, Twierdzenie 2.16 sformulowane w pracy
mowi nieco wiecej.)

Kolejny podrozdziat 2.4 wskazuje, miedzy innymi na dalsze mozliwe zasto-
sowania powyzszego twierdzenia. Autorka bada zwiazki miedzy wiasnoscig
asymplotycznego Sledzenia w $redniej i stabej specyfikacji. Dowodzi, ze dla su-
riektywnego ukltadu dynamicznego na zwartej przestrzeni metrycznej ze slabej
specyfikacji wynika asymptotyczne $ledzenie w sredniej (Twierdzenie 2.23). W
szczegdlnodei, wynika stad, ze relatywna wlasnogé stabej specyfikacji implikuje
relatywng wlasnosé sledzenia w $redniej, a wige - rowniez teze Twierdzenia 2.16.
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Starannie zapisany dowod zostal zredagowany na potrzeby rozprawy: w pu-
blikacji Autorki ze wspotautorami [45] jest zamieszczony tylko szkic.

Podoba mi sig starannie opisany i pomystowy przyklad 2.25, pokazujacy ze
zalozenie wlasnos¢ relatywnego asymptotycznego $ledzenia w éredniej jest na-
prawde stabsze od zalozenia wlasnosci asymptotycznego §ledzenia w §redniej.

Uwagi do rozdziatu 2. Drobna uwaga: w kilku miejscach rozdziatu Autorka
powoluje si¢ na Lemat 2.2, podczas gdy chodzi o Twierdzenie 2.2.

Na poczatku dowodu Twierdzenia 2.6 rodzine rozdzielajaca punkty postaci
foT?, f € F zastepuje sie jej prezeliczalna podrodzina, powolujac sie, bez
wystarczajacego wyjasnienia, na zwarto$¢ przestrzeni.

Koncowka dowodu twierdzenia 2.6 (poczawszy od akapitu: "Rozumowanie z
dowodu lematu 2.2..."jest nieco zbyt skrotowa, i wymaga od czytelnika dopisania
brakujacych argumentow.

Przykiad 2.10 odwotuje sie bez podania odsytaczy do niezdefiniowanych weze-
sniej 1 mato znanych poje¢ gérnej gestosci logarytmicznej, gérnej gestosci Ba-
nacha i goérnej gestosci Schnirelmanna.

Pytanie: czy Wniosku 2.13 nie da si¢ wyprowadzi¢ bezposérednio z definicji
pseudometryki Dpg?

Dowod Twierdzenia 2.16 jest napisany w niewystarczajaco szczegdltowy spo-
sob. Po pierwsze (drobiazg) referencja, oznaczona [?] to zapewne pozycja [71]?
Poza tym, nalezalo wyjasni¢ jak z dowodu przedstawionego przez Sigmunda
ma wynika¢ ze znaleziona przez niego asymptotyczna pseudoorbita w Sredniej
Jest zadanej postaci, ktora pozwala ostatecznie (uzywajac wlasnosci relatywnego
asymptotycznego Sledzenia w redniej) wywnioskowaé istnienie punktu generycz-
1nego.

Nie do korica rozumiem Wniosek 2.24. Jak mi sie wydaje, Autorka ma na
mysli nastgpujacy ciag rozumowan: z relatywnej wlasnosci specyfikacji wynika
relatywna wlasnos$é¢ Sledzenia w Sredniej. Patrzymy nastepnie na twierdzenie
2.16, a raczej na jego dowodd, ktory rozpoczyna sie odwolaniem do pracy Sig-
munda. Jesli V' jest takie jak w twierdzeniu to istnieje asymptotyczna pseudo-
orbita w sredniej, dla ktorej &(z)) = V. A stad, i z wlasnoéci asymptotycznego
sledzenia w Sredniej- istnieje rowniez punkt x taki ze &(z) = &(2).

Jak ma wyglada¢ to rozumowanie gdy zaczynamy od asymptotycznej pseu-
doorbity 27

2.3. Rozdzial 3.

Rozdzial 3. pracy poswigcony jest zbadaniu wlasnosci dynamicznie genero-
wanej pseudometryki Feldmana- Katoka. Autorka przedstawis kolejne kroki,
budowane] wiclostopniowo definicji i wyjasnia zwiazek tej metryki z wczesniej
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wprowadzona metryka f w przypadku gdy X = A%, gdzie A jest skonczonym
alfabetem.

Wreszcie- w Lemacie 3.15 sprawdza, ze F g jest rzeczywiscie pseudometryks.

Nietrudne w dowodzie Twierdzenie 3.19 pokazuje zaleznosé miedzy pseudome-
trvka Fi 1 wezedniej zdefiniowanymi pseudometrykami Besicovitcha Dgi Dy,
co pozwala wyciagnaé wniosek ze ze zbieznosci wzgledem Dp wynika zbieznogé
wzgledem Fl.

Whiosek 3.24 razem z Wnioskiem 3.26 prowadza, tatwo do waznej obserwacji:
dla kazdej asymptotycznej pseudoorbity w éredniej z zbiér w(z) sktada sig z
miar niezmienniczych.

W tym rozdziale Autorka wprowadza definicje nowego rodzaju zbieznoéci na
przestrzeni Mrp(X), ktora jest narzedziem dla kolejnych wynikéw. Definicja
(Def. 3.29) uzywa pseudometryki Feldmana- Katoka. Zhieznosé jest zadana
przez podanie (dos¢ zawitego) warunku na zbieznosé ciagu, wyrazonego w jezyku
ciagu generycznych quasiorbit dla badanego ciggu miar i quasiorbity generycznej
dla miary graniczne;j.

Interesujace Twierdzenie 3.31 wyraza wlasnosé zupetnosci (a raczej: wla-
snoSci analogicznej do zupetnosci) pseudometryki F g obcietej do przestrzeni
quasiorbit.

Z tym twierdzeniem wiaze si¢ ciekawe pytanie sformulowane przez Autorke
jako komentarz: czy pseudometryka Fy na X (czyli: w przestrzeni orbit, a nie
quasiorbit) jest zupela?

W tym miejscu znéw wlasnosé asymptotycznego $ledzenia w Sredniej jest
odpowiednia dla stwierdzenia, wlasciwie wprost z definicji, ze dla uktadéw =z ta
wlasnoécia metryka Fx jest zupeina na X.

Twierdzenie 3.36 mowi o zwiazku nowej topologii ze staba —* topologia. Wy-
nika z niego m.in. Ze ze zhieznoéci ciagu miar wzgledem Fx wynika slaba -*
zbieznosé.

Glowny wynik tej czesci pracy to (naturalne w sformutowaniu, ale nielatwe w
dowodzie) twierdzenie 3.43 mowiace ze granica ciggu miar ergodycznych zbiez-
nego wedtug pseudometryki Fx jest ergodyczna. Dla zbadania ergodycznosci
Autorka wykorzystuje wersje klasycznego twierdzenia Oxtoby’ego, ktore wyzna-
cza warunki konieczne i wystarczajace na ergodyczno$é miary dla ktérego dana
trajektoria jest generyczna. Warunek jest wyrazony w jezyku tej trajektorii.
Autorzy rozszerzaja to kryterium na przypadek quasitrajektorii.

W tym twierdzeniu (w sformutowaniu) jest pewne zamieszanie, bo zalozenie
speliania warunku Cauch’ego przez ciagg miar wzgledem F g nie ma sensu (ma
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za to sens zalozenie méwiace ze odpowiedni ciag quasiorbit spelnia warunek
Cauchy’ego, i o to zapewne chodzito Autorce).

W subtelnym dowodzie twierdzenia o ergodycznosci miary granicznej podobal
mi sie zwlaszcza Lemat 3.42.

Najwazniejszy zapewne wynik tego rozdziatu to Twierdzenie 3.44. Teza jest
bardzo ogoélna: gdy ciag miar zbiega w sensie I';- do miary granicznej, entropia
zachowuje sig w sposob dolnie potciagty. To wazne ogdlne twierdzenie jest uzu-
pelnione dobrym komentarzem o tym kiedy mamy gorng polciaglosé i prostym
przyktadem pokazujacym ze w ogélnym przypadku - nie ma ciaglosci.

Dow6d opiera sig na naturalnie skonstruowanym, ale nietatwym Lemacie 3.45.
Majac rozbicie borelowskie zastepujemy je bliskim rozbiciem na, zbiory zwarte
dobrze aproksymujace z dolu elementy pokrycia i reszte. Uzywajac kodowania
przy pomocy tego rozbicia, otrzymujemy miary p/, i 4’ na przestrzeni nieskori-
czonych ciagéw o skoriczonym alfabecie. Tutaj jednak mamy juz (twierdzenie
1.10 ze wstepnego rozdziatu) jednostajnie ciagla zaleznosé entropii od metryki
wzgledem metryki f.

Caly zapis dowodu Twierdzenia 3.44 i gléwnego lematu 3.45 bardzo mi sig
podobal.

Twierdzenie 3.48 (nie publikowane dotad) formutuje odpowied? na naturalne
pytanie: jak wyglada nosnik miary ktora jest granica ciagu miar skupionych
na punktach okresowych, spelniajacego warunek Cauchy’ego w sensie Fg. Jak
mozna sie spodziewaé, przy natozeniu odpowiednich warunkow rachunkowych,
nosnikiem miary granicznej jest Lim top supppy,.

Kolejny wazny rezultat tego rozdziatu to Twierdzenie 3.51, zawlierajacy dowod
nastepujacego twierdzenia: granica miar okresowych w sensie topologii F jest
luzno kroneckerowska.

Podoba mi sig Lemat 3.53, ktory zwraca uwage na subtelnogé definicji me-
tryki f na miarach niezmienniczych na przestrzeni symbolicznej (wyrazajace]
si¢ przez pseudometryki metryki 7”,7, f w przestrzeni symbolicznej). Lemat
ten rozumiem jako dopetnienie Lematu 1.8 sformutowanego we Wstepie pracy.

Dowéd luznej kroneckerowskosci opiera si¢ na zastosowaniu, oprécz powyz-
szego lematu, 1 wezesniejszego Lematu 3.45, kryterium Katoka oraz ciekawego
(i nieoczywistego) lematu pochodzacego z pracy Ornsteina, Rudolpha i Weissa
(Lemat 1.8 we wstepie pracy), ktory wskazuje 7e dla szacowania z gory odlegto-
Sci f miedzy miarami wystarczy znalezé dwa punkty generyczne dla tych miar,
i oszacowaé z gory odlegtosé f miedzy nimi.

Ostatni podrozdziat rozdziatu 3 odpowiada na otwarte pytanie dotyczace en-
tropil miar krdlewskich, skonstruowanych i uzywanych w pracach Gorodeckiego
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Iljaszenki, Klepcyna, Nalskiego w pracach [32] i [40]. Ta konstrukcja doprowa-
dzila ich do zbudowania ergodycznych miar niehiperbolicznych dla otwartego
podzbioru dyfeomorfizméw torusa. Pytanie o entropie tak skonstruowanych
miar jest wiec bardzo naturalne.

Wysoko oceniam zatem uzyskany w tym podrozdziale rezultat. Przedsta-
wiony dowdd pokazuje tez uzyteczno$é wprowadzonej i badanej w pracy ~ to-
pologii w przestrzeni miar niezmienniczych zadanej przez pseudometryke ['x.
Kazda miare krolewska mozna, jak wykazano w pracy przedstawi¢ jak Fg —
granice ciagu miar okresowych. Stad , i z poprzednich wynikéw plyna od razu
dwa wnioski: ergodyczno$é miary krolewskiej oraz wlasnosé lusnej kroneckerow-
skodci, a stad- w szczegdlnosel - zerowa entropia kazdej takiej miary.

Uwagi do rozdziatlu 3.

str. 35, tekst po definicji 3.4 powinien , jak sadze, pojawié¢ sie pozniej, to
znaczy po wprowadzeniu pseudometryki ' Feldmana- Katoka na X .

Definicje 3.22 (quasiorbita) mozna bylo dodatkowo umiescié w pierwszym,
wstepnym rozdziale. Oszczedzitoby to czytelnikowi poszukiwan tej definicji,
gdy tekst odwoluje sie do niej na kolejnych stronach.

Whiosek 3.24. Zgaduje ze Dp to metryka Prochorowa?

Uwaga 3.25 to raczej (proste) stwierdzenie, wymagajace (prostego) uzasad-
nienia? Podobnie- Uwaga 3.33.

str 43, 1 12. Tu powinien by¢ raczej odsytacz do Twierdzenia 3.36 ( a nie
3.32).

Wniosek 3.37 nie jest klarownie sformulowany. Nalezaloby napisaé ze clag
tych punktéw generycznych jest zwiazany z ciggiem miar u” niezmienniczych.
Ich staba granica jest tez niezmiennicza- i stad teza. Z tego Wniosku (lub z Le-
matu 3.35) wynika tez, e pojecie zbieznosci miar wzgledem pseudometryki F x
Jest dobrze zdefiniowane, to znaczy Ze grauica jest wyznaczons jednoznacznie.

Tej uwagi brakuje przy definicji 3.29- czytelnik zastanawia sie czy wskazanie
quasiorbity z wyznacza jednoznacznie niuare graniczna, to znaczy- czy jesli z, w
sa dwiema quasigeneryczymi orbitami dla dwoch miar p i v, i Fy(z, w) = 0 to
p=v.

Dowod lematu 3.45 . Zbiory @ nie sa zdefiniowane. Zapewne powinno byé
R;?

W dowodzie Twierdzenia 3.48 panuje drobne (naprawialne) zamieszanie. Po
pierwsze, napis Niech z;, = T7(xy,) jest bardzo mylacy, bo sugeruje ze whasnie
definiujemy punkt z7,, podezas gdy chodzi po prostu o to ze 2! jest w orbicie
punktu okresowego zy,,, wiec istnieje takie j ze....

Po drugie, w warunku sformutowanym w zalozeniu twierdzenia, warto by
napisa¢ ze dla kazdego n zadane infimum jest dodatnie (warto by tez zwrécic
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uwage, ze nie oczekujemy jednostajnego oddzielenia tego infimum od zera ze
wzgledu na n.

Ponadto, formuta w 1-6, strona 51 jest niepoprawna, bo z,, 1 z, naleza do
dwoch réznych orbit okresowych. Powinno byé¢ zapewne T7(zl,) = (z,) (badz
Tzl =17

W przykladzie 3.49: zapewne b = 1/2"7

Ze wzgledu na wage Lematu 1.8 w dowodzie Twierdzenia 3.51- wskazane
bytoby lepsze uzasadnienie tego lematu we wstepie pracy (np. przywolanie
Prop 2.6 i Prop. 2.7 z pracy [54]).

2.4. Rozdzial 4.

Poniewaz wszystkie miary krolewskie maja zerowa entropie, naturalne jest py-
tanie o istnienie niehiperbolicznych miar niezmienniczych dla dyfeomorfizmow,
o dodatniej entropii. Naturalne jest tez pytanie o nosnik tych miar. Odpowieds
na to pytanie zostata czeéciowo udzielona w najnowszych pracach ([8] i [9] w
bibliografii). Wyniki rozdzialu 4 rozprawy znakomicie wpisuja si¢ w ten cykl
rezultatéw. Mozna z nich miedzy innymi wywnioskowaé Ze niehiperboliczne
miary skonstruowane w pracy [8], o ktérych wiadomo Ze maja pelny noénik,
maja tez dodatnia entropie.

Glownym wynikiem podrozdzialu 4.1 (otrzymanym we wspolpracy z pro-
motorem) jest tadne i ogdlne - w szezegdlnosci nie zakladajace ergodycznodei
Twierdzenie 4.11, ktore wyraza ciagtoéé entropii miary wzgledem odleglosci f
(na punktach generycznych wzgledem badanych miar).

W dowodzie tego faktu pojawita sie, w nadestanej mi wersji pracy, usterka.

Usterka ta jest naprawialna, w narzucajacy sig, naturalny sposéb, choé dowéd
traci nieco na prostocie. Przekonatam sie ze Autorka ma $wiadomo$é wspomnia-
nej niedoktadnosci, i wie doktadnie jak ja naprawié.

Wyjasnie ponizej na czym to niedopatrzenie polegalo. W pracy uzywa sie
znanego wzoru Abramowa na entropie dla przeksztalcenia pierwszego powrotu.
Wzoér Abramowa mozna probowaé napisaé juz na poziomie rozbié, to znaczy-
majac rozbicie zbioru A (do ktérego powrot rozpatrujemy), doktadamy jako
ostatni element rozbicia uzupetnenie X \ A i otrzymujemy rozbicie X. Mozemy
wigc porownywac entropie T4 na rozbiciu zbioru A i entropie T na tym uzu-
pelnionym rozbiciu i oczekiwaé spelienia formuty Abramowa, tj. uzasadniaé
ze ta druga eutropia jest réwna pierwsze, pommnozonej przez miare A. Tak jest,
ale przy pewnym zatozeniu o rozbiciu P, ktore to zalozenie w dowodzie formutly
uzyskuje sig rozdrabniajac wyjiciowe pokrycie. Ponadto, formalnie- dowod wy-
maga odwracalnosci przeksztalcenia (to jednak nie stanowi problemu; mozna
uktad symboliczny rozszerzy¢ do dwustronnego przesuniecia).
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Dowdd ciaglosci entropii jest nietatwy i pomystowy, 1 opiera sie na nieoczywi-
stej konstrukeji dodatkowej przestrzeni symboliczne] (a wlasciwie- produktu ta-
kich przestrzeni), i na wykorzystaniu konstrukcji zawieszenia nad funkcja okre-
Slona na tej przestrzeni. Konstrukcja ta ma opisywaé obserwacje trajektorii
dwéch punktéw (ciagow w przestrzeni symbolicznej), ktére sg generyczne dla
dwoch poréwnywanych miar, i bliskie w f metryce, co oznacza ze sa dlugie,
jednakowo wygladajace (pod) sekwencje w tych ciagach. Funkcja ta- tak rozu-
miem konstrukcje- ma mierzy¢ jak diugie sa odstepy miedzy tymi jednakowymi
sekwencjami.

Na tej przestrzeni rozpatruje si¢ miare niezmienniczg -dowolng miare otrzy-
mang jako punkt skupienia $rednich delt wzdtuz trajektorii punktu (pary punk-
tow ) oznaczanego (&, %’), a nastepnie zawieszenie uktadu z ta miara, wyzna-
czone przez wprowadzona funkeje.

Niedoktadnoé¢ w dowodzie polegata na tym, ze wzér Abramowa byl stoso-
wany do rozbicia, ktore nie musi spetnia¢ dodatkowego warunku wynikajacego
z dowodu twierdzenia Abramowa. Dowdd, jak wspomniatam, mozna popra-
wi¢, modyfikujac to rozbicie (rozdrabniajac), i pracujac z tym rozdrobnionym
rozbiciem. Otrzymatam od Autorki wystarczajace i szczegdtowe wyjasnienie
dotyczace tej modyfikacji.

Ostatni podrozdzial pracy jest poswiecony konstrukcji zadanej miary niehi-
perbolicznej- z dodatnig entropig i pelnym nosnikiem. Kluczowy jest tu tech-
niczny, i pomystowo przeprowadzony Lemat 4.16. Podoba mi sie przeprowa-
dzona explicite konstrukeja szukanych generycznych , i odpowiednio bliskich w
quasimetrvce f stow.

Drugim kluczowym punktem dowodu jest twierdzenie 4.17, ktore pozwala
szacowal z dotu entropie otrzymanej miary na przestrzeni dynamicznej. Dowéd
wykorzystuje w istotny sposéb udowodniong wezesniej ciaglosé entropii jako
funkeji miary, wzgledem rozpatrywanej topologii.

Uwagi do Rozdziatu 4.

Szkoda ze nie zdefiniowano zerowymiarowego uktadu dynamicznego (wystar-
czylaby referencja).

Dowé6d Lematu 4.9 str 62 1 -8. Powinno by¢ dla ¢t < m, nie dla t € N.

W dowodzie Twierdzenia 4.11 punkt £/, powinien, jak sadze, mie¢ postaé:

Y A B
X, = :I:i;L‘Ti;L—H - S(Ji;LH_l
Pierwsze zdanie dowodu Twierdzenia 4.17. Mowa. tu o orbicie z, podczas gdy
w sformulowaniu twierdzenia jest mowa o ciagach z,. Zapewne powinno tu by¢
domkniecie sumy trajektorii z,,?
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str 711 1 Powinno byé p(w™).
str. 71 1.5 Nieréwnoéé h(w) > h(2)/M; wymagalaby uzasadnienia.

3. OCENA WYNIKOW ROZPRAWY I PODSUMOWANIE

Przedstawiona mi do oceny rozprawe oceniam zdecydowanie pozytywnie.

Autorka przedstawila szereg rezultatow, z ktérych czesé byla uzyskana ze
wspotpracownikami. Niektore wyniki zostaty juz opublikowane (pozycje [44,45,49)
w Dbibliografii). Czeé¢ jest obecna w preprintach, a wyniki ostatniego, cawar-
tego rozdziatu beda zapewne spisane w najblizszym czasie. Wszystkie wyniki
rozprawy zastuguja na publikacje.

Wyniki dotycza aktualnej tematyki, uprawianej intensywnie w ostatnich la-
tach. Dotyczy to zaréwno tematyki zwiazanej z rozdziatem 4 (tu warto wspo-
mnie¢ niedawne prace [7-12]) jak i tematyki zwiazanej z dynamika topologiczna,
ktorej poswigcone sg rozdziaty 2 1 3. Cickawe wydaje mi sie wprowadzenie i zba-
danie dynamicznie zdefiniowanej zbieznosci w przestrzeni miar niezmienniczych,
1 je) zastosowania do dowodéw wynikéw zawartych w rozprawie.

Praca ma pewne usterki redakcyjne (zauwazone -opisalam w uwagach do
poszczegdlnych rozdziatéw). Jedyna powazniejsza usterka dotyczy opisanego
przeoczenia w rozdziale 4, ktore jednak jest usuwalne kosztem do$¢ natural-
nej modyfikacji dowodu. W ogéle- caty rozdzial 4 robi wrazenie spisywanego
w pewnym pospiechu. Na pewno przyda mu sie dodatkowe uporzadkowanie,
1 na pewno to uporzadkowanie nastapi przy zapisywaniu tej czedel pracy do
publikacji.

Te krytyczne uwagi nie zmniejszaja mojej zdecydowanie pozytywnej oceny.
Praca zawiera ciekawe i odwazne pomysly oraz nielatwe konstrukeje, ktére pro-
wadza do waznych i aktualnych wynikow.

Z pewnoécia praca spehnia wymagania stawiane rozprawom doktorskim. Wno-
szg wige o dopuszezenie Doktorantki do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
Wnosze tez o wyréznienie rozprawy.

ANNA ZDUNIK, INSTYTUT MATEMATYKI, UNIWERSYTET WARSZAWSKI, UL. BANACHA 2,
02-097 WARSZAWA




