Streszczenie

Gléwnym celem rozprawy jest przedstawienie i rozwinigcie teorii pseudometryk dynamicznie ge-
nerowanych: Besicoviteha oraz Feldmana-Katoka oraz zastosowanie ich do badania niehiperbolicznych
miar ergodycznych rozmaitosci gladkich.

Na poczatku omawiamy pseudometryke Besicovitcha. Jest ona analogonem pseudometryki d zdefi-
niowanej na przestrzeni symbolicznej i mierzacej asymptotyczna gesto$é zbioru, na ktérym réznia sie
dane ciagi. Uzyskane rezultaty wykorzystujemy do konstrukeji punktéw generycznych: dowodzimy, ze
jezeli uklad dynamiczny spelnia relatywng wlasnoéé asymptotycanego $ledzenia w éredniej, to kazda
miara niezmiennicza ma punkt generyczny.

Nastepnie opisujemy wprowadzong przez nas pseudometryke Feldmana-Katoka Fy i dowodzimy,
ze entropia wprowadzonych przez Gorodeckiego, Iljaszenke, Klepcyna i Nalskiego miar krélewskich
wynosi zero oraz charakteryzujemy te miary z dokladnoscig do relacji réwnowaznoéei Kakutaniego,
dowodzac, Ze kazda nieokresowa miara krélewska jest miarg luzno Kroneckera. Rozwiazuje to problem
otwarty postawiony przez J. Buzziego. Pokazujemy tez, ze jesli ciag quasiorbit generycznych (z,, Jnen
dla miar ergodycznych zmierza do pewnej quasiorbity wzgledem F, to quasiorbita ta jest generyczna
dla pewnej miary ergodyczne]j . W powyiszej sytuacji méwimy, se miary generowane przez z, zmie-
rzajq do p wazgledem Fy przy n — oo. Wykazujemy réwniez, se funkeja entropii jest péleiggla z dolu
wzgledem Fg. Jedli zalozymy dodatkowo, ze jest ona gérnie pdlciggla wzgledem *slabej topologii (co
ma miejsce np. w ukladach symbolicznych), to jest ona ciggla wzgledem Fy . Dowodzimy takze, Ze ciag
Cauchy’ego wzgledem Fg miar okresowych zmierza albo do miary okresowej albo do luznej miary Kro-
neckera. Nastgpnie skupiamy sie na miarach krélewskich. Wlasnosei tych miar (poza ergodycznodcig
i istnieniem zerowego wykladnika Lapunowa) nie byly dotychczas znane. Stosujac wprowadzong przez
nas pseudometryke Feldmana-Katoka wykazujemy, ze wszystkie miary krélewskie sg luznymi miarami
Kroneckera (w szezegdlnodci maja zerowg entropie).

Bonatti, Bochi i Diaz postawili hipoteze, ze da kazdej zwartej rozmaitoéci bez brzegu M o wymiarze
co najmniej 3 istnieje taki zbiér otwarty U/ C Diff(M), ze dla kazdego T € U istnieje ergodyczna miara
niehiperboliczna o pelnym noéniku i dodatniej entropii. Hipoteza ta zostala wykazana po raz pierwszy
przez Bonattiego, Diaza i Kwietniaka w 2017 roku. W rozprawie podajemy jej alternatywny dowéd.

Na koniec wykazujemy, ze dla szerokiej klasy produktéw skoénych shiftu Bernoulliego z okregiem ist-
nieje miara krélewska izomorficzna z ergodycznym obrotem nieskoficzonej grupy topologiczanej. W tym
celu dowodzimy, ze granica w sensie pseudometryki Besicovitcha ciggn miar okresowych ma proste
dyskretne wymierne widmo oraz, ze wystepujaca w literaturze konstrukcje miar krélewskich mozna
zmodyfikowaé tak, aby otrzymaé zbiezne w sensie pseudometryki Besicovitcha ciagi miar okresowych.



Abstract

This thesis describes and develops the dynamically defined pseudometrics theory and apply it to
the study of non-hyperbolic ergodic measures.

We use our results concerning the Besicovitch pseudometric to construct generic points of (not
necessarily ergodic) measures that are invariant for the map which satisfies the relative asymptotic
average shadowing property.

Furthermore, we define the Feldman-Katok pseudometric F and prove that the entropy of defined
by Gorodetsky, Ilyashenko, Klepcyn and Nalsky roal measures equals zero. We characterise them up to
the Kakutani equivalence relation and prove that every non-periodic royal measure is loosely Kronecker.
This solves an open problem posed by J. Buzzy. We show that if the sequence of ergodic quasi-orbits
(2, )nen tends to a quasi-orbit with respect to Fy, then the limit quasi-orbit is ergodic as well. We
prove lower-semicontinuity of the entropy function with respect to Fx. We show that a non-atomic
Fy-limit of periodic measures is loosely Kronecker. We apply these results to royal measures. We show
that all of them are loosely Kronecker (and hence have zero entropy).

Bonatti, Bochi and Diaz conjectured that for every smooth compact manifold M with dimension
at least 3 there exists an open set U/ C Diff(M) such that for every T € U there is an ergodic non-
hyperbolic measure with a positive entropy and a full support. The conjecture was proved by Bonatti,
Diaz and Kwietniak in 2017. Here we give an another proof.

We also show that for a big class of skew products of a Bernoulli shift and a cycle there exists a
royal measure that is isomorphic to an ergodic rotation on an infinite compact topological group. To
do this we prove that a Besicovitch limit of periodic measures has a simple discrete rational spectrum
and that the construction of royal measures can be modified so that the defining sequence of periodic
measures was convergent with respect to the Besicovitch pseudometric.
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