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Recenzja rozprawy habilitacyjnej i dorobku naukowego Tomasza Krawczyka

Na rozprawe habilitacyjna (tzw. osiggniecie) dr. Tomasza Krawczyka, zatytutowana Al-
gorytmy kolorowania i reprezentowania struktur kombinatorycznych, sktada sie siedem prac,
ktore autor podzielit na trzy tematyczne grupy. W pierwszej grupie znajduja sie trzy prace
dotyczace problemu podziatu (kolorowania) zbioru czesciowo uporzadkowanego (w skrécie
porzadku) na tancuchy. Klasyczne twierdzenie Dilwortha z roku 1950 orzeka, ze kazdy skon-
czony porzadek szerokosci w mozna podzieli¢ na w tancuchéw. Naturalne proby rozszerzenia
tego wyniku na przypadek nieskonczony doprowadzity do kwestii algorytmicznych zwigza-
nych z efektywnoscia rozwiazania w przypadku skoniczonym. Niech f(w) oznacza najmniejsza
liczbe tancuchéw jaka utworzy algorytm on-line dokonujacy podziatu dowolnego porzadku
o szerokosci w na biezaco, kiedy porzadek ten jest prezentowany punkt po punkcie. W od-
powiedzi na pytanie Schmerla, Kierstead udowodnit w roku 1981, ze f(w) < (5% — 1)/4.
Zauwazmy, iz nie jest oczywiste a priori, ze f(w) jest skoniczone dla kazdego w. Od tamtego
czasu rezultat ten pozostawat niepobitym rekordem, pomimo usilnych préb podejmowanych
przez wielu wybitnych kombinatorykéw, az do roku 2010 kiedy to Tomasz Krawczyk i Bartto-
miej Bosek udowodnili, ze f(w) < w'3°8® | przetamujac bariere wyktadnicza. Jest to wynik
spektakularny nie tylko ze wzgledéw historycznych, ale takze pod wzgledem prawdziwej fi-
nezji dowodowej, zaréwno kombinatorycznej jak i algorytmicznej. Kluczowy pomyst polega
na redukeji zagadnienia poprzez wprowadzenie pomocniczych struktur (tzw. porzadkéw re-
gularnych), oraz wykazanie, ze f(w) < wf.(w), gdzie f.(w) jest zawezeniem funkcji f do
porzadkéw regularnych. Praca z tym rezultatem (w autoreferacie [A2]) byta prezentowana
na prestizowej konferencji informatycznej FOCS 2010, a drukiem ukazata sie w réwnie pre-
stizowym czasopismie Combinatorica w 2015.

Pozostate dwie prace tej czesci rozprawy ([Al] i [A3]) dotycza efektywnosci algorytmu za-
chtannego (first-fit) w odniesieniu do problemu podziatu porzadku na taiicuchy. W pierwszej
z nich dowiedziono, ze algorytm ten uzywa nie wiecej niz 3kw? tancuchéw dla tzw. porzad-
kéw (k+ k)-wolnych (czyli niezawierajacych porzadku sktadajacego sie z dwoch niezaleznych
tancuchéw dtugosci k jako podporzadku indukowanego). Idee z tej pracy przyczynily sie zna-
czaco do pdzZniejszego sukcesu w oszacowaniu funkcji f(w). W pracy [A3] wynik ten zostal
uogolniony na dowolny zabroniony porzadek szerokoéci 2, aczkolwiek wynikajace z dowodu
ograniczenie na liczbe tancuchow nie jest juz wielomianowe. Jest on jednak optymalny w tym
sensie, ze znane sg przyktady porzadkow szerokosci 3, dla ktoérych teza twierdzenia nie zacho-
dzi. Dowody obu tych twierdzen sa ciekawe, podobnie jak w przypadku pracy [A2] polegaja
na pomystowych redukcjach do porzadkéw szczegdlnego typu. Wartosé naukowa obu prac
oceniam wysoko. Ukazaty si¢ one w bardzo dobrym czasopi$mie SIAM Journal of Discrete

Mathematics.
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Druga czesé rozprawy sktada sie z dwoch prac [B1] i [B2] traktujacych o kolorowaniu gra-
fow reprezentowanych geometrycznie jako grafy przecie¢ rozmaitych figur na ptaszczyznie
(odcinkow, prostokatéw, kot, etc.). Ogdélny problem polega na rozpoznaniu czy dana klasa
takich grafow jest x-ograniczona, co oznacza, ze liczba chromatyczna jest ograniczona w tej
klasie od géry przez pewna funkcje liczby klikowej. Na przyktad, grafy przedziatowe (czyli
grafy przecie¢ odcinkéw na prostej) maja te wlasnosé, podobnie jak wiele ich uogélnien na
przypadek dwuwymiarowy (grafy przecie¢ prostokatéow, kot translacji ustalonego wielokata,
etc.). Do niedawna nie byto jednak wiadomo jak rzecz sie ma w przypadku nieco mniej regu-
larnych struktur jak choéby graféw przecie¢ odcinkéw na plaszezyznie. Otwarte byto nawet
najprostsze z mozliwych pytan (zadane przez Erdésa) czy liczba chromatyczna takich graféw
bez trojkata jest skoniczona. W przetomowej pracy [D5| dowiedziono, ze odpowiedZ na to
pytanie jest negatywna podajac odpowiednig konstrukcje, przypominajaca nieco konstrukcje
Mycielskiego graféw bez trojkata o dowolnie duzej liczbie chromatycznej.

Gléwna idea polega na wykorzystaniu odpowiedniej struktury danych (tzw. grafu roz-
grywki), pojawiajacej sie w naturalny sposéb przy analizie algorytméw on-line kolorowania
grafow czy porzadkéw. To podejscie okazato sie niezwykle uniwersalne, okazuje sie bowiem,
ze dla wielu probleméw kolorowania on-line grafy rozgrywek sa tozsame z grafami przecie¢
odpowiednich figur. Na przyktad, grafy rozgrywek dla kolorowania on-line grafow przedziato-
wych pokrywaja sie z grafami przecie¢ prostokatéw. Rozwijajac te metode Tomasz Krawczyk
(ze wspétautorami) uzyskal szereg imponujacych, ogélnych wynikéow. Na przyktad w pracy
[D6] uogdlniono rezultat dla odcinkéw na figury bedace dowolnie przeskalowana (w pionie
lub w poziomie) kopia ustalonego zbioru zwartego i tukowo spéjnego, za wyjatkiem pro-
stokata rownolegtego do osi. Wykazano ponadto, ze dla kazdego z takich ksztaltow istnieje
n-wierzchotkowy graf przecieé¢ o liczbie chromatycznej rzedu loglogn. W pracy [B1] udowod-
niono, ze oszacowanie to jest w og6lnosci asymptotycznie optymalne. Pokazano mianowicie,
ze liczba chromatyczna graféw przecie¢ tzw. ramek (czyli brzegéw prostokatoéw roéwnoleglych
do osi) bez tréjkata, jest rzedu O(loglogn), gdzie n jest liczba wierzchotkéw grafu. Te klase
mozemy uzyska¢ réwnowaznie z grafow przecie¢ prostokatéw przez usuniecie krawedzi mie-
dzy prostokatami zawierajacymi sie (sa to tzw. grafy nachodzen). Dowdd tego twierdzenia
rozwija metode on-line wykorzystujac dodatkowo specjalne dekompozycje grafow przecieé¢ na
grafy rozgrywek, oraz zwigzane z nimi drzewowe struktur danych. Praca [B1] ukazala sie w
prestizowym czasopi$mie Discrete and Computational Geometry.

Praca [B2] rozwija idee z [B1] jeszcze dalej nadajac metodzie on-line szersze, formalne
ramy. Dzicki temu udaje si¢ autorom uzyska¢ szereg glebokich rezultatow dla rozmaitych
klas grafow przecie¢. W dowodach autorzy, Tomasz Krawczyk i Bartosz Walczak, umiejet-
nie wykorzystuja rowniez istniejace rezultaty dotyczace algorytmoéow on-line dla porzadkow.
Dla przyktadu, dowodzg oni ograniczenia gérnego na liczbe chromatyczng pewnej podklasy
grafow przecieé¢ tzw. widkien (sa to wykresy nieujemnych funkcji ciggtych na odcinku do-
mknietym o wartosci zero na koncach). Ograniczenie to pokrywa sie, ze znanym wynikiem
Felsnera w problemie pokrycia tancuchowego porzadkow, przy dodatkowej restrykeji doty-
czacej prezentacji porzadku w sposéb narastajacy (przychodzacy element musi byé zawsze
maksymalny w istniejacym fragmencie porzadku). I nie jest to przypadek, albowiem, jak
dowodza autorzy, grafy rozgrywek w problemie Felsnera pokrywaja sie z interesujacymi ich
grafami przecie¢ wiokien. Udowodnienie tej tozsamosci klas nie jest oczywiscie tatwe, wymaga
niewatpliwie gltebokiego rozeznania oraz wysmienitej intuicji. Podobne rezultaty otrzymuja
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autorzy dla graféw nachodzen prostokatow oraz podrzew w drzewach. Majg one charakter
ogblny, dotyczg bowiem graféw o dowolnej liczbie klikowej.

Oproécz tego praca [B2] wprowadza, chyba po raz pierwszy, pewne ciekawe uogélnienie
tradycyjnego kolorowania graféw. Mianowicie, przy ustalonej liczbie k, szukamy kolorowania
wierzchotkéw grafu, w ktorym zadna klasa koloru nie zawiera kliki na k wierzchotkach. Dla
k = 2 warunek ten pokrywa si¢ ze zwykltym warunkiem poprawnosci kolorowania. Motywa-
cja badania tego typu kolorowania i zwigzanej z nim liczby chromatycznej jest zwiazek ze
znang hipoteza o gestosci graféw quasi-planarnych (sa to grafy posiadajace reprezentacje na
plaszczyznie, w ktérej liczba wzajemnie krzyzujacych sie krawedzi jest ograniczona). Okazuje
sie, ze do udowodnienia tej hipotezy wystarczytoby pokazac, ze takie grafy majg "beztrdjka-
towe” kolorowanie przy uzyciu skonczonej liczby kolorow, zalezacej jedynie od stopnia owej
quasi-planarnosci. W pracy [B2] autorzy dowiedli tego dla graféw nachodzen prostokatow,
przy czym liczba kolorow zalezy jedynie od liczby klikowej grafu. Ta pod wieloma wzgledami
imponujaca praca ukazata sie réwniez w czasopi$mie Combinatorica.

Trzecia czesé rozprawy (prace [C1] i [C2]) dotyczy problemu rozszerzenia cze$ciowej repre-
zentacji grafow przecie¢. Zagadnienie polega na sprawdzeniu czy majac dang czesciowg repre-
zentacje grafu przecie¢ (czyli reprezentacje jego podgrafu indukowanego) mozemy rozszerzy¢
ja do reprezentacji catego grafu. Jest to naturalne uogoélnienie problemu rozpoznawania czy
dany graf w ogdle nalezy do danej klasy graféw przecie¢. W pracy [C1] dowiedziono, ze pro-
blem rozszerzenia dla graféw funkcyjnych jest wielomianowy (sa to grafy przecie¢ wykreséw
funkcji ciagtych na przedziale domknietym o wartosciach w R). Klasa graféw funkcyjnych
pokrywa sie z klasg graféw nieporéwnywalnosci porzadkow, wynik ten uogoélnia wiec znane
twierdzenia o wielomianowej rozpoznawalnosci graféw zwigzanych z porzadkami. Dowdd po-
lega na redukcji problemu do rozszerzania przechodniego cze$ciowych orientacji grafu oraz
umiejetnego zastosowania modularnych dekompozycji grafow. Jezeli ” czesciowos$¢” reprezen-
tacji rozciggniemy rowniez na reprezentujace funkcje, to wtedy problem rozszerzenia jest juz
NP-zupekly. Ponadto, w pracy [C1] znajduje sie jeszcze doktadniejsze oszacowania ztozonosci
tego problemu dla graféw permutacyi, ktére stanowia wazna podklase graféw funkcyjnych. W
pracy [C2] autorzy stosuja metode modularnej dekompozycji do konstrukeji wielomianowego
algorytmu w problemie rozszerzenia reprezentacji grafow trapezowych. Obie prace tej czesci
rozprawy byly prezentowane na bardzo dobrych konferencjach informatycznych (ESA 2012 i
WG 2017) i zostaly opublikowane w sprawozdaniach z tych konferencji, w serii Lecture Notes
in Computer Science.

W pozostatym dorobku naukowym Tomasza Krawczyka znajduje sie 10 prac o zréznico-
wanej tematyce i wysokim poziomie naukowym, w wickszosci poréwnywalnym z pracami
wyréznionymi w osiggnieciu. Ukazaly si¢ one w bardzo dobrych czasopismach naukowych
(Journal of Combinatorial Theory Ser. B, Discrete and Computational Geometry, Algorith-
mica, Order, Discrete Mathematics, Theoretical Computer Science). Omdwie te dokonania
w skrocie, uwzgledniajac podziat tematyczny z autoreferatu.

Tak wiec cztery pierwsze prace ([D1-4]) dotycza porzadkéw. Jedna z nich to praca przegla-
dowa o problemie podziatu porzadku na tancuchy, trzy pozostate dotycza pojecia wymiaru
porzadku w wersji on-line. Z dotychczasowych badan wiadomo, ze wymiar on-line jest nie-
ograniczony juz na porzadkach wymiaru 2. Z drugiej strony zwykty wymiar nie przekracza
szerokosci porzadku. Naturalnym zadaniem jest wiec ograniczanie wymiaru on-line przez
funkcje szerokosci porzadku. Wyniki omawianych prac znajduja takie ograniczenia dla roz-
maitych klas porzadkow, czasami przy dodatkowych obostrzeniach na prezentacje porzadku.



Prace [D5-6] dotycza kolorowania graféw reprezentowanych geometrycznie i sa $cisle powia-
zane z pracami [B1-2]. Na szczegdlne docenienie zastuguje praca [D5] zawierajaca rozwiazanie
problemu Erdésa o liczbie chromatycznej graféw przecie¢ odcinkéw na plaszczyznie. Zasto-
sowana tam po raz pierwszy metoda on-line przyniosta wiele dalszych, gtebokich rezultatow
i z pewnoscia nie zostata catkowicie wyeksploatowana.

Praca [D7] jest z kolei polaczona tematycznie z pracami [C1-2] z tezy habilitacyjnej. Trak-
tuje o problemie rozszerzenia graféw planarnych w tzw. modelu widocznosci. Gtowne twier-
dzenie orzeka, ze problem ten jest NP-zupehny.

Praca [D8] dotyczy rozgrywanego kolorowania graféw. W modelu tym, inaczej niz w tema-
tyce on-line, struktura jest dana z goéry, natomiast gracze koloruja ja dazac do przeciwnych
celéw: jeden chece uzy¢ jak najmniej kolorow, drugi zas jak najwiecej. Problem ten pojawit sie
w zwigzku z probami znalezienia nowego dowodu stynnego twierdzenia o czterech barwach.
Autorzy pracy [D8] zajmuja sie wariantem asymetrycznym tej gry, w ktorym gracze maja
zroznicowang liczbe ruchow. Otrzymane ograniczenia na rozgrywana liczbe chromatyczna
grafow nieporéwnywalnosci porzadkow zaleza jedynie od liczby klikowej oraz stosunku para-
metréw ruchowych graczy.

Ostatnie dwie prace wymienione w autoreferacie Tomasza Krawczyka, [D9-10], dotycza
nieco innej tematyki tzw. kodow kluczowych i z zwiazanych z nimi retraktéw. Sa to chronolo-
gicznie pierwsze jego prace badawcze zwigzane z zarzucong pozniej tematyka pracy doktor-
skiej, mieszczaca si¢ w dziedzinie kombinatoryki na stowach. Gtéwny wynik pracy [D9] podaje
warunek konieczny i dostateczny na to, aby semiretrakt (czyli przekréj dowolnej rodziny re-
traktéw) mial ograniczony wymiar (rozumiany jako minimalna liczba retraktéw w takim
przekroju). Z kolei w pracy [D10] podano wielomianowy algorytm znajdujacy reprezentacje
semiretraktu w postaci przekroju rodziny retraktéw na tym samym zbiorze kluczy.

Przechodzac do konkluzji, uwazam, ze zaréwno rozprawa habilitacyjna jak i pozostaty
dorobek naukowy Tomasza Krawczyka zastuguja na najwyzsze uznanie. Jego wyniki bez
watpienia stanowig wazny wktad w rozwoj zaréwno matematyki dyskretnej jak i informatyki
teoretycznej. Na uznanie zastuguje rowniez rozleglta i owocna wspotpraca naukowa Tomasza
Krawczyka, zarowno krajowa jak i zagraniczna. Wérod jego licznych wspoétautoréw znajdzie-
my wiele mtodych oséb z kraju i zagranicy, ale takze wybitne stawy $wiatowego formatu,
jak Tom Trotter, Hal Kierstead, Stefan Felsner, czy Jan Kratochvil. Umiejetno$¢ pracy ze-
spotowej uwazam za cenng zalete habilitanta dobrze wrozaca jego przysztej opiece nad dok-
torantami. Popieram zatem wniosek o nadanie dr. Tomaszowi Krawczykowi stopnia doktora
habilitowanego oraz wnioskuje o wyrdznienie jego rozprawy.
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