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(¢) Oméwienie celu naukowego ww. prac i osiagnietych wynikéw wraz z oméwieniem ich ewentu-
alnego wykorzystania:

4.1. Wstep. Problemy kolorowania i reprezentowania graféw zajmuja centralne miejsce w algo-
rytmicznej teorii graféw. Wiele pracy badawczej wlozono w poszukiwanie wydajnych algorytméw
kolorowania réznych klas graféw oraz sposobéw i mozliwosci ich reprezentacji. W niniejszym
opracowaniu koncentrujemy sie na dwoéch strukturach bedacych bogatym Zrédiem klas graféw
uzytecznych w informatyce:

e zbiorach cze$ciowo uporzadkowanych,

e geometrycznych grafach przecieé, ktérych wierzchotkami sa obiekty geometryczne (takie jak
przedzialy na prostej, kola czy prostokaty na plaszczyZnie), za$ krawedziami pary przecinaja-
cych sie obiektow.

Struktury te znajduja praktyczne zastosowania w problemach alokacji zasobéw, szeregowania
zadan, sekwencjonowania DNA | etykietowania map czy projektowania uktadéw scalonych, ktore
czesto sprowadzaja sie do wladciwego pokolorowania odpowiedniej klasy graféw przecieé¢ czy
porzadkéw. Sa one réwniez Zrodlem wielu intrygujacych i czesto bardzo trudnych probleméw
algorytmicznych i kombinatorycznych.

Wazng klase algorytméw kolorowania, szczegdlnie w kontekécie opisanych powyzej zastosowan,
stanowig algorytmy on-line. Algorytmy takie otrzymuja na wejéciu strukture stopniowo, obiekt
po obiekcie, i koloruja kazdy obiekt struktury natychmiast po jego zaprezentowaniu, przed
ujawnieniem kolejnych fragmentéw struktury. Algorytmy on-line sa przedmiotem badan pieciu
prac wchodzacych w sklad osiagniecia naukowego: pierwsze trzy [A1l, A2, A3] dotycza algorytmoéw
on-line pokrywajacego zbiory czesciowo uporzadkowane taficuchami a w kolejnych dwéch [B1, B2]
algorytmy te sa wykorzystane jako narzedzie do szacowania liczby chromatycznej i konstruowania

algorytméw kolorowania pewnych geometrycznych klas graféw przeciec.
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Problem pokrywania on-line zbioréw czeéciowo uporzadkowanych tancuchami, rozwazany w
pracach [Al, A2, A3], zostal oméwiony w sekcji 4.3. Najwazniejsze pytanie w tym obszarze,
postawione miedzy innymi przez Trottera w sekcji Partially ordered sets ksiazki Handbook of
Combinatorics (patrz sekcja 3 w rozdziale 8 ksiazki [31]), dotyczy istnienia algorytmu on-line
pokrywajacego porzadki wielomianowa liczba tancuchow w zaleznosci od szerokoéci wprowadza-
nych porzadkéw. Moj wkiad w te tematyke obejmuje skonstruowanie dwoch algorytmow on-line
pokrywajacych porzadki podwyktadnicza liczbg tancuchéw, ktore poprawiaja najlepsze wcze-
$niej znane ograniczenie wykladnicze Kiersteada [47]. Historycznie pierwszy z tych algorytméw
zostal opracowany we wspélpracy z Boskiem [A2] a drugi we wspolpracy z Boskiem, Kierste-
adem, Mateckim i Smithem [12] (praca aktualnie w recenzji). Skonstruowanie tych algorytméw
bylo mozliwe dzieki uzyskaniu twierdzen opisujacych efektywnosé algorytmu zachtannego (first-
-fit) pokrywajacego porzadki taricuchami w réznych podklasach porzadkéw — twierdzenia te sa
przedstawione w pracach [Al] (z Boskiem i Szczypka) oraz [A3] (z Boskiem i Mateckim).

Prace [Bl] (z Pawlikiem i Walczakiem) oraz [B2] (z Walczakiem), oméwione w sekcji 4.4,
dotycza zastosowania algorytméw on-line do problemu kolorowania graféw przecieé¢ obiektéw na
plaszczyznie. Zwiazki pomiedzy tymi problemami zostaly zauwazone po raz pierwszy w pracy [D6]
i doprowadzity do konstrukcji graféw przecieé¢ obiektéw na plaszczyznie o ograniczonej liczbie
klikowej i nieograniczonej liczbie chromatycznej, miedzy innymi grafu przecie¢ n odcinkéw o liczbie
klikowej 2 i liczbie chromatycznej rzedu ©(loglogn) [D5]. Z drugiej strony, najlepsze znane
oszacowania gorne liczby chromatycznej w klasie graféw przecie¢ obiektéw spdjnych plaszczyzny
o liczbie klikowej w sa rzedu O, ((logn)'°8%) [25]%. Rodzi to naturalne pytanie: jakiego rzedu
moze by¢é liczba chromatyczna w grafach przecie¢ obiektéw plaszezyzny o ograniczonej liczbie
klikowej? W pracach [B1, B2| formalizujemy ,podejécie on-line” do probleméw kolorowania
graféw oraz opracowujemy metode, oparta na analizie konkurencyjnosci algorytméw on-line,
ktéra pozwala uzyskaé asymptotycznie najlepsze ograniczenia na liczbe chromatyczna, rzedu
O, ((loglogn)€), gdzie ¢ jest pewna stala zalezna od w, w pewnych naturalnych klasach graféw
przecie¢ n obiektéw na plaszczyznie o liczbie klikowej w.

Problemy rozpoznawania klas graféw dotycza sprawdzania, czy dany na wejsciu graf ma repre-
zentacje odpowiednig dla danej klasy graféw. Problemy te w znakomitej wiekszoéci klas graféw
doczekaly sie juz rozwiazan: wielomianowych algorytméw lub dowodéw trudnosci obliczeniowej.
Stosunkowo niedawno Klavik, Kratochvil i Vysko¢il [66] zaproponowali naturalne uogdlnienie
problemoéw rozpoznawania geometrycznych klas graféw przecieé¢, w ktérym dany na wejsciu graf
podany jest wraz z reprezentacja niektorych jego wierzcholkéw, a zadaniem algorytmu jest spraw-
dzenie, czy te cze$ciowq reprezentacje mozna rozszerzy¢ do reprezentacji calego grafu. Pomimo
ze problemy rozszerzania czesSciowych reprezentacji badane sa od zaledwie kilku lat, w wielu
naturalnych klasach grafow przecie¢ sa juz rozwigzane. Méj wkiad w te tematyke, zawarty w pra-
cach [C1] (z Klavikiem, Kratochvilem i Walczakiem) oraz [C2] (z Walczakiem) i oméwiony w sek-
c¢ji 4.5, obejmuje skonstruowanie wielomianowych algorytméw dla nastepujacych klas graféw:

e graféw permutacji, bedacych grafami przecie¢ funkcji liniowych okreslonych na przedziale [0, 1],

e graféw funkcyjnych, bedacych grafami przecieé funkcji ciagltych okreslonych na przedziale [0, 1],

e grafow trapezowych, bedacych grafami przecieé¢ trapezéw rozpietych miedzy dwiema poziomymi
liniami zawierajacymi podstawy tych trapezdéw.

Obiekty definiujace powyzsze klasy graféw przecie¢ mozna naturalnie uporzadkowaé relacja

czedciowego porzadku: , X jest pod (na lewo od) Y. Klasy te sa jednocze$nie geometrycznymi

grafami przecieé oraz grafami nieporéwnywalnosci wzgledem tej relacji cze$ciowego porzadku.

4.2. Algorytmy kolorowania grafow. Kolorowaniem grafu G nazywamy przypisanie koloréw
wierzchotkom G, tak aby kazde dwa wierzchotki polaczone krawedzia otrzymaty rézne kolory.

2N0tacji Ouw, 2, 0, uzywamy dla oznaczenia asymptotyki ze wzgledu na n przy ustalonej wartosci w.
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Najmniejsza liczba koloréw niezbedna do pokolorowania grafu G nazywa sie liczbg chromatyczng
X(@G) grafu G. Liczba chromatyczna x (G) grafu G jest co najmniej tak duza jak jego liczba klikowa
w(G), czyli liczno$¢ najwiekszej kliki w grafie G. Z drugiej strony, znanych jest wiele konstrukeji
graféw o dowolnie duzej liczbie chromatycznej i liczbie klikowej 2 [81, 100], a najlepsza z tych
konstrukeji osiaga liczbe chromatyczna rzedu ©(y/n/logn), gdzie n jest liczba wierzchotkéw
grafu [1, 61].

W klasie wszystkich graféw problemy doktadnego oraz przyblizonego obliczania liczby chro-
matycznej sg obliczeniowo trudne: NP-trudne jest sprawdzenie, czy graf ma liczbe chromatycz-
na 3 [28], NP-trudne jest aproksymowanie liczby chromatycznej ze wspétczynnikiem konku-
rencyjnosci n' ¢, dla kazdego ustalonego € > 0 [99]. Niemniej jednak w wielu klasach graféw,
szczegblnie tych istotnych dla zastosowan, problem kolorowania mozna zadowalajaco rozwiazac:
istnieja dobre oszacowania liczby chromatycznej oraz algorytmy wielomianowe, ktére oszaco-
wania te osiagaja. Tak jest na przyklad w klasie graféw doskonalych: graf G jest doskonaly,
jezeli x(H) = w(H) dla kazdego podgrafu indukowanego H w G (lacznie z G). W klasie graféw
doskonalych, ktéra zawiera w sobie klase graféw nieporéwnywalnosci czy tez klase graféw prze-
dzialowych, problem optymalnego kolorowania mozna rozwiazaé¢ w czasie wielomianowym [32].

Algorytm on-line A kolorowania grafu G koloruje wierzchotki grafu G w pewnym liniowym
porzadku vy, ..., v,, wprowadzanym przez adwersarza i zwanym porzqdkiem prezentacji G, w taki
sposéb, ze kolor przydzielony wierzchotkowi v; zalezy tylko i wylacznie od podgrafu indukowanego
przez wierzchotki vy, ..., v;. Liczbe koloréw vala (G) wykorzystanych przez algorytm A na grafie
G definiujemy jako maksimum z liczby kolorow, jaka wykorzystuje ten algorytm, wziete po
wszystkich porzadkach prezentacji grafu G.? Dodatkowo od algorytméw on-line wymaga sie, by
dziataly w czasie wielomianowym od rozmiaru wprowadzanego grafu.

Kiedy kolorowana jest klasa wszystkich grafow, za miare jako$ci algorytmu on-line A przyj-
muje sie funkcje, nazywana konkurencyjnoscig algorytmu A, zdefiniowana dla wartoéci n jako

maksimum po wszystkich n-wierzchotkowych grafach G z wartosci U‘ZAG()G). Lovasz, Saks i Trot-

ter [76] wskazali algorytm on-line z podliniowa funkcja konkurencyjnosci rzedu O(n/log* n).
7 drugiej strony, Halldérsson i Szegedy wykazali, ze konkurencyjnosé kazdego algorytmu on-line
jest rzedu £2(n/log?n) [39].

Problemy kolorowania on-line réznych klas graféw rozwazane byly juz w latach 70-tych
ubieglego stulecia. Gyarfas i Lehel [37] zaproponowali nastepujace pojecia: algorytm on-line A
kolorowania graféw z klasy G jest efektywny w G jezeli istnieje funkcja f : N — N, zwana
efektywnoscig algorytmu A, taka ze vala(G) < f(w(G)) dla kazdego grafu G € G. Bean [7]
oraz niezaleznie Gyarfas i Lehel [36] wykazali, ze w klasie laséw nie istnieje efektywny algorytm
on-line, dlatego tez algorytm taki nie istnieje we wszystkich klasach graféw zawierajacych lasy
(np. w klasie graféw doskonatych). W takich klasach graféw szacuje si¢ wydajnosé algorytmoéw
on-line wzgledem liczby wierzchotkéw prezentowanego grafu. W klasie laséw istnieje algorytm on-
-line (first-fit) wykorzystujacy |logsn| + 1 koloréw i algorytm ten jest mozliwie najlepszy [7, 36].
W klasie graféw doskonalych o liczbie klikowej w znany jest algorytm on-line wykorzystujacy no (%)
koloréw [51]. Gyarfas i Lehel [37] skonstruowali efektywny algorytm on-line w klasie graféw
nie zawierajacych $ciezki Ps* jako podgrafu indukowanego oraz wykazali, ze algorytm taki nie
istnieje w klasie graféw nie zawierajacych Sciezki Pys. Najogodlniejszy wynik opisujacy szeroka klase
grafow kolorowalnych efektywnymi algorytmami on-line zostal udowodniony przez Kiersteada,
Penrice’a i Trottera [53]. Wykazali oni, ze dla kazdego drzewa T' o promieniu 2 istnieje efektywny
algorytm on-line w klasie graféw nie zawierajacych 1" jako poddrzewa indukowanego. Wspomniany

3Powstza definicja obejmuje deterministyczne algorytmy on-line — tylko takie algorytmy sa przedmiotem
rozwazan w niniejszym opracowaniu.
4p; to Sciezka prosta okreélona na 5 wierzchotkach.
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wezesniej wynik Gyérfasa i Lehela [37] pokazuje, ze wyniku tego nie mozna rozszerzy¢ na drzewa
0 promieniu 3.

Najprostszym algorytmem on-line kolorujacym grafy jest algorytm first-fit. Algorytm ten
utozsamia kolory z liczbami naturalnymi i przypisuje kazdemu prezentowanemu wierzchotkowi
grafu najmniejszy mozliwy kolor. W kontekscie dalszych rozwazan warto wspomnieé twierdzenie,
udowodnione niezaleznie przez Hajnala oraz przez Rodla (patrz [52]), ktére zapewnia, ze dla
kazdego r,d,k € N algorytm first-fit jest efektywny w klasie grafow nie zawierajacych w sposéb
indukowany kliki dwudzielnej K, ;, oraz drzewa 17, gdzie T} jest drzewem o promieniu r, w
ktorym wszystkie wierzchotki rézne od lidci majg stopien d.

4.3. Algorytmy on-line kolorowania porzadkéw. Zbiorem czesciowo uporzgdkowanym (w
skrécie porzgdkiem) nazywamy pare P = (V, <) skladajaca sie ze zbioru V oraz zwrotnej,
przechodniej i antysymetrycznej relacji binarnej < na V. Laricuchem (antylaricuchem) P jest
zbiér elementéw parami poréwnywalnych (nieporéwnywalnych) w P. Szeroko$cig (wysoko$ciq) P
jest rozmiar maksymalnego antylaricucha (tanicucha) w P. Graf laczacy kazde dwa poréwnywalne
elementy P jest grafem poréwnywalnosci P a graf taczacy kazde dwa nieporownywalne elementy
P jest grafem nieporownywalnosci P. Twierdzenie Dilwortha zapewnia, ze kazdy porzadek mozna
podzieli¢ na w tancuchéw, gdzie w jest szerokoscia porzadku. Powszechnie znane jest réwniez
twierdzenie dualne do twierdzenia Dilwortha, ktére méwi, ze kazdy porzadek wysokosci h mozna
podzieli¢ na h antytancuchéw. Twierdzenia te oznaczaja, ze grafy nieporéwnywalnosci oraz grafy
poréwnywalnosci sg grafami doskonalymi.

Klasa graféw poréwnywalnosci zawiera w sobie wszystkie lasy, w klasie tej nie istnieje wiec
efektywny algorytm on-line. Inaczej jest z grafami nieporéwnywalnosci. Z twierdzenia Galla-
iego [27] charakteryzujacego minimalne grafy zabronione w klasie graféw nieporéwnywalnosci
wynika, ze grafy te nie zawieraja drzewa Tj. Tym samym istnienie efektywnego algorytmu on-li-
ne w tej klasie graféw zapewnia wspomniane juz wczeéniej twierdzenie Kiersteada, Penrice’a i
Trottera [53]. Dodajmy jednak, ze efektywnos¢ tego algorytmu jest bardzo staba i w pracy [53]
nie jest w ogdle szacowana.

Problem pokrywania on-line porzadku laicuchami (antytanicuchami) sa szczegélnymi wersjami
problemu kolorowania graféw nieporéwnywalnosci (poréwnywalnosci, odpowiednio), w ktérych
algorytm otrzymuje na wejéciu porzadek, koloruje za$ graf nieporéwnywalnosci (poréwnywal-
nosci) tego porzadku. Informacja o cze$ciowym porzadku jest kluczowa i poprawia mozliwosci
algorytméw on-line dziatajacych w zbiorach cze$ciowo uporzadkowanych. Istotnie, podczas gdy
w klasie graféw poréwnywalnosci nie istniehje algorytm kompetytywny, Schmerl podat algorytm

5)

on-line dzielacy porzadki wysokosci h na ( antytancuchéw (patrz [47]). Co wiecej, algorytm

Schmerla jest mozliwie najlepszy: Szemerédi wskazal strategie adwersarza, ktora zmusza kazdy
algorytm on-line do uzycia (hgl) antylancuchéw w klasie porzadkéw wysokosci h (patrz [48]).
Podobnie jest w problemie pokrywania on-line porzadku tancuchami — najlepsze znane algo-
rytmy, ktére bedziemy za chwile omawiaé, sa istotnie lepsze od wspomnianego juz algorytmu
on-line kolorujacego grafy nieporéwnywalnosci.

Problem pokrywania on-line porzadkéw tancuchami zostal sformutowany przez Schmerla
(patrz [47]) w latach 1970-tych. Definiujac ten problem, Schmerl zapytal®, czy w klasie porzad-
kéw szerokosci w istnieje algorytm on-line, ktéry uzywa skonczonej liczby tanicuchéw. Problem
pokrywania on-line porzadku tanicuchami réwnowaznie mozemy przedstawié jako problem ko-
lorowania on-line porzgdku, w ktérym algorytm przypisuje rézne kolory nieporéwnywalnym
elementom wprowadzanego porzadku. Oznaczmy przez val(w) minimalna liczbe koloréw, jaka

5Pytamie to zostato postawione duzo wczesniej niz powstal dowdd Kiersteada, Penrice’a i Trottera zapewniajacy,
ze istnieje algorytm efektywny w klasie graféw nieporéwnywalnosci.
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wykorzystuje algorytm on-line kolorujacy porzadki szerokosci w. Pytanie Schmerla jest wtedy
réwnowazne pytaniu, czy warto$é¢ val(w) jest skoniczona.

Jak dotychczas, dokladna warto$é val(w) znana jest tylko dla w < 2. Oczywiscie val(1) = 1.
Kierstead [47] udowodnil, ze 5 < val(2) < 6. Felsner [23] wskazal algorytm on-line uzywajacy
5 koloréw na porzadkach szerokosci 2, wykazujac tym samym, ze val(2) = 5. Kierstead [47]
wykazal, ze val(3) > 9 a Bosek [11] udowodnil val(3) < 16.

Jako pierwszy na pytanie Schmerla w sposéb twierdzacy odpowiedzial Kierstead [47], ktory
podal algorytm on-line kolorujacy porzadki szerokosci w wyktadniczg liczba koloréw. Wykazatl
on, ze val(w) < (5% — 1)/4 [47]. Réwnolegle starano sie réwniez znalez¢ jak najlepsze ogranicze-
nia dolne na val(w). Kierstead wykazal val(w) > 4w — 3 dla w > 2 [47], Szemerédi udowodnit
val(w) > (w—{l) (dow6d opublikowany jest w [48], mozna go réwniez znalezé w pracy przegla-
dowej [D1]). Ograniczenie podane przez Szemerédiego zostalo poprawione w pracy [D1] do
val(w) > (2 — o(1))(“F') 1 jak dotychczas jest to najlepsze ograniczenie dolne na val(w). Kier-
stead [47] oraz Trotter, w ksiazce Handbook of Combinatorics w sekcji Partially Ordered Sets
po$wieconej zbiorom czesciowo uporzadkowanym, zadaja pytanie, ktore jak dotychczas ciagle
pozostaje otwarte: czy val(w) jest ograniczone od géry wielomianem zaleznym od w?

Moéj wklad w wyzej opisany problem polega na skonstruowaniu dwoch algorytmoéw on-line,
ktére uzywaja podwyktadniczej liczby koloréw. Historycznie pierwszy taki algorytm zostat
opracowany we wspoélnej z Boskiem pracy [A2].

Twierdzenie 1 ([A2]). val(w) < w!'3losw,

We wspdlnej z Boskiem, Kiersteadem, Mateckim i Smithem pracy [12] (aktualnie w recenzji)
wskazujemy inny algorytm podwykladniczy, czeSciowo opierajacy sie na wynikach pracy [A2]
oraz pracy Kiersteada i Smitha [56]. Jest on latwiejszy do sformulowania, prostszy w analizie i
daje nieznacznie lepsze ograniczenie.

Twierdzenie 2 (twierdzenie 3 z [12]). val(w) < w?08w+T,

Pokrétce opisze sposéb dziatania algorytmow, o ktérych mowa w twierdzeniach 11 2. W pra-
cy [A2] problem kolorowania porzadkéw on-line zostal sprowadzony do réwnowaznego problemu
kolorowania on-line tzw. porzadkéw regularnych. W problemie tym na prezentowany w rundach
porzadek szerokosci w naklada sie dodatkowe ograniczenia:

e W k-tej rundzie adwersarz wprowadza antylancuch Ay, szerokosci w roztaczny z antytancuchami
A, ..., Ai_1 wprowadzonymi w poprzednich rundach. Dodatkowo, wprowadzone w dwéch
pierwszych rundach antylancuchy A;, Ay tworza pelny porzadek dwudzielny (A, As, <).

e Po ukoniczeniu k-tej rundy gry wprowadzone antylancuchy dziela wierzcholki porzadku na
poziomy, przy czym wierzcholki poziomu pierwszego to elementy minimalne porzadku, wierz-
chotki poziomu i-tego to elementy minimalne porzadku powstalego przez usuniecie wierzchot-
kéw z poziomédw 1,...,¢— 1, dlai=2,..., k. Dodatkowo, A; oraz As stanowia odpowiednio
pierwszy oraz k-ty poziom tego podziatu oraz kazde dwa sasiednie poziomy A; i A; indukuja
porzadek dwudzielny, w ktorym kazda poréwnywalnosé x < y jest rozszerzalna do zbioru
poréwnywalnosci stanowigcego skojarzenie pelne pomiedzy elementami A; a elementami A;.

Porzadek wprowadzany zgodnie z tymi regutami nazywamy porzedkiem regularnym. Mozliwy
scenariusz prezentacji porzadku regularnego szerokosci 4 przedstawiony jest na rysunku 1.

Niech rval(w) bedzie minimalna liczba koloréw, ktére musi uzyé algorytm on-line kolorujacy
porzadki regularne szerokosci w. Oczywiste jest, ze rval(w) < val(w). W pracy [A2] dowodzimy,
ze warto$¢ val(w) mozna réwniez ograniczy¢ od géry wzgledem rval(w).

Twierdzenie 3 (lemat 3.1 z [A2]). val(w) < w - rval(w).
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RyYSUNEK 1. Antylanicuchy As, As, A4 prezentowane w 2, 3, 4 rundzie wprowa-

dzania porzadku regularnego szerokosci 4.

Oba podwykladnicze algorytmy wykorzystuja redukcje z twierdzenia 3 i réznig sie tylko
sposobem kolorowania porzadkéw regularnych.

W zaprojektowaniu efektywnych algorytmow kolorujacych porzadki regularne kluczowe okazaty
sie twierdzenia dotyczace efektywnosci algorytmu zachtannego first-fit. W klasie wszystkich
porzadkéw first-fit nie jest efektywny: Kierstead [48] wskazal strategie adwersarza zmuszajaca
ten algorytm do uzycia dowolnie wielu koloréw juz na porzadkach szerokosci 2. Niemniej
jednak juz od lat 1980-tych wiadomo byto, ze algorytm first-fit dziala wydajnie w pewnych
podklasach porzadkéw, w szczegdlnosci w waznej klasie porzadkéw przedzialowych. Porzadek P
jest porzgdkiem przedzialowym jezeli kazdy element x € P jest reprezentowany przez przedziat
domkniety u(z) prostej rzeczywistej tak, ze x < y w porzadku P wtedy i tylko wtedy, gdy
przedzial p(x) jest catkowicie na lewo od przedziatu u(y). Ograniczenie gérne na liczbe koloréw
wykorzystywanych przez algorytm first-fit na porzadkach przedziatowych szerokoséci w byto
wielokrotnie poprawiane i wynosito kolejno: O(w logw) (Woodall, patrz [36]), 40w (Kierstead [49]),
26w (Kierstead i Qin [54]), 10w (Pemmaraju i Raman [85]). Narayanaswamy i Babu [82]
oraz niezaleznie Brightwell, Kierstead i Trotter zauwazyli, Ze analize dziatania algorytmu first-
-fit zaproponowana przez Pemmaraju i Ramana mozna poprawié¢, co prowadzi do aktualnie
najlepszego ograniczenia gérnego 8w. Z drugiej strony, Chrobak i Slusarek [13] wskazali dla
kazdego w > 1 porzadek przedzialowy szeroko$ci w, na ktérym first-fit uzywa co najmniej
4,4w — ¢ koloréw, gdzie ¢ jest pewna stala niezalezna od w. Kierstead, Smith i Trotter [57]
skonstruowali rodzine porzadkéw przedzialowych, na ktérej first-fit uzywa co najmniej (5 — €)w
koloréw, przy czym € — 0 przy w — o0.

Porzadek P jest Q-wolny jezeli P nie zawiera porzadku @ jako podporzadku indukowanego.
Niech (k 4 k) bedzie porzadkiem skladajacym sie z dwoch wzajemnie nieporéwnywalnych lancu-
chéw rozmiaru k. Fishburn [21] wykazal, ze porzadki przedzialowe odpowiadaja klasie porzadkéw
(24 2)-wolnych. Porzadki (k + k)-wolne rozszerzaja wiec klase porzadkéw przedzialowych. Proba
skonstruowania lepszego niz wykltadniczy algorytmu kolorowania porzadkéw skierowala nasza
uwage w strone poszukiwan wielomianowych algorytméw on-line kolorowania porzadkéw (k + k)-
-wolnych. Poniewaz grafy nieporéwnywalnoéci (k + k)-wolnych porzadkéw nie zawieraja kliki
dwudzielnej Ky, j, oraz drzewa T? jako podgraféw indukowanych, z twierdzenia Hajnala-Rédla wy-
nika, ze w klasie tych porzadkow algorytm first-fit jest efektywny. Wynikajace z tego twierdzenia
ograniczenie na funkcje efektywnosci nie jest jednak wielomianowe w zaleznosci od w i k. Natu-
ralne jest wiec pytanie, czy w tej klasie porzadkéow first-fit uzywa wielomianowej od k i w liczby
koloréw. We wspélnej z Boskiem i Szczypka pracy [Al] wykazaliSmy, ze tak rzeczywiscie jest.

Twierdzenie 4 (twierdzenie 1 z [A1]). Algorytm first-fit uzywa co najwyzej O(kw?) koloréw w
klasie (k + k)-wolnych porzedkéw szerokosci w.

Ograniczenie z twierdzenia 4 bylo dwukrotnie poprawiane. Joret i Milans [45] wykazali, ze

w klasie (k + k)-wolnych porzadkéw szerokoéci w first-fit uzywa O(k?w) koloréw. Dujmovié,
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Joret 1 Wood [17] wykazali za$, ze w klasie tej first-fit uzywa O(kw) koloréw oraz udowodnili, ze
ograniczenie to jest asymptotycznie najlepsze.

Dowdd twierdzenia 4 opiera sie na lemacie, ktéry zapewnia, ze kazdy (k + k)-wolny porzadek
P = (V,<) szerokosci w mozna podzieli¢ na w rozlacznych zbioréw V4 U ... UV, tak ze
kazdy element ze zbioru V; jest nieporéwnywalny z co najwyzej 4kw — 1 elementami ze zbioru
V;U...UV,% (lemat 3 z [A1]). Majac ten podzial, latwo mozna juz udowodnié twierdzenie 4:
wystarczy zauwazy¢, ze algorytm first-fit wierzchotkom w zbiorach Vi, Vs, ..., V,, przydziela
kolory nie wieksze od, odpowiednio, 4kw, 8kw, . .., 4kw?. Udowodnienie lematu o podziale bylo
mozliwe dzieki dostrzezeniu pewnych wlasnosci, ktére przenosza sie z porzadkéw (2 + 2)-wolnych
na porzadki (k+ k)-wolne. Porzadki (2+2)-wolne, jako porzadki przedzialowe, maja reprezentacje
w postaci przedzialéw. Podziat Vi, ..., V,, porzadku przedziatowego o szerokosci w, o ktérym
moéwi lemat, mozna skonstruowaé w oparciu o relacje zawierania przedziatéw: do zbioru Vi
naleza wszystkie przedzialty, ktére sa minimalne wzgledem relacji zawierania, a do zbioru V;
wszystkie przedzialy, ktére sa minimalne wzgledem tej relacji w zbiorze V ~ (V3 U...UV;_4) dla
i €{2,...,w}. Latwo sprawdzi¢, ze podzial ten spelnia teze lematu: kazdy przedzial, jezeli nie
liczymy przedzialéw w nim zawartych, przecina sie z co najwyzej 2w — 2 innymi przedziatami.
Porzadki (k + k)-wolne nie maja reprezentacji geometrycznej, niemniej jednak w klasie tej
istnieje relacja o wtasnosciach podobnych do relacji zawierania w zbiorze przedzialow. Relacje
te mozna zdefiniowaé¢ nastepujaco. Niech C1, ..., C,, bedzie pokryciem taricuchowym (k + k)-
-wolnego porzadku szerokosci w oraz niech x € C;. Zbiér elementéw z tancucha Cj, ktére sa
nieporéwnywalne z elementem x, tworzy spojny wycinek tego tancucha — wszystkie elementy
tego wycinka, z wykluczeniem co najwyzej 2k elementéw znajdujacych sie na kazdym jego koncu,
wzawieraja sie” w x. W pracy [Al] relacja ,zawierania” nie jest zdefiniowana wprost — przyjete
definicje sa bardziej techniczne, pozwalaja jednak latwiej zdefiniowa¢ podziat Vi,...,V,, oraz
udowodnié, ze spelnia on zadane wlasnodci.

Udowodnienie twierdzenia 4 dalo impuls do prac majacych na celu znalezienie lepszego niz
wyktadniczy algorytmu on-line kolorowania porzadkow, ktorych zwienczeniem byt podwyktadni-
czy algorytm z pracy [A2]. Kluczowym pojeciem tego algorytmu jest pojecie wezla. Spojrzmy
na porzadek dwudzielny (A;, A;, <) indukowany przez kazde dwa sasiednie poziomy A; i A;
porzadku regularnego jak na graf dwudzielny, ktorego krawedziami sa wszystkie poréwnywal-
nosci miedzy A; a A; — weztami miedzy poziomami A; oraz A; sa wszystkie sktadowe spdjne
grafu (A;, A;, <) (patrz rysunek 2). Antylancuch Aj wstawiany miedzy sasiadujace ze soba anty-
laricuchy A; oraz A; generuje nowe wezly w grafach dwudzielnych (A;, Ag, <) oraz (A, A;, <).
Wszystkie wezty pojawiajace si¢ podczas wprowadzania antytancuchow do porzadku regular-
nego, uporzadkowane relacja postaci ,wezel (X,Y, <) powstaje z podziatu wezta (Z,T,<)”,
tworza strukture drzewiasta, ktérej korzeniem jest wezel (A1, A2, <) (patrz rysunek 2). Algorytm
z pracy [A2] koloruje krawedzie wszystkich weztéw drzewa w sposéb on-line, tak ze konce wszyst-
kich krawedzi pokolorowanych tym samym kolorem stanowig tancuch w porzadku regularnym.
Kazdy nowo wprowadzony element porzadku regularnego otrzymuje wowczas kolor dowolnej
incydentnej z nim krawedzi; sposéb kolorowania krawedzi weztéw zapewnia, ze kolorowanie takie
jest poprawne. Kluczowa role w kolorowaniu krawedzi wszystkich weztéw odgrywa kolorowanie
tak zwanych wezldw istotnych. Kazdy taki wezel zawiera krzyz, czyli wierzchotki {x1,29} C X
i{y1,y2} C Y, takie ze {z1,z2} < {y1,y2} oraz takie ze graf (X ~ {x1,z2},Y N~ {y1,92}, <) ma
skojarzenie pelne (patrz wezel Ny na rysunku 2). Algorytm rozdziela wezly istotne ze wzgledu na
ich wlasnosci kombinatoryczne, tak zwana charakterystyke (kombinatoryczna), na wielomianowa
liczbe zbioréw, tak ze w obrebie jednego takiego zbioru znajduja sie wszystkie wezly istotne
o tej samej charakterystyce. W szczegélnosci, definicja weztéw istotnych zapewnia, ze kazde dwa

6Lemat 3 w [A1] pokazuje faktycznie nieco silniejsze ograniczenie niz 4kw — 1.
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wezly istotne o tej samej charakterystyce nie moga by¢ w relacji przodek-potomek w drzewie
wszystkich weztéow. Na kazdym zbiorze wezléw istotnych o tej samej charakterystyce mozemy
wprowadzié relacje czeSciowego porzadku, w ktorej wezel (XY, <) jest pod weztem (Z,T, <),
jezeli pewien gérny element krzyza wezta (XY, <) jest pod pewnym dolnym elementem krzy-
za wezta (Z,T,<). Kazdy taki cze$ciowy porzadek ma szeroko$¢ co najwyzej w/2 (lemat 5.9
z [A2]) i moze by¢ dzielony na lancuchy (kolorowany) w sposéb on-line za pomoca rekurencyjne-
go wywolania algorytmu (patrz porzadek na weztach N3, N5, Ng przedstawiony na rysunku 2).
Niech £ bedzie jednym z lancuchéw w podziale generowanym przez algorytm rekurencyjny.
Wszystkie krawedzie weztéw z tancucha £ mozemy uporzadkowaé relacja czesciowego porzadku:
krawedZ (a < b) jest pod krawedzia (¢ < d) wtedy i tylko wtedy, gdy b < ¢ w prezentowanym
porzadku regularnym. Krawedzie z weztow tancucha £ tworza porzadek o szerokosci co najwy-
zej w? (lemat 5.8 z [A2]), ktéry jest porzadkiem (2w — 1+ 2w — 1)-wolnym (lemat 5.10 z [A2]).
Na mocy twierdzenia 4, ten porzadek na krawedziach wezléw tanicucha £ mozemy pokoloro-

waé on-line wielomianowsg liczbg koloréow, uzywajac algorytmu first-fit. Przedstawione powyzej
idee pozwalajg kolorowaé krawedzie wszystkich weztéw istotnych w drzewie wszystkich weztéw.
Kolorowanie weztéw istotnych jest nastepnie rozszerzane na pozostate wezly drzewa: miedzy
innymi, kolorami krawedzi wezla istotnego N kolorowane sg wszystkie wezty M, ktére nie sa
istotne i dla ktérych N jest pierwszym wezlem istotnym na $ciezce od M do korzenia (A;, Ag, <)
w drzewie wszystkich weztéw. Rozszerzanie kolorowania wezta N na wszystkie takie wezty jest
doséé skomplikowane i jest opisane szczegdtowo w sekeji 6 pracy [A2].

Powyzsze idee pozwalaja skonstruowaé algorytm on-line A kolorowania porzadkéw tak, aby
liczba koloréw wvala (w), jaka wykorzystuje on na porzadkach szerokosci w, byta ograniczona od
gory przez w'® - vala (). Ostatecznie, vala (w) < w'3l°8¥ co dowodzi twierdzenia 1.

RYSUNEK 2. Wprowadzenie antytancuchow As i A4 do porzadku regularnego
szerokosci 5. W drzewie wszystkich wezléw: wezly Ny, No, N3, Ny sa dzie¢mi (po-
wstaja z podziatu) wezta (A1, Ag, <), wezly Ns, Ng, N7, Ng sa dzieémi (powstaja
z podziatu) wezlta Ny. Wezel Ny jest weztem istotnym: krawedzie krzyza wezlta N
sg oznaczone na czerwono, dopasowanie petlne w grafie dwudzielnym powstalym z
Ny przez usuniecie wierzchotkéw z krzyza No jest oznaczone kolorem niebieskim.
Wezty N3, N5, Ng sa istotne i maja te sama charakterystyke kombinatoryczna —
relacja czesciowego porzadku indukowanego przez krzyze weztéw N3, N5, Ng jest
przedstawiona na rysunku po prawej. Wezlty N5 oraz Ng sg dodawane do tego po-
rzadku w momencie prezentacji antytancucha Ay, a wiec w momencie pojawienia
sie wezléw N5 oraz Ng w drzewie wszystkich weztéw.

Wspomniana juz wezesniej praca [12] zawiera pelny opis drugiego podwykladniczego algorytmu
on-line kolorowania porzadkéw, ktéry mocno korzysta ze spostrzezen z pracy [A2] oraz z pracy
Kiersteada i Smitha [56]. Algorytm z tej pracy koloruje porzadki regularne algorytmem first-

-fit. Okazuje sie, ze w klasie porzadkéw regularnych algorytm first-fit dziata bardzo wydajnie
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i wykorzystuje podwyktadniczg liczbe koloréw. Dowdd tego twierdzenia sklada sie z dwdch czesci,
ktérych oméwienie poprzedzimy krotka definicja. Drabing wysoko$ci k nazywamy porzadek
sktadajacy sie z dwbch roztacznych tancuchdéw 1 < zo < ... < zporaz y1 < y1 < ... < Yk
rozmiaru k, oraz poréwnywalnosci x; < y; dla 1 <@ < j < k. W pierwszej czeSci dowodu
wykazujemy, ze wysokos¢ kazdej drabiny zawartej w porzadku regularnym szerokosci w jest
ograniczona przez 2w? (lemat 6 z [12]). Fakt ten zostat wspomniany w [A2], za$ jego petny dowéd
mozna znalezé w [12]. Druga cze$é dowodu pochodzi z pracy Kiersteada i Smitha [56], ktorzy
wykazali, ze w klasie porzadkéw szerokosci w nie zawierajacych drabiny wysokosci k£ algorytm
first-fit uzywa co najwyzej w8 wHogk) koloréw. Polaczenie obu tych rezultatéw prowadzi do
wniosku, ze algorytm first-fit na porzadkach regularnych szerokoéci w uzywa co najwyzej wOlogw)
koloréw. Szacujac precyzyjnie stale ukryte w notacjach asymptotycznych, dowodzimy, ze algorytm
on-line kolorowania porzadkéw, ktéry redukuje problem do kolorowania porzadkéw regularnych,
a nastepnie koloruje te porzadki algorytmem first-fit, uzywa co najwyzej w5218 %+7 koloréw.
W pracy [12] podajemy réwniez dwa powody, ktére uniemozliwiaja poprawienie analizy dzialania
tego algorytmu: (1) konstruujemy porzadki szerokosci w nie zawierajace drabiny wysokosci k,
na ktérych algorytm first-fit uzywa w?(°8%) koloréw (lemat 17 z [12]), oraz (2) wykazujemy, ze
istnieja porzadki regularne szerokoéci w, ktére zawieraja drabine wysokosci 2(w?) (lemat 16
z [12]).

Algorytm first-fit jest réwniez przedmiotem badawczym ostatniej pracy [A3] (wspdlnej z Bo-
skiem i Mateckim) po$wieconej problemowi kolorowania on-line porzadkéw. W pracy [45] Joret
i Milans zadali pytanie, dla jakich porzadkéw @ istnieje funkcja fo : N — N o tej wlasnosci, ze
w klasie porzadkéw Q-wolnych szerokosci w algorytm first-fit uzywa co najwyzej fo(w) kolo-
réw. Przyklad Kiersteada zmuszajacy algorytm first-fit do uzycia dowolnie wielu koloréw na
porzadkach szerokosci 2 pokazuje, ze fg nie istnieje dla porzadkéw @) o szeroko$¢ wigkszej badz
réwnej 3. Omawiane wcze$niej wyniki dowodza, ze fq istnieje jezeli @ jest porzadkiem (k + k)
(i jest wtedy funkcja liniowa) lub drabina wysokosci k (i jest wtedy rzedu w©+(°8®)) Gléwny
wynik pracy [A3] orzeka, ze funkcja fq istnieje dla dowolnego porzadku @ szerokosci 2.

Twierdzenie 5 (twierdzenie 1 z [A3]). Dla kazdego porzedku Q o szerokosci 2 istnieje funkcja
fo : N =N, gdzie fo(w) jest ograniczeniem gornym na liczbe koloréw wykorzystywang przez
algorytm first-fit kolorujgcy porzqdki Q-wolne o szeroko$ci w.

Ograniczenia na funkcje fq, wynikajace z dowodu powyzszego twierdzenia, nie sg wielomiano-
we. Twierdzenie to jest wigc malo praktyczne z punktu widzenia konstrukcji wielomianowego
algorytmu on-line kolorowania porzadkéw. Niemniej jednak twierdzenie to zapewnia, ze first-fit
jest wydajny w szerokiej klasie porzadkéw, a uzyskanie wielomianowych ograniczen na funk-
cje efektywnosci w jak najszerszej rodzinie tych klas mogloby prowadzi¢ do dalszych postepéw
w pracach nad problemem ogdlnym.

Dowdéd twierdzenia 5 sktada sie z dwoch czesci. W pierwszej z nich definiujemy porzadki
szerokosci 2, zwane (k,l)-drabinami. Porzadek H jest (k,l)-drabina, jezeli okreslony jest na
zbiorze X1 U. ..U X}, zbiér X; U X, indukuje w H drabine o wysokosci l dlai € {1,...,k—1}
oraz zachodzi X1 < X3 < ... < X, 1 Xo < Xy < ... < X, gdzie e oraz o sg najwiekszymi
liczbami, odpowiednio parzysta i nieparzysta, mniejszymi od k. Nastepnie wykazujemy, ze kazdy
porzadek @ o szerokosci 2 jest podporzadkiem indukowanym w (k,[)-drabinie dla odpowiednio
duzych wartosci k oraz [ (lemat 4 w [A3]). W drugiej cze$ci dowodu dowodzimy, ze istnieje
funkcja g : N3 — N o tej wlasnoéci, ze jezeli algorytm first-fit wykorzystuje co najmniej
g(w, k,1) koloréw na porzadku P, to P zawiera (k,l)-drabine lub antytaricuch szerokosci w
(lemat 6 w [A3]). Na mocy poprzedniej uwagi dowodzi to juz twierdzenia 5. Algorytm first-
-fit ma te uzytecznag wlasciwosé, ktora pozwala szacowaé liczbe kolorow, jaka wykorzystuje on

na porzadku P, w sposéb statyczny. 5cian@ rozmiaru k w porzadku P nazywamy pokrycie
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taricuchowe C1, . . ., Cy tego porzadku o tej wtasnosci, ze kazdy element z C; jest nieporéwnywalny
z pewnym elementem z tancucha C, dla kazdych 1 < j <@ < k. Prawdziwe jest nastepujace,
bardzo proste spostrzezenie: first-fit uzywa na porzadku P co najmniej k& koloréw wtedy i tylko
wtedy, gdy w porzadku P istnieje Sciana rozmiaru co najmniej k. Ostatecznie wykazujemy, ze
dla kazdych w, k,l € N istnieje wartos¢ g(w, k,l) o tej wlasnosci, ze kazda Sciana o rozmiarze
g(w, k, 1) zawiera antylanicuch szerokosci w lub (k,1)-drabine. Dowdd powyzszego faktu opiera
sie na sformulowaniu i udowodnieniu mocniejszego zalozenia indukcyjnego (do$é technicznego),
ktére opisuje precyzyjnie ,lokalizacje” (k,[)-drabiny w dostatecznie duzej $cianie w porzadku
0 ograniczonej szerokosci.

4.4. Kolorowanie geometrycznych klas graféw przecieé. Jednym z najczedciej rozwa-
zanych i najlepiej zbadanych modeli reprezentacji grafu jest model przecie¢. Modelem prze-
cie¢ lub reprezentacjqg grafu G w rodzinie obiektow geometrycznych R nazywamy odwzoro-
wanie ¢: V(G) — R przypisujace wierzchotkom grafu G obiekty rodziny R w taki sposéb, ze
w € BE(G) <= ¢(u) N ¢(v) # 0 dla dowolnych wierzchotkéw u i v grafu G. Grafy, ktére maja
reprezentacje w R, nazywamy grafamsi przecie¢ obiektow rodziny R.

W ostatnim czasie nastapit wyrazny postep w problemie kolorowania graféw przecie¢ obiektéw
(zwartych i tukowo spéjnych podzbioréw) plaszczyzny, a jedna z jego przyczyn bylo odkrycie
zwiazkoéw, jakie zachodza miedzy tym problemem a problemami kolorowania graféw on-line.
Zwiazki te, po raz pierwszy opisane w pracy [D6], umozliwily skonstruowanie pierwszych
graféw przecieé¢ obiektéw na plaszczyznie o ograniczonej liczbie klikowej i nieograniczonej liczbie
chromatycznej. W pracach [B1, B2] formalizujemy ,,podejscie on-line” do probleméw kolorowania
grafow oraz pokazujemy jego zastosowanie do uzyskania najlepszych asymptotycznie oszacowan
na liczbe chromatyczna w réznych naturalnie zdefiniowanych geometrycznych grafach przecie¢
obiektow plaszczyzny.

Niech F bedzie rodzing obiektéw plaszezyzny R? (Iub prostej rzeczywistej R). Dwa obiekty
z F nachodzg sie, jezeli maja niepuste przeciecie i zaden nie zawiera sie w drugim. Rodzina JF jest
czysta, jezeli nie istnieja w niej dwa nachodzace sie obiekty, ktére zawieraja w swoim przecieciu
inny obiekt tej rodziny. Na rodzinie J obiektéw plaszczyzny R? (lub prostej rzeczywistej R), poza
grafem przecieé, zdefiniowaé mozemy réwniez graf nachodzen rodziny &F, ktéry taczy krawedziami
kazde dwa nachodzace si¢ obiekty z J.

Jedynymi zbiorami zwartymi i tukowo spojnymi w R sa przedziaty. Grafy przecie¢ przedzialow,
czyli grafy przedzialowe, sa doskonate. Pojecie doskonatosci uogdlnia sie nastepujaco: rodzina
graféw G jest x-ograniczona, jezeli istnieje funkcja f : N — N, taka ze x(G) < f(w(G)) dla
kazdego grafu G € G [35]. Grafy nachodzen przedzialéw, réwnowaznie definiowane jako grafy
przecie¢ cieciw okregu, nie sa juz doskonale, sa jednak x-ograniczone. Gyarfas [34] wykazal, ze
grafy nachodzen przedziatéw spetniaja xy = O(w?4%). Kostochka i Kratochvil [69] wykazali, ze
grafy te spelniaja x = O(2%). Z drugiej strony Kostochka [67] skonstruowal grafy nachodzen
przedzialéw o liczbie klikowej w i liczbie chromatycznej O (w logw).

Badania nad kolorowaniami graféw przecie¢ obiektéw na plaszczyznie zapoczatkowali Asplund
i Griinbaum [4]. Wykazali oni, ze grafy przecig¢ prostokatéw o bokach réwnolegltych do osi maja
liczbe chromatyczna rzedu O(w?). Z drugiej strony, Kostochka twierdzi” (patrz [68]), ze istnieja
grafy przecieé¢ prostokatéw o liczbie klikowej w i liczbie chromatycznej 3w. Malesinska, Piskorz
i Weilenfels [77] pokazali, ze grafy przecie¢ két spelniaja x < 6w — 6, Peeters [84] za$ wykazal,
ze grafy przecie¢ két jednostkowych spetniaja x < 3w — 2. Dos¢ ogdlne twierdzenie, udowodnione
przez Kima, Kostochke i Nakprasita [62], opisuje szeroka rodzine y-ograniczonych klas graféw
przecie¢ obiektéw na plaszczyznie. Twierdzenie to orzeka, ze dla kazdego zwartego i wypuklego
zbioru X w R2, graf przecieé¢ obiektéw, z ktérych kazdy jest otrzymany przez przesuniecie

7VVedlug mojej najlepszej wiedzy, konstrukcja Kostochki nie jest nigdzie opublikowana.
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zbioru X, spetnia xy < 3w — 2, za$ graf przecigé obiektow, z ktorych kazdy jest jednoktadna
(jednostajnie przeskalowana i przesunigta) kopia X, spelia xy < 6w — 6.

Pytania o y-ograniczonos¢ klas graféw przecie¢ obiektow na plaszczyznie pojawialy sie juz
w latach 1970-tych. Erdds zadatl pytanie, czy klasa graféw przecie¢ odcinkéw jest y-ograniczona
(patrz problem 1.9 z [35]). Podobne pytanie zadali Kratochvil i Nesetfil w odniesieniu do graféw
przecie¢ krzywych ciaglych (patrz [70]). Czesciowo na pytanie Erdésa odpowiedzial Suk [93], ktéry
wykazal, ze klasa graféw przecieé¢ odcinkéw jednostkowej dtugoéci jest y-ograniczona. W 2012
roku wykazalidémy, ze powyzsze klasy graféw nie sg y-ograniczone, co wynika z nastepujacego
twierdzenia.

Twierdzenie 6 (twierdzenie 1 w [D6]). Dia kaidego tukowo spdjnego i zwartego zbioru X w R2,
ktory mie jest prostokgtem o bokach wyréwnanych do osi, istnieje graf przecie¢ n obiektow,
z ktorych kazdy otrzymany jest ze zbioru X poprzez niezaleine skalowanie w pionie i w poziomie
oraz przesuniecie, ktéry ma liczbe klikowq 2 i liczbe chromatyczng O (loglogn).

Znane s nastepujace szacowania gorne liczby chromatycznej graféw przecieé odcinkdéw oraz
graféw przecie¢ krzywych ciaglych o ograniczonej liczbie klikowej. Suk [93] wykazal, ze grafy
przecie¢ odcinkéw spetniaja x = O, (logn). Fox i Pach [25] udowodnili, ze grafy przecie¢ krzy-
wych ciaglych spelniaja x = (log n)o(log ). 7 drugiej strony, ograniczenia dolne z twierdzenia 6
pokazuja, ze w klasach tych istnieja grafy o liczbie chromatycznej rzedu ,tylko” ©(loglogn).
Naturalne jest wiec pytanie o rzad wielkosci, jaka moze osiagaé liczba chromatyczna w n wierz-
chotkowym grafie przecie¢ obiektéw na plaszczyznie o ograniczonej liczbie klikowej. W pracach
[B1, B2], stosujac podejscie on-line, uzyskaliémy asymptotycznie najlepsze ograniczenia rzedu
X = Ou((loglogn)€), gdzie ¢ jest pewna stala zalezna od w, w szczegdlnych klasach graféw
bedacych uogdlnieniami graféw nachodzen przedziatéw.

Klasy graféw przedziatowych oraz graféw nachodzen przedziatéw uogdélniaja sie w dwdch
kierunkach, ktére prowadza do nastepujacych klas graféw:

e grafow cieciwowych, bedacych grafami przecie¢ poddrzew pewnego drzewa,

e grafow nachodzen poddrzew, bedacych grafami nachodzen poddrzew pewnego drzewa,

o graféw przecie¢ prostokgtéw, bedacych grafami przecie¢ prostokatéw w R? o bokach wyréwna-
nych do osi uktadu wspotrzednych,

e grafow nachodzeni prostokgtéw, bedacych grafami nachodzen prostokatéw w R? o bokach
wyréwnanych do osi uktadu wspélrzednych.

Ramkg nazywamy brzeg prostokata o bokach wyréwnanych do osi uktadéw wspotrzednych.
Zauwazmy, ze graf nachodzen rodziny prostokatow jest grafem przecie¢ ramek pochodzacych
od tej rodziny prostokatéw. Podobnie, grafy nachodzen poddrzew sg grafami przecie¢ pewnych
krzywych ciaglych na plaszczyznie: krzywe te mozemy otrzymaé otaczajac kazde poddrzewo
odpowiednio dobrana krzywa ciagla, tak by krzywe dwéch drzew przecinaly sie tylko wtedy, gdy
odpowiadajace im drzewa sie nachodza.

Aby zilustrowaé podejécie on-line do probleméw kolorowania geometrycznych klas graféw
przecieé¢ rozwazmy dwa problemy kolorowania on-line:

(1) Problem kolorowania przedzialéw [58]. W problemie tym adwersarz wprowadza przedzialy
domkniete R, ktorych graf przecie¢ ma liczbe klikowa ograniczong przez w, a algorytm on-
-line koloruje graf przecie¢ wprowadzanych przedzialéw. Kierstead i Trotter [58] wskazali
algorytm on-line, ktéry wykorzystuje co najwyzej 3w — 2 koloréow, oraz strategie adwersarza
zmuszajaca kazdy algorytm on-line do uzycia co najmniej 3w—2 koloréw. Strategia adwersarza
wymuszajaca 3 kolory w problemie kolorowania przedzialéw, ktorych graf przecie¢ ma liczbe
klikowa 2, jest przedstawiona na rysunku 3.

(2) Problem kolorowania narastajgcych przedziatow [D6]. W problemie tym adwersarz wprowadza

czysta rodzine przedzialéw zgodnie z porzadkiem ich lewych koncéw (w chwili prezentacji lewy
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RYSUNEK 3. Strategia adwersarza wymuszajaca uzycie 3 koloréw w problemie
kolorowania przedziatéw, ktorych graf przecieé¢ ma liczbe klikowa 2. W pierwszych
dwodch rundach adwersarz wprowadza dwa roztaczne przedziaty a oraz b. Jezeli a i
b sa kolorowane réznymi kolorami, adwersarz wymusza trzeci kolor, wprowadzajac
przedzial c. Jezeli a i b otrzymuja ten sam kolor, adwersarz wymusza trzeci kolor,
wprowadzajac przedzialy d i e. Na dole po prawej: graf rozgrywki dla opisanej
powyzej strategii adwersarza; na dole po lewej: krawedzie w grafie rozgrywki.

koniec prezentowanego przedziatu jest wiekszy od lewych koncéw przedzialéw wprowadzonych
we wezesniejszych rundach), ktérych graf nachodzen ma liczbe klikowa ograniczona przez w,
a algorytm on-line koloruje graf nachodzen prezentowanych przedziatéw. Optymalne strategie
algorytmu i adwersarza w tym problemie zostang omowione wraz z konsekwencjami, jakie
wnosza one do problemu kolorowania graféw przecigé.

Podejscie on-line do probleméw kolorowania graféw przecieé opiera sie na nastepujacej ob-
serwacji: kazda deterministyczna i skoficzona® strategia adwersarza w problemie P moze byé
yzakodowana” w tak zwanym grafie rozgrywki problemu P. Graf ten okrelony jest na drzewie
ukorzenionym, w ktérym kazda Sciezka od korzenia do liscia odpowiada jednemu scenariuszowi
wprowadzania wierzchotkéw (przedzialéw) w strategii adwersarza, zas kazde rozgalezienie drzewa
odpowiada rozgatezieniu w tej strategii. Graf rozgrywki kodujacy te strategie taczy krawedzia-
mi kazde dwa wierzchotki lezace na jednej Sciezce od korzenia do liscia (a wiec wprowadzane
w jednym scenariuszu prezentacji), ktére reguly problemu P nakazuja pokolorowaé¢ réznymi
kolorami. Graf rozgrywki strategii adwersarza wymuszajacej 3 kolory w problemie kolorowania
przedziatéw, ktorych graf przecie¢ ma liczbe klikows 2, jest przedstawiony na rysunku 3. Grafy
rozgrywek problemu P maja nastepujace, doéé¢ tatwe do udowodnienia wtasnosci:

(1) Jezeli w problemie P kolorowane sa grafy o liczbie klikowej ograniczonej przez w, grafy
rozgrywek problemu P maja liczbe klikowa ograniczona przez w (oczywiste).

(2) Jezeli w problemie PP istnieje deterministyczna i skoriczona strategia adwersarza zmuszajaca
algorytm on-line do uzycia ¢ kolorow, graf rozgrywki tej strategii ma liczbe chromatyczna co
najmniej ¢ (lemat 2.2 z [B2]).

(3) Jezeli dla problemu P istnieje (deterministyczny) algorytm on-line wykorzystujacy ¢ koloréw,
grafy rozgrywek tego problemu maja liczbe chromatyczna co najwyzej ¢ (lemat 2.1 z [B2]).

Okazuje sie, i to wladciwie stanowi o sile podejscia on-line, ze grafy rozgrywek pewnych szcze-
gélnych probleméw kolorowania on-line maja rézne reprezentacje geometryczne. Dla przyktadu,

8Zawierajadca skonczenie wiele mozliwych scenariuszy prezentacji, z ktorych wszystkie sa skoniczone.
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RYSUNEK 4. Graf rozgrywki dla strategi adwersarza z rysunku 3 jako graf przecie¢
prostokatéw w R2.

grafy rozgrywek problemu kolorowania przedzialéw maja reprezentacje w postaci graféw przecie¢
prostokatéow [B2], zas$ grafy rozgrywek problemu kolorowania narastajacych przedzialéw maja
reprezentacje w postaci grafu nachodzen prostokatéw [D6]. Istotnie, aby otrzymaé te reprezen-
tacje, kazdy przedzial u grafu rozgrywek przeksztalcamy w prostokat u x [z, yu], przy czym
przedzialy [x,,y,| dobieramy tak, by zadne dwa sie nie nachodzily oraz by spelnialy warunek
Ty < Ty < Yo < Yu, jesli tylko przedzial u znajduje sie na Sciezce od korzenia do v w drzewie
grafu rozgrywek (patrz rysunek 4).

,Zakodowana” w grafie rozgrywki strategia adwersarza (Kierstead i Trotter [58]) zmuszajaca
algorytm on-line do uzycia 3w — 2 koloréw w grze na przedziatach, ktorych graf przecieé ma
liczbe klikowa w, prowadzi do grafu rozgrywek o liczbie chromatycznej 3w — 2 i liczbie klikowej w.
Prowadzi to do nastepujacego wniosku:

Twierdzenie 7. [B2| Istnicjq grafy przecieé prostokgtow o liczbie klikowej w i liczbie chroma-
tycznej 3w — 2.

W pracy [D6] podano strategie adwersarza wymuszajaca uzycie k koloréw w problemie
kolorowania narastajacych przedzialéw, ktorych graf przecieé¢ ma liczbe klikowa 2. Graf rozgrywki
kodujacy te strategie ma 22°" wierzcholkéw. Na mocy wczesniejszych uwag, istniejg grafy
nachodzen n prostokatéw o liczbie klikowej 2 i liczbie chromatycznej rzedu ©(loglogn). Okazuje
sie, ze grafy te majg rézne reprezentacje geometryczne, miedzy innymi wszystkie te, o ktorych
moéwi twierdzenie 6.

W pracach [Bl, B2] wykorzystaliémy podejscie on-line do uzyskania ograniczen na liczbe
chromatyczna w klasach graféw nachodzen prostokatéw i graféw nachodzen poddrzew.

Twierdzenie 8 (twierdzenie 1.3 z [B2]).
(1) Kazdy graf nachodzeri prostokgtéw spetnia x = O, ((loglogn)“~1).
(2) Kazdy graf nachodzen czystej rodziny prostokgtow spelnia x = O, (loglogn).

Aby udowodnié twierdzenie 8, najpierw wskazujemy algorytm on-line, ktéry w k-rundowej grze

na narastajacych czystych przedziatach uzywa O, (log k) kolor6w. Algorytm dla w = 2 pochodzi
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z pracy [Bl1], jego rozszerzenie na dowolne w pochodzi z pracy [B2] (lemat 7.3). Algorytm ten
oraz uzycie tzw. dekompozycji heavy-light drzewa, autorstwa Sleatora i Tarjana [91], pozwala
nam udowodnié, ze grafy rozgrywki problemu kolorowania narastajacych czystych przedzialéw
maja liczbe chromatyczna rzedu O, (loglogn). W pracy [Bl] (lemat 2.1) wykazujemy, ze kazda
czysta rodzine prostokatéw, ktoérej graf nachodzen ma liczbe klikowa ograniczona przez w, da sie
podzieli¢ na O, (1) rodzin, ktérych grafy nachodzen (a doktadnie ich spdjne sktadowe) sa grafami
rozgrywki problemu kolorowania narastajacych czystych przedziatow. W taki sposéb dowodzimy
punkt (2) twierdzenia 8. Dow6d punktu (1) wykorzystuje punkt (2), niemniej jednak sprowadzenie
ogdélnego problemu kolorowania graféw nachodzen przedzialéw do graféw nachodzen czystych
rodzin prostokatéw wymaga uzycia dodatkowej techniki, ktéra opiera sie na tzw. rozszerzonym
algorytmie przeszukiwania wszerz (sekcja b w [B2]). Zauwazmy, ze ograniczenie z punktu (2) jest
asymptotycznie najlepsze (patrz twierdzenie 6). Nie wiemy, czy ograniczenie z punktu (1) jest
asymptotycznie najlepsze — jest to spowodowane tym, ze w problemie kolorowania narastajacych
przedzialéw nie znamy optymalnych strategii dla algorytmu on-line i adwersarza, jezeli nie
zalozymy, ze prezentowane przedzialy tworzg czysta rodzine przedzialéw.

Wioknem przedziatowym nazywamy funkcje ciagta o wartodciach nieujemnych okreslona na
przedziale domknietym w R i osiggajaca wartos¢ 0 na koncach tego przedziatu. Rodzine widkien
przedzialowych nazywamy wolng od nachodzen jezeli dla kazdych dwéch widkien z tej rodziny
przedzialy, na ktérych widkna te sa okreslone, nie nachodzg sie.

Twierdzenie 9 (twierdzenie 1.1 z [B2]).

(1) Kazdy graf przecie¢ wildkien przedzialowych spelnia ograniczenie x = O(2% (w;rl))
(2) Kazdy graf przecie¢ wickien przedzialowych wolnych od nachodzen spelnia ograniczenie
1
x < (%3)-

(3) Istniejg grafy przecie¢ wickien przedziatowych wolnych od nachodzen, dla ktérych x = (‘”H).

2

W pracy [23] Felsner wprowadzil wariant problemu kolorowania on-line porzadkéw, w ktérym
od adwersarza wymaga sie, by kazdy element w chwili wprowadzania byl maksymalny. O porzad-
kach podawanych w ten sposéb méwimy, ze sa podawane w sposéb narastajgcy. Felsner podat
algorytm on-line dla powyzszego problemu wykorzystujacy (“’;1) kolorow, gdzie w jest szeroko-
$cia wprowadzanego porzadku, oraz wykazal, ze nie istnieje algorytm lepszy. Punkty (2) oraz (3)
powyzszego twierdzenia wynikaja z nastepujacej zaleznosci (lemat 4.2 z [B2]): klasa graféw
przecie¢ wldkien przedzialowych wolnych od nachodzen réwna sie klasie grafow rozgrywek dla
problemu kolorowania porzadkéw podawanych w sposéb narastajacy. Punkt (1) wynika z punk-
tu (2) oraz z wyniku Kostochki i Kratochvila [69] méwiacego, ze grafy nachodzeil przedzialéw
spelniaja x < O(2v).

Ostatni wynik tej sekcji dotyczy graféw nachodzen poddrzew.

Twierdzenie 10 (twierdzenie 1.2 z [B2]).

(1) Kazdy graf nachodzen poddrzew spetnia ograniczenie x = O, ((loglog n)(g))
(2) Kazdy graf nachodzeni czystej rodziny poddrzew spelnia ograniczenie x = O, ((loglogn)
(3) Istniejg grafy nachodzeri czystej rodziny poddrzew, dla ktérych x = O, ((loglogn)*~1).

w—l)'

Niech F bedzie rodzina poddrzew pewnego ukorzenionego drzewa T'. Enright i Stewart [19]
zauwazyly, ze graf nachodzen tych poddrzew z F, ktore majg niepuste przeciecie z pewna
ustalong Sciezka od korzenia do lidcia w T, jest grafem przecie¢ odpowiednio zdefiniowanych
witokien przedziatowych. Spostrzezenie to pozwala zdefiniowaé szczegdlnego rodzaju problem
kolorowania on-line grafu przecie¢ widkien przedziatowych, o ktérym dowodzi sie, ze klasa graféw
rozgrywek tego problemu réwna si¢ klasie graféw nachodzen czystej rodziny poddrzew (lemat 6.3
z [B2]). Punkty (2) oraz (3) otrzymujemy dzigki znalezieniu optymalnych strategii algorytmu
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i adwersarza w tej szczegdlnej grze. Punkt (1) otrzymujemy z (2) oraz z redukcji problemu
ogolnego kolorowania graféw nachodzen poddrzew do czystych graféw nachodzen poddrzew.
Ograniczenie z twierdzenia 10 (3) jest najlepszym znanym obecnie ograniczeniem dolnym na
liczbe chromatycznag w klasie grafow przecie¢ krzywych na plaszczyznie.
Warto dodaé, ze ograniczenia goérne z twierdzen 8 i 10 sg osiagane przez wielomianowe
algorytmy kolorowania przy zalozeniu, ze kolorowane klasy graféw maja ograniczona liczbe
klikowa oraz znana jest ich reprezentacja.

4.5. Reprezentowanie geometrycznych graféw przecie¢ i czeSciowych porzadkéw.
Centralnym problemem badawczym dotyczacym reprezentowania graféw sa problemy rozpo-
znawania, ktére polegaja na testowaniu, czy dany na wejéciu graf ma reprezentacje wlasciwa
dla danej klasy graféw. Problemy tego typu rozwazane byly juz w latach 70-tych i dla wielu
klas grafow doczekaly sie zadowalajacych rozwiazan w postaci wielomianowych algorytmoéw
rozpoznawania lub dowodéw ich trudnosci obliczeniowej. Zazwyczaj algorytmy wielomianowe
rozpoznawania konstruuja tez wtasciwe dla danej klasy reprezentacje. Liniowy algorytm roz-
poznawania znany jest dla graféw przedziatlowych [10], dla graféw réwnoprzedziatowych® [16]
oraz graféw cieciwowych [87]. Algorytm o zlozonosci O(n?) znany jest dla klasy graféw przecieé
cieciw okregu [92]. Z drugiej strony, problemy rozpoznawania graféw przecie¢ dwuwymiarowych
obiektéw plaszczyzny sa zazwyczaj trudne: problem ten jest NP-zupelny dla grafow przecieé¢
prostokatow [72] i graféw przecie¢ krzywych cigglych [71, 88] oraz jest IR-zupelny dla graféw
przecigé¢ dyskéw o tym samym promieniu [46] i dla graféw przecie¢ odcinkéw na plaszczyznie [73],
gdzie JR jest klasa probleméw wielomianowo redukowalnych do egzystencjalnej teorii liczb rze-
czywistych!® (NP C 3R C PSPACE).

Wiele klas graféw nieporéwnywalnosci (oraz klas porzadkéw) mozna reprezentowaé w rodzinach
obiektéw rozpietych miedzy dwiema liniami réwnolegtymi (poziomymi lub pionowymi) L; oraz Lo,
to jest, obiektéw zawartych miedzy L; oraz Lo oraz majacych z tymi liniami niepuste przeciecie.
Kazda rodzing R takich obiektow mozemy uporzadkowaé geometryczna relacja <, w ktorej
X <Y wtedy i tylko wtedy, gdy X i Y sa rozltaczne oraz X lezy ponizej (na lewo od) Y. Modelem
lub reprezentacjq porzadku P = (V,<) w rodzinie R nazywamy odwzorowanie ¢: V. — R
przypisujace elementom porzadku P obiekty R w taki sposob, ze u < v < ¢(u) < ¢(v) dla
dowolnych elementéw u i v porzadku P. Zauwazmy, ze jezeli ¢: V' — R jest modelem porzadku
w rodzinie R, to ¢ jest zarazem modelem przecieé grafu nieporéwnywalnoéci porzadku P. Rézne
klasy obiektéw geometrycznych rozpietych miedzy L i Lo pozwalaja reprezentowaé i definiowaé
rozne klasy porzadkow. Dla przyktadu:

o funkcje ciagle okreslone na przedziale [0, 1] reprezentuja cala klase porzadkow (patrz [75, 30]),
e funkcje liniowe okreslone na przedziale [0, 1] reprezentuja klase porzadkéw bedacych przecie-
ciami dwé6ch porzadkéw liniowych, ktére zwane sa porzadkami 2-wymiarowymi (patrz [18]),

e trapezy o podstawach zawartych w Ly i Lo reprezentuja porzadki bedace przecieciami dwoch

porzadkéw przedzialowych, ktére zwane sa porzqdkami trapezowymi (patrz [24]),
e réwnolegtoboki o podstawach zawartych w L1 oraz Lo reprezentuja klase porzgdkéw o ograni-
czonej tolerancji, stanowiaca pewne uogdlnienie klasy porzadkéw przedziatowych (patrz [23]).

Grafy nieporéwnywalnosci dla wyzej zdefiniowanych porzadkéw (bedace jednoczesnie grafami
przecieé¢ obiektéw, ktore je definiuja) nazywane sa kolejno grafami funkcyjnymi, grafami permuta-
cji, grafami trapezowymi, oraz grafami o ograniczonej tolerancji. Golumbic, Rotem i Urrutia [30]
oraz niezaleznie Lovasz [75] wykazali, ze klasa graféw funkcyjnych réwna sie klasie graféw niepo-
réwnywalnosci. Golumbic wykazal, ze grafy porownywalnoéci mozemy rozpoznawaé¢ w czasie

9Graf réwnoprzedziatlowy to graf przecigé przedzialéw R jednostkowej dtugosci.
10, jest, do problemu spelnialnosci formut postaci 3z1...3z, F(z1,...,2n), gdzie F(z1,...,2,) jest bez-
kwantyfikatorowa formuta, ktérej atomami sg nieréwnosci wielomianéw nad zmiennymi rzeczywistymi x1, ..., xn.
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O(n?) [29]. Grafy permutacji i porzadki o wymiarze 2 mozemy rozpoznawaé¢ w czasie liniowym
[79] a grafy i porzadki trapezowe w czasie O(n?) [78]. Z drugiej strony, rozpoznawanie graféw i
porzadkéw o ograniczonej tolerancji jest problemem NP-zupelnym [41, 80].

4.5.1. Rozszerzanie cze$ciowych reprezentacji grafow. Stosunkowo niedawno Klavik, Kratochvil
i Vyskod¢il [66] zaproponowali nastepujace bardzo naturalne uogélnienie probleméw rozpoznawania
geometrycznych klas graféw przecie¢. Czesciowq reprezentacjg grafu G = (V, E) w rodzinie
obiektéw R nazywamy odwzorowanie £: R — R, takie ze R C V oraz {(u) N{(v) <= uwv € FE
dla dowolnych u,v € R. Innymi stowy, czeSciowa reprezentacja grafu G jest to reprezentacja
podgrafu grafu GG indukowanego na pewnym zbiorze wierzchotkéw R.

Problem: Rozszerzanie czesciowych reprezentacji graféw przecieé obiektéow rodziny R
Wejscie: Graf G i jego czeSciowa reprezentacja £: R — R
Pytanie: Czy G ma reprezentacje ¢ w rodzinie R, taka ze ¢|R = £7

Problemy rozszerzania czeSciowych reprezentacji sa przynajmniej tak trudne jak problemy roz-
poznawania (sa réwnowazne, gdy czeSciowa reprezentacja jest pusta). Dobrym przykladem tego,
kiedy problem ten jest istotnie trudniejszy, jest problem rozszerzania czesciowych reprezentacji
graféw planarnych. Kazdy graf planarny mozna w czasie liniowym narysowac¢ na plaszczyznie, re-
prezentujac krawedzie odcinkami prostymi. Jednak testowanie, czy taka czeéciowa reprezentacje
mozna rozszerzy¢ do reprezentacji calego grafu planarnego, jest juz problemem NP-trudnym [83].
Inaczej jest w przypadku, gdy krawedzie grafu planarnego reprezentowane sg jako dowolne
krzywe ciagle — wéwczas problem rozszerzania ma rozwigzanie liniowe [3].

Mimo ze problemy rozszerzania cze$ciowych reprezentacji graféw przecie¢ badane sa od
zaledwie kilku lat, w wielu naturalnych klasach graféw przecieé¢ sa juz rozwiazane. Dla graféw
przedzialowych znane sa dwa algorytmy o liniowym czasie dzialania [8, 65]. Dla graféw przecie¢
przedzialéow jednostkowej dlugosci znany jest algorytm kwadratowy [63]. Klasa tych graféw jest
réwna klasie graféw przecieé¢ przedzialéw, z ktérych zaden nie zawiera sie w drugim — w tej
ostatniej problem rozszerzania ma algorytm liniowy [63]. Problem rozszerzania czesciowych
reprezentacji graféw cieciwowych mozna zdefiniowaé na wiele sposobow, z ktérych zdecydowana
wigkszo$¢ jest NP-trudna [64]. Problem rozszerzania czesciowych reprezentacji ma algorytm
wielomianowy dla graféw przecieé¢ cieciw okregu [14].

Méj wkiad w badania nad algorytmami rozszerzania cze$ciowych reprezentacji, zawarty
w pracach [C1] oraz [C2], obejmuje klasy graféw przecie¢ definiowanych na obiektach rozpietych
miedzy liniami rownolegtymi Ly i Lo, ktére mozna uporzadkowaé¢ geometryczng relacja <.
We wspélnej z Klavikiem, Kratochvilem i Walczakiem pracy [C1] udowodniliémy nastepujace
twierdzenia:

Twierdzenie 11 (propozycja 2 w [C1]). Problem rozszerzania czesciowych reprezentacji grafow
permutacji mozna rozwigzaé w czasie O(n?).

Twierdzenie 12 (twierdzenie 1 z [C1]). Problem rozszerzania czesciowych reprezentacji grafow
funkcyjnych mozna rozwigzaé w czasie wielomianowym.

Dodatkowo, w pracy [C1] rozwazaliSmy wariant problemu rozszerzania cze$ciowych reprezenta-
cji grafow funkcyjnych, w ktorych czedciowa reprezentacje stanowia funkcje czeéciowe okreslone
na pewnym przedziale domknietym zawartym w [0, 1]. Celem algorytmu jest znalezienie reprezen-
tacji grafu, ktora rozszerza zadane funkcje czesciowe do funkcji ciaglych okreslonych na catym
przedziale [0, 1]. Okazuje sig, ze tak zdefiniowany problem nie ma wielomianowego rozwiazania,
o ile P # NP.

Twierdzenie 13 (twierdzenie 2 z [C1]). Problem rozszerzania funkcji cze$ciowych do reprezen-
tacji grafu funkcyjnego jest NP-zupelny.
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We wspolnej z Walczakiem pracy [C2] zaproponowali$my wielomianowy algorytm dla problemu
rozszerzania czeSciowych reprezentacji grafow trapezowych.

Twierdzenie 14 ([C2]). Problem rozszerzania czesciowych reprezentacji grafow trapezowych
mozna rozwigzaé w czasie O(n).

Dowdd twierdzenia 11 jest stosunkowo prosty. Dushnik i Miller [18] wykazali, ze graf G jest
grafem permutacji wtedy i tylko wtedy, gdy G oraz dopekienie G grafu G sa grafami poréw-
nywalnosci. Golumbic [29] podal doéé prosty algorytm sprawdzajacy w czasie O(n?), czy graf
G jest grafem poréwnywalnosci, sprowadzajac ten problem do testowania, czy krawedzie grafu
G mozna przechodnio zorientowaé¢. Algorytm z twierdzenia 11 opiera sie na wzajemnej odpo-
wiedniosci pomiedzy modelami grafu permutacji G oraz parami sktadajacymi sie z przechodniej
orientacji G i przechodniej orientacji G, ktéra wynika z dowodu przytoczonej charakteryzacji
graféw permutacji [18]. Problem rozszerzania czeSciowe]j reprezentacji grafu permutacji G spro-
wadza sie wowczas do sprawdzenia, czy czeSciowe orientacje grafu G oraz grafu G indukowane
przez czesciowa reprezentacje sa rozszerzalne do przechodnich orientacji catych graféw. Zadanie
to mozna wykonadé, adaptujac wspomniany juz algorytm Golumbica.

Niech F bedzie rodzina funkcji ciaglych okreslonych na przedziale [0, 1]. Zalézmy, ze G = (V, E)
jest grafem funkcyjnym oraz £ : R — F jest czeSciowa reprezentacja grafu G. Kazdy model v
grafu G rozszerzajacy cze$ciowa reprezentacje & ustala przechodnia orientacje (V, <) krawedzi
dopehienia G grafu G: u < v <= 9¥(u) < ¥ (v) dla kazdej krawedzi uv w G (patrz rysunek 5).

¢ ¥(y) C
&(c) d
£(d) q
T Yy 1/’(1’) T ® Yy
£(b)
£(a)
a b Ly L a b

RYSUNEK 5. Graf G (po lewej) oraz czesciowa reprezentacja § : {a,b,c,d} — F
grafu G (oznaczona kolorem czerwonym, posrodku). Rozszerzenie czesciowej re-
prezentacji & do modelu ¢ calego grafu G' (na rysunku posrodku) ustala prze-
chodnig orientacje grafu G (na rysunku po prawej). Szarym tlem na $rodkowym
rysunku oznaczony jest region elementu x dla porzadku (V,<) z rysunku po
prawej.

Aby udowodnié twierdzenie 12, w pierwszej kolejnosci rozwigzujemy ,porzadkows” wersje
problemu rozszerzania: dla ustalonej przechodniej orientacji (V, <) grafu G pytamy, czy istnieje
model 1) porzadku!! (V, <) rozszerzajacy czeéciowa reprezentacje £. Warunkiem koniecznym na
istnienie takiego modelu jest zgodnos¢ porzadku (V, <) z czeSciowa reprezentacja &, wyrazona
warunkiem: a < b <= £(a) < &(b) dla kazdego a,b € R. Zal6zmy, ze porzadek (V, <) jest
zgodny z &, oraz ustalmy element x € V . R. W kazdym potencjalnym rozwiazaniu v problemu
w wersji porzadkowej funkcja ¥ (x) musi znajdowaé si¢ powyzej funkcji £(a), jeslia € Ria < z,
oraz ponizej funkeji £(a), jedli @ € R i x < a. Ograniczenia te okreslaja ,,pasek” rozpiety miedzy
Ly oraz Lo, w ktérym musi znalezé sie funkcja 1 (x) — pasek ten nazywamy regionem elementu x
(patrz rysunek 5). Przyjmujac, ze regionem elementu a € R jest wykres funkcji £(a), problem

11Pozvvalamy sobie tutaj na drobng niescisto§¢ — oczywiscie cze$ciowym porzadkiem jest dopelnienie zwrotne
przechodniej orientacji (V, <) grafu G.
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rozszerzania w wersji porzadkowej ma nastepujace rozwiazanie (lemat 1 z [C1]): czeSciowa
reprezentacja £ : R — J jest rozszerzalna do modelu porzadku (V, <) wtedy i tylko wtedy, gdy

(%) porzadek (V, <) jest zgodny z czeSciowa reprezentacja & oraz
dla kazdych dwéch nieporéwnywalnych elementéw w (V, <) ich regiony sie przecinaja.

Dla ustalonej przechodniej orientacji (V, <) grafu G, warunek (*) mozemy sprawdzi¢ w czasie
wielomianowym.

Aby rozwigzaé¢ problem w wersji ogélnej nalezy sprawdzié, czy istnieje przechodnia orientacja
(V, <) grafu G spehiajaca warunek (*). Graf G moze mieé¢ wykladniczo wiele przechodnich
orientacji, dlatego podejscie sprawdzajace po kolei wszystkie nie zadziata. Aby pokonaé to
ograniczenie, wykorzystujemy modularng dekompozycje grafu G — strukture, ktéra mozemy
utworzy¢ w czasie liniowym [79] i ktéra pozwala w pamieci liniowej reprezentowaé wszystkie
przechodnie orientacje G. Zalezno$ci zachodzace pomiedzy przechodnimi orientacjami grafu G
a modularna dekompozycja G zostaly opisane przez Gallaiego w pracy [27]. Poniewaz sa one
podstawsg dziatania algorytméw z twierdzen 12 i 14 oraz dowodu trudnosci z twierdzenia 13,
pokrétce je tutaj przedstawimy.

Niech G = (V, ~) bedzie dopelieniem grafu G = (V, E). Zbiér M C V jest modulem w G,
jezeli kazdy wierzchotek x spoza M jest polaczony krawedzia grafu G z kazdym elementem M
albo nie jest polaczony z zadnym elementem M. Modul M grafu G jest silny, jezeli M C N,
N C M, lub M NN =0 dla kazdego modutu N w G. Modularna dekompozycja grafu G sklada
sie ze wszystkich silnych moduléw grafu G. Zbiér silnych modutéw G uporzadkowany relacja
zawierania tworzy drzewo: korzeniem tego drzewa jest zbiér V', lisémi sa zbiory {v} dlav € V,
a dzieci kazdego silnego modutu M stanowig podzial zbioru M. Silne moduly G indukuja podziat
krawedzi G: krawedz u ~ v grafu G przypisujemy do modutu M, co oznaczamy przez u ~js v,
jezeli u,v € M oraz u i v naleza do réznych dzieci modutu M. Niech M bedzie silnym modutem G
i niech My, ..., M}, beda dzieémi M w modularnej dekompozycji G. Silny modul M nazywamy:

o rownoleglym, jezeli M; E M; dla kazdego i # j,
o szeregowym, jezeli M; ~ M; dla kazdego i # j,
o pierwszym, jezeli nie zachodzi zaden z wczesniejszych przypadkow.

Gallai [27] wykazal, ze dla kazdej przechodniej orientacji (M, <ps) grafu (M, ~ps) oraz dla
kazdych dwoch dzieci M; i Mj, takich ze M; ~y Mj, zachodzi M; <j; M; albo M; <ps M;.
Ponadto:

e jezeli M jest modutem réwnolegltym, (M, ~ys) jest grafem pustym i ma jedna (pusta) prze-
chodnig orientacje,

e jezeli M jest modulem szeregowym, (M, ~)s) ma k! przechodnich orientacji postaci M1y <
.. < My dla wszystkich permutacji 0 zbioru {1,..., k},

e jezeli M jest modulem pierwszym, (M, ~)s) ma dokladnie dwie przechodnie orientacje,
z ktorych jedna jest przeciwna do drugiej.

Gallai [27] wykazal, ze kazda przechodnia orientacja grafu G w zawezeniu do krawedzi silnego
modutu M jest przechodnig orientacja modutu (M, ~js) oraz ze wszystkie przechodnie orientacje
G mozemy otrzymaé poprzez niezalezne przechodnie zorientowanie krawedzi kazdego silnego
modutu (M, ~yy).

Przypomnijmy, ze problem testowania, czy graf G posiada reprezentacje rozszerzajaca &, jest
réwnowazny sprawdzeniu, czy G ma przechodnia orientacje spelniajaca warunek (*). Algorytm
z twierdzenia 12 w pierwszej fazie swojego dzialania dokonuje redukcji instancji wejsciowej do
instancji réwnowaznej, w ktérej kazdy silny modul G ma co najwyzej dwie przechodnie orientacje.
Redukcja ta pozwala nam reprezentowaé przechodnie orientacje kazdego silnego modutu grafu G

za pomoca jednej zmiennej boolowskiej. Na mocy twierdzen Gallaiego [27] warto$ciowania
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zmiennych modutowych sa w jednoznacznej odpowiedniosci z przechodnimi orientacjami calego
grafu G. Nastepnie dowodzimy, ze problem znajdowania przechodniej orientacji G spetniajacej
warunek (*) jest réwnowazny problemowi spelnialnosci pewnej szczeg6lnie okreslonej formuty
2-SAT na zbiorze zmiennych modutowych. Kluczowa obserwacja, ktora pozwala taka formute
skonstruowad, jest nastepujaca (lemat 4 z [C1]): dla kazdego wierzchotka € V'~ R w grafie G
region & moze przyjmowaé jedna z dwéch postaci, przy czym postaé ta zalezy od wyboru
orientacji jednego silnego modutu G. Tym samym problem rozszerzania graféw funkcyjnych
mozemy rozwigza¢ algorytmem wielomianowym.

Aby udowodnié twierdzenie 13, stosujemy podobne podejscie. Uzyskujemy analogiczny do
warunku (*) warunek konieczny i wystarczajacy dla rozszerzalnosci funkcji cze$ciowych do repre-
zentacji (V, <), przy czym w tej wersji problemu regiony elementéw porzadku (V, <) wymagaja
nieznacznie innej definicji. Warunek ten pozwala sformutowaé¢ wielomianowy algorytm dla po-
rzadkowej wersji problemu. Okazuje sie, ze w wersji ogdlnej regiony elementéw moga mieé¢ wiele
postaci i moga zalezeé od orientacji wielu silnych modutéw G. Spostrzezenie to pozwala zakodo-
waé spelialno$é problemu 3-SAT w problemie rozszerzania funkcji cze$ciowych. Dla formuty
3-SAT konstruujemy egzemplarz problemu rozszerzania: graf funkcyjny i funkcje czeéciowe dla
wierzchotkow tego grafu, przy czym tak jak wczeéniej, zmienne oraz ich wartoSciowania odpowia-
daja modutom oraz orientacjom przechodnim dopetnienia tego grafu, zas spelnialnoéé¢ formuty
réwnowazna jest spelnialnosci warunku (*).

Tematem pracy [C2] jest problem rozszerzania cze$ciowych reprezentacji graféw trapezowych.
Niech T bedzie zbiorem trapezow o podstawach zawartych pomiedzy dwiema liniami poziomymi
Ly i Ly. Habib, Kelly i Mohring [38] wykazali, ze problem rozpoznawania graféw trapezowych
rownowazny jest problemowi rozpoznawania porzadkdéw trapezowych: graf G ma model przecigé
w T wtedy i tylko wtedy, gdy dowolna przechodnia orientacja (V, <) grafu G ma model w 7.
Algorytmy sprawdzajace, czy porzadek (V, <) ma model w T, korzystaja z nastepujacej obserwacji:
kazdy model ¢ : V. — T porzadku trapezowego (V, <) moze zostaé przeksztalcony do tzw.
modelu znormalizowanego, ktory uscisla wzajemne polozenie niektérych bokéw trapezéw (x)
dla x € V. Aby opisa¢ proces normalizacji modelu 1, potrzebujemy kilku definicji. Dla z € V,
przez ¢ (|x) oraz 1 (z|) oznaczmy odpowiednio lewy oraz prawy bok trapezu ¥(z), przyjmijmy
réwniez lx ={z € V: z <z} oraz Tz = {# € V: z > z}. Proces normalizacji modelu v polega
na wykonaniu, dopdki jest to mozliwe, jednego z trzech krokéw normalizacji (patrz rysunek 6):

(1) jezeli Jx € |y oraz ¥ (|y) < ¢(|x) w linii L;, koniec odcinka ¢ (|x) z linii L; przeciagamy
wzdluz tej linii tuz przed odcinek ¥ (|y), tak aby ¢ (|z) < ¥(|y),

(2) jezeli Ty C Tz oraz ¢(y|) < ¥(x|) w linii L;, koniec odcinka ¥(y|) z linii L; przeciagamy
wzdluz tej linii tuz przed odcinek ¢ (z|), tak aby ¥ (z|) < ¥(yl|),

(3) jezeli o < Ty oraz ¥(y|) < ¥(Jx) w linii L;, konice odcinkéw v(|z) oraz ¢(y|) w linii L;
przeciagamy w kierunku siebie, tak aby ich kolejnosé na tej linii zostata zamieniona (tak aby

P(lz) <(yl).

Kazdy z trzech powyzszych krokow mozemy wykonaé tak, by utrzymaé wtasnosé, ze ¢ jest
modelem (V, <).

7/
TSy z \Y- y O/t
\\ /, ) 7N X
S s ~
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e Cly=4(lz) <o(ly) 22ty =¢@) <o) Lo <ty=P(z) <4y

RYSUNEK 6. Przeksztalcanie modelu 1) w model znormalizowany — kroki norma-
lizacji: (1), (2) oraz (3), kolejno.
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Rozdwojeniem porzadku trapezowego (V, <) nazywamy porzadek okreslony na zbiorze {|z, z| :
x € V'}, w ktérym zachodzi relacja ' < ' dla 2’ € {|z,z|} oraz v’ € {|y,y|} wtedy i tylko wtedy,
gdy w modelu znormalizowanym v porzadku (V, <) zachodzi 1(z’) < ¢(y'). Pomimo iz porzadek
trapezowy moze mie¢ wiele reprezentacji znormalizowanych (reprezentacje takie moga sie réznié
kierunkiem krzyzowania si¢ bokéw trapezéw), rozdwojenie porzadku (V, <) jest jednoznaczne
i zalezy tylko od porzadku (V, <) (a dokladnie od relacji, jakie zachodza wéréd zbioréw tx i |
dla x € V) [78]. Algorytmy rozpoznawania porzadkéw trapezowych [15, 24, 78] wykorzystuja
nastepujaca obserwacje: porzadek (V, <) jest porzadkiem trapezowym wtedy i tylko wtedy, gdy
rozdwojenie porzadku (V, <), ktére zalezy od porzadku (V, <), ma model w zbiorze odcinkéw
rozpietych miedzy L a Lo, co mozna sprawdzi¢ w czasie wielomianowym.

W problemie rozszerzania czeSciowych reprezentacji graféw trapezowych, tak jak w grafach
funkcyjnych, najpierw rozwiazujemy porzadkowa wersje problemu rozszerzania: dla ustalonej
przechodniej orientacji (V, <) grafu G pytamy, czy czedciowa reprezentacja £ jest rozszerzalna
do modelu 1 porzadku (V, <). Nasze podejécie do tego problemu jest nastepujace. Zalézmy, ze
1) jest rozwigzaniem problemu w wersji porzadkowej. Model ¥ mozna przeksztalci¢ do znorma-
lizowanego modelu ¢, stosujac pewien ciag krokéw normalizacji (1)-(3). Oznacza to, ze (V, <)
ma model rozszerzajacy & wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje model znormalizowany ¢ porzadku
(V,<), na ktérym mozemy wykonaé serie operacji odwrotnych do (1)-(3), ktére przeksztalca ¢
do modelu (V, <) rozszerzajacego £ — o modelu ¢, ktéry spelnia te warunki, powiemy, ze podlega
procesowi denormalizacji. Zadaniem algorytmu jest wiec sprawdzenie, czy istnieje model znor-
malizowany porzadku (V, <), ktéry podlega procesowi denormalizacji. Porzadek (V, <) moze
mie¢ wiele modeli znormalizowanych — sg one w jednoznacznej odpowiedniosci z przechodnimi
orientacjami grafu nieporéwnywalnosci rozdwojenia porzadku (V, <). Tak jak uprzednio, wszyst-
kie przechodnie orientacje tego grafu mozna opisa¢ w terminach przechodnich orientacji jego
silnych modutéw. Tym samym, wprowadzajac zmienne dla silnych modutéw, uzyskujemy wza-
jemng jednoznacznos$¢ miedzy wartosciowaniami tych zmiennych a modelami znormalizowanymi
porzadku (V, <). Nastepnie w terminach formuty 2-SAT, oznaczonej w pracy [C2] symbolem ®,
formutujemy warunki konieczne i wystarczajace wyrazajace mozliwos¢ wykonania procedury
denormalizacji — w szczegdlnosci, wartosci zmiennych modutowych z wartosciowania spetniajace-
go te formule okreslaja w sposéb jednoznaczny model znormalizowany porzadku (V) <), ktory
podlega procedurze denormalizacji. Problem istnienia modelu porzadku trapezowego (V, <) roz-
szerzajacego czesciowa reprezentacje & sprowadza sie wiec do sprawdzenia, czy formuta & jest
spelnialna (lemat 7 w [C2]). Ostatecznie, algorytm testujacy, czy porzadek trapezowy (V, <)
posiada model rozszerzajacy &, mozna zaimplementowaé tak, by dziatal w czasie O(n?).

Zadaniem algorytmu rozszerzania czesciowej reprezentacji £ grafu trapezowego G jest wyszu-
kanie przechodniej orientacji (V, <) grafu G takiej, ze porzadek (V, <) ma model rozszerzajacy &
w zbiorze J. W pierwszej fazie dzialania algorytm redukuje instancje wejsciowa do instancji
réwnowaznej, w ktorej kazdy silny modut grafu G ma co najwyzej dwie przechodnie orientacje —
redukcja ta pozwala reprezentowaé wszystkie przechodnie orientacje grafu G warto$ciowaniami
zmiennych boolowskich zwigzanymi z silnymi modutami grafu G. Nastepnie zawezamy przeszu-
kiwany zbiér przechodnich orientacji grafu G do tych orientacji, ktére spetniaja pewien zbiér
ograniczen, wyrazony w pracy formuta IT postaci 2-SAT. Ograniczenia te spelniaja podobng
role do warunku (*) w problemie rozszerzania graféw funkcyjnych: jezeli przechodnia orientacja
(V, <) spelnia ograniczenia II, to (V, <) jest zgodna z czeSciowa orientacja & oraz dla kazdych
dwéch nieporéwnywalnych elementéw w (V, <) obszary miedzy liniami L; oraz Lo, w ktérych
moga znalezé si¢ trapezy reprezentujace te elementy w potencjalnym rozwiazaniu problemu
w wersji porzadkowej, maja niepuste przeciecie. Przechodnia orientacje grafu G, ktéra ma model
rozszerzajacy &, wyszukujemy wykorzystujac programowanie dynamiczne po drzewie modularnej
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dekompozycji grafu G, w kolejnoéci od liéci do korzenia. Dla kazdego silnego modutu M algo-
rytm okredla dobre przechodnie orientacje tego modutu, korzystajac z juz obliczonej informacji
o dobrych przechodnich orientacjach dla podmoduléw modutu M. Aby zdecydowaé, czy ustalona
orientacja (M, <ps) modulu M jest dobra, algorytm wybiera dowolna dobra orientacje dla kazde-
go podmodutu modutu M (co jest mozliwe dzigki programowaniu dynamicznemu) oraz dowolna
przechodnig orientacje dla kazdego innego silnego modutu dekompozycji modularnej G, tak aby
przechodnia orientacja (V, <) calego grafu G powstajaca ze zlozenia wybranych przechodnich
orientacji silnych moduléw spetniala zbiér ograniczen II (wybér taki jest rozwiazaniem odpo-
wiednio zdefiniowanej instancji 2-SAT). Algorytm oznacza orientacje (M, <ps) jako dobra, jezeli
porzadek (RU M, <) powstaly z (V, <) przez odrzucenie niereprezentowanych elementéw spoza
M posiada model rozszerzajacy £ w zbiorze trapezéw J. Warunek ten mozemy sprawdzi¢ algo-
rytmem rozszerzania w wersji porzadkowej. Algorytm stwierdza, ze G ma model rozszerzajacy &,
jezeli co najmniej jedna orientacja modutu V' jest dobra. Dowdd poprawnosci algorytmu opiera
sie na lemacie (lemat 10 z [C2]), ktéry gwarantuje, ze niezaleznie od wyboru orientacji silnych
moduléw réznych od M, algorytm rozszerzania porzadku (R U M, <) albo zawsze stwierdza, ze
(RU M, <) ma model rozszerzajacy &, albo zawsze stwierdza, ze model taki nie istnieje.

5. OMOWIENIE POZOSTALYCH OSIAGNIE}@ NAUKOWO-BADAWCZYCH
5.1. Algorytmy on-line kolorowania porzadkéw.

[D1] Bartlomiej Bosek, Stefan Felsner, Kamil Kloch, Tomasz Krawczyk, Grzegorz Matecki,
Piotr Micek,
On-line chain partitions of orders: a survey,
Order 29 (1), 49-73, 2012.

Praca [D1] jest praca przegladowa dotyczaca zagadnien zwiazanych z kolorowaniem on-line
zbioréw czesciowo uporzadkowanych. Zawiera miedzy innymi:

e zarys pierwszego podwykladniczego algorytmu dla problemu ogdlnego autorstwa Boska i
Krawczyka z pracy [A2] (sekcja 3),

e nowe ograniczenie dolne dla problemu ogélnego: val(w) > (2 — o(1))(“F") (twierdzenie 3.2
z sekcji 3.2).

Ponadto praca zawiera omoéwienie probleméw kolorowania on-line réznych klas porzadkéw przy

réznych ograniczeniach na sposéb prezentowania porzadku. Ze wzgledu na te ograniczenia

wyrdzniamy:

e porzadki podawane w sposéb narastajgcy, w ktérych kazdy element w chwili prezentacji jest
maksymalny;,

e porzadki podawane z reprezentacjq, w ktérych kazdy wprowadzany element reprezentowany
jest przez odpowiedni obiekt geometryczny.

W pracy omawiamy problemy kolorowania on-line:

e w klasie porzadkéw przedzialowych (sekcja 4) i réwnoprzedzialowych (sekcja 5) wprowadzanych
z reprezentacja i bez reprezentacji, w sposob narastajacy i ogélny,

e w klasie porzadkéw d-wymiarowych podawanych z reprezentacja, w sposéb ogdlny i narastajacy
(sekcja 6).

Dodatkowo omawiamy adaptywng wersje problemu kolorowania on-line porzadkow. W wersji tej

kazdy element w chwili wprowadzenia moze otrzyma¢ wiecej niz jeden kolor, kolory te moga by¢

mu nastepnie odbierane i przydzielane innym wprowadzanym elementom, ale z zachowaniem

warunku, ze zbiér koloréw przydzielony kazdemu elementowi jest niepusty (sekcja 8).

Ponadto praca zawiera kilka uproszczonych dowodéw dla znanych juz wezesniej twierdzen.
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5.2. Wymiar on-line porzadkéw.

[D2] Stefan Felsner, Tomasz Krawczyk, William T. Trotter,
On-line dimension for posets excluding two long incomparable chains,
Order 30 (1), 1-12, 2013.

[D3] Bartlomiej Bosek, Kamil Kloch, Tomasz Krawczyk, Piotr Micek,
On-line dimension of semi-orders,
Order 30 (2), 593-615, 2013.

[D4] Bartlomiej Bosek, Kamil Kloch, Tomasz Krawczyk, Piotr Micek,
On-line version of Rabinovitch theorem for proper intervals,
Discrete Mathematics 312 (23), 3426-3436, 2012.

Realizatorem porzadku P jest zbior liniowych rozszerzen P, ktorych przeciecie jest réwne P.
Dushnik i Miller [18] zdefiniowali wymiar porzadku P jako liczno$¢ minimalnego realizatora P.
Réwnowaznie, wymiar P to najmniejsze d takie, ze P jest podporzadkiem R¢ z relacja ,,po
wspdirzednych”. Znane sg nastepujace ograniczenia na wymiar porzadkéw. Hiraguchi udowodnit,
ze wymiar kazdego porzadku jest ograniczony szerokoscia tego porzadku [43]. Fiiredi, Hajnal,
Rodl i Trotter [26] wykazali, Ze wymiar n-elementowego porzadku przedzialowego jest rzedu
O(loglogn) i ograniczenie to jest asymptotycznie najlepsze. Rabinovitch [86] wykazal, ze wymiar
kazdego porzadku réwnoprzedziatlowego wynosi co najwyzej 3 i ograniczenie to jest mozliwie
najlepsze.

Algorytm on-line utrzymujgcy realizator rozmiaru d otrzymuje porzadek P w kolejnoéci ele-
mentéw x1,...,x, 1 konstruuje d liniowych porzadkow L, ..., Ly, tak ze dla kazdego 1 <7 < n:

e po zaprezentowaniu elementéw xq,...,x; porzadki liniowe Li,..., Ly stanowig realizator
porzadku P[x1,...,xz;] (porzadku P indukowanego przez elementy {x1,...,z;}),

e po zaprezentowaniu elementu x; algorytm wstawia element x; do porzadkéw liniowych
Lq,...,Lg, przy czym pozycja x; w kazdym z tych porzadkéw zalezy tylko i wytacznie od
P[z1,...,x;] oraz aktualnego stanu porzadkéw L, ..., Lg.

Klasa P ma wymiar on-line co najwyzej d, jezeli istnieje algorytm on-line utrzymujacy realizator
rozmiaru d dla kazdego scenariusza prezentacji kazdego porzadku z klasy P. Réwnowaznie, klasa
P ma wymiar on-line co najwyzej d, jezeli istnieje algorytm on-line ,zanurzajacy” elementy
wprowadzanego porzadku z klasy P w przestrzen R? z relacja ,,po wspétrzednych”.

Kierstead, McNulty i Trotter [55] wykazali, ze wymiar on-line klasy porzadkéw o wymiarze 2
nie jest ograniczony oraz ze wymiar on-line klasy porzadkéw szerokosci w wynosi co najmniej w.
Wyniki te oraz twierdzenie orzekajace, ze wymiar (off-line) porzadku szerokosci w wynosi
co najwyzej w, skierowaly uwage na badanie problemu wymiaru on-line w klasie porzadkéw
szerokosci co najwyzej w. Kierstead, McNulty i Trotter [55] udowodnili, Zze wymiar on-line
porzadkow szerokosci 2 wynosi co najwyzej 6. Korong szerokosci k nazywamy porzadek sktadajacy
sie z k elementéw minimalnych aj,...,a; oraz k elementéw maksymalnych bq,...,b; oraz
poréwnywalnosci a; < b; oraz a; < biy1 dla i = 1,...,k (cyklicznie). Autorzy pracy [55]
wykazali, Ze wymiar on-line porzadkow szerokosci 3 nie jest ograniczony: adwersarz w tej strategii
wprowadza najpierw strukture sktadajaca sie z dwoch nieporéwnywalnych taricuchdéw wysokosci d,
ktore sa nastepnie laczone korona szerokosci 3. Z drugiej strony, gléwne twierdzenie pracy [55]
orzeka, ze wymiar on-line porzadkéw szerokodci w, ktore sa wolne od koron szerokoéci k dla
3 < k < w, jest ograniczony przez val(w)!, gdzie val(w) jest liczba koloréw, jakie uzywa optymalny
algorytm kolorowania on-line porzadkéw z tej klasy (algorytm Kiersteada, McNulty’ego i Trottera
wykorzystuje jako ,czarna skrzynke” algorytm kolorowania porzadkéw on-line). Autorzy [55]
zadaja réwniez pytanie, ktére ciaggle pozostaje otwarte, czy w klasie porzadkéw szerokosci

w wolnych od korony szeroko$ci 3 wymiar on-line jest ograniczony. Wspomniana strategia
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adwersarza pokazujaca, ze wymiar on-line porzadkéw szerokosci 3 jest nieograniczony, poza korona
szerokosci 3, wprowadza réwniez dowolnie duza strukture (k + k). Naturalne jest wiec pytanie,
czy zabronienie tej struktury pomaga skonstruowaé algorytm on-line utrzymujacy skoniczony
realizator. Gléwny wynik pracy [D2] pokazuje, ze tak wlasnie jest (twierdzenie 1.1 w [D2]): dla
dowolnych w, k € N istnieje liczba d = d(w, k) oraz algorytm on-line utrzymujacy realizator
rozmiaru d w klasie (k + k)-wolnych porzadkéw szerokosci w. W pracy [D2] znajduja sie dwa
dowody poprawnosci tego algorytmu, oba wykorzystujace dosy¢ proste wlasnosci kombinatoryczne
(k + k)-wolnych porzadkéw szerokosci w. Dla przykladu, dowdd z sekcji 4.4 pracy [D2] korzysta
z faktu, ze szerokosé Sciezkowa graféw nieporéwnywalnosci (k+k)-wolnych porzadkéw szerokosei w
jest ograniczona przez O(kw?). Wynik ten nie jest wypowiedziany wprost, przedstawiona jest tylko
konstrukcja, jak otrzymaé dekompozycje Sciezkowa $wiadczaca te szeroko$¢ (sekcja 4.4 w [D2]).

Prace [D3] oraz [D4] dotycza problemu szacowania wymiaru on-line w klasie porzadkéw
przedziatlowych.

W pracy [D3] skupiamy sie na problemie wymiaru on-line porzadkéw przedzialowych podawa-
nych bez reprezentacji. Dla takiego scenariusza prezentowania porzadkdéw znane sg nastepujace
ograniczenia: wymiar on-line porzadkéw réwnoprzedzialowych wynosi co najmniej 4w/3 [55], za$
wymiar on-line porzadkéw przedzialowych wynosi co najwyzej 4w — 4 [44]. W pracy [D3] wyka-
zujemy, ze wymiar on-line porzadkéw réwnoprzedzialowych jest ograniczony przez 2w (twierdze-
nie 9 z [D3]). Gléwny wynik pracy [D3] dotyczy problemu wymiaru on-line w klasie porzadkéw
réwnoprzedzialowych podawanych w sposéb narastajacy. W klasie tej dziata wspominana juz
strategia adwersarza z pracy [55], ktéra pokazuje, ze wymiar on-line tej klasy porzadkéw wynosi
co najmniej w. W pracy [D3] konstruujemy algorytm on-line, ktéry utrzymuje realizator rozmia-
ru w w tej klasie porzadkéw (algorytm 2 w [D3]). Algorytm ten jest wiec optymalny i pokazuje,
ze wymiar on-line porzadkéw rownoprzedziatlowych podawanych w sposdb narastajacy wynosi w
(twierdzenie 18 w [D3]).

Praca [D4] dotyczy problemu wymiaru on-line porzadkéw réwnoprzedzialowych podawanych
z reprezentacja. W pracy tej rozwazamy dwie wersje tego problemu, w ktérych adwersarz
wprowadza porzadek: (1) w postaci przedzialéw jednostkowej dlugosci (2) w postaci przedziatéw,
z ktérych zaden nie zawiera sie¢ w drugim. Uogdlniajac argument Rabinovitcha, wykazujemy, ze
wymiar on-line porzadkéw podawanych w postaci przedzialéw jednostkowej dlugosci wynosi 3
(wniosek 2 w [D4]). Gléwny wynik pracy [D4] orzeka (sekcja 3.2 twierdzenia 3 w [D4]), ze wymiar
on-line porzadkéw podawanych w postaci przedzialéw, z ktérych zaden nie zawiera sie w drugim,
jest ograniczony od géry przez 4 oraz ze ograniczenie to jest mozliwie najlepsze (sekcja 3.1
twierdzenia 3 w [D4]).

5.3. Kolorowanie graféw reprezentowanych geometrycznie.

[D5] Arkadiusz Pawlik, Jakub Kozik, Tomasz Krawczyk, Michal Lason, Piotr Micek, William
T. Trotter, Bartosz Walczak,
Triangle-free intersection graphs of line segments with large chromatic number,
Journal of Combinatorial Theory, Series B 105, 6-10 (5 stron), 2014.

[D6] Arkadiusz Pawlik, Jakub Kozik, Tomasz Krawczyk, Michal Lason, Piotr Micek, William
T. Trotter, Bartosz Walczak,
Triangle-free geometric intersection graphs with large chromatic number,
Discrete and Computational Geometry 50 (3), 714-726 (13 stron), 2013.

Podstawowe aspekty prac [D5] oraz [D6] zostaly juz oméwione w sekcji 4.4. W pracy [D5]
przedstawiamy konstrukcje grafu przecie¢ n odcinkéw na plaszczyznie o liczbie klikowej 2
i liczbie chromatycznej O (loglogn). Konstrukcja ta wykazujemy, ze nieprawdziwa jest czysto
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teoriografowa hipoteza Scotta twierdzaca, ze dla kazdego grafu H klasa graféw nie zawierajaca
w sposéb indukowany H oraz wszystkich podpodzialéw!? H jest y-ograniczona (patrz [90]).

Gléwnym wynikiem pracy [D6] jest omawiane juz w sekcji 4.4 twierdzenie, ktore orzeka, ze
dla kazdego zbioru tukowo spdjnego i zwartego X, nie bedacego prostokatem wyréwnanym do
osi uktadu wspotrzednych, istnieje rodzina F obiektow, z ktérych kazdy jest otrzymany poprzez
przesuniecie i niezalezne skalowanie w pionie i w poziomie zbioru X, ktérej graf przecie¢ ma liczbe
klikowa 2 i liczbe chromatyczna ©(loglogn) (twierdzenie 1 z [D6]). Ponadto podajemy warunki
wystarczajace na to, aby rodzine o podobnych wlasnosciach uzyskaé¢ z jednoktadnych kopii
zbioru X (dopuszczajac jednoczesne skalowanie w dwéch wymiarach oraz przesuwanie zbioru X)
— warunki te sa do$¢ techniczne i nie bedziemy ich tutaj przedstawiaé (patrz sekcja 3 w [D6]).
Przyktadami zbioréw spetniajacych te wlasnosci sa brzegi kwadratéw o bokach wyréwnanych do
osi ukladu wspotrzednych czy tez okregi na plaszczyznie.

Ponadto w pracy tej (sekcja 4 w [D6]) opisujemy zwiazki pomiedzy problemem kolorowania
on-line (grafu nachodzen) narastajacych przedzialéw a problemem kolorowania graféw przecieé
ramek. Zaleznosci te zostaly juz oméwione w sekcji 4.4 tego opracowania.

5.4. Rozszerzanie cze$ciowych reprezentacji graféw planarnych.

[D7] Steven Chaplick, Grzegorz Guspiel, Grzegorz Gutowski, Tomasz Krawczyk, Giuseppe
Liotta,
The partial visibility representation extension problem,
Algorithmica, w druku, DOI:10.1007/s00453-017-0322-4, 38 stron.

Wersja konferencyjna:

Steven Chaplick, Grzegorz Guspiel, Grzegorz Gutowski, Tomasz Krawczyk, Giuseppe
Liotta,

The partial visibility representation extension problem,

24th International Symposium on Graph Drawing and Network Visualization (GD 2016),
Lecture Notes in Computer Science 9801, 266279, Springer, 2016.

Tematem pracy [D7] jest problem rozszerzania czesciowych reprezentacji graféw planarnych
reprezentowanych w ,modelu widocznosci”. Niech J bedzie rodzina poziomych odcinkéw na
plaszczyznie. Powiemy, ze 1 : V(G) — J jest modelem widoczno$ci (ang. bar visibility model)
grafu G, jezeli wv € E(G) wtedy i tylko wtedy, gdy 1 (u) oraz ¢ (v) sie widzq, co oznacza, ze
istnieje prostokat wyréwnany do osi uktadu wspoétrzednych, ktérego poziome boki sg zawarte w
Y(u) oraz w 1 (v) i ktoéry jest rozlaczny z pozostalymi przedzialami ¢(w) dla w € V \ {u,v}.
Oczywiscie, jezeli graf G posiada model widocznosci, G jest grafem planarnym. Tamassia
i Tollis [94] udowodnili, ze kazdy dwusp6jny graf planarny ma model widocznosci i ze model taki
moze byé skonstruowany w liniowym czasie. W problemie rozszerzania czedciowej reprezentacji
grafu planarnego do modelu widocznosci dany jest graf planarny G oraz reprezentacja £ : R — J
czesci wierzchotkéw V(G), zadaniem za$ jest sprawdzenie, czy istnieje model widocznosci grafu G
rozszerzajacy {. W pracy [D7] wykazujemy, ze problem ten jest NP-zupelny (twierdzenie 1
z [D7]). Ponadto rozwazamy réwniez ,skierowana” wersje tego problemu, w ktérej dany na
wejsciu graf G jest zorientowany, a zadaniem algorytmu jest znalezienie modelu widocznosci v
grafu G rozszerzajacego czeSciowa reprezentacje & i spelniajacego u — v w E(G) wtedy i tylko
wtedy, gdy ¥ (u) i ¥ (v) sie widza oraz ¥ (u) jest pod 1 (v). Problem ten rozwiazujemy w pewnej
szczegollnej wersji. Skierowany graf planarny G z dwoma wyréznionymi wierzchotkami s oraz
t jest st-orientacjq, jezeli G jest acykliczny, s/t jest jedynym Zrédlem/ujéciem grafu G oraz
istnieje zanurzenie planarne G na plaszczyznie, w ktérym oba wierzchotki s i t sa przylegte

12Podpodzialem H jest graf powstaly z H poprzez zastapienie kazdej jego krawedzi $ciezka na 2 lub wiecej
wierzchotkach.
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do $ciany zewnetrznej. Tamassia i Tollis [94] wykazali, ze graf planarny G ma st-orientacje
wtedy i tylko wtedy, gdy graf skierowany G ma prostokgtny model widocznosci ¢, to jest model,
w ktérym wszystkie przedzialy 1(u) sa zawarte w prostokacie plaszczyzny, ktérego dolnym oraz
gérnym bokiem sa przedzialy 1(s) oraz v (t), odpowiednio. W pracy [D7] podajemy algorytm
o ztozonosci O(n log? n), ktory testuje, czy dana na wejsciu czeSciowa reprezentacja st-orientacji
grafu planarnego G jest rozszerzalna do prostokatnej reprezentacji grafu G (twierdzenie 3 z [D7]).
Algorytm ten wykorzystuje programowanie dynamiczne po SPQR-drzewie, czyli strukturze
opisujacej wszystkie planarne zanurzenia st-orientacji na plaszczyznie z wierzchotkami s oraz ¢
przylegajacymi do $ciany zewnetrzne;j.

5.5. Rozgrywana liczba chromatyczna grafé6w nieporéwnywalnosci.

[D8] Tomasz Krawczyk, Bartosz Walczak,
Asymmetric coloring games on incomparability graphs,
Electronic Notes in Discrete Mathematics, 59, 803-811, 2015.

Rozwazmy nastepujaca gre na grafie G rozgrywana przez dwoje graczy, Alicje i Boba, para-
metryzowana para liczb (a,b) dla a,b € N. Gracze naprzemiennie koloruja w sposéb wlasciwy
wierzchotki grafu G, uzywajac koloréow z pewnego ustalonego zbioru C, przy czym w pojedynczej
rundzie gry najpierw Alicja koloruje a wierzchotkow, pézniej zaé Bob koloruje b wierzchotkow.
Rozgrywana liczba chromatyczna x4(G, a,b) grafu G jest mniejsza niz badz réwna d, jezeli Alicja
ma strategie w tej grze, niezalezna od wyboréw Boba, ktora zapewnia, ze caly graf G zostanie
pokolorowany kolorami ze zbioru C' o licznosci d. Dla klasy grafow G ktadziemy

Xg¢(9, a,b) = rgggxg(G,a, b).

Problem ograniczania rozgrywanej liczby chromatycznej w wariancie symetrycznym, to jest
w przypadku a = 1 oraz b = 1, ma bardzo bogata historie. W szczegd6lnosci, problem ten byt
intensywnie badany w klasie laséw, graféw zewnetrznie planarnych, graféw planarnych czy tez
graféw przedziatowych. I tak, x4(F,1,1) =4, jezeli F jest klasa lasow [9, 20], 6 < x4(0,1,1) <7,
jezeli O jest klasa graféw zewnetrznie planarnych [33, 59], 8 < x4(P,1,1) < 17, jezeli P jest
klasa graféw planarnych [59, 98], 2w — 2 < x4(Jw,1,1) < 3w — 2, jezeli J, jest klasa grafow
przedzialowych o liczbie klikowej w [20]. Zalezno$ci pomiedzy rozgrywana liczba chromatyczna
a innymi parametrami grafowymi, takimi jak rozgrywana liczba kolorujaca, rozszerzona liczba
kolorujaca czy acykliczna liczba chromatyczna, zostaly przedstawione w pracy Bartnickiego,
Grytczuka, Kiersteada oraz Zhu [6].

Problem szacowania rozgrywanej liczby chromatycznej w przypadku asymetrycznym, to jest
w przypadku, gdy a > 1 lub b > 1, jako pierwszy rozwazyl Kierstead w pracy [50]. W pracy tej
Kierstead podatl najlepsze oszacowania asymetrycznej rozgrywanej liczby chromatycznej w klasie
lasow dla kazdej pary parametréw (a,b), a,b € N. Bardzo silne ograniczenia na asymetryczna
liczbe chromatyczna w klasie graféw przedzialowych, zewnetrznie planarnych oraz planarnych
zostaly podane przez Kiersteada i Yanga [60] oraz Yanga i Zhu [96].

W pracy [D8] rozwazamy problem ograniczania asymetrycznej liczby chromatycznej w klasie
graféw nieporéwnywalnosci o liczbie klikowej w — klase tych graféw oznaczamy przez P,. Gtéwna
hipoteza (hipoteza 1.1) postawiona w pracy [D8] méwi, ze dla kazdego ustalonego w > 2 zachodzi
Xg(Puw,a,b) < oo wtedy i tylko wtedy, gdy § > 2. W pracy [D8] dowodzimy jedna implikacje
tej hipotezy; mianowicie, dla ustalonych parametréw (a,b), takich ze ¢ < 2, wykazujemy, Ze
Xg(Puw,a,b) = oo dla kazdego w > 2 (twierdzenie 1.3 z [D8]). Z drugiej strony pokazujemy, ze
Xg(Puw,2,1) < w2t (twierdzenie 1.6 z [D8]), co dowodzi gléwnej hipotezy w przypadku, gdy
a = 2 oraz b = 1. Ponadto dowodzimy, ze jezeli ¢ > 2, to zachodzi x¢(Pw,a,b) = (1+1/[5%])“ !
(twierdzenie 1.5 w [C2]). Oznacza to, ze jezeli § > 2, to kazda strategia Alicji kolorujaca grafy
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nieporéwnywalnosci o liczbie klikowej w potrzebuje wyktadniczo wielu koloréw w zaleznosci od w.
Twierdzenie to pokazuje réwniez, ze strategia z twierdzenia 1.6 jest asymptotycznie najlepsza.

5.6. Algorytmiczne wlasnosci kodéw kluczowych.

[D9] Wit Fory$, Tomasz Krawczyk, James Anderson,
Semiretracts - a counterexample and some results,
Theoretical Computer Science 307 (1), 117 —127, 2003.

[D10] Wit Forys, Tomasz Krawczyk,
An algorithmic approach to the problem of a semiretract base,
Theoretical Computer Science 369 (1-3), 314-322, 2006.

Niech ¥* bedzie wolnym monoidem nad alfabetem Y. Kodem kluczowym nazywamy zbiér
C C ¥* o tej wlasnosci, ze kazde stowo w C' zawiera klucz, to jest litere, ktéra wystepuje w tym
stowie dokladnie jeden raz i nie wystepuje w zadnym innym stowie z C. Retraktem wolnego
monoidu X* nazywamy zbiér C*, gdzie C' jest kodem kluczowym w ¥*. Head [42] wykazal, ze
R jest retraktem ¥* wtedy i tylko wtedy, gdy R jest zbiorem punktéw stalych homomorfizmu
h : X* — X*. Semiretraktem wolnego monoidu X* nazywamy przeciecie dowolnej rodziny
retraktow.

W pracy [2] Anderson dowodzil, ze kazdy semiretrakt wolnego monoidu jest przecieciem
dwdch retraktéow. Gléwny wynik pracy [D9] podaje kontrprzyklad dla tego stwierdzenia (sekcja 2
w [D9]), co uzasadnia wprowadzenie nastepujacego pojecia. Wymiarem semiretraktu S nazywamy
minimalna liczbe retraktéw, ktéra w przecieciu daje S. W pracy [D9] podajemy, wyrazony w
terminach pewnego problemu kombinatorycznego na stowach, warunek konieczny i wystarczajacy
na to, aby wymiar semiretraktu byl ograniczony przez d (twierdzenie 26 z [D9]). W pracy
[74] podajemy rozwiazanie tego problemu poprzez jego redukcje do problemu maksymalnego
przeplywu w sieciach.

W pracy [2] Anderson wykazal, ze semiretrakt wolnego monoidu S = (i ; D}, gdzie {D; :
1 < i < n} jest rodzing kodéw kluczowych, mozna przedstawi¢ w postaci S = i, C}, gdzie
{C; : 1 < i < n} jest rodzina kodéw kluczowych okreslonych na tym samym zbiorze kluczy.
W pracy [D10] pokazujemy alternatywny, algorytmiczny dowéd tego twierdzenia, ktory pozwala
w czasie wielomianowym obliczyé kody kluczowe C1, ..., C, (twierdzenie 2.2 z [D10]). Ponadto
podajemy wielomianowy algorytm, ktéry dla wejscia Dy, ..., D, konstruuje minimalny automat
deterministyczny rozpoznajacy jezyk Nie, D] (sekcja 5 w [D10]).
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