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2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe — z podaniem nazwy, miejsca i roku ich uzyskania
oraz tytutu rozprawy doktorskiej:

(a)

(b)

tytul zawodowy magistra matematyki, Uniwersytet Jagiellonski w Krakowie (dy-
plom z wyréznieniem), 1997; temat pracy magisterskiej: Macierze polgczen dla
rozkiadow Morse’a; promotor: prof. dr hab. Roman Srzednicki

tytul zawodowy magistra informatyki, Uniwersytet Jagiellonski w Krakowie (dy-
plom z wyréznieniem), 1999; temat pracy magisterskiej: Obliczanie homologii kom-
pleksow tancuchowych i zbioréw kostkowych; promotor: prof. dr hab. Marian Mro-
zek

stopien doktora nauk matematycznych w zakresie informatyki, Uniwersytet Jagiel-
lonski w Krakowie, 2001; temat rozprawy: Topologiczny algorytm Scistej weryfikacji
istnienia trajektorii okresowych; promotor: prof. dr hab. Marian Mrozek
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(a)

(b)
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fessor w School of Mathematics na Georgia Institute of Technology w Atlancie
w stanie Georgia w U.S.A. (staz podoktorski)

sierpien 2006 — wrzesien 2007: stypendysta instytucji rzadowej Japan Society for
the Promotion of Science (JSPS) w Instytucie Matematyki na Uniwersytecie Kioto
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lipiec 2008 — czerwiec 2013: Investigador Auxiliar! w Centro de Matemética na
Universidade do Minho w Bradze w Portugalii (staz podoktorski)

kwiecien 2014 — sierpien 2016: Marie Curie Intra-European Postdoctoral Fellow (do
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od sierpnia 2016 do chwili obecnej: Assistant Professor (Tenure Track) w California
State University Channel Islands, Computer Science Program, Kalifornia, U.S.A.

Pozycja naukowa (wymagany doktorat) bez obowiazku prowadzenia zaje¢ dydaktycznych.



4. Wskazanie osiggniecia wynikajacego z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca 2003 r.
o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki
(Dz. U. 2016 r. poz. 882 ze zm. w Dz. U. z 2016 r. poz. 1311.):

a) tytul osiagniecia naukowego/artystycznego:

Algorytmy dyskretne $cistej analizy numeryczno-topologicznej ukladéw dy-
namicznych

b) wykaz publikacji wchodzacych w sklad osiagniecia naukowego (w porzadku chrono-
logicznym):

[H1]

[H2]

[H3]

[H4]

[H5]

[HS]
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¢) oméwienie celu naukowego ww. prac i osiagnietych wynikéw wraz z omdéwieniem ich
ewentualnego wykorzystania:

1. Wprowadzenie

Korzystajac z solidnych podstaw matematycznych (magisterium z matematyki, praca
magisterska na temat indeksu Conleya) oraz doswiadczenia w projektowaniu algorytmow
i tworzeniu oprogramowania naukowego (magisterium z informatyki, praca magisterska
na temat algorytméw obliczania homologii), moje zainteresowania naukowe koncentruja
sie na tworzeniu metod algorytmicznych shuzacych topologicznej analizie jakosciowej
uktadéw dynamicznych. W ramach badan naukowych zwigzanych z moim doktoratem,
opracowalem pewne podstawowe algorytmy i metody, ktore zostaly pdzniej uogdlnione
i przeksztalcity sie w kompletne sktadniki osiagnigé opisanych ponizej.

Moje osiagniecia naukowe zawieraja wyniki czterech rodzajéw: (a) wyniki teore-
tyczne (definicje, twierdzenia, dowody), (b) algorytmy obliczania wybranych niezmien-
nikéw oraz przetwarzania zwiazanych z nimi struktur danych, (c) oprogramowanie na-
ukowe, a takze (d) zastosowania do badania konkretnych modeli matematycznych.

Moim centralnym osiagnieciem naukowym jest opracowanie kompleksowej metody
do automatycznej analizy jako$ciowej dynamiki globalnej obserwowanej w uktadzie dy-
namicznym na ograniczonym podzbiorze R" przy zadanej rozdzielczo$ci. Moze to byé
uklad semidynamiczny z czasem dyskretnym (indukowany przez odwzorowanie ciagte,
niekoniecznie odwracalne) albo uklad dynamiczny z czasem ciaglym (potok; indukowany
przez réwnanie rézniczkowe zwyczajne). Réwnania definiujace ten uklad dynamiczny
moga zawieraé kilka parametrow, ktorych wartoséci znajduja sie w konkretnych zakre-
sach, a wtedy w wyniku obliczen zbiér parametréw zostaje podzielony na podzbiory,
dla ktorych obserwuje sie taki sam rodzaj dynamiki. Dynamika jest klasyfikowana przy
pomocy rozktadu Morse’a, przy czym obliczone indeksy Conleya zbioréw Morse’a po-
zwalajg rozroznié¢ rézne typy stabilnosci izolowanych zbioréw niezmienniczych.

Metoda ta zostala wprowadzona w pracy [H3| dla ukladéw semidynamicznych z cza-
sem dyskretnym, a nastepnie uogélniona do potokéw w [H7]; jest ona oméwiona w roz-
dziale 3 ponizej. Kilka zastosowan tej metody zostalo przedstawionych w [H3], [H6]
i [H7]; zastosowania te sa oméwione w rozdziale 4 ponizej.

Omawiana metoda algorytmiczna sktada sie¢ z kilku czeéci. Najwazniejszym sktadni-
kiem, do ktérego rozwoju znacznie sie¢ przyczynitem, jest efektywna metoda obliczania
homologicznego indeksu Conleya przy uzyciu zbioréow kostkowych, ktéra bazuje na algo-
rytmach wprowadzonych w [H1] oraz [H2]. To podejscie do obliczania indeksu Conleya
jest omowione w rozdziale 5 ponizej. Ogolniejsza metoda, ktéra pokonuje niektére ogra-
niczenia tego podejscia, zostala wprowadzona w [HS8| i jest oméwiona w rozdziale 6.
Inne sktadniki zawieraja iteracyjng metode przyblizania na réznych rozdzielczo$ciach
oraz oryginalna metode prowadzenia obliczen réwnoleglych, obie wprowadzone w [H4],
gdzie réwniez zostala przedstawiona metoda efektywnego przyblizania zbioru parame-
tréw o okreslonych wtasciwosciach, oméwiona w rozdziale 6 ponizej.

Gdy sie pracuje z modelem uktadu dynamicznego widzianego w pewnej rozdzielczo-
$ci, pojawia si¢ naturalne pytanie, czy niektére wlasnoséci dynamiczne (takie jak tran-
zytywno$¢ lub mieszanie) nie moglyby by¢ zdefiniowane bezposrednio na tym modelu,
a takze jaki bytby wtedy zwiazek miedzy tak zdefiniowanymi wtadciwosciami a oryginal-
nymi wiladciwosciami modelowanego ukladu. Ten temat jest $cisle powigzany z metoda



wprowadzong w [H3] i jest oméwiony w rozdziale 6 ponizej oraz w [H5], gdzie réwniez
jest podjeta préba uzasadnienia tego, ze wlasciwosci obserwowane w skonczonej rozdziel-
czosci byé moze sa wazniejsze (z perspektywy zastosowan) niz te, ktére widaé¢ dopiero
w skali infinitezymalnej. Byloby to bardzo waznym uzasadnieniem metod opierajacych
sie na dyskretnej analizie algorytmicznej, poniewaz nadatoby ono $cisle zdefiniowany
sens wynikom otrzymanym w skonczonej rozdzielczoSci.

2. Kilka st6w o oprogramowaniu

Chciatbym podkredlié¢ fakt, ze programy komputerowe stanowia wazne uzupelnienie wy-
nikéw natury teoretycznej zawartych w artykutach naukowych. Sa one nie tylko dowodem
na to, ze rozwijane przeze mnie metody teoretyczne daje sie faktycznie stosowaé, lecz
jest rowniez waznym narzedziem badawczym uzywanym nie tylko przeze mnie. Opro-
gramowanie to jest opisane w kolejnych rozdzialach niniejszego autoreferatu razem z
opisem osiggnie¢ opublikowanych w artykutach.

Tworzenie oprogramowania naukowego zawierajacego dobrej jakosci implementacje
algorytmdéw sformutowanych w publikacjach naukowych jest pracg bardzo zmudna, ktéra
wymaga znacznych umiejetnosci, tworczego myslenia, wiedzy teoretycznej i doSwiadcze-
nia praktycznego. Zadanie to zahacza o techniki inzynierii oprogramowania i wymaga
réwniez doglebnego rozumienia matematycznej natury obiektéw oraz algorytmow, ktore
sg implementowane.

Kod 7Zrédlowy oprogramowania, ktére powstalo w zwiazku z publikacjami wcho-
dzacymi w sktad habilitacyjnego osiagniecia naukowego, jest opublikowany na stronach
internetowych, ktoérych adresy podane sa w tych artykutach. Kazdy plik kodu zrédto-
wego oprogramowania zawiera informacje o jego autorstwie, ktéra moze poméc w ocenie
mojego wktadu, poniewaz — aby zapewnié¢ kompletnosé tego programowania — moze ono
zawiera¢ kod skopiowany z innych publicznie dostepnych bibliotek programistycznych
albo po prostu programy napisane przez innych autoréw i umieszczone w jednym pakie-
cie w celu wspélnego rozpowszechniania, nawet jezeli te fragmenty oprogramowania nie
sg faktycznie uzywane w mojej pracy. Na tych stronach znajduja sie réwniez prezenta-
cje danych (nierzadko interaktywne) omawianych w publikacjach. W celu kompletnosci
niniejszego autoreferatu, ponizej znajduje sie spis tych stron (w kolejnosci chronologicz-
nej):

[S1] Computational Homology Project. The Original CHomP Software (20054 ),
http://chomp.rutgers.edu/software/

[S2] Excision-Preserving Cubical Approach to the Algorithmic Computation of the
Discrete Conley Index. Software and Examples (2008),
http://www.pawelpilarczyk.com/excision/

[S3] Conley-Morse Graphs Computation Software (2009),
http://www.pawelpilarczyk.com/cmgraphs/

[S4] Databases for the Global Dynamics of Multiparameter Systems (2009),
http://chomp.rutgers.edu/database/

[S5] Parallelization Method for a Continuous Property. Software and Examples (2010),
http://www.pawelpilarczyk.com/parallel /
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[S6] Finite Resolution Dynamics. Software and Examples (2011),
http://www.pawelpilarczyk.com/finresdyn/

[S7] A Stage-Structured Discrete Population Model with Harvesting. Results of Com-
putations (2012),
http://pawelpilarczyk.com /harvesting/

[S8] Rich Bifurcation Structure in a Two-Patch Vaccination Model. Results of Com-
putations (2015),
http://www.pawelpilarczyk.com/infmodel /

3. Automatyczna analiza dynamiki globalnej

Artykuty zawierajace osiagniecia opisane w tym rozdziale: [H3], [H4], [H7].
Oprogramowanie i prezentacje danych: [S3], [S4], [S8], a takze czes$¢ [S1].

Uktady dynamiczne sa wykorzystywane do modelowania wielu zjawisk w nauce.
7 punktu widzenia zastosowan, czesto wazne jest badanie dlugoterminowego zachowa-
nia dynamiki w ograniczonym obszarze dopuszczalnych stanéw systemu w zaleznoSci
od wartosci kilku parametréw. Mozna na przyktad badaé¢ dlugoterminowa dynamike
populacji wybranych roslin, ktéora zalezy od wspétezynnikéw reprodukeji réoznych grup
wiekowych oraz prawdopodobienstwa przezycia do nastepnej grupy wiekowej. Znajdowa-
nie standéw réwnowagi, rozwiazan okresowych i innych zbioréw niezmienniczych stanowi
wazny wklad w takie badania. Metody analityczne zwykle koncentruja sie na rozwia-
zywaniu rownan w celu znalezienia punktéw stacjonarnych, a nastepnie badaniu ich
stabilnodci. To zadanie jest bardzo pracochlonne i pozwala uzyska¢ tylko ograniczona
ilos¢ informacji o dynamice (np. bardzo trudno jest znajdowaé analitycznie niestacjo-
narne rozwiazania okresowe réwnan rézniczkowych zwyczajnych). Z drugiej strony, sy-
mulacje numeryczne pozwalajg szybko przeanalizowa¢ dynamike, lecz ich wyniki nie sg
matematycznie Sciste, a jesli chodzi o dynamike dlugoterminowa, pozwalaja one zwykle
znajdowa¢ wylacznie zbiory stabilne.

Metody, ktérymi jestem zainteresowany, tacza matematyke dyskretna, $cista nume-
ryke i topologie algebraiczna, a ich celem jest tworzenie algorytméw do obliczania nie-
zmiennikéw topologicznych dynamiki (stad tytul osiagniecia habilitacyjnego). W tym
podejsciu Sciste metody numeryczne (takie jak obliczanie wartosci wyrazen w arytme-
tyce przedzialowej) sa wykorzystywane do tworzenia dyskretnej reprezentacji dynamiki
odzwierciedlajacej jej topologie (w postaci skonczonego grafu skierowanego, w ktérym
wierzchotki odpowiadaja fragmentom przestrzeni fazowej, a krawedzie odpowiadajg od-
wzorowaniu tych fragmentéw). Nastepnie sg stosowane metody obliczeniowe topologii
algebraicznej (obliczanie grup homologii przestrzeni, a takze obliczanie homomorfizméw
indukowanych w homologiach przez odwzorowania) w celu obliczania niezmiennikéw to-
pologicznych (takich jak indeks Conleya), ktore z kolei daja informacje o dynamice (takie
jak istnienie niepustych izolowanych zbioréw niezmienniczych), i w ten sposéb kotlo sie
zamyka. Proces jest wykonywany przez algorytmy z minimalnym udzialem czlowieka,
a matematyczna poprawnos¢ uzyskanych wynikow jest udowodniona przez komputer.
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3.1. Schemat bazy danych do analizy dyamiki globalnej uktadéw z pa-
rametrami

Calosciowa metoda algorytmiczna wprowadzona w [H3] ma na celu prowadzenie analizy
jakosciowej dynamiki globalnej w ukladzie dynamicznym.? Analiza ta jest przeprowa-
dzana na ograniczonym podzbiorze R™ (zob. ponizej), ktéry jest podzielony na skonczona
liczbe kostek wzgledem ustalonej kraty o krawedziach réwnoleglych do osi wspéirzed-
nych.?> W dalszym ciggu opisu, dyskretne struktury danych (takie jak grafy skonczone)
odpowiadajace wlasciwym obiektom (ciaglym) beda nazywane obiektami kombinato-
rycznymi. W szczegblnosci kombinatoryczna reprezentacja ciagtego odwzorowania f jest
to odwzorowanie wielowartosciowe? F, ktore kazdej kostce @ z ustalonej kraty przypi-
suje skorniczony zbidr kostek pokrywajacy obraz tej kostki: f(Q) C |F(Q)], gdzie |F(Q)]
oznacza sume mnogosciowg kostek z F(Q). Takie odwzorowanie kombinatoryczne moze
by¢ w naturalny sposéb reprezentowane przez graf skierowany. Podobnie, kombinato-
ryczny zbior Morse’a to otoczenie izolujace faktycznego zbioru Morse’a zbudowane ze
skoniczonej liczby kostek wzgledem kraty.
Dane wejsciowe do metody obliczeniowej skladaja sie z nastepujacych obiektow:

1. Ograniczony zbiér prostopadloscienny B C R"™ (produkt kartezjanski ograniczo-
nych przedzialéw domknietych), na ktérym dynamika bedzie analizowana.

2. Uklad semidynamiczny ¢ z czasem dyskretnym zdefiniowany albo przez podanie

wzoru na odwzorowanie, ktore go generuje, albo przez zaprogramowanie algorytmu

obliczania $cistego oszacowania zewnetrznego dowolnego (malego) zbioru prosto-

padlosciennego w postaci zbioru prostopadtosciennego, ktory zawiera ten obraz,

albo w postaci zbioru kostek wzgledem ustalonej kraty pokrywajacych tacznie ten

obraz. (W szczegélnosci odwzorowanie moze by¢ znane tylko z pewna doktadno-

Scia.) Uktad ten moze zalezeé¢ od kilku parametréw.

Ograniczone przedzialy na dopuszczalne wartoéci parametréw uktadu.

4. Kilka dodatkowych parametréw technicznych, takich jak zadana rozdzielczo$¢ przy-
blizania zbioréw w B oraz liczba podprzedzialéw, na ktére beda podzielone zakresy
parametréw.

b

Algorytm dziala w pelni automatycznie, bez potrzeby dodatkowej interwencji uzytkow-
nika, i przekazuje w wyniku nastepujace dane:

1. Podzial zbioru parametréw na rozlaczne klasy kostek (nazywane klasami fenoty-
pow) w docelowej rozdzielczosei, w ktérych obliczone otoczenia rozkladéw Morse’a
sa powiazane przez kontynuacje.

2. Indeksy Conleya wszystkich zbioréw Morse’a wystepujacych we wszystkich rozkta-
dach Morse’a, dla ktérych obliczenie indeksu byto mozliwe, oraz lista tych zbioréw,
dla ktérych to obliczenie sie nie powiodlo, z reguty z powodu braku izolacji w B.

3. Wskazanie potencjalnie mozliwych orbit laczacych pomiedzy zbiorami Morse’a.
Chcialbym zauwazy¢, ze nie ma tu dowodu istnienia tych orbit, lecz jesli jakie$
polaczenie nie jest wymienione, to znaczy, ze zostalo udowodnione, ze taka orbita
laczaca zawarta w B nie istnieje.

2Zwiezly opis tej metody, z naciskiem potozonym na precyzyjny opis danych wejéciowych oraz na
interpretacje wynikéw obliczeni, zostal opublikowany w [P14].

3Chodzi o podzial przestrzeni n-wymiarowej na kostki tak jak papier w kratke dzieli ptaszczyzne na
kwadraty.

4 Odwzorowanie wielowartosciowe oznacza rodzaj odwzorowania, ktére punktom z dziedziny przypo-
rzadkowuje podzbiory przeciwdziedziny.



Ten zestaw danych wyjéciowych jest nazywany bazq danych dynamiki globalnej uktadu
dynamicznego ¢ w B obliczong przy danych warunkach. Ta baza danych moze by¢ dalej
przetwarzana przez inne oprogramowanie w celu znalezienia interesujacych wlasciwosci
dynamiki (jak to jest przykladowo oméwione w rozdziale 4 ponizej) albo moze byé
przegladana w interaktywny sposéb za pomoca przegladarki internetowej (jak pokazane
w [S4]).

Proces obliczeniowy jest opisany w rozdzialach 3 i 4 pracy [H3] i sklada sie z naste-
pujacych etapéw:

1. obliczenie reprezentacji kombinatorycznej F, ktére wymaga uzycia Scistych metod
numerycznych,

2. konstrukcja kombinatorycznego rozktadu Morse’a, ktéra sprowadza sie do oblicze-
nia krawedziowo silnie spéjnych skltadowych grafu reprezentujacego F (problem z
matematyki dyskretnej),

3. obliczenie indekséw Conleya znalezionych zbioréw Morse’a (algorytmy z topologii
algebraicznej),

4. por6éwnanie otrzymanych graféw Conleya-Morse’a (reprezentujacych rozktady Mor-
se’a) i utworzenie grafu sprzegajgcego (ang. clutching graph), ktéry identyfikuje
pary zbiorow Morse’a o niepustym przecieciu obliczonych dla sasiednich kostek
parametréw.

Chcialbym tu zauwazy¢, ze algorytm konstrukeji kombinatorycznego rozktadu Morse’a
rézni sie od standardowego algorytmu znajdujacego silnie spéjne sktadowe grafu, ponie-
waz wymaga sie tutaj dodatkowo, ze kazda sktadowa odpowiada dynamice powracaja-
cej (ang. recurrent dynamics), w zwiazku z czym w kazdej skladowej jest wymagana co
najmniej jedna krawedz (stad tez nazwa: krawedziowo silnie spéjna skladowa); jest to
powdd, dla ktorego ten etap obliczen wymagal wymyslenia nowego algorytmu.

W obliczeniach sg réwniez stosowane liczne dodatkowe metody, ktére znacznie popra-
wiajg efektywno$é tego podejécia oraz przyczyniaja sie do poprawy jakosci wynikéw, nie-
ktore opisane w [H3], a niektére zawarte jedynie w oprogramowaniu [S3|. Przykladowo,
ograniczenie zbioru niezmienniczego odwzorowania jest znajdowane metoda iteracyjnego
zwiekszania rozdzielczosci. Mianowicie, kombinatoryczna reprezentacja odwzorowanie
jest poczatkowo konstruowana przy niewielkiej rozdzielczoéci, nastepnie jest obliczane
zewnetrzne oszacowanie czesci niezmienniczej B i dalsze konstrukcje sa zawezane do tej
czesdci. Ta procedura jest powtarzana kilkakrotnie az do uzyskania docelowej rozdzielczo-
$ci. Ponadto w programie dokonuje sie sprawdzenia, czy przypadkiem cze$é¢ niezmienni-
cza matych kombinatorycznych zbioréw Morse’a o trywialnych indeksach Conley’a nie
jest pusta. Jezeli uda sie sprawdzi¢ przez obliczenie ich czesci niezmienniczej na kilku ko-
lejnych rozdzielczoSciach, ze ta cze$é niezmiennicza jest faktycznie pusta, to takie zbiory
Morse’a sa usuwane jako nieprawdziwe (“przeklamania numeryczne”) w celu uproszcze-
nia danych wyjéciowych przez usuniecie sktadnikow, ktore i tak nie przynosza istotnych
informacji z punktu widzenia dynamiki.

3.2. Uogoblnienie na potoki

Uogdlnienie tej metody wprowadzone w [H7] i zaimplementowane w oprogramowaniu
opublikowanym w [S8] pozwala przeprowadzaé¢ analogiczne obliczenia dla potokéw (ukla-
déw dynamicznych z czasem ciaglym). Jest to osiagane za pomoca ustalenia czasu 7 > 01



analizie stroboskopowego obrazu potoku przy przesunieciu o czas 7. Reprezentacja kom-
binatoryczna musi by¢ wtedy obliczana przy pomocy znacznie bardziej zaawansowanych
metod, zwlaszcza ze tatwo jest o powazne przeszacowania; w moim oprogramowaniu ko-
rzystam z biblioteki programowej udostepnionej przez grupe CAPD [2]. Udowodniltem,
ze wyniki otrzymane dla przesuniecia o czas 7 (takie jak rozktad Morse’a i indeksy Con-
leya) przenosza sie na potok. W szczeg6lnosci nastepujacy wynik zostal udowodniony
w [HT7]:

Twierdzenie 1 (twierdzenie 5.1 w [H7], str. 1007) Niech ¢ bedzie potokiem na R™.
Niech 7 > 0. Niech B C R" bedzie otoczeniem izolujgcym wzgledem .. Zalozmy, ze
Ni,..., N C B sqg pewnymi otoczeniami izolujgcymi wzgledem wr o parami roztgeznych
wnetrzach. Zalézmy, ze M := {M; := InvN; | i = 1,...,k} jest rozkladem Morse’a
zbioru Inv(B, @) wzgledem p,. Wtedy N1, ..., Ny sq otoczeniami izolujgcymi dla ¢, a
M jest rozkladem Morse’a zbioru Inv(B, @) wzgledem . Jezeli ponadto istnieje orbita lg-
czgca zawarta w B wzgledem ¢ pomiedzy pewnymi zbiorami Morse’a, to wowczas istnieje
rowniez orbita lgczgea w B wzgledem o, pomiedzy tymi samymai zbiorami Morse’a.

3.3. Oprogramowanie

Implementacja metody obliczeniowej omawianej w niniejszym rozdziale zostala zapro-
gramowana w C+-+ z zastosowaniem techniki programowania generycznego (przy wy-
korzystaniu szablonéw w C++). Zapewnilo to elastyczno$é oprogramowania (mozliwosé
zastapienia jednych typéw danych innymi w razie potrzeby) bez negatywnego wplywu
na szybkosé (co mogloby sie zdarzyé w przypadku stosowania techniki programowania
obiektowo orientowanego). Programy uruchamia si¢ z poziomu terminala (a najlepiej ze
skryptéw) i maja one wiele parametréow, ktére pozwalaja dopasowaé obliczenia do po-
trzeb (zachowywanie danych do plikéw, pomijanie niektérych bardziej czasochltonnych
etapéw obliczen itp.) Oprogramowanie dziala w modelu klient-serwer. Serwer (zwany
tu koordynatorem) rozdziela calo$é obliczen na mniejsze porcje, wysyla te porcje klien-
tom (zwanych tu pracownikamsi), odbiera od nich wyniki obliczen i zachowuje je do
plikéw (te wyniki wlasnie stanowia baze danych). Pracownicy lacza sie z koordyna-
torem, otrzymuja zadania, wykonuja obliczenia, zachowuje¢ niektore dane do plikow,
a nastepnie wysyltaja wyniki do koordynatora. Koordynator zezwala na przytaczanie
sie pracownikéw w dowolnym momencie i wykrywa sytuacje, kiedy pracownik odtaczyt
sie nieoczekiwanie (wtedy wystane do niego, lecz nie wykonane zadania sa wysylane
do innych pracownikéw). Ten model obliczen réwnoleglych zostal wprowadzony w [H4]
i okazal si¢ wystarczajaco elastyczny i niezawodny do przeprowadzenia znacznych ilosci
obliczen na klastrach komputerowych typu ,Beowulf” dla konkretnych modeli; wyniki
tych zastosowan sa omowione w rozdziale 4 ponizej.

Oprogramowanie uzywa wielu algorytméw i struktur danych udostepnionych w ra-
mach biblioteki programowej CHomP [S1], ktéra jest oméwiona w rozdziale 5 poni-
zej, a takze struktur danych i algorytméw opracowanych specjalnie na potrzeby tego
projektu. W rzeczywistos$ci niektore typy danych znajdujace sie¢ w bibliotece CHomP
zostaly opracowane specjalnie dla omawianego tu oprogramowania, a nastepnie dodane
tam ze wzgledu na inne mozliwosci zastosowania. Na przyktad reprezentacja graféw skie-
rowanych zostata przygotowana tak, aby zminimalizowaé¢ zuzycie pamiegci i jednoczesnie
pozwoli¢ na szybki dostep do listy krawedzi wychodzacych z dowolnego wierzchotka.
Struktury danych stuzace reprezentacji skonczonych zbioréw kostek, jak réwniez repre-
zentacji kombinatorycznych, pozwalaja na dostep do elementéw zaréwno za pomoca



indeksu (jak w tablicy lub std::vector), jak i za pomoca haszowania (w celu znajdowa-
nia elementéw w stalym $rednim czasie, w praktyce znacznie szybciej niz przy uzyciu
metody bisekcji i utrzymywaniu list posortowanych). Procedury obliczania homologii
omawiane w rozdziale Section 5 sg stosowane do obliczania indekséw Conleya.
Przyktadowa prezentacja danych umieszczona na [S4] zostata zaprogramowna w PHP
przy wykorzystaniu kilku dodatkowych programéw zewnetrznych, takich jak np. dot
z pakietu GraphViz. Pliki z kodem zZrédlowym tej prezentacji sa réwniez udostepnione
na [S4] i moga by¢ dostosowane do przegladania innej bazy danych otrzymanej przy
uzyciu oprogrmowania [S3]. Oprogramowanie to sklada sie z nastepujacych sktadowych:

1. Diagram, ktéry mozna klikaé¢ myszka, zaprogramowany w JavaScripcie. Gdy kursor
myszki znajduje sie nad ilustracja z diagramem, wy$wietlane sa wspoirzedne obok
kursora myszki. Klikniecie w obraz przenosi uzytkownika do opisu odpowiedniej
klasy fenotypu.

2. Informacja o kazdej klasie fenotypu: wspdélrzedne kostki parametrow, obliczony
graf Conleya-Morse’a oraz portret fazowy zbioréw Morse’a. Wspotrzedne kostki
parametréw sa wyswietlone w edytowalnych polach formularza, ktére moga by¢
zmienione, a nastepnie naci$niecie przycisku “show” powoduje wyswietlenie infor-
macji o zagdanej klasie fenotypu.

3. Animacja skladajaca sie z ciagu obrazéw PNG (kod w JavaScripcie generowany
przez PHP) do wyswietlania dwuwymiarowych przekrojéw diagraméw tréjwymia-
rowych. Najechanie myszka na obraz zatrzymuje animacje, a klikniecie powoduje
przeniesienie na strone z lista wszystkich aktywnych diagraméw ilustrujacych prze-
kroje, przewinieta do przekroju kliknietego w animacji.

4. Przegladarka klas fenotypéw wraz z obracajacymi si¢ 3-wymiarowymi zbiorami
parametréw.

3.4. Wplyw tego osiggniecia

Calosciowa metoda analizy globalnej dynamiki oraz efektywna implementacja tej me-
tody przyczynita sie do znacznego postepu w stosowaniu topologii obliczeniowej i metod
dyskretnych do analizy jakoSciowej ukladéw dynamicznych. Praca [H3] ma juz 37 cyto-
wan. Sam wyglositem 9 referatéw proszonych (invited talks) na konferencjach w réznych
krajach (Tajwan, Japonia, U.S.A.; Polska, Hiszpania, Holandia) oraz 18 wykladéw na
seminariach (w Hiszpanii, w Polsce, w Japonii, w Portugalii, w Wielkiej Brytanii, w Sta-
nach Zjednoczonych Ameryki, w Norwegii, na Wegrzech, w Austrii i w Niemczech).

Metoda ta wraz z oprogramowaniem byla w stosowana przez moich wspdtautorow
w ich badaniach i byta podstawa ich grantéw i wystapien. Oto kilka wybranych przy-
ktadow:

1. Zin Arai:

(a) JSPS Kakenhi Grant No. JP23684002 (2011-2014, 14,400,000 JPY), ,To-
ward a new approach to transient dynamics”; tematyka: dynamical systems,
transient dynamics, computational topology, graph theory.

(b) Wyklady zapraszane, w tym wygloszone na nastepujacych konferencjach:
Emerging Topics in Nonlinear Science, Goldrain, Italy (Sep 2010), 2013 In-
ternational Symposium on Nonlinear Theory and its Applications, Santa Fe
Community Convention Center (Sep 2013), a takze 16-th RIES-Hokudai In-
ternational Symposium, Sapporo, Japan (Nov 2015).



2. Konstantin Mischaikow:

(a) Air Force grant (2009-2014, $1,546,344), tytul: ,Database for the Global
Dynamics of Multiparameter Nonlinear Systems.”

(b) NSF DMS grant (2009-2011, $370,226), tytul: ,Computing Dynamics in
Multiparameter Systems.”

(¢) AMS Invited Address, ,Computational Topology Applied to the Global Dy-
namics of Nonlinear Systems,” AMS Sectional Meeting, Newark, NJ, May
2010.

(d) Ponad 50 wyktadéw zatytulowanych ,Building a Database for the Global Dy-
namics of Multi-Parameter Systems” lub podobnie, zaproszonych na konfe-
rencje w wielu miejscach na Swiecie oraz wygltoszonych na seminariach w wielu
instytucjach.

3. Hiroshi Kokubu:

(a) Projekty badawcze “Dynamical time-series analysis of meteorological data”
oraz “Morse decomposition of regulatory networks” finansowane z grantow
JSPS Kakenhi 25287029 (2013-2016, 14,000,000 JPY) oraz 26310208 (2014—
2018, 12,000,000 JPY), a takze JST CREST.

(b) Wyklady zapraszane wygloszone m.in. na AMS Sectional Meeting, New Brun-
swick, NJ, U.S.A. (Nov 2015), Workshop on Stochastic Dynamics, Beijing,
China (Aug 2015), Mathematical Analysis on Nonlinear PDEs, Meiji Univer-
sity, Tokyo, Japan (Jan 2017), EquaDiff 2015, Lyon, France (July 2015).

4. Hiroe Oka:

(a) Referaty wyglaszane na konferencjach miedzynarodowych i krajowych.
(b) Prace magisterskie bazujace na metodzie algorytmicznej i korzystajace z opro-
gramowania.

5. Tomoyuki Miyaji:

(a) Zastosowania metody algorytmicznej i oprogramowania do szeregéw czaso-
wych sygnaléw biomedycznych, omdéwina w referacie wygloszonym 31.10.2017
na Kyoto University Applied Mathematics Seminar (KUAMS).

4. Zastosowania do konkretnych ukltadéw dynamicznych

Artykuty zawierajace osiagniecia opisane w tym rozdziale: [H3], [H6], [H7].
Oprogramowanie i prezentacje danych: [S4], [S7], [S8].

Metoda obliczeniowa automatycznej klasyfikacji dynamiki globalnej w uktadach dy-
namicznych z parametrami, oméwiona w rozdziale 3 powyzej, ma bardzo mato restryk-
cyjne zalozenia, jeéli chodzi o uklady dynamiczne, do ktérych moze byé stosowana,
dzieki czemu jej potencjal zastosowan do réznorodnych uktadéw jest znaczacy. W tym
rozdziale sa omoéwione trzy konkretne zastosowania.

4.1. Model populacyjny Lesliego

W [H3] jest rozwazane zastosowanie automatycznej metody klasyfikacji dynamiki global-
nej przy pomocy oprogramowania [S3| do 2-wymiarowego (rozdzial 5) i 3-wymiarowego
(rozdzial 6) modelu populacyjnego Lesliego. Modele te byly juz wczesniej analizowane
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numerycznie w [14], gdzie znaczna ilos¢ symulacji numerycznych pozwolita znalezé skom-
plikowana dynamike, w tym bifurkacje podwojenia okresu i dynamike chaotyczna. W po-
réwnaniu z dotychczasowymi wynikami, niektére z zalet metody wprowadzonej w [H3]
sa nastepujace:

1. Wszystkie wyniki sa matematycznie udowodnione, w przeciwienstwie do przybli-
zonych wynikéw uzyskiwanych w wyniku symulacji numerycznych.

2. Zostaly znalezione otoczenia wszystkich zbiorow rekurencyjnych, rowniez niesta-
bilnych, razem z potencjalnie mozliwymi orbitami taczacymi. Nowa metoda po-
nadto gwarantuje, ze zaden zbiér rekurencyjny nie zostal pominiety (co moze sie
zdarza¢ w przypadku symulacji numerycznych, np. jezeli atraktor ma maty obszar
przyciagania).

3. Waszystkie zaobserwowane typy dynamiki globalnej zostaly podzielone na klasy ze
wzgledu na kontynuacje otoczen izolujacych zbioréw Morse’a.

4. Analiza byla wykonana przy dwéch albo trzech parametrach zmieniajacych sie
niezaleznie od siebie, bez potrzeby czynienia dodatkowych zatozen w celu uzyskania
jednoparametrycznej rodziny uktadéw dynamicznych w celu analizy bifurkacji.

5. Niezaleznie od wizualizacji (ktéra moze by¢ niemozliwa w wyzszych wymiarach),
w wyniku zastosowania nowej metody powstaje baza danych, ktéra moze byé
przeszukiwana w poszukiwaniu réznych wlasnosci, np. istnienia wiecej niz jednego
atraktora, wystepowania zmian okresowych albo zagrozenia populacji wyginieciem.

Interaktywna demonstracja bazy danych, ktéra moze by¢ ogladana przy uzyciu przegla-
darki internetowej (dla kazdego zbioru parametréw mozna wyswietlié obliczony rozklad
Morse’a), jest opublikowana pod adresem [S4].

4.2. Model populacji o czasie dyskretnym ze zbieraniem plonéw

W pracy [H6] zostala przeprowadzona analiza pewnego 2-wymiarowego ukladu dyna-
micznego z czasem dyskretnym. Uktad ten modeluje populacje podzielong na osobniki
miode i doroste, z ktérych pewien procent jest uSmiercany w kazdej iteracji, co jest eu-
femistycznie okreslane jako ,zbieranie plonéw” (ang. harvesting) i moze dotyczy¢ albo
jednej z tych grup, albo obydwu. Niektére z populacji, jakie moga by¢ modelowane
przez ten uklad dynamiczny, to ryby, ktore sa polawiane (i zalezy nam na utrzyma-
niu tej populacji stabilnej i na wysokim poziomie), albo szkodniki, na ktére wplywamy
pestycydami (i tu raczej woleliby$my, by tych osobnikéw bylto ich jak najmniej).

Klasyczna analiza stanéw réwnowagi i badania ich stabilnosci pozwala zauwazy¢ wy-
stepowanie zjawisk interesujacych z biologicznego punktu widzenia: w pewnych rzadkich
sytuacjach zwiekszenie wspolczynnika udmiercania moze w rezultacie spowodowaé po-
wiekszenie sie populacji (tzw. efekt Hydry). W innych konkretnych sytuacjach natomiast
zwiekszenie tego wspdlczynnika moze zdestabilizowaé¢ populacje, a dalsze jego zwigksze-
nie moze ja ustabilizowaé z powrotem (tzw. efekt babla). Te efekty i ich nazewnictwo sa
szczegblowo wyjasnione w [H6).

Automatyczna analiza numeryczna dynamiki globalnej przy wykorzystaniu metody
opisanej w rozdziale 3 powyzej pozwolita uzyskaé¢ dodatkowy wglad w dynamike. W szcze-
gblnosci zostaly znalezione atraktory okresowe i zostaly zaobserwowane bifurkacje po-
dwojenia okresu, a takze efekt rezonansu. Z powodu innej natury otrzymanych wynikdw
konieczne bylo sformutowanie alternatywnych definicji efektu Hydry i efektu babla (zob.
zalaczniki B.3 i B.4 w [H6]). Zostaly znalezione konkretne zakresy parametréw, przy
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ktorych te zjawiska maja miejsce, co pozwolito potwierdzi¢ wyniki analityczne z wyko-
rzystaniem tych nowych definicji i dodatkowo ocenié te efekty od strony ilosciowej (zob.
odpowiednio rozdzialy 3.4 i 3.5 w [H6]). Wyniki obliczen zostaly zilustrowane w [S7].

4.3. Czterowymiarowe réwnanie réozniczkowe zwyczajne w epidemiologii

W pracy [H7] byl badany uklad czterech réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktéry
modeluje rozprzestrzenianie sie choroby zakaznej w populacji podzielonej na dwa re-
jony potaczone transportem. Dynamika globalna byla badana metodami analitycznymi,
za pomocg symulacji numerycznych, a takze przy uzyciu Scistej metody numerycznej
opisanej w rozdziale 3 powyzej. Wyjatkowo bogate zachowania dynamiczne zostaly za-
obserwowane w tym uktadzie dynamicznym, normalnie nie wystepujace w prostych mo-
delach epidemiologicznych. W szczegdlnosci w uktadzie tym zaobserwowano jednoczesne
wystepowanie kilku stabilnych punktow stacjonarnych.

Metoda obliczeniowa opisana w rozdziale 3 powyzej zostata zastosowana do uktadu
réwnan rézniczkowych zaleznego od dwéch parametréw i uzyskane dane uzupetnity wy-
niki uzyskane metodami analitycznymi, a takze potwierdzily wyniki symulacji nume-
rycznych. Zostaly znalezione zaréwno stabilne, jak i niestabilne zbiory rekurencyjne, ich
indeksy Conleya zostaly obliczone w przypadkach, w ktérych bylo to mozliwe, a takze
zostaly zidentyfikowane potencjalne mozliwosci istnienia orbit taczacych. Brak zbioréw
rekurencyjnych poza otoczeniami izolujgcymi punktéw stacjonarnych dowodzi, ze istot-
nie nie wystepuja w tym uktadzie dynamicznym inne rekurencyjne zbiory niezmiennicze
(takie jak np. orbity okresowe) poza tym otoczeniami. W artykule tym dodatkowo prze-
konuje, ze wyniki tych obliczen numerycznych moga byé¢ bardziej wartosciowe z punktu
widzenia zastosowan; na przyktad duze otoczenia izolujace stabilnych punktéw stacjo-
narnych wskazuja na ich staba stabilnosé, wiec po uwzglednieniu szumu i niedoktadnosci
modelu moze si¢ okazaé, ze rzeczywiste trajektorie moga przemierzaé cale to otoczenie.
Wiyniki obliczen sa opublikowane w [S8].

4.4. Inne zastosowania

Mozliwo$é stosowania metody obliczeniowej omawianej rozdziale 3 powyzej do modeli
uktadéw dynamicznych wystepujacych w literaturze wskazuje na znaczny potencjal tej
metody. Oprécz zastosowan oméwionych powyzej, kilka innych jest wymienionych w na-
stepujacych pracach: [P14] (model populacji wielorybéw fiszbinowych), [P15] (model
populacyjny Lesliego z trzema klasami wiekowymi oraz 3-wymiarowa sie¢ sprzezonych
ze sobg odwzorowan), a takze [P16] (model zmian stanéw skupienia plazmy: zastosowa-
nie w fizyce teoretycznej). Obecnie trwaja prace nad zastosowaniami do innych modeli,
zwlaszcza do badania szeregdw czasowych.

5. Obliczanie indeksu Conleya
Artykuty zawierajace osiagniecia opisane w tym rozdziale: [H1], [H2].
Oprogramowanie i prezentacje danych: [S1], [S2].

Skonczone zbiory n-wymiarowych kostek wzgledem ustalonej siatki prostokatnej, na-
zywane dalej zbiorami kostkowymi, moga by¢ stosowane do reprezentowania ograniczo-
nych podzbioréw R™ w algorytmach numerycznych, tak jak krata kwadratowych pikseli
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jest uzywana w fotografii cyfrowej do reprezentowania obrazéw albo siatka réwno od-
dalonych punktéw w przestrzeni jest uzywana do numerycznego przyblizania rozwiazan
rownan rézniczkowych czastkowych. Kostki razem ze swoimi $cianami, krawedziami i
wierzchotkami tworzg w naturalny sposéb strukture kompleksu kostkowego, ktora moze
byé wykorzystana bezposrednio do obliczania grup homologii bez potrzeby dzielenia
kostek na sympleksy w celu uzyskania kompleksu symplicjalnego — struktury typowo
uzywanej w teorii homologii. Zbiory kostkowe moga byé¢ stosowane do konstrukcji oto-
czen izolujacych, do rozktadu przestrzeni na przyblizenie rozktadu Morse’a, a takze do
konstrukeji par indeksowych, co bylo juz wykonywane przez Szymczaka w latach 90.
XX wieku; zob. np. [16] oraz [17]. Ksiazka [6] zawiera caloSciowe wprowadzenie do teorii
homologii kostkowych i zwigzanych z nig algorytmdw, réwniez w kontekscie obliczania
indeksu Conleya.

W moim doktoracie stosowalem polaczenie algorytméw wprowadzonych w [1] i w [7]
do obliczania homomorfizmu indukowanego w homologiach przez odwzorowanie ciggle
na podstawie zewnetrznego przyblizenia tego odwzorowania w postaci kombinatorycz-
nego kostkowego odwzorowania wielowartosciowego (a konkretnie kombinatoryczynej
reprezentacji odwzorowania, jak to bylo wyjasnione w rozdziale Section 3 powyzej).
Pierwszy z tych algorytméw pozwala skonstruowaé selektor tanicuchowy odwzorowania
kombinatorycznego. Uzywalem implementacji zaprogramowanej przez Mazura i Szybow-
skiego [8]. Ich program jest obecnie zawarty w pakiecie oprogramowania CHomP [S1]
pod nazwa chmap, razem z dwoma dodatkowymi programami, ktére napisatem: chk-
perf do sprawdzania, czy odwzorowanie kombinatoryczne spelnia wymagane zatozenia,
oraz cnvchmap do przeksztatcania danych wyjsciowych do formatu akceptowanego przez
moja implementacje (w programie homchain) drugiego algorytmu, ktéry z kolei oblicza
grupy homologii komplekséw tancuchowych oraz homomorfizm indukowany w homolo-
giach przez odwzorowanie tancuchowe. Niestety, to rozwiazanie okazato si¢ bardzo nie-
efektywne, a w dodatku nie pozwalalo na obliczanie relatywnych grup homologii, przez
co mogtem pracowaé¢ wyltacznie z parami indeksowymi o pustym zbiorze wyjécia. Z tego
powodu moje wyniki w pracy doktorskiej byly ograniczone do atraktoréw; zob. [10],
[12] i [13]. Cheé¢ pokonania tych ograniczen byla gléwna motywacja rozwoju bardziej
efektywnego i elastycznego rozwiazania, ktére jest opisane w podrozdziale 5.1 ponize;j.

5.1. Metoda opierajaca sie¢ na wykresie odwzorowania cigglego w celu
obliczania homomorfizmu indukowanego w homologiach przez od-
wzorowanie ciagte

W pracy [H1| zostalo przedstawione nowe podejscie do obliczania homomorfizmu in-
dukowanego w homologiach kostkowych przez odwzorowanie ciggle reprezentowane za
pomoca kombinatorycznego kostkowego odwzorowania wielowartosciowego. W podejéciu
tym sa stosowane pomysly z [5] i jest ono inne niz metoda zaproponowana w [6].
Podstawowa idea tego podejscia jest nastepujaca. Wiadomo, ze jezeli odwzorowanie
f: X —Y jest ciggle, to rzutowanie z jego wykresu na dziedzing py: I'y — X jest home-
omorfizmem, wobec czego f = gyo p}l, gdzie qy: I'y — Y jest rzutowaniem z wykresu f
na przeciwdziedzine. Mozna wiec problem obliczania homomorfizmu indukowanego w ho-
mologiach przez f zredukowaé¢ do problemu obliczania homomorfizméw indukowanych
w homologiach przez rzutowania: H,(f) = Hy(qs) o H.(ps)~'. Chcieliby$my zastosowaé
te sama konstrukcje do zewnetrznego przyblizenia F' odzworowania f, tzn. do gérnie
pélcigglego odwzorowania wielowartosciowego F': X 2Y (innymi stowy, F: X — 2Y),

13



ktorego f jest selektorem, co oznacza, ze f(x) € F(zx) dla kazdego x € X. Niestety, rzu-
towanie pr z reguly nie jest homeomorfizmem. Ale jezeli zalozymy, ze F' jest acykliczne,
tzn., grupy homologii F'(z) sa izomorficzne z grupami homologii przestrzeni jednopunk-
towej, to wtedy pr okazuje sie by¢ odwzorowaniem Vietorisa i H,(pr) jest izomorfizmem,
co wynika z twierdzenia Vietorisa—Begle’a. Wtedy H,(F) := H.(qr)o H.(pr)~! jest toz-
same z H,(f), co jest gtéwnym wynikiem teoretycznym pracy [H1]|. Konkretnie, majac
kombinatoryczna reprezentacje F odwzorowania f, definiuje si¢ jego realizacje geome-
tryczng F(x) := Ugs, [F(Q)|, a nastepnie H.(F) jest zdefiniowane jako H.(F). W
publikacji [H1] cala teoria i algorytmy sa sformulowane w kontekscie homologii relatyw-
nych, co wymaga dodatkowego naktadu pracy (np. uogélnienia twierdzenia Vietorisa—
Begle’a na pary), ale jest to niezbedne dla par indeksowych. Koniecznosé pracy z parami
odwzorowan F: X =Y i G: A= B, gdzie f: (X, A) — (Y, B), zamiast brania zaweze-
nia G := F|a, jest wyjasniona w paragrafie nastepujacym po twierdzeniu 3.1 w [H1],
str. 221.

Algorytmiczne obliczanie homomorfizmu indukowanego w homologiach przez kom-
binatoryczna reprezentacje odwzorowania cigglego przebiega w kilku etapach opisanych
szczegblowo w algorytmie 5.1 w [H1], str. 220. Konstrukcja odwzorowan tancuchowych
rzutowan jest poprzedzona intensywna redukcja geometryczng zbioréw i odwzorowania
przy wykorzystaniu kilku nowych technik wprowadzonych w rozdziale 4 pracy [H1|. Re-
dukcje te znaczaco przyczyniajg sie do wydajnosci tego podejscia, lecz powoduja, ze
obliczanie endomorfizmu w homologiach staje sie troche bardziej skomplikowane, po-
niewaz dziedzina i przeciwdziedzina odwzorowania sa redukowane niezaleznie. Pomocne
tutaj okazuje sie¢ dodanie inkluzji (X, A) — (Y, B), ktéra jest poczatkowo identyczno-
$cia, a pozniej stuzy do powiazania ze soba generatoréw homologii, ktore sie zmieniaja
podczas redukcji. Gléwny rezultat pracy [H1| jest podsumowany w nastepujacym twier-
dzeniu:

Twierdzenie 2 (zob. twierdzenie 1.1 w [H1], str. 203) Niech A C X C R" oraz
B CY C R™ bedg zbiorami kostkowymi reprezentowanymi odpowiednio przez zbiory
kostek A, X, B, ). Niech kombinatoryczne odwzorowanie wielowartoéciowe F: X =Y
bedzie reprezentacjqg kombinatoryczng odwzorowania cigglego f: (X, A) — (Y, B). Za-
tozmy, ze F(A) C B oraz obydwa odwzorowania F i F|a s¢ acykliczne. Wtedy ho-
momorfizm obliczony przez algorytm 5.1 w [H1] uruchomiony z F, A, B oraz “incl”
ustawionym na false zgadza sie z fi: Ho(X, A) — H. (Y, B) w tym sensie, Ze jego dzie-
dzina D jest izomorficzna z H, (X, A), przeciwdziedzina C' jest izomorficzna z H. (Y, B),
a takze nastepujocy diagram, w ktorym ¢ oznacza ten homomorfizm, jest przemienny:

2 g

H.(X,A) L H(Y,B)

P
—

Ponadto, jezeli X C Y, A C B i wlozenie i: (X,A) — (Y, B) indukuje izomorfizm
w homologiach, to homomorfizm obliczony przez algorytm 5.1 w [H1] uruchomiony z F,
A, B i “incl” ustawionym na true zgadza si¢ z endomorfizmem (ix) "o fu: Ho(X, A) —
H.(X,A).

Jednym z pierwszych nietrywialnych zastosowan tego podejécia byto obliczenie in-
deksu Conleya w skoniczeniewymiarowym przyblizeniu odwzorowania Kota—Shaffera w [4].
Zbiory X \ A oraz A skladaly si¢ odpowiednio z 3.647 i 6.683 kostek wymiaru 6.
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5.2. Kostkowa metoda algorytmicznego obliczania indeksu Conleya za-
chowujgca wlasno$é¢ wycinania

W pracy [H2] zostala wprowadzona algorytmiczna metoda obliczania indeksu Conelya
przy wykorzystaniu kombinatorycznej reprezentacji F odwzorowania ciagltego f razem
ze specjalna poprawka konieczna w niektérych sytuacjach opisanych ponizej.

Definicja kombinatorycznej pary indeksowej nadladuje definicje pary indeksowej wpro-
wadzonej przez Szymczaka (zob. [16] i [17]).

Definicja 3 (zob. definicja 1.3 w [H2], str. 1152) Mdwimy, ze para (P1,P2) skoti-
czonych zbiorow kostek z X, dla ktorych Py C P1, jest kombinatoryczna para indeksowa
wzgledem kombinatorycznego odwzorowania wielowartosciowego F: X = X, jezeli naste-
pujgce warunki sq spetnione:

1. f('P1 \732) C P,
2. f(Pz) NP1 C Ps.

Zauwazmy, ze nie ma trzeciego warunku, ktéry typowo wystepuje w definicji pary in-
deksowej: [Py \ P2| ma byé otoczeniem izolujacym. Ten warunek jest automatycznie
spelniony przy dodatkowym zalozeniu, ze f(Q) C int |F(Q)|. Dodanie “int” jest istot-
nym ulepszeniem, a na dodatek nie jest kosztowne do spelnienia numerycznie, poniewaz
obliczone $cisle oszacowanie zewnetrzne na f(Q) zwykle ma juz pewne przeszacowania,
z poza tym niezwykle rzadko moze sie zdarzy¢, ze jego brzeg wypada akurat na linii
siatki. Dlatego tez dowolna kombinatoryczna reprezentacja f automatycznie spelnia juz
ten warunek, poza zupetnie wyjatkowymi i nienaturalnymi przypadkami. Mozna tatwo
wykazaé, ze jezeli (P1,P2) jest kombinatoryczna para indeksowa dla F, to jej geome-
tryczna realizacja (|P1|, |P2|) jest para indeksowa dla f.

Pary indeksowe moga by¢ konstruowane algorytmicznie na wiele sposob6éw. Na przy-
ktad Szymczak w [16] wprowadza algorytm ich znajdowania wewnatrz z géry zadanego
obszaru, méj algorytm opublikowany w [P11] ,buduje” pare indeksowa zaczynajac od
przyblizenia przypuszczalnego izolowanego zbioru niezmienniczego, a metoda opisana
w rozdziale 3 powyzej daje pary indeksowe bez potrzeby przeprowadzania dalszych kon-
strukcji jako (MUF (M), F(M)\M), gdzie M jest kombinatorycznym zbiorem Morse’a.

Jak to zostalo wyjasnione na poczatku pracy [H2], obliczanie odwzorowania indek-
sowego w homologiach dla kombinatorycznej pary indeksowej moze sie czasem nie udad,
poniewaz wlasno$¢ wycinania (Py U f(P)) \ Pr = (P2 U f(P)) \ P> moze nie by¢ spel-
niona dla geometrycznej realizacji kostkowej reprezentacji F odwzorowania f z powodu
przeszacowan nieuniknionych przy konstrukcji F; zob. rysunek 1. Taka sytuacja zdarza
sig dosé rzadko, ale faktycznie zostala zaobserwowana w kilku przypadkach zastosowan
omawianych w rozdziale 4 powyzej. Rozwiazanie problemu zainspirowane praca [11] po-
lega na ,podniesieniu” zbioru P; na wyzsza warstwe, a nastepnie , przyklejeniu” warstwy
poczatkowej na zbiorze P, jak to zostalo wyjasnione na rysunku 2.

Gléwnymi osiagnieciami pracy [H2] sa:

1. Formalna definicja dwuwarstwowych €2-zbioréw oraz {2-odwzorowania wedtug po-
mystu przedstawionego na rysunku 2, a takze dowdd poprawnosci tych definicji
(zob. rozdzial 2 w [H2]).

2. Przeniesienie tych pojeé¢ do kontekstu kombinatorycznego oraz dowdd faktu, ze ta
konstrukcja rozwiagzuje problem z wlasnoscia wycinania (zob. rozdzial 3 w [H2]).
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(@ (b)

Rysunek 1: Przykladowa para indeksowa, dla ktérej geometryczna realizacja reprezen-
tacji kombinatorycznej odwzorowania nie spelnia wlasnosci wycinania. Z tego powodu
inkluzja pary indeksowej w jej obraz przez odwzorowanie kombinatoryczne nie indu-
kuje izomorfizmu w homologiach (grube linie z biatymi koncami reprezentuja generatory
pierwszej grupy homologii). (a) P; \ P2 sklada sie z ciemnych kwadratéw, Po z szarych
kwadratéw, a brzeg zbioru f(|P1|) jest zaznaczony ciagta linia. (b) Dodatkowo zbidér
F(P1) \ P1 jest pokazany jako jasnoszare kwadraty.

T M

(a) (b)

Rysunek 2: Zbiér Q(Pl, S(PQ)) dla P, = [2,8] CRiP= [2,4] U [6, 8] Z f(PQ) \ Py =
[0,2] U[8,10]: (a) Zbiory P; x 1 (na wyzszej warstwie), P» x 0 (ciemnoszara cze$é dolnej
warstwy), (f(P2) \ P2) x 0 (jasnoszara czes¢ dolnej warstwy ), oraz relacja sklejajaca ~
(zaznaczona strzatkami); (b) Ilustracja pogladowa przestrzeni ilorazowej Q(Py, S(P2)).

3. Dowdd faktu, ze indeks Conleya obliczony przy wykorzystaniu tych nowych obiek-
téw pokrywa sie z indeksem Conleya wejsciowe]j pary indeksowej (zob. rozdzial 3
w [H2]).

4. Efektywna implementacja programistyczna tej konstrukcji.

Oprogramowanie zawierajace implementacje konstrukeji dwuwarstwowej wprowadzonej
w tym artykule jest zawarte w pakiecie oprogramowania CHomP [S1] omawianym poni-
zej. Strona internetowa [S2] powiazana z artykutem zawiera przyklady omawiane w pracy
oraz instrukcje wyjaéniajace jak mozna przeprowadzi¢ obliczenia. Ponadto znajduje sie
tam notatka opisujaca jak struktura dwuwarstwowa moze by¢ reprezentowana przez
zwykte zbiory kostkowe kosztem zwiekszenia wymiaru przestrzeni o 1, a takze program
wykonujacy te konstrukcje. Nie jest to rozwiazanie optymalne i dlatego nie zostalo za-
warte w opublikowanym artykule.

5.3. Oprogramowanie CHomP

Oprogramowanie [S1] bylo utworzone w ramach projektu pod nazwa Computational Ho-
mology Project, skad sie bierze skrot CHomP. Przygotowanie tego oprogramowania byto
moim pierwszym wyzwaniem, ktorego sie podjatem po otrzymaniu doktoratu w roku
2001. Korzystajac z doswiadczenia w tworzeniu oprogramowania uzyskanego w ramach
przygotowywania pracy magisterskiej z informatyki oraz doktoratu, zaprojektowalem
wszystkie struktury danych i algorytmy od podstaw. Gléwne sktadniki tego oprogramo-
wania to:
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1. Implementacja algorytmu obliczania homologii przez redukcje komplekséw tancu-
chowych na podstawie pracy [7] z uogélnieniem potrzebnym do obliczania homo-
logii o wspotczynnikach w dowolnym pierscieniu, a takze z pewna optymalizacja.

2. Implementacje kilku algorytméw redukeji geometrycznej zbioréow kostkowych i
komplekséw kostkowych, réwniez w kontekscie homologii relatywnych; algorytmy
te zostaly przedstawione w [H1].

3. Specjalizowane struktury danych, ktére sa uzywane w efektywnych implementa-
cjach réznych algorytméw, w tym algorytmow liczenia homologii. Te struktury da-
nych zawieraja m.in.: tablice z haszowaniem (hashedset), trzy r6zne implementacje
kostek i komérek kostkowych (z tabularyzacja wspélrzednych, o stalym wymiarze,
a takze o zmiennym wymiarze), grafy skierowane (wykorzystywane w [H3]), auto-
matycznie zwalniane tablice (autoarray) oraz tablice, ktére sie automatycznie prze-
dluzaja, i to bez kopiowania danych, w przeciwienstwie do std::vector (multitable).

4. Kompletny zestaw typoéw danych odpowiadajacych obiektom matematycznym bio-
racym udzial w obliczaniu homologii: pierscien wspétczynnikéow Z i ciato Zj, tan-
cuchy, kompleksy lancuchowe, kompleksy geometryczne, kostki, komérki kostkowe
(w tym $ciany, krawedzie itp.), sympleksy, a takze podstawowe operacje na tych
strukturach, jak np. generowanie brzegdéw.

Oprogramowanie jest napisane w C++ i intensywnie korzysta z szablonéw w celu sto-
sowania techniki programowania generycznego. Jest ono zaprojektowane glownie jako
biblioteka programowa do wykorzystania z innych programéw pisanych w C++ (jak np.
[S3]). Jednak aby umozliwi¢ korzystanie z gléwnych algorytméw zawartych w tym opro-
gramowaniu tym, ktorzy nie umieja lub nie chcg programowaé w C++, zostaly réwniez
przygotowane programy wykonywalne, ktére odczytuja dane wejsciowe z plikéw teksto-
wych w formacie czytelnym dla cztowieka i zapisuja wyniki obliczen rowniez do takich
plikéw tekstowych. Dane wejSciowe moga by¢ np. generowane przez skrypty w matlabie,
a dane wyjsciowe moga by¢ dalej przetwarzane innymi skryptami (np. przygotowanymi
w Perlu). Gléwne programy wchodzace w sklad pakietu to:

1. homchain do liczenia homologii kompleksow tancuchowych i odwzorowan tancu-
chowych;

2. homcubes do liczenia homologii zbioréw kostkowych i odwzorowan kostkowych,
w tym endomorfizméw, rowniez w homologiach relatywnych;

3. homcub2l do obliczania odwzorowania indeksowego przy zastosowaniu konstrukeji
dwuwarstwowej opisanej w podrozdziale 5.2.

Oprogramowanie jest tak zaprojektowane, aby kompilowalo sie kompilatorem GNU
C++ na wielu réznych systemach, takich jak Linux, Windows oraz Mac OS X. Strona
internetowa [S1] zawiera obszerne informacje na temat oprogramowania, takie jak wpro-
wadzenie, opis formatow danych, instrukcje kompilacji, spis dostepnych programéw wy-
konywalnych wraz z ich krétkimi opisami, przyktady sktadajace sie z prébek danych oraz
skryptéw uruchamiajacych programy, a takze interaktywny program graficzny CHomP
Software Chooser napisany w Pytonie, ktéry pomaga przygotowaé¢ wtadciwe polecenia do
uruchomienia wigkszosci programéw wchodzacych w sklada pakietu, a takze wyswietla
szczegdltowe informacje na temat tych programoéw.

Wyczerpujaca dokumentacja programistyczna calego oprogramowania jest automa-
tycznie generowana programem Doxygen, ktéry korzysta z komentarzy dodawanych
w kodzie Zréodtowym w specjalnym formacie do utworzenia szczegbétowych i doktadnych
opisow wszystkich struktur danych i zaimplementowanych procedur.
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6. Uogdlnienia i dalsze kierunki badan

Artykuty zawierajace osiagniecia opisane w tym rozdziale: [H4], [H5], [H8].
Oprogramowanie i prezentacje danych: [S5], [S6].

W tym rozdziale opisane sg trzy wyniki Scisle powiazane z osiagnigciami opisanymi
we wcezesniejszych rozdziatach i dlatego stanowiace wraz z nimi jednotematyczny ciag
publikacji.

Metoda kolejnych przyblizen czeéci niezmienniczej na coraz drobniejszych rozdziel-
czoSciach, zastosowana w [H3] i omdéwiona w rozdziale 3.1 powyzej, jest wersja uprosz-
czonag ogblniejszej metody [H4| stuzacej otrzymywaniu ciagu $cistych oszacowan pod-
zbioru R" spelniajacego konkretne warunki. Ta ogdélna metoda jest opisana w roz-
dziale 6.1 ponizej.

Zalozenia, ktére muszg by¢ spelnione przez kombinatoryczna reprezentacje odwzo-
rowania cigglego, aby mozna bylo stosowaé¢ metode obliczania homomorfizmu induko-
wanego w homologiach wprowadzona w [H1|, okazaly sie dosé¢ restrykcyjne, zwlaszcza
wymaganie acyklicznoéci. Potrzeba bardziej efektywnej procedury przyczynita sie do
rozwoju uogdlnienia tej metody, ktéra ma znacznie stabsze zalozenia. Metoda ta zostala
przedstawiona w [HS8] i jest opisana w rozdziale 6.2 ponizej. Oczekuje sig, ze uogélniona
metoda pozwoli na nowe zastosowania algorytmicznego obliczania indeksu Conleya spo-
sobem opisanym w rozdziale 5 powyzej, zwlaszcza jesli chodzi o zastosowanie do badania
szeregéw czasowych, a takze ze poprawi efektywnosé metody klasyfikacji dynamiki glo-
balnej wprowadzonej w [H3] i opisanej w rozdziale 3 powyzej.

Metoda reprezentowania dynamiki przy uzyciu pokryé otwartych, w przeciwienstwie
do partycji uzywanych w [H3|, zostala wprowadzona w [H5] i jest oméwiona w roz-
dziale 6.3 ponizej. Ma ona wiele cech wspdlnych z [H3], np. reprezentowanie ukladu
dynamicznego za pomoca grafu skierowanego i otrzymywanie wynikow dynamicznych
wprost z algorytmow grafowych, a jednak pozwala na uzyskanie nowego rodzaju wy-
nikéw. W rzeczy samej, analiza dynamiki obserwowanej przy pewnej skonczonej roz-
dzielczosci, nawet bez préby zrozumienia uktadu dynamicznego w skali infinitezymalnej,
moze sie okazaé¢ bardziej wlasciwa ze wzgledu na zastosowania; dyskusja na ten temat
i préba uzasadnienia tej tezy znajduje sie w [H5].

6.1. Metoda réwnolegla badania wtasciwosci cigglych

W pracy [H4] zostal wprowadzony algorytm obliczania $cistego przyblizenia podzbioru
R™, ktérego punkty spetniaja dana wtasno$é. Na wejsciu musi by¢ podana procedura al-
gorytmiczna (program komputerowy), ktora dla danego punktu w R™ odpowiada ,tak”,
jezeli ten punkt spelnia te wlasnoéé, albo ,nie”, jezeli nie da sie tego wykazaé (np.
dlatego, ze punkt faktycznie nie spelnia tej wtasnosci, albo po prostu zbyt trudno jest
udowodnié¢ te wlasnoéé numerycznie dla danego punktu, biorac pod uwage ograniczenia
programu), a takze procedura algorytmiczna, ktéra robi to samo w jednym obliczeniu
dla catego zbioru punktéw zdefiniowanego jako produkt kartezjanski ograniczonych prze-
dzialéw domknietych; tak ostatnia procedura powinna zwracaé odpowiedz ,tak”, jezeli
wszystkie punkty spelniajg te wlasnosé, albo ,nie”, jezeli nie da sie tego sprawdzic.
Moje gtéwne osiggniecia opisane w tym artykule sg nastepujace:

1. Opracowanie schematu centralnie sterowanych obliczen réwnolegtych i jego imple-
mentacja. Ten schemat wymaga od uzytkownika zdefiniowania czterech procedur
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zaleznych od konkretnego problemu, reszta programu zajmuje sie dopilnowaniem,
by obliczenia byly wykonane.

2. Wymysélenie algorytmu obliczania (korzystajac z tego schematu obliczen réwnole-
glych) Scislego oszacowania dolnego (wewnetrznego) na zbiér punktéw spelniaja-
cych zadana wlasnosé, dokonujac serii podpodzialéw; jest to algorytm 4 w [H4|
na str. 102. Algorytm ten sprawdza, czy dana wtasnosé¢ jest spelniona na catych
kostkach n-wymiarowych oraz na ich wierzchotkach (punktach R™) i podejmuje
decyzje, w jaki sposéb wykonywac te sprawdzenia w celu osiagniecia optymalnej
wydajnosci. Ten algorytm taczy trzy inne algorytmy w schemat obliczen réwnole-
glych.

3. Przeprowadzenie doktadnej analizy ztozonosci obliczeniowej tej metody i udowod-
nienie, ze przy pewnych naturalnych zalozeniach jest ona eksponencjalnie lepsza
od podejscia ,naiwnego” polegajacego na sprawdzaniu wszystkich kostek w roz-
dzielczosci docelowej.

4. Zdefiniowanie pojecia wlasciwosci ciaglej (ang. continuous property) w rozdziale 6
pracy [H4|.

5. Udowodnienie zbieznosci metody przy odpowiednich zalozeniach: twierdzenie 6
w [H4], str. 107.

Przyktady omawiane w pracy oraz kod zZrédlowy oprogramowania sa dostepne do
pobrania ze strony [S5] lub ze stron, do ktérych linki sa tam podane. W szczegdlnosci
implementacja schematu obliczen rownolegtych zostala zawarta w pakiecie oprogramo-
wania CHomP [S1]. Sktada si¢ ona z procedur niskiego poziomu do komunikacji miedzy
procesami przez gniazdka TCP, zaprogramowanych osobno dla Windows i osobno syste-
moéw podobnych do Unixa (w tym dla Linuxa). Jest tam takze metoda serializacji danych
niezalezna od systemu, ktéra umozliwia np. wymiane danych miedzy 32-bitowym pro-
gramem w Windows a 64-bitowym programem w Unixie dzialajacym na innym typie
procesora rézniacego sie kolejnoscia bajtéow, (ang. big endian oraz little endian). Jest
tam réwniez schemat opracowany technika obiektowo orientowana do korzystania z tej
komunikacji. Stanowi on wazny sktadnik oprogramowania [S3] (zob. rozdzial 3 powyzej).
Cata metoda zréwnoleglania obliczen do badania wtasciwodci cigglej jest zaprogramo-
wana w taki sposob, ze uzytkownik musi jedynie zaprogramowaé funkcje sprawdzajaca te
wlasnosé dla iloczynéw kartezjanskich przedzialéw (jak to zostalo opisane na poczatku
niniejszego podrozdziatu), byé¢ moze o dtugosci zerowej (tzn. dla pojedynczych punk-
téw). Nie ma potrzeby, by uzytkownik musial sie zaznajamiaé¢ z glebszymi aspektami
technicznymi tego oprogramowania.

6.2. Indukowanie homomorfizmu w homologiach przez korespondencje

W pracy [H8] jest przedstawione nowe podejscie do obliczania homomorfizmu indukowa-
nego w homologiach przez odwzorowania. Ta metoda jest znacznie mniej restrykcyjna
od metody zdefiniowanej w [H1|. Zamiast rozwazaé gornie pélciagle odwzorowania wie-
lowartosciowe, podejscie to moze byé¢ stosowane do dowolnej relacji domknietej, ktora
w tym kontekscie zostala nazwana korespondencjqg domknietq (ang. closed correspon-
dence) z X do Y, gdzie X 1Y sa zwartymi podzbiorami R", a zalozenie domknietosci
oznacza, ze R jest domknietym podzbiorem iloczynu kartezjanskiego X x Y. Uzyte
w jezyku angielskim slowo ,,correspondence” oznacza relacje, w ktorej dziedzina i prze-
ciwdziedzina majg znaczenie szczegdlne, jak dla odwzorowan, dlatego uzywam stowa
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ykorespondencja” po polsku, mimo ze jest ono znacznie rzadziej uzywane w tym znacze-
niu. Zalozenie acyklicznosci nie jest wymagane w nowym podejsciu, co jest szczegdlnie
istotnym usprawnieniem z punktu widzenia obliczen, a takze otwiera nowe mozliwodci,
np. do analizy szeregéw czasowych. Podobnie jak [H1], caly artykul [H8] zostal napisany
w kontekscie par i z myslg o zastosowaniu do obliczania indeksu Conleya.

Gléwne osiagniecia pracy [H8] sa nastepujace:

1. Zdefiniowanie homomorfizmu indukowanego w homologiach przez korespondencje
domknieta (F, F') z (X, A) do (Y, B): definicja 2.2 w [HS], str. 1790.

2. Wprowadzenie poje¢ homologicznej kompletnosci (ang. homological completeness)
i homologicznej spdjnosci (ang. homological consistency) dla korespondencji, a
takze zauwazenie i udowodnienie ich podstawowych wladciwosci.

3. Dowdd faktu, ze przy pewnych minimalnych zatozeniach na temat korespondencji
domknietej (F, F’) homomorfizm indukowany przez nia w homologiach pokrywa
sie z homomorfizmem indukowanym przez jej dowolny ciagly selektor: twierdzenie
3.10 w [HS], str. 1792.

4. Dowdd faktu, ze nawet jesli f nie jest selektorem korespondencji domknietej (F, F'),
lecz (F, F') jest wystarczajaco dokladnym numerycznym przyblizeniem f, to wtedy
rowniez homomorfizm indukowany w homologiach przez f pokrywa sie z homomor-
fizmem indukowanym przez (F, F'); dokladne zalozenia sa sformutowane i wynik
ten jest udowodniony w twierdzeniach 4.6 i 4.13, obydwa w [H8], str. 1794 i 1795.

6.3. Dynamika w skonczonej rozdzielczosci

W pracy [H5] zostal wprowadzony nowy model reprezentowania w skonczonej rozdziel-
czo$ci uktadéw dynamicznych z czasem dyskretnym. W przeciwienstwie do partycji,
ktére uzywam w wieckszosci moich prac, ten model opiera si¢ na pokryciach otwartych,
ktore daja pewne nowe mozliwo$ci.

Gléwnym celem tej pracy bylo stworzenie podstaw teoretycznych, ktére umozli-
wig definiowanie wlasciwosci dynamicznych bezposrednio na modelu reprezentujacym
w skonczonej rozdzielczo$ci uktad dynamiczny. Chodzito o taki sposéb, ktory zapewni
zgodnos¢ wynikéw przy zmianie rozdzielczoéci, a takze mozliwo$é weryfikacji algoryt-
micznej tych wlasciwoéci. Podobnie jak w matematyce wystepuja rozne odmiany tranzy-
tywnosci (tranzytywnos$é topologiczna, tranzytywnosé metryczna) albo mieszania (mie-
szanie silne, mieszanie stabe, mieszanie topologiczne), ktére sa zdefiniowane na rézne
sposoby w zaleznoéci do kontekstu, lecz te definicje odzwierciedlajg te same ogdlne idee,
tak wlasnie definicje tranzytywnosci i mieszania zostaly wprowadzone w [H5] w kon-
tekscie skoniczonej rozdzielczosci. Mimo ze w zasadzie pojecia o tej samej nazwie, lecz
zdefiniowane w innych teoriach nie musza mieé ze soba niczego wspolnego, okazuje sie, ze
jednak czasem maja. Na przyklad tranzytywnos¢ topologiczna wynika z tranzytywnosci
metrycznej (przy pewnych zalozeniach), podczas gdy przeciwna implikacja na ogél nie
jest prawdziwa.

Najwazniejsze osiagniecia uzyskane w pracy [H5] sa nastepujace:

1. Sformutowanie pozadanych cech dynamiki o skonczonej rozdzielczoéci: obliczalno-
sci 1 spdjnosci.

2. Zdefiniowanie réznych pojeé, takich jak: wewnetrzna i zewnetrzna rozdzielczosé
pokrycia otwartego, drobniejsze i grubsze pokrycie, pokrycie istotne, reprezentacja
odwzorowania, e-obliczalno$é odwzorowania.
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3. Zdefiniowanie, czym jest wlasnos¢ dynamiczna o skonczonej rozdzielczosci, a takze
precyzyjne sformutowanie, co to znaczy, ze odwzorowanie ma taks wtasno$¢ przy
wszystkich rozdzielczosciach > e.

4. Twierdzenie, ktore daje obliczalne kryterium na udowodnienie, ze dane odwzoro-
wanie ma dang wlasno$é przy wszystkich rozdzielczosciach > € (zob. twierdzenie 2
na str. 221).

5. Sformultowanie definicji tranzytywnosci i mieszania w kontekécie dynamiki o skon-
czonej rozdzielczosci, a takze udowodnienie, ze sa to wlasnoéci obliczalne i spjne.

6. Efektywne algorytmy i oprogramowanie stuzace sprawdzaniu, czy konkretne od-
wzorowania kombinatoryczne spelniaja warunki tranzytywnosci i mieszania w kon-
tekscie dynamiki o skonczonej rozdzielczosci. Algorytmy te bazuja na DFS i dlatego
maja liniowa ztozono$é obliczeniowa (co czyni je bardzo szybkimi).

7. Dowdd faktu, ze odwzorowanie Hénona jest mieszajace (w sensie dynamiki o skon-
czonej rozdzielczosci) przy wszystkich rozdzielczosciach > 107° dla wszystkich
parametréw (a,b) w pewnym zbiorze otwartym zawierajacym standardowe para-
metry (1.4,0.3) na pewnym zbiorze otwartym na plaszczyznie zawierajacym przy-
blizenie atraktora obserwowane dla tego odwzorowania (zob. rozdzial 5 w [H5],
a szczegolnie twierdzenie 3, str. 230).

Implementacja algorytméw wprowadzonych w [H5] jest przygotowana w jezyku C+-+
przy uzyciu szablonéw i efektywnych algorytméw grafowych. Jest ona dostepna w [S6]
razem z wynikami przyktadowych obliczen opisanych w rozdziale 5 artykulu. Jedna
z trudnosci, ktéra musiata byé pokonana, dotyczyta opracowania arytmetyki przedzia-
towej do przedzialow otwartych, w przeciwienstwie do przedziatéw domknietych, ktore sa
typowo stosowane w arytmetyce przedziatlowej (zob. np. [2], [9]). Ponadto standardowo
dostepne struktury danych do reprezentowania graféw skierowanych okazaty sie nieefek-
tywne i pochtanialy zbyt duzo pamieci, wiec zoptymalizowane struktury danych musiaty
byé opracowane specjalnie na potrzeby tego zastosowania, aby umozliwi¢ prowadzenie
obliczen dla bardzo duzych graféw.
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5. Oméwienie pozostatych osiagnieé¢ naukowo-badawczych:

1. Wprowadzenie

Moje pozostale osiagniecia naukowe dotycza gltéwnie dwdch tematéw: metod obliczenio-
wych w topologii algebraicznej (szczegélnie kostkowe grupy homologii) oraz algorytméw
Scislego szacowania ekspansywnos$ci w dynamice 1-wymiarowej. Liczne publikacje doty-
czace pierwszego tematu zostaly opisane w rozdziale 2 ponizej, a publikacje dotyczace
drugiego tematu — w rozdziale 3. Jest rowniez kilka publikacji niezwiazanych z tymi
dwoma tematami, ktére sa przedstawione w nastepnych rozdzialach ponize;j.

Preprinty wszystkich moich publikacji, a takze odsylacze do opublikowanych wersji
(jezeli sa dostepne) znajduja sie na mojej stronie internetowej
http://www.pawelpilarczyk.com/

2. Obliczanie kostkowych grup homologii

[P1] M. Niethammer, A.N. Stein, W.D. Kalies, P. Pilarczyk, K. Mischaikow, A. Tan-
nenbaum, Analysis of blood vessel topology by cubical homology, Proceedings of
the International Conference on Image Processing (2002), Vol. 2, 969-972, 2002.

Gléwnym osiagnieciem tego artykulu bylo zastosowanie oprogramowania [S1], oblicza-
jacego grupy homologii zbioréw kostkowych, do analizy 3-wymiarowych skandéw naczyn
krwionosnych w mézgu uzyskanych metoda rezonansu magnetycznego. Po zastosowa-
niu standardowych metod progowania, zostal uzyskany zbior kostek w R3 przyblizajacy
naczynia krwionosne. Obliczone dla niego grupy homologii i generatory zawieraty infor-
macje na temat topologicznych witasciwosci tego obrazu.

[P2] M. Gameiro, P. Pilarczyk, Automatic homology computation with application to
pattern classification, RIMS Kokyuroku Bessatsu B3 (2007), 1-10.

Celem tego artykutu bylo przedstawienie wprowadzenia do obliczania kostkowych grup
homologii (zob. [6] i [S1]) oraz oméwienie zastosowania do klasyfikacji ztozonosci wzoréw
obserwowanych w ukltadzie modelowanym przez réwnania FitzHugh-Nagumo. Obliczone
liczby Betti’ego pozwolily ocenié¢ ztozonos$é przestrzenno-czasowa tych wzordw.

[P3] M. Mrozek, P. Pilarczyk, N. Zelazna, Homology Algorithm Based on Acyclic Sub-
space, Computers and Mathematics with Applications (2008), Vol. 55, No. 11,
2395-2412.

W tym artykule zostal wprowadzony algorytm zwigkszajacy wydajnosé obliczania kost-
kowych grup homologii. Podstawowym pomystem jest tu konstruowanie maksymalnej
podprzestrzeni acyklicznej w kazdej sktadowej spdjnej, a nastepnie obliczanie relatyw-
nych grup homologii wzgledem tej podprzestrzeni. Podejécie to jest skuteczne dlatego,
ze gdy oblicza sie relatywne grupy homologii pary (X, A), odpowiadajacy tej parze kom-
pleks tancuchowy jest generowany przez komérki w X \ A. Jezeli zbiér A jest duzy, to
oznacza to ogromna redukcje w ilosci danych, ktére musza by¢ przetworzone algorytmem
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algebraicznym. OczywiScie ma to sens jedynie wtedy, gdy konstrukcja geometryczna
zbioru A jest mniej kosztowna niz przeprowadzanie tych obliczen algebraicznych. Rze-
czywiscie, ma to miejsce w przypadku zbioréw kostkowych, poniewaz jest udowodnione,
ze ten algorytm geometryczny ma zlozonosé liniows.

[P4] Y. Hiraoka, P. Pilarczyk, Introduction to CHomP, Bulletin of the Japan STAM,
Vol. 18 (2008), pp. 48-55 (in Japanese).

[P5] P. Pilarczyk, Introduction to CHomP, Part II: Advanced features, in: Summer
Seminar on Applied Mathematics “Computational Homology: Theory & Applica-
tions”, Hokkaido University Technical Report Series in Mathematics, pp. 2.16-25,
2008 (in Japanese, translated by Y. Hiraoka).

Te dwa artykuly zawieraja wprowadzenie do pakietu oprogramowania CHomP [S1].
Oprécz wyjasniania idei homologii kostkowych sa tam zademonstrowane i wyjaénione
niektére sposoby uruchamiania programéw i wlasciwosci oprogramowania.

[P6] A. Berciano, H. Molina-Abril, A. Pacheco, P. Pilarczyk, P. Real, Decomposing
cavities in digital volumes into products of cycles. In: S. Brlek, C. Reutenauer,
X. Provengal (Eds.): Discrete Geometry for Computer Imagery: 15th IAPR Inter-
national Conference, DGCI 2009, Montréal, Canada, September 30 — October 2,
2009. Proceedings. LNCS 5810, pp. 263—-274, 2009.

Gléwnym osiggnieciem uzyskanym w tym artykule jest opracowanie wersji kostkowej
koproduktu Alexandera—Whitneya w homologiach. Koprodukt ten pozwala rozrézniaé
niektoére zbiory kostkowe, ktére nie sa homotopijnie réwnowazne, lecz maja izomorficzne
grupy homologii. Odpowiada on w przyblizeniu U-produktowi w kohomologiach, co jest
pokazane na przykladzie. Wzory dla wymiaréow 2 i 3 wyprowadzone w artykule nie wy-
magaja dokonywania podzialu kompleksu kostkowego na kompleks symplicjalny, dzieki
czemu uzyskuje sie znacznie lepsza wydajnos$é niz metody stosowane poprzednio.

[P7] P. Pilarczyk, P. Real, Computation of cubical homology, cohomology, and (co)ho-
mological operations via chain contraction, Advances in Computational Mathe-
matics, Vol. 41, No. 1 (2015), 253-275.

Tematem tego artykulu jest przeniesienie podejscia do obliczania homologii przy uzyciu
kontrakcji tancuchowej, rozwijanej wczesniej przez P. Reala i jego wspdlpracownikow,
z komplekséw symplicjalnych na kompleksy kostkowe. Podejscie to rézni sie od typowej
metody ,redukcji” tym, ze jest tworzona kompletna kontrakcja tancuchowa z orygi-
nalnego kompleksu tancuchowego do kompleksu reprezentujacego grupy homologii, co
otwiera nowe mozliwosci, takie jak pokazane w pracy [P8] omawianej ponizej.

W artykule tym zostaly precyzyjnie sformutowane algorytmy konstrukcji modelu
algebraiczno-topologicznego (modelu AT) oraz algebraicznego modelu minimalnego (mo-
delu AM) i zaimplementowane w C++ przy uzyciu wybranych zoptymalizowanych struk-
tur danych dostepnych w pakiecie CHomP [S1], a takze przy wykorzystaniu innych
struktur danych utworzonych specjalnie do tego zadania. Zastosowano technike progra-
mowania generycznego (z wykorzystaniem szablonéw w C++), dzieki czemu powstale
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oprogramowanie jest bardzo elastyczne. Bezposrednie wzory na kostkowy U-produkt
oraz przekatng Alexandera-Whitneya zostaly opracowane na bazie wczesniejszej pracy
Serre’a [15] oraz zilustrowane kilkoma sugestywnymi przykladami. Artykul zawiera réw-
niez wyczerpujacy spis publikacji zwiazanych z tematem.

Oprogramowanie zwiazane z tym artykutem oraz przyktady sa opublikowane na stro-
nie internetowej http://www.pawelpilarczyk.com/chaincon/

[P8] M. Kreal, P. Pilarczyk, Computation of Cubical Steenrod Squares. In: A. Bac and
J.-L. Mari (Eds.): Computational Topology in Image Context: 6th International
Workshop, CTIC 2016, Marseille, France, June 15-17, 2016. Proceedings. LNCS
9667, pp. 140-151, 2016.

Gléownym wynikiem opublikowanym w tym artykule jest bezposredni wzoér na kostkowa
wersje kwadratéw Steenroda oraz dowdéd poprawnosci tego wzoru. Wydajna implemen-
tacja tego wzoru jest rowniez waznym wynikiem i zostala zawarta w pakiecie oprogra-
mowania dolaczonego do [P7].

3. Sciste oszacowania ekspansywnosci odwzorowan 1-wymia-
rowych

[P9] S. Day, H. Kokubu, S. Luzzatto, K. Mischaikow, H. Oka, P. Pilarczyk, Quantitative
hyperbolicity estimates in one-dimensional dynamics, Nonlinearity (2008), Vol. 21,
No. 9, 1967-1987.

W tym artykule zostalo wprowadzone nowe podejscie do Scistego numerycznego obli-
czania oszacowan hiperbolicznosci w dynamice 1-wymiarowej. Artykul koncentruje sie
na metodzie algorytmicznej, ktérej celem jest obliczenie oszacowania dolnego na Srednia
ekspansywno$¢ odwzorowania 1-wymiarowego wzdtuz fragmentéw orbit poza otoczeniem
punktéw krytycznych.

Uktad dynamiczny jest opisywany za pomoca grafu skierowanego z wagami krawe-
dzi. Jego wierzchotki odpowiadaja przedzialom domknietym, na ktére jest podzielona
dziedzina odwzorowania, a wagi krawedzi zawieraja oszacowanie dolne na logarytm po-
chodnej, gdy punkt z jednego przedziatu jest odwzorowywany do drugiego. Problem
postawiony w artykule jest rozwigzany przez obliczenie oszacowania na $rednia wage
pewnych Sciezek w grafie, przy wykorzystaniu zaréwno znanych, jak i nowo zaprojekto-
wanych algorytméw. Sciste metody numeryczne korzystajace z arytmetyki przedzialowej
sa stosowane do zapewnienia matematycznej poprawnos$ci wynikéw. Implementacja al-
gorytmow w postaci oprogramowania pozwala przeprowadzaé¢ obliczenia na wielu kom-
puterach jednoczesnie, korzystajac z modelu zaprojektowanego w [H4].

Oprogramowanie zwiazane z tym artykutem oraz przyktady sa opublikowane na stro-
nie internetowej http://www.pawelpilarczyk.com /unifexp/

[P10] A. Golmakani, S. Luzzatto, P. Pilarczyk, Uniform expansivity outside a critical
neighborhood in the quadratic family, Exp. Math., Vol. 25, No. 2 (2016), 116-124.

Ulepszona wersja oprogramowania, ktére zostalo zastosowane w [P9], wraz z nowymi
algorytmami powodujgcymi znacznie mniejsze zuzycie pamieci pozwolito przeprowadzié
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doktadniejsza i bardziej wszechstronng analize oszacowan jednostajnej ekspansywnodci
odwzorowania f,(r) = a—2? poza otoczeniem punktu krytycznego. Ten artykul zawiera
nowe wyniki i ich analize.

Oprogramowanie zwiazane z tym artykulem oraz przyktady sa opublikowane na stro-
nie internetowej http://www.pawelpilarczyk.com/quadratic/

4. Automatyczna analiza dynamiki globalnej: metody, eks-
perymenty i zastosowania

[P11] P. Pilarczyk, Topological-numerical approach to the existence of periodic trajec-
tories in ODEs, Discrete and Continuous Dynamical Systems 2003, A Supplement
Volume: Dynamical Systems and Differential Equations, 701-708.

W tym artykule zostata wprowadzona definicja kombinatorycznej pary indeksowej, stoso-
wana pézniej w [H3] i innych pracach. Zostal réwniez podany nowy algorytm konstrukeji
pary indeksowej, ktory jako punkt wyjscia bierze przyblizenie izolowanego zbioru nie-
zmienniczego, ktorego indeks Conleya chcemy obliczaé, a nastepnie powigksza go, az
warunki na pare indeksowa beda spelnione. Jest to inne podejscie niz zaproponowane
przez Szymczaka [16], gdzie pary indeksowe sa konstruowane wewnatrz zadanego z gory
wiekszego zbioru, ktory jest zmniejszany do uzyskania pary indeksowej. Przyktadowym
zastosowaniem tych wynikéw oméwionym w publikacji jest dowdd istnienia niestabil-
nych trajektorii okresowych w ukladach réwnan rézniczkowych Rosslera i Lorenza, co
jest uogolnieniem moich wynikéw otrzymanych w pracy doktorskie;j.

[P12] Z. Arai, W. Kalies, H. Kokubu, K. Mischaikow, H. Oka, P. Pilarczyk, A database
schema for the analysis of global dynamics, Proceedings of the International Con-
ference on Numerical Analysis and Applied Mathematics, Rethymno, Greece (Septem-
ber 18-22, 2009), Numerical Analysis and Applied Dynamics, Vols. 1 and 2, eds.
T.E. Simos, G. Psihoyios, C. Tsitouras, AIP Conference Proceedings 2009, Vol.
1168, pp. 918-921.

Ten artykul zawiera zwiezle oméwienie pracy [H3], a takze podsumowanie gléwnych
wynikéw.

[P13] Z. Arai, H. Kokubu, P. Pilarczyk, Recent development in rigorous computational
methods in dynamical systems, Japan Journal of Industrial and Applied Mathe-
matics (JJTAM) (2009), Vol. 26, No. 2/3, 393-417.

W tym artykule opisanych jest kilka wybranych wynikéow w dziedzinie $cistych obliczen
numerycznych na potrzeby uktadéw dynamicznych, ktore wykorzystuja arytmetyke prze-
dziatowa. W szczegélnosci artykul ten zawiera zwiezla prezentacje metody obliczania
indeksu Conleya przy wykorzystaniu zbioréw kostkowych [P11], automatycznej metody
analizy dynamiki globalnej [H3] oraz algorytmicznego podejscia do uzyskiwania oszaco-
wan z dotu na ekspansywno$é odwzorowania 1-wymiarowego [P9].
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[P14] P. Pilarczyk, Set-oriented numerical analysis of difference equations with param-
eters, Proceedings of the International Workshop Future Directions in Difference
Equations (June 13-17, 2011, Vigo, Spain), E. Liz and V. Manosa Eds., Servicio
de Publicaciéns da Universidade de Vigo, 2011, pp. 149-156.

Ten artykul zawiera zwiezly opis metody algorytmicznej wprowadzonej w [H3], razem ze
wszystkimi niezbednymi definicjami. Artykul ten jest napisany dla tych, ktérzy mogliby
by¢ zainteresowani stosowaniem tej metody we wiasnych badaniach naukowych. Z tego
powodu zawiera precyzyjny i wyczerpujacy opis danych wejsciowych, a takze omowienie
interpretacji wynikéw obliczen. W artykule tym jest réwniez omoéwione przyktadowe
zastosowanie do modelu populacji wielorybéw fiszbinowych.

[P15] J. Bush, M. Gameiro, S. Harker, H. Kokubu, K. Mischaikow, I. Obayashi, P. Pilar-
czyk, Combinatorial-Topological Framework for the Analysis of Global Dynamics,
Chaos, Vol. 22, No. 4 (2012), 047508.

W tym artykule jest oméwiona metoda obliczeniowa z [H3] wraz z nowa implementacja
oprogramowania [S3] opracowana przez Harkera. Jest réwniez przedstawione zastosowa-
nie tego nowego oprogramowania do modelu populacyjnego Lesliego z trzema grupami
wiekowymi oraz zastosowanie oryginalnej wersji oprogramowania [S3] do tréjwymiaro-
wego uktadu odwzorowan sprzezonych ze soba.

[P16] P. Pilarczyk, L. Garcia, B.A. Carreras, I. Llerena, A dynamical model for plasma
confinement transitions, Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical,
Vol. 45, No. 12 (2012), 125502. (artykul wyrézniony)

Celem tego artykulu byla analiza numeryczna ukladu 3 réwnan rézniczkowych, ktére
opisujg zmiany poziomu turbulencji, usrednionego przeptywu catosciowego i stycznego
przeplywu strefowego (ang. turbulence level, averaged shear flow oraz sheared zonal flow)
w plazmach ograniczonych polem magnetycznym. Analiza byla przeprowadzona przy
wykorzystaniu symulacji numerycznych, w ktérych 2-wymiarowy zakres parametréw
byl skanowany w poszukiwaniu atraktoréw. Przyblizenia atraktoréw bylty badane przy
wykorzystaniu idei homologii natretnych (ang. persistent homology) w celu zidentyfiko-
wania cyklu przyciagajacego. Dodatkowo zostata przeprowadzona analiza topologiczna
dynamiki globalnej z wykorzystaniem oprogramowania [S3] wprowadzonego w [H3].

[P17] T. Miyaji, P. Pilarczyk, M. Gameiro, H. Kokubu, K. Mischaikow, A study of
rigorous ODE integrators for multi-scale set-oriented computations, Appl. Numer.
Math., Vol. 107 (2016), 34-47.

W tej pracy jest opisana analiza dwéch gtéwnych dostepnych publicznie pakietéw opro-
gramowania do Scislego catkowania réwnan rézniczkowych zwyczajnych: jednego opra-
cowanego przez grupe CAPD [2], a drugiego bazujacego na projekcie COSY Infinity [3].
Celem tej pracy byla ocena uzytecznosci metod dostarczanych przez te pakiety do prze-
prowadzania obliczen dynamiki globalnej metoda wprowadzona w [H3]. Jest to gtéwnie
praca eksperymentalna, ktéra bazuje na moim oprogramowaniu [S3]|. Artykul zawiera
szczegblowy opis matematyczny metod Scistego catkowania dostarczonych przez CAPD
i COSY, a takze wyczerpujace poréwnanie wynikow testow, w ktérym pod uwage byt
wziety zaréwno czas obliczen, jak i uzyskana dokladnosé.
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[P18] G. Chen, K. Mischaikow, R.S. Laramee, P. Pilarczyk, E. Zhang, Vector Field
Editing and Periodic Orbit Extraction Using Morse Decomposition, IEEE TVCG
(2007), Vol. 13, No. 4, 769-785.

Celem tego artykulu byla analiza pdl wektorowych na powierzchniach oraz ich edycja.
W zastosowanej metodzie byl wykorzystywany indeks Conleya, do ktorego obliczania
bylo uzywane oprogramowanie CHomP [S1].

[P19] P. Koscielniak, M. Mazur, P. Oprocha, P. Pilarczyk, Shadowing is generic—a con-
tinuous map case, Discrete Contin. Dyn. Syst. (DCDS-A), Vol. 34, No. 9 (2014),
3591-3609.

Ten artykul zawiera pewne wyniki teoretyczne dotyczace generycznosci wlasnosci Sledze-
nia pseudo-orbit (ang. shadowing) w klasie odwzorowan ciaglych oraz w klasie ciggltych
suriekcji na zwartych rozmaitosciach topologicznych, ktére dopuszczaja rozklad (wlicza-
jac w to rozmaitosci triangulowalne).

[P20] G. Graff, P. Pilarczyk, An algorithmic approach to estimating the minimal num-
ber of periodic points for smooth self-maps of simply-connected manifolds, Topol.
Methods Nonlinear Anal., Vol. 45, No. 1 (2015), 273-286.

Ten artykut opisuje nowe algorytmy kombinatoryczne, ktore zostaly wymyslone i za-
implementowane w celu uzyskania oszacowan na minimalng mozliwg liczbe orbit okre-
sowych o danym okresie podstawowym w gladkich odwzorowaniach na jednospdjnych
rozmaitosciach wymiaru co najmniej 4. Obliczanie tego niezmiennika redukuje si¢ do
rozwigzania pewnego problemu kombinatorycznego. Znalezienie optymalnego rozwigza-
nia nie wydaje sie tatwe, a metody ,na site” nie wchodza w gre, poniewaz jest za duzo
mozliwoéci do rozpatrzenia. Dlatego zaproponowana zostala strategia zachtanna dajaca
rozwigzanie niekoniecznie najlepsze, ktére okazalo sie jednak optymalne w kilku przy-
padkach w przeprowadzonych testach.

Oprogramowanie zwiazane z tym artykulem oraz przykltady sa opublikowane na stro-
nie internetowej http://www.pawelpilarczyk.com/combtop/
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