Wroctaw, 5 XI 2018 r.
Dr hab. Ryszard Deszez

Katedra Matematyki
Uniwersytet Przyrodniczy we Wroclawiu

Recenzja rozprawy doktorskiej Pana mgr. Piotra Kopacza
pt. Zermelo navigation problem in geometric structures

W 2004 roku w czasopismie Journal of Differential Geometry zostala opublikowana praca:
D. Bao, C. Robles and Z. Shen, Zermelo navigation on Riemannian manifolds, J. Differen-
tial Geom. 66 (2004), 377-435; MR2106471; poz. |22] w Bibliography rozprawy doktorskiej.
Praca ta, zgodnie z Google Scholar cytowana juz ponad trzysta trzydziesci razy, bez zadnych
watpliwosci, istotnie przyczynita si¢ do dalszego rozwoju badari nad problemem nawigaciji
Zermelo. Znaczacy wklad w te badania wniost rowniez Pan mgr Piotr Kopacz, przedstawia-
jac rezultaty badaii nad tym problemem m.in. w pracach: [9], [10], [66-71], t;.

[9] N. Aldea and P. Kopacz, Generalized Zermelo navigation on Hermitian manifolds under
mild wind, Differential Geom. Appl. 54 (2017), 325-343. MR3693934.
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a critical wind, Results Math. 72 (2017), no. 4, 2165-2180. MR3735549.

[66] P. Kopacz, Proposal on a Riemannian Approach to Path Modeling in a Navigational
Decision Support System. Activities of Transport Telematics. TST 2013. Communications
in Computer and Information Science (395). Springer, Berlin, Heidelberg, 2013.

[67] P. Kopacz, Application of codimension one foliation in Zermelo’s problem on Riemannian
manifolds, Differential Geom. Appl. 35 (2014), 334-349. MR3254313.

[68] P. Kopacz, On generalization of Zermelo navigation problem on Riemannian manifolds.
arXiv:1604.06487 [math.DG], 2016.

[69] P. Kopacz, A note on generalization of Zermelo navigation problem on Riemannian
manifolds with strong perturbation, An. Stiint. Univ. "Ovidius" Constanta Ser. Mat. 25
(2017), no. 3, 107-123. MR3747159.

[70] P. Kopacz, Application of planar Randers geodesics with river-type perturbation in
search models, Appl. Math. Model. 49 (2017), 531-553. MR3661928.

|71] P. Kopacz, A note on time-optimal paths on perturbated spheroid, J. Geom. Mech. 10
(2), 2018, 139-172. MR3808245.

Wspotautorka publikacji [9] 1 [10] jest Pani profesor Nicoleta Aldea (Transilvania Univer-
sity, Bragov). Dodajmy takze, ze publikacje: (9], [10], [68], [69], [70] i [71], wspélnie z pracy
P. Kopacz, Complex indicatrix based generalized Zermelo navigation, 2016, zlozona do druku
w European J. Math., stanowity rozliczenie projektu NCN 2013/09/N/ST10/02537, ktorego
kierownikiem byt Pan mgr Piotr Kopacz. Prace [9] i [67] rekomendowal do druku Pan profe-
sor Zhongmin Shen, jeden ze wspolautorow [22], autor dwoch i wspotautor kolejnych dwoch
monografii po§wigconych geometrii finslerowskiej. Natomiast prace |71| rekomendowal do
druku Pan profesor James Montaldi, wybitny specjalista z zakresu systeméw dynamicznych
1 teorii ergodycznej oraz analizy globalnej i analizy na rozmaitosciach.




Rozprawa doktorska Pana mgr. Piotra Kopacza liczy 200 stron. Pig¢ rozdziatéw glownych
Rozprawy jest poprzedzonych 10 stronicowym rozdzialem wstepnym (Introduction). Rozdzial
ten jest podziclony tematycznie na sze$é czedel stanowigcych bardzo dobre merytoryczne
wprowadzenie w tematyke Rozprawy: A few words on motivation, Genesis of Zermelo navi-
gation problem, Developing debate on navigation problem, Revisiting Zermelo navigation
with purely geometric approach in Finsler geometry, Overview of dissertation oraz Dissemi-
nation of rescarch. W tej ostatniej czegscl wymicnione sa konferencje 1 seminaria, zaréwno
krajowe jak i zagraniczne, w trakcie ktorych Pan mgr Kopacz prezentowal wyniki swoich
badar.

Rozdzial pierwszy rozprawy dotyczy uogélnionego problemu nawigacji Zermelo w rzeczy-
wistej geometrii Finslera na dowolnej rozmaitosci riemannowskiej (rozdzial 1.1) oraz w zes-
polonej geometrii Finslera na dowolnej rozmaitosci hermitowskiej (rozdzial 1.2). Czes¢ wy-
nikow przedstawionych w rozdziale 1.1 jest zawarta w pracach [9] i [10], a przedstawionych
w rozdziale 1.2 - w pracach [68] 1 |69].

We wstepie rozdziatu 1.1 m.in. podana jest definicja metryki Finslera oraz omowione sg
jej podstawowe wlasnosci. Podane sa tu rowniez definicje specjalnych typow tej klasy met-
ryk: metryki Randersa, Kropiny i Matsumoto. Glowny wynik, w przypadku rzeczywistym,
jest przedstawiony w Twierdzeniu 1.1.10 - mocno wypukta metryka Finslera F' jest typu
Randersa wtedy i tylko wtedy, gdy rozwiazuje ona uogoélniony problem nawigacji Zermelo
na rozmaitosci Riemanna (M. h), z zalezng od polozenia predkoscia statku [u(z) |, < 1
i pod wplywem wiatru W (z), przy czym |W(x) |, < [u(x)]y, + € M. Twicrdzenic to
jest uogoélnieniem wyniku z pracy [22] (Proposition 1.1), w ktorym warunek u(z)|p €1
jost zastapiony przez |u(x) |, = 1. W Przykladzic 1.1.12 jest oméwiony problem nawigacji
Zermelo i uogélniony problem nawigacji Zermelo w specjalnym przypadku, gdy M = R?,
a h jest standardows metryka cuklidesows, h;; = d;;. Natomiast w kolejnym przyktadzic
(Przyktad 1.1.20) podano konstrukcje 2-wymiarowych metryk Kropiny, przy czym, tak jak
w Przyktadzic 1.1.12, mamy M = R? i tu takzc h jest standardowa metryka cuklidesowsq.

We wstepie rozdzialu 1.2 przedstawione sg podstawowe pojecia geometril hermitowskiej
oraz zespolonej geometrii Finslera, a takze definicje zespolonych metryk Randersa i Kropiny.
W tej czesci rozdzialu 1 badany jest uogolniony problem nawigacji Zermelo na rozmaitos-
ciach hermitowskich (M, h), zaréwno przy stabych zaburzeniach metryki h jak i krytycznych
zaburzeniach metryki h. Glowne wyniki tego rozdzialu przedstawione sa w Twierdzeniach
1.2.101 1.2.15:

- zespolona metryka Finslera F jest zespolonego typu Randersa wtedy i tylko wtedy, gdy
rozwigzuje ona uogdlniony problem nawigacji Zermelo na rozmaitosci hermitowskiej (M, h),
ze zmienng predkoscia statku || u ||, 1 pod wplywem wiatru W, przy czym

0<||Wiln<llulla<1 i cos(arg(h(u+ W, W)))= -1,

- zespolona metryka Finslera F' jest zespolonego typu Kropiny wtedy i tylko wtedy, gdy
rozwiazuje ona uogédlniony problem nawigacji Zermelo na rozmaitosci hermitowskie] (M, h),
z zalezng od polozenia predkoscia statku || u(z) [[n 1 pod wplywem wiatru W (z), przy czym

0< |W(2)|ln < l|uz)|ln <1 i cos(arg(h(u+W.W)))=-1, z€ M.




W rozdziale drugim przedstawione jest wariacyjne podejscie do rozwigzania uogoélnionego
problemu nawigacji Zermelo. Scislej, przy wykorzystaniu rownan Eulera-Lagrange’a (rowna-
nia (2.10)) badany jest uogdlniony problem nawigacji Zermelo na rozmaito$ciach konforemnie
plaskich (M, h) wymiaru n > 2. Rozwigzanie tego problemu przedstawione jest w Twierdze-
niu 2.1.10 (uktad réwnan rézniczkowych czastkowych (2.58)). W drugicj czgsci tego rozdziatu
szezegolowo rozwazane sy przypadki, gdy n = 2 lub n = 3. W szczegolnosci, w Przykladzie
2.1.16 analizowane sg specjalne przypadki rozwiazania tego problemu na sptaszczonej clip-
soidzie obrotowej z metryks indukowana przez 3-wymiarows metryke euklidesowy.

W pierwszej czesci rozdzialu trzeciego badane sg zwiagzki miedzy podejSciem geomet-
rycznym a wariacyjnym do rozwigzania uogodlnionego problemu nawigacyjnego Zermelo.
Wykazano, ze w przypadku, gdy metryka h rozwazanej rozmaitosci M, n = 2, jest kon-
foremna z metryka euklidesowa, h;; = S=24,;, gdzie S jest czynnikiem konforemnym, oraz
spetnione sa pewne dodatkowe zalozenia, to podejécie geometryczne do rozwiazania uogol-
nionego problemu nawigacyjnego Zermelo prowadzi do tego samego rozwiazania, co podejscie
wariacyjne (Propozycja 3.2.3). Podobnie jest w przypadku odwrotnym. Wykorzystuje si¢ tu
Twierdzenie 5.3.1 z monografii Bucutaru i Mirona Finsler-Lagrange geometry. Applications
to dyvnamical systems [31] (str. 87 monografii, a nie str. 89, jak to jest podane w rozprawie).

W drugiej czesci rozdzialu trzeciego (rozdzial 3.3) badane sg czasowo optymalne trajektorie
na rozmaitosciach 2-wymiarowych, scislej na sferoidach, a w szezegolnosel na splaszezonych
elipsoidach obrotowych. Badania zawarte w tej czgsci rozprawy zostaly opublikowane w tym
roku pracy [71].

W ostatniej czesci tego podrozdzialu, moim zdaniem, warto by bylo przedstawi¢ definicje
cinsteinowskich oraz Ricci-statych metryk Randersa.

Rozdzial czwarty rozprawy po$wigcony jest uogélnicniom pewnych strategii nawigacyjnych
oraz specjalnym przypadkom nawigacji Zermelo na rozmaitosciach konforemnie ptaskich wy-
miaru > 2. W podrozdziale 4.1 wyznaczono uklad rownan rozniczkowych zwyczajnych
(uktad réwnari (4.9)) bedacy rozwigzaniem problemu nawigacji na rozmaitosciach konforem-
nie plaskich ze stalym kierunkiem predkosci whasnej statku u (Propozycja 4.1.4). W pod-
rozdziale tym wyznaczono takze uklad rownan rozniczkowych czastkowych (uktad rownan
(4.14)) bedacy rozwigzaniem problemu nawigacji na rozmaitosciach Riemanna ze stalym
kierunkiem predkosci wlasnej statku u (Propozycja 4.1.5).

W kolejnym podrozdziale jest zdefiniowana uogolniona loksodromiczna nawigacja Zermelo
na rozmaitosci Riemanna (M, h), tj. nawigacja przy zalozeniu stalego kierunku predkoscl
wypadkowej v. Trajektorie wyznaczone przez tego typu nawigacje sa nazywane uogolnionymi
loksodromami. Wyznaczono uktady réwnan rozniczkowych czgstkowych (uklady (4.34) oraz
(4.40)), ktorych rozwiazaniami sg wogélnione loksodromy na rozmaitosciach konforemnie
plaskich (Propozycje 4.2.4 oraz 4.2.5). Rozwigzanic problemu uogoélnionc] loksodromicznej
nawigacji Zermelo na rozmaitosciach konforemnie plaskich (M, h) przedstawiono w Pro-
pozycjach 4.2.7 oraz 4.2.8.

W dalszej czesci tego rozdzialu przedstawione sg wyniki dotyczace pewnych innych typow
nawigacji: goal oriented (Zermelo) navigation na przestrzeniach cuklidesowych (Propozycje
4.3.1, 4.3.2, 4.3.4 i 4.3.5) oraz navigation in neutral wind na rozmaito$ciach konformenie
ptaskich (Propozycja 4.5.4).



Mozna zastanowi¢ sie nad nastepujacym zagadnieniem (do ewentualnego rozwazenia w
przyszlosci) - jaki wplw na rozwigzania problemu nawigacji na rozmaitosciach konforemnie
ptaskich (M, h), wymiaru n > 3, hy; = S=%6,;, badanych cho¢by w tym rozdziale, miatoby
zalozenie, ze operator Ricciego rozwazanej rozmaitosci (M, h) posiada w kazdym punkcie
co najwyzej dwie rézne wartosci wlasne, tj. czy rozmaitos¢ (M, h) jest rozmaitosciag quasi-
einsteinowska, czy tez ogodlniej czesciowo einsteinowska, w sensie definicji przedstawionych
np. w monografii Bang-Yen Chena Differential Geometry of Warped Product Manifolds
and Submanifolds, World Scientific, 2017. Dane zalozenie, tj. zatozenie o liczbie réznych
wartosci wlasnych operatora Ricciego rozmaitosci (M, h), n > 3, ogranicza wybor funkcji S.
7 drugiej strony, biorac pod uwage funkcje S otrzymang np. przy rozwigzywaniu rownan
(4.34), mozna wyznaczy¢ wartosci wlasne operatora Ricciego metryki .

Glowne wyniki rozdzialu 5 dotycza uogélnionej nawigacji Zermelo na 2-wymiarowych
przestrzeniach euklidesowych (M = R2, h), hi;j = &, z polem wektorowym W' = Wt w2,
gdzie W' jest pewng funkcja jednej zmiennej, a W? = 0 (river-type perturbations). Badane
sa tu zaburzenia liniowe, zaburzenia wyznaczone przez kwartyki oraz zaburzenia gaussowkie.
Czesé wynikow przedstawionych w tym rozdziale jest zawarta w pracach: |66], [67] i [70].

Dla metryki Randersa F' otrzymanej w jednym z rozwazanych w tym rozdziale przyktadow
(zaburzenia liniowe), wyznaczona jest je] finslerowska krzywizna Gaussa K (the flag cur-
vature). Wykazano rowniez, ze metryka F' nic jest metryka o stalej krzywiznie w sensic
finslerowskim, tj. metryka ta nie jest metryka of constant flag curvature. Wzor opisujacy
w tym przykladzie krzywizng K zajmuje kilkanagcic linijek tekstu. Sadze, ze w pozostatych
przykladach jest podobnie i chyba z tego to wlagnie powodu pominieto przedstawienia ana-
lityczne krzywizn Gaussa K metryk Randersa otrzymanych w pozostatych przypadkach.
Szkoda, ze w Rozprawie nie sy przedstawione definicje wspomnianych tu poje¢ - bardzo
waznych poje¢ w geometrii rozmaitosci Finslera, a w szczegolnosei w geometril rozmaitosci
Randersa.

Dodajmy, ze badanie rozmaitosci 4-wymiarowych z metrykami g powstatymi przez zabu-
rzenia rzedu jeden metryki Minkowskiego 7, tj. § = n+ A, przy czym A jest tensorem symet-
rycznym typu (0,2) i rank A = 1, zostaly zainicjowane przez profesora Andrzeja Trautmana
w 1962 roku. W kolejnych latach kontynuowano badania zaburzen 1zedu jeden, m.in. metryk
czasoprzestrzennych bedacych rozwiazaniami rownan pola Einsteina.

Podsumowanic.

Stwierdzam, ze recenzowana Rozprawa doktorska spelnia wymogi stawiane rozpraworn
doktorskim przez Ustawe o stopniach naukowych i tytule naukowym i wnioskuje o jej przyje-
cie oraz dopuszczenie Pana mgr. Piotra Kopacza do dalszych etapow przewodu doktorskiego.
Ponadto wnioskuje o wyréznienie Rozprawy doktorskicj Pana mgr. Piotra Kopacza.
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UWAGI

str. 1 - linia 1;; - powinno by¢: Riemannian manifolds

str. 9 - linia 9% - powinno by¢: (Section 4.1)

str. 9 - linia 97 - powinno by¢: (Section 4.4)

str. 11 - linia 114 - nalezy dopisaé: w,v € T, M

str. 19 - linia 1914 - powinno by¢: but they

str. 22 - fragment tekstu na stronie 22 (linie 224-22,) wymaga korekty - jesli rzeczy-
wiscie powoltujemy sie w rozdziale pierwszym Rozprawy na wzory podane w rozdziale pia-
tym Rozprawy, to nalezy to stosownie skomentowac. Analogiczna uwaga dotyczy tekstu na
nastepnej stronie (linie 224-22;) - tu z kolei powolujemy sie na wzor z rozdziatu trzeciego.

str. 35 - linia 357 - powinno by¢: structures [33].

str. 48 - linie 15-16; Mamy

"In particular, in this case, if h is conformally flat Einstein metric then h has constant
curvature."

- proponuje

"t is well-known that any 3-dimensional Einstein metric has constant curvature."

str. 118 - wyrazenie opisujace definicje rozmaitosci (M, h) wymaga korekty

str. 118 - wyrazenie "das einfachste nicht-triviale ... " (linia 118;3) zostalo w rozprawie
przetlumaczone na jezyk angielski - szkoda, ze w innych miejscach rozprawy (np. na stronie
3 czy tez 73) nie dokonano rowniez stosownych ttumaczen na jezyk angielski.

str. 143 - linia 9 - powinno byé: ... and flyers (Section 5.4).

str. 183 - poz. [56] - powinno by¢: P. (zamiast T.)

str. 183 - poz. [63] wymaga istotnych uzupelnien bibliograficznych.

str. 186 - poz. [113] - powinno by¢: 2014. (zamiast 2013.)
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