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1 Wstep

Wszystkie prace wchodzace w sklad prezentowanego cyklu poswiecone sa inklu-
zjom ewolucyjnym, w ktorych wyrazenie wielowartosciowe zawiera subrézniczke typu
Clarke’a funkcji lokalnie lipszycowskiej. Inkluzje tego typu stanowia alternatywne
sformulowanie zagadnien okreslanych jako nieréwnosci hemiwariacyjne. Co wiecej,
inkluzje opisane w pracach [A5], [A6] i [A9] uwzgledniaja (oprécz subrézniczki Clar-
ke’a) réwniez subrézniczke funkeji wypuklej rozumiana w sensie analizy wypuklej.
Tego typu inkluzje sa z kolei blisko zwiazane z nieréwnosciami okreslanymi jako
wariacyjno—hemiwariacyjne. We wszystkich ww. pracach mamy do czynienia z pro-
blemami, w ktérych niewiadoma jest pewna funkcja zalezna od czasu, i w ktorych
wystepuja jej pochodne czasowe, pierwszego lub drugiego rzedu, co stanowi o ewo-
lucyjnym charakterze badanych zagadnieni. Inkluzje badane w pracach [A1]-[A10]
stanowia abstrakcyjne sformulowanie pewnych konkretnych zagadnien fizycznych
pochodzacych z mechaniki kontaktowej. Obecnos¢ subrézniczki Clarke’a w tych
sformutowaniach wynika z niemonotonicznego charakteru opisywanych zjawisk.

Prace [A1]-[A6] poswiecone sa zastosowaniu metody dyskretyzacji czasowej (me-
tody Rothe) do wykazania istnienia rozwiazania omawianych inkluzji. Wyniki prac
[A7]-[A9] dotycza natomiast oszacowania bledu przyblizenia numerycznego opartego
na dyskretyzacji przestrzennej lub czasowo-przestrzennej bez rozstrzygania kwestii
istnienia rozwiazania zagadnienia wyjsciowego. Dotycza one bowiem zagadnien,
dla ktérych istnienie rozwiazania jest juz znane ([A7], [A8]), badZ tez pozostaje
wciaz problemem otwartym ([A9]). Wreszcie w pracy [A10] przeprowadzony zostal
zaréwno dowdd istnienia rozwiazania problemu wyjsciowego oparty na rezultacie z
pracy [A2] jak rowniez wyprowadzone zostaly oszacowania bledu dla obu schematéw
dyskretnych.

Metoda dyskretyzacji czasowej jest bardzo czesto stosowana w badaniu pro-
bleméw ewolucyjnych, w szczegdlnosci abstrakcyjnych réwnan rézniczkowych, w
ktérych szukana jest funkcja zmiennej czasowej o wartosciach w abstrakcyjnej prze-
strzeni Banacha. Sposréd wielu opracowan dotyczacych tej metody, na szczegdlna



uwage zashuguje monografia [20], poswiecona problemom nieliniowym. Natomiast w
pracach [12] i [13] metoda Rothe zostata po raz pierwszy uzyta do badania ewolucyj-
nych inkluzji Clarke’a typu parabolicznego modelujacych zjawisko przepltywu ciepla.
Wprowadzone tam rozwiazania, pozwalajace na wykonanie przejscia granicznego z
wykorzystaniem przestrzeni funkeji o wahaniu ograniczonym (por. Wnioski 37 1 40),
udalo mi si¢ skutecznie zastosowa¢ do innych typéw inkluzji ewolucyjnych.

W szcezegdlnosci rezultaty uzyskane w [12] i [13] zostaly uogdlnione odpowied-
nio w pracach [Al] i [A2] na przypadek inkluzji hiperbolicznych (inkluzji rzedu
drugiego) modelujacych dynamiczne problemy mechaniki kontaktowej z niemonoto-
nicznym prawem tarcia. Udalo mi sie przy tym nieco ostabi¢ zalozenia uzywane w
[12] i [13] poprzez rezygnacje z pewnych ograniczen takich jak warunek H,,, w [12]
i czesciowo warunek B) w [13]. Bylo to mozliwe dzieki zalozeniu, ktére w pracy [Al]
oraz w Podrozdziale 2.4.1 oznaczone jest symbolem H,,,, a w pracy [A2] symbolem
H(U), o ktérym wiadomo, ze jest spelnione w badanych przeze mnie modelach (por.
Whiosek 43 i Uwaga 47). Argumentacja, ktéra na to pozwolila zostala opisana w
Podrozdziale 2.4.3 przed Wnioskiem 48. To samo zalozenie zastosowane w pracy
[A2] pozwolilo na uogdlnienie rezultatu pracy [15]. Udalo mi sie mianowicie zrezy-
gnowaé z ograniczen zawartych w zalozeniach (Hy) i (Hy) w [15] (por. Wniosek 48).
Ponadto uzywane tam zalozenie H(A)(iii) o koercytywnosci operatora lepkosciowego
udato mi sie zastapi¢ stabszym zatozeniem H (A)(iii) wprowadzonym w Podrozdziale
2.2 mojej prezentacji (por. [A2], Remark 32). Dzieki temu ostatniemu uogdlnieniu
mozliwe byto zastosowanie otrzymanego wyniku do modelu ciata swobodnego, a nie,
jak w [15], tylko do modelu ciala przymocowanego (por. Wniosek 45 i [A2], Roz-
dzial 7). W szczegdlnosei rezultat z pracy [A2] zostal pomocniczo wykorzystany do
udowodnienia stabego rozwiazania problemu badanego w pracy [A10].

W pracach [A3] i [A4] metoda Rothe zostala zastosowana dla ewolucyjnej inklu-
zji rzedu drugiego zawierajacej dodatkowy sktadnik nieliniowy, ktéry nie wystepuje
w inkluzjiach badanych w [A1] i [A2]. Inkluzja badana w [A3] zostala uzyta do mo-
delowania dynamicznego zjawiska kontaktowego preta jednowymiarowego z nielinio-
wym prawem konstytutywnym. Natomiast w pracy [A4] podobna inkluzja postuzyta
jako stabe sformulowanie dwoéch probleméw brzegowych rzedu drugiego wzgledem
czasu uwzgledniajacych p-laplasjan. Rezultat uzyskany w pracy [A4] stanowi istotne
uogdlnienie wynikéw pracy [9], gdyz inkluzja badana w [A4] zawiera sktadnik wielo-
wartosciowy, ktérego nie ma w problemie badanym w [9]. Ponadto w [9] wystepuje
operator, ktéry jest z zalozenia monotoniczny i hemiciagly, zas w [A4] zamiast niego
rozpatrujemy operator pseudomonotoniczny, co jest wltasnoscia bardziej ogélna (por.
Uwaga 3).

W pracach [A5] i [A6] metoda Rothe zostata zastosowana do badania inkluzji
typu Clarke’a zawierajacych dodatkowo subrézniczke funkcji wypuktej. Inkluzja ba-
dana w pracy [A5] stanowi uogdlnienie inkluzji badanej w [B6] i modeluje quasista-
tyczny problem kontaktowy bez tarcia z niemonotonicznym warunkiem normalnym
i ograniczeniami jednostronnymi. Inkluzja w pracy [A6] modeluje podobny problem
kontaktowy, lecz w przypadku dynamicznym. Zaleta pracy [A6] jest to, ze uzyty
w niej schemat dyskretyzacji czasowej nie wymaga stosowania przestrzenii funkcji
o wahaniu skoriczonym, ktéra peli kluczowa role zaréwno w pracach [12], [13], jak
réwniez w pracach [A1]-[A5]. Dzieki temu technika dowodowa jest prostsza, a praca



jest bardziej czytelna. Jest to wszak mozliwe dzieki stosunkowo silnym zalozeniom o
operatorze lepkosci. Ponadto praca [A6] czesciowo uogélnia rezultat uzyskany w [10],
ktory dotyczy zjawiska kontaktowego ciala przymocowanego oraz wymaga zastoso-
wania zalozenia narzucajacego pewne ograniczenie na stale wystepujace w problemie
(zob. [16], (4.2)). Tymczasem rezultat otrzymany w [A6] dotyczy trudniejszego mo-
delu ciata swobodnego (por. Wniosek 45), a ponadto nie wymaga zadnych ograniczen
na stale.

W pracy [A7] przeprowadzona zostala analiza numeryczna problemu mechaniki
kontaktowej badanego w pracy [Al] obejmujaca oszacowanie btedu dla schematéw
semidyskretnego i w pelni dyskretnego oraz symulacje komputerowe. Praca [A7]
stanowi czesciowe uogdlnienie wynikéw uzyskanych w [3] na przypadek problemu
kontaktowego z niemonotonicznym prawem tarcia. Ponadto wyniki uzyskane w [A7]
stanowia uogdlnienie na przypadek dynamiczny wynikéw uzyskanych w pracy [B9|
dotyczacej zjawiska statycznego. Oszacowanie bledu wyprowadzone w [A7] jest przy
tym lepsze niz w pracy [B9] (zob. Podrozdziat 3.7).

Praca [A8] stanowi uogdlnienie wynikéw uzyskanych w pracy [A7] na przypadek
modelu uwzgledniajacego zjawisko termalne. Praca [A9] poswiecona jest analizie nu-
merycznej problemu badanego w pracy [A5]. Obejmuje ona oszacowanie btedu dla
schematu w petni dyskretnego oraz symulacje komputerowe. Praca [A10] poswiecona
jest analizie ewolucyjnej inkluzji typu Clarke’a modelujacej dynamiczny proces kon-
taktowy ciata swobodnego z niemonotonicznym prawem tarcia i z niemonotonicznym
prawem kontaktowym normalnym.

W Rozdziale 2 opisz¢ matematyczne i fizyczne aspekty badanej przeze mnie tema-
tyki, zwracajac uwage na najistotniejsze problemy z nia zwiazane. W Rozdziale 3
opisze szczegdlowo rezultaty uzyskane w pracach [A1]-[A10].

2 Ogodlne omoéwienie badanej tematyki

W rozdziale tym wprowadze pojecia matematyczne konieczne do sformulowania
prezentowanych przeze mnie zagadnien oraz podam najwazniejsze twierdzenia, z
ktorych korzystalem w moich pracach. Postaram sie réwniez nakresli¢ podstawowe
idee, na ktorych opieraja si¢ uzyskane przeze mnie rezultaty.

W Podrozdziale 2.1 oméwie stacjonarne inkluzje typu Clarke’a. Pojecia i twier-
dzenia w nim zawarte beda nastepnie wykorzystane w Podrozdziale 2.2 poswieconym
inkluzjom niestacjonarnym (ewolucyjnym).

W celu ustalenia terminologii obowiazujacej w calej prezentacji, oznaczmy przez
X dowolna rzeczywista przestrzeri unormowana z norma || - ||x a przez X* prze-
strzen do niej dualna. Symbolem (-,-)y., y oznacza¢ bedziemy dualno$é¢ miedzy
przestrzeniami X i X*. Silna i staba zbiezno$¢ w X oznaczaé bedziemy odpowiednio
symbolami — i —. A zatem oznaczenia: u,, — u oraz u, — u onaczaja odpowied-
nio, ze ciag u, jest zbiezny do u silnie (||u, — ul|x — 0 przy n — oo) oraz ciag u,
jest zbiezny do w stabo ((f,u, — u) v, x — 0 przy n — oo dla kazdego f € X*).



2.1 Stacjonarne inkluzje typu Clarke’a

Material prezentowany w tym podrozdziale dotyczy stacjonarnych inkluzji typu
Clarke’a, tj. takich, w ktérych skladnik wielowartosciowy zawiera w sobie subrdz-
niczke Clarke’a pewnej funkcji lokalnie lipszycowskiej (pojecie to zostanie zdefinio-
wane w Podrozdziale 2.1.3). Przykladem zagadnienia opisanego taka inkluzja jest
nastepujacy problem.

Problem (P)s. ZnaleZé u € X spelniajace warunek
Au+ " 0cip(eu) 3 f, (1)

gdzie f € X* jest dane. W ogdlnym przypadku operator A moze by¢ jedno lub
wielowartosciowym operatorem prowadzacym z X do X* tj. A: X — X* albo
A: X — 2% Ponadto U jest pewna przestrzenia unormowana, t: X — U jest
danym operatorem, a ¢*: U* — X* operatorem do niego sprzezonym. Symbol O¢;p
oznacza wspomniang juz wyzej subrézniczke Clarke’a funkeji ¢ (zob. [6]).

W prezentowanych przeze mnie pracach pojawia si¢ czesto koniecznos¢ wykazania
istnienia rozwiazania problemu majacego postaé analogiczna do Problemu (P)g, zas
gléwnym celem tego podrozdziatu jest oméwienie stuzacych temu technik dowodo-
wych. Prezentowane ponizej rozwazania zmierza¢ beda do sformulowania wnioskow
dotyczacych mozliwych metod dowodzenia istnienia rozwiazania Problemu (P)g w
pewnych szczegélnych przypadkach. Wezesniej jednak konieczne bedzie omoéwienie
poje¢ dotyczacych poszczegdlnych skltadowych inkluzji (1). W szczegdlnosci w Pod-
rozdziatach 2.1.1 1 2.1.2 przedstawie te wlasnosci operatora A (w przypadku jedno i
wielowartosciowym), ktére maja znaczenie dla istnienia rozwiazania Problemu (P)sg.
Podrozdzial 2.1.3 poswiecony jest natomiast zagadnieniom, w ktorych wystepuje
subrézniczka Clarke’a.

2.1.1 Wiasnosci operatoréw jednowartosciowych

Rozwazmy operator A: X — X* i zdefiniujmy jego niektére wlasnosci wykorzysty-
wane w analizie nieliniowej, w szczegdlnosci takie, ktére okaza sie mie¢ znaczenie w
badaniu inkluzji (1).

DEFINICJA 1 Mowimy, Ze operator A jest

a) ograniczony, jezeli przeksztalca zbiory ograniczone w X na zbiory ograniczone
w X*, czyli dla dowolnego zbioru B C X z warunku sup,cp ||ul|x < oo wynika
warunek sup,cp ||Au| x- < 0o;

<A’LL,U>X* X X

Tulx = 109

b) koercytywny, jezeli limjp,| ;oo

c) pseudomonotoniczny, jezeli dla kaZdego ciagu {u,}>2, C X, spelniajacego
warunki u, — w oraz limsup,,_, (Atn, uy, — U) yuy x < 0 zachodzi warunek
(Au,u — ) oy v < lminf, o0 (Atp, Uy — V) oy dla kazdego v € X.

Sposréd warunkéw wprowadzonych w Definicji 1 na szczegdlna uwage zastuguje
ostatni z nich, czyli pseudomonotoniczno$¢ operatora A. Aby zrozumie¢ jego sens



warto przytoczy¢ pochodzace od Brézis’a twierdzenie (por. [22], Theorem 27.A) do-
tyczace istnienia rozwiazania réwnania operatorowego

Au = b. (2)

TWIERDZENIE 2 Niech X bedzie rzeczywista, osrodkowa, refleksywna przestrzeniq
Banacha i niech A: X — X* bedzie operatorem pseudomonotonicznym, ograniczo-
nym i koercytywnym. Woéwczas dla dowolnego b € X* réwnanie (2) ma co najmniej
jedno rozwiazanie.

Mimo iz Twierdzenie 2 nie jest bezposrednio wykorzystane w prezentowanym przeze
mnie cyklu publikacji, chciatbym przytoczy¢ szkic jego dowodu, koncentrujac sie
na fragmencie korzystajacym z pseudomonotonicznosci operatora A. Przedstawione
tam rozumowanie thumaczy bowiem istote pseudomonotonicznosci i pozwala lepiej
zrozumie¢ technike postugiwania sie ta wlasnoscia w bardziej skomplikowanych przy-
padkach, np. gdy operator pseudomonotoniczny jest dodatkowo zalezny od zmiennej
czasowej, lub gdy oprécz niego w rownaniu lub inkluzji wystepuja inne operatory.
Taka sytuacja ma bowiem miejsce w problemach badanych przeze mnie.

Szkic dowodu Twierdzenia 2. Dowdd twierdzenia opiera sie na galerkinow-
skiej aproksymacji réwnania (2). Mianowicie, dzieki osrodkowosci przestrzeni X
istnieje ciag jej skonczenie wymiarowych podprzestrzeni Xp, Xs,.... C X ktorych
suma J,~, X, jest zbiorem gestym w X. Rozwazmy teraz ciag réwnar

(Atp, V) oy = (0,0) yon x YO EX,, n=1,2,.. (3)

gdzie szukanym jest element u,, € X,,. Poniewaz przy ustalonym n € N, réwnanie (3)
jest problemem skonczenie wymiarowym, mozna wykazaé¢ istnienie jego rozwiazania
w oparciu o twierdzenie Brouwera o punkcie stalym. Korzystajac z koercytywnosci
operatora A mozna udowodni¢ ograniczonosé ciagu {u, }5°,, a nastepnie, z reflek-
sywnosci przestrzeni X, jego staba zbiezno$¢, przynajmniej dla podciagu, do pew-
nego elementu u € X, a zatem mozna przyjacé

Uy = u W X. (4)
Nastepnie, dzieki gestosci zbioru | J -, X,, w X mozna pokazaé, ze
Au, = b w X" (5)
Zauwazmy teraz, ze

<Aum Un — u>X*><X = <Aun - b? U’n>X*><X + <b7 Un — u>X*><X
+ (b — Aup, u) yo i x - (6)

Korzystajac po kolei z (3)-(5) otrzymujemy odpowiednio (Awu, — b, u,) .y x = 0,
limy, o0 (b, Un, — ) oy, = 0 oraz lim, o (b — Auy,,u) ., v = 0, a zatem, wracajac
do (6), mamy

lim sup (A, Uy, — U) oy < 0. (7)
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Wykazemy teraz, ze u jest rozwiazaniem réwnania (2), czyli spelnia warunek
(Au—b,w) e v =0 Ywe X,
lub réwnowazny mu warunek
(Au—b,u —v) vy y <0 Vv e X. (8)
Najpierw, korzystajac z (7) i (5), otrzymujemy dla dowolnego v € X
0> ligl_}sogp (A, U — U) yuy ¢ > liggiolgf (Ap, Up — U)oy
= h}figif (AU, tp —V+ 0 —U) yuy x = hgr_l)iorolf (A, Up — V) oy x

n—oo
+ (b, v — u>X*><X . 9)

Zauwazmy teraz, ze gdyby spelniona byla nieréwnosé

+ lim (Auy, v — w) oy = Hminf (Au,, u, — V) oy i
n—oo

lim inf (A, un — V) yor x > (AU, u— V) iy ¢ - (10)
n—oo

mogliby$my kontynuowaé oszacowanie (9) otrzymujac ostatecznie
0> <Au= U — U>X*><X + <b7 v U>X*><X = <Au - b= u— U>X*><X )

czyli nier6wnosé (8). Pozostaje pytanie, w jaki spos6b mozemy uzyskaé¢ brakujaca
nieréwnos$é¢ (10). Odpowiedzi na nie dostarcza sama definicja operatora pseudo-
monotonicznego. Méwi ona dokladnie tyle, ze z warunkéw (4) i (7), ktérymi juz
dysponujemy, wynika warunek (10), ktory jest nam w tym momencie potrzebny.
Tak wiec zakladajac pseudomonotoniczno$é operatora A jesteSmy w stanie uzyskaé
warunek (8), ktéry oznacza, ze u jest rozwiazaniem (2), co konczy dowdd. O

UWAGA 3 W sytuacji gdy zamiast pseudomonotonicznosci operatora A zaktadamy,
Ze jest on monotoniczny i hemiciagly, nieréwnosé (8) mozna uzyskaé z warunkdow
(4), (5) i (7) znacznie latwiej (por. [22], str. 474). Mozna wiec powiedzieé, Ze
operator pseudomonotoniczny pozwala na uzyskanie takiego samego efektu jak ope-
rator monotoniczny w sytuacyi, gdy ten ostatni jest dodatkowo hemiciaglty. W tym
sensie operatory pseudomonotoniczne stanowiq uogolnienie operatorow monotonicz-
nych. W szczegolnosci kazdy operatormonotoniczny + hemiciqgly jest pseudomono-
toniczny (por. [22], Proposition 27.6 (a)).

Podsumowujac, pseudomonotonicznosé operatora jest wlasnoscia zdefiniowana w
taki sposob, aby umozliwi¢ przejécie graniczne z pewnego problemu przyblizonego
(np. galerkinowskiego) do problemu wlasciwego. Jeszcze lepiej ilustruje to nastepu-
jace twierdzenie (zob. Uwagi 8 i 10 i por. [17], Proposition 3.66)

TWIERDZENIE 4 Operator A: X — X* jest pseudomonotoniczny wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego ciagu {u,}5°, C X spelniajacego warunki u,, — u oraz
lim sup,, o0 (Atn, Uy — U) oy x < 0 zachodzq warunki

Au, — Au oraz lim (Aup,, u, — u) .y y = 0.
n—oo



Pseudomonotoniczno$é pozwala nam wiec na uzyskanie stabej zbieznosci Au,, — Au
pod warunkiem, ze zagwarantujemy warunki (4) i (7). Technike taka stosuje wielo-
krotnie w omawianym przeze mnie cyklu prac. W tym miejscu wspomne tylko, ze w
konkretnych problemach warunek (4) uzyskuje sie pokazujac ograniczonosé ciagu u,,
(oszacowanie a-priori) i korzystajac z refleksywnosci przestrzeni, w ktérej ten ciag
sie znajduje. Najwiecej wysitku wymaga natomiast sprawdzenie warunku (7).

Podstawowe informacje dotyczace klasy operatoréw pseudomonotonicznych mo-
zna znalez¢ w [22] (por. Proposition 27.6 i 27.7).

Na zakoniczenie, zdefiniujemy wlasnos¢ operatora, ktora z warunkéw (4) i (7)
pozwala uzyskac silna zbieznosé¢ u, — u.

DEFINICJA 5 Mowimy, Ze oprator A: X — X* jest typu (S)y, jezeli dla kazZdego
ciagu {u, }>2, C X, spelniajacego warunki u, — u oraz
lim sup,, o (Atn, Uy — ) oy < 0 zachodzi warunek w, — u w X.

2.1.2 Wilasnosci operatoréw wielowartosciowych

Podamy teraz definicje dotyczace wlasnosci operatora wielowarto$ciowego A: X —
2X". Podobnie jak w Podrozdziale 2.1.1 ograniczymy sie do tych wlasnosci, ktére
moga mie¢ znaczenia dla istnienia rozwiazania inkluzji (1).

Efektywna dziedzina operatora A nazywamy zbiér

D(A) ={u e X |Au # 0}.
DEFINICJA 6 Mowimy, Ze operator A: X — 2% jest

a) ograniczony, jezeli dla kaidego zbioru ograniczonego B C X, zbior |J,.pz Au
jest ograniczony w X*;

b) koercytywny, jezeli albo jego dziedzina D(A) jest ograniczona albo D(A) jest
nieograniczona i zachodzi warunek

inf{(u", u) y. x | u" € Au}
= +00.
ullx

[[ul| x —o00,ueD(A) |

Wprowadzmy teraz definicje wielowarto$ciowego operatora pseudomonotonicz-
nego.

DEFINICJA 7 Mowimy, Ze operator A: X — 2X7 jest pseudomonotoniczny, jezeli
spetnia nastepujace warunki

1) Wartosci operatora A sq zbiorami niepustymi, stabo zwartymi i wypuklymi.

2) A jest gornie pdlciaglym operatorem z kazdej skoniczenie wymiarowej podprze-
strzeni przestrzeni X do przestrzeni X* ze stabq topologiq.

3) Dla kazdego ciagu {v,}>2, C X i kaZdego v} € A(vy,), jezeli v, — v i
lim sup,, o0 (U2, U — V) yor x < 0 to dla kaZdego y € X istnieje u(y) € A(v)
takie, Ze (W(y),v —Y) yoyx < Hminf, oo (U5, U0 — ) ey x-
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UWAGA 8 W niektdorych Zrédtach (np. [17]) definicja operatora pseudomonotonicz-
nego zawiera w sobie warunek ograniczonosci operatora A, tzn. operator A: X —
2X" nazywany jest pseudomonotonicznym, jezeli spetnia Definicje 7 i dodatkowo jest
operatorem ograniczonym.

Sprawdzenie warunkow zawartych w Definicji 7 jest w praktyce skomplikowane. Dla-
tego podamy twierdzenie (por. [17], Proposition 3.58 (ii)), ktére nieco ulatwia spraw-
dzenie, ze operator wielowartosciowy jest pseudomonotoniczny w sytuacji, gdy jest
on ograniczony i przestrzen X jest refleksywna.

TWIERDZENIE 9 Niech X bedzie rzeczywista, refleksywna przestrzeniq Banacha 1
niech operator A: X — 2% spetnia nastepujace warunki

1) Dla kazdego v € X zbior A(v) jest niepusty, domkniety i wypukty.
2) A jest ograniczony.

3) Jezeli v, = v w X, v —=v* wX*, v} € A(v,) oraz
Hm sup,,_,oo (U, U — U) xuy x < 0, to v* € A(v) @ (U, 0n) yus x = (U5, 0) xuy x-

Wtedy operator A jest pseudomonotoniczny.

UwAcA 10 Kazdy operator jednowartoSciowy A: X — X* mozna utozsami¢ z ope-
ratorem wielowarto$ciowym zastepujac jego wartosé Au zbiorem jednoelementowym
{Au}. Woéwezas definicje ograniczonosci, koercytywnosci i pseudomonotonicznosci
zastosowane do operatora A w wersji jednowartosciowej (Definicja 1) sq réwnowazne
ich odpowiednikom wielowartosciowym (Definicje 6 1 7).

Twierdzenie 2 pokazuje, ze ograniczonos¢, koercytywnosé i pseudomonotonicznosé
operatora jednowartosciowego A: X — X* maja kluczowe znaczenie dla istnienia
rozwiazania réwnania (2). Okazuje sie, ze analogiczne wlasnosci operatora wielo-
wartoéciowego A: X — 2% decyduja o istnieniu rozwigzania nastepujacej inkluzji

Au > b, (11)

w ktorej dany jest element b € X*, a szukanym jest element u € X. Méwi o tym
nastepujace twierdzenie (por. Uwaga 8 i [17], Theorem 3.61).

TWIERDZENIE 11 Niech X bedzie refleksywnag przestrzenia Banacha i niech opera-
tor A: X — 2X7 bedzie ograniczony, koercytywny i pseudomonotoniczny. Wiowczas
dla kazdego b € X* inkluzja (11) ma co najmniej jedno rozwigzanie.

WNIOSEK 12 Przy zatozeniach Twierdzenia 11 A jest operatorem surjektywnym,
tzn. R(A) = X*, gdzie R(A) = J,cx Au oznacza zakres operatora A.

Wprowadzimy teraz definicje wielowartosciowego operatora monotonicznego i
maksymalnie monotonicznego oraz podamy twierdzenie (por. [14], Theorem 2.2.)
dotyczace surjektywnosci operatora bedacego pseudomonotoniczng perturbacja ope-
ratora maksymalnie monotonicznego.
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DEFINICJA 13 Mowimy, ze operator A: X — 2% jest

a) monotoniczny, jezeli dla dowolnych u,v € X, u* € Au, v* € Av zachodzi
warunek
(U — 0" u— ) yuy x > 0;

b) maksymalnie monotoniczny, jezeli jest monotoniczny oraz dla dowolnych u €
X, u* € X* spetniony jest nastepujacy warunek: jezels

(U =0 u—v) iy >0 Yve X, v e A,
to u* € Au.

TWIERDZENIE 14 Niech X bedzie rzeczywista, refleksywnag przestrzeniq Banacha.
Niech F: D(F) C X — 2% bedzie operatorem maksymalnie monotonicznym, G :
D(G) = X — 2% operatorem pseudomonotonicznym i niech L € X*. Jezeli istniejq
up € X 1 R > |luol|x, takie, ze D(F) N Br(0x) # 0 i

<§+n_L7U_u0>X*xX > 07

dla wszystkich w € D(F') spetniajacych warunek ||u||x = R i dla wszystkich & € F(u),
n € G(u), to istnieje co najmniej jeden element uw € D(F') taki, Ze

F(u) + G(u) > L.

Symbol 0x w Twierdzeniu 14 oznacza element zerowy przestrzeni X, a symbol
Br(0x) kule o $rodku w Ox i promieniu R.

Ostatnie dwa twierdzenia pokazuja, jak wazna role peini pseudomonotonicznosé
w rozwiazywaniu inkluzji. Dlatego w dalszym ciagu interesowa¢ nas beda warunki
wystarczajace na to, aby uzywany przez nas operator te wlasnos¢ posiadal. Za-
czniemy od dwéch twierdzen z ktérych wynika, ze klasa operatoréw pseudomonoto-
nicznych jest zamknieta ze wzgledu na dodawanie (por. [17], Proposition 3.59 (ii))
oraz na sktadanie z transformacja afiniczna (por. [Al], Proposition 5.7).

TWIERDZENIE 15 Jezeli operatory A, B: X — 2% sq pseudomonotoniczne, to ope-
rator A+ B: X — 2% okreslony wzorem (A + B)u = Au + Bu dla kazdego u € X
jest pseudomonotoniczny.

TWIERDZENIE 16 Niech X bedzie refleksywna przestrzeniq Banacha i niech A: X —
2X" bedzie operatorem pseudomonotonicznym. Wtedy dla danych vo € X i X > 0
operator A: X — 2X° zdefiniowany jako A(v) = A(ve + M) dla kazdego v € X jest
rowniez operatorem pseudomonotonicznym.

12



2.1.3 Nierownosci wariacyjne i hemiwariacyjne

Podamy teraz klasyczna definicje subrézniczki funkeji wypuklej oraz, bedace jej
uogolnieniem, pojecie subrézniczki w sensie Clarke’a funkcji lokalnie lipszycowskiej.

DEFINICJA 17 Niech ¢: X — R U {+o0} bedzie funkcjq wypukla. Subrézniczka
funkcji ¢ w punkcie x € X nazywamy zbidr dp(x) C X* okreslony jako

Ip(x) ={ne X" | (nv—2)x. . x <p(v) —p(r) Vve X}

WNIOSEK 18 Bezposrednio z Definicji 17 wynika, zZe operator wielowartoSciowy o-
kreslony jako Op: X > u — Op(u) € 2% jest monotoniczny.

DEFINICJA 19 Niech p: X — R bedzie funkcja lokalnie lipszycowska. Uogdlniona
pochodna kierunkowa w sensie Clarke’a funkcji ¢ w punkcie x € X w kierunkuv € X
nazywamy wielkosé

A v) = lim sup ply + W) —ply)
y—x,Al0 A

DEFINICJA 20 Subrdiniczka w sensie Clarke’a lokalnie lipszycowskiej funkcyi
v: X = R w punkcie x nazywamy 2bidr Ocrp(x) C X* okreslony jako

dorp(r) = {€ € X* | 2z;0) > (£, 0) o x VOV EXT.

Podamy teraz najwazniejsze wlasnosci subrézniczki Clarke’a (por. [17], Proposi-
tion 3.23 (iv)-(vi)).

TWIERDZENIE 21 Niech p: X — R bedzie funkcjq lokalnie lipszycowska. Wtedy

a) Dla kazdego x € X, subrdiniczka pcoi(x) jest niepustym, wypuktym i stabo*
zwartym podzbiorem X*.

b) Odwzorowanie wielowartosciowe dcyp: X > x — Ooyp(x) € 25 ma wykres
domkniety w topologii X x (w*-X*), tj. jezeli {x,}°2; C X i {,}°2, C X* sq
ciagami takimi, zZe x, — x w X, & — & w X* oraz &, € Ocyp(x,,) dla kazdego
n €N, wtedy & € Ocyp(x).

¢) Odwzorowanie wielowartosciowe Ocyp: X > x — Oop(x) € 2X" jest gornie
potcigglte w topologii X x (w*-X*).

Zwiazek miedzy subrézniczkami wprowadzonymi odpowiednio w Definicjach 17 i
20 polega na tym, iz w przypadku skonczonej funkcji ¢, ktéra jest zaréwno wypukia
jak i lokalnie lipszycowska, obie subrézniczki sa sobie réwne (por. [7], Proposition
5.6.18).
Nalezy podkresli¢, iz dwie zaproponowane powyzej koncepcje subrézniczki leza u
podstaw dwdéch réznych wariacyjnych sformutowan inkluzji rézniczkowych, w ktorych
sktadnikiem wielowartosciowym jest jedna z powyzszych subrézniczek. Aby sie o tym
przekonaé, rozwazmy inkluzje
Au+Tu > f, (12)
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gdzie A: X — X* jest danym operatorem, T: X — 2% jest danym operatorem
wielowartosciowym oraz f € X* jest danym elementem. Szukanym jest element u €
X spehiajacy (12). Jezeli T' jest subrézniczka w sensie Definicji 17 pewnej funkcji
wypuktej o: X — R U {+o0} (zwanej takze potencjalem), a zatem Tu = dp(u),
wowczas tatwo zauwazy¢, ze inkluzja (12) jest réwnowazna nastepujacej nierdwnosci
wariacyjnes

(f = Auyv — uye, < p(0) — plu) Vv € X. (13)

Powyzsze rozumowanie zawodzi jednak w przypadku, gdy operator wielowarto$ciowy
T nie jest monotoniczny. Oznacza to bowiem, ze nie moze on by¢ subrézniczka w
sensie Definicji 17 zadnej funkcji wypuktej (por. Wniosek 18). Nie wyklucza to
jednak sytuacji, w ktorej T' jest subrézniczka w sensie Clarke’a pewnej funkcji lo-
kalnie lipszycowskiej ¢: X — R, tzn. Tu = Ogp(u). Wowezas inkluzja (12) jest
rownowazna nastepujacej nierownosci

(f — Au,v — )y x < Q" (1;0 —u) YVoveX. (14)

Nieréwnos¢ (14) nazywana jest nieréwnoscia hemiwariacyjna i stanowi uogdlnienie
nieréwnosci wariacyjnej (13) na przypadek z niewypuklym potencjatem . Rozwazmy
wreszcie przypadek, w ktorym operator 7' jest suma dwoch réznych typow subréz-
niczek, mianowicie Tu = 0Y(u) + deyp(u), gdzie v: X — R U {400} jest funkcja
wypukla a ¢: X — R funkcja lokalnie lipszycowska. Woéwczas inkluzja (12) jest
rownowazna nastepujacej nieréwnosci

(f —Au—n,v —u) oy < V(W) —Y(u) VvelX,

(15)
{7] S 80130(u).

Korzystajac z Definicji 20 tatwo zauwazy¢, ze kazde rozwiazanie Problemu (15) jest
rowniez rozwigzaniem nierdwnosci

(f — Au,v —u) g < W) —P(u) + (u;v —u) Vo € X. (16)

UWAGA 22 Ze wzgledu na swoje podobieristwo do nierdwnosci wariacyjnej (13) jak
réwniez do nieréwnosci hemiwariacyjnej (14) Problem (16) nazywany jest nieréwno-
sciq wariacyjno-hemiwariacyjng. Okreslenie to jest rowniez uzywane w odniesieniu
do bardziej ogdlnego Problemu (15).

Na podstawie powyzszych rozwazan mozna spodziewac sie, ze nieréwnosci hemiwa-
riacyjne dobrze ,,nadaja sie” do opisu probleméw wielowartosciowych zawierajacych
pewien sktadnik niemonotoniczny, podczas gdy nieréwnosci wariacyjne zarezerwo-
wane sa do opisu probleméw monotonicznych. W pracach wchodzacych w sktad
omawianego przeze mnie cyklu, nieréwnosci typu (13)-(16), lub ogélniej inkluzje
typu (12) uzywane sa do opisu zjawisk kontaktowych mechaniki. W tym przypadku
monotonicznosé lub jej brak, o ktérych mowa powyzej, jest konsekwencja zastoso-
wania monotonicznego lub niemonotonicznego prawa kontaktowego w rozwazanym
modelu mechanicznym. Przykitadem moga tu by¢ rézne wersje prawa tarcia, ktore
opisze bardziej szczegbélowo w Podrozdziale 2.3.2.

Twierdzenia 11 i 14 mozna stosowa¢ w odniesieniu do inkluzji, w ktorych sktadnik
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wielowartosciowy pochodzi od jednej z omawianych wyzej subréozniczek. Aby sie o
tym przekona¢ podamy ich pewne wilasnoséci. Zacznijmy od twierdzenia bedacego
uogolnieniem Wniosku 18.

TWIERDZENIE 23 (Rockafeller (1966), por. [22], str. 845) Niech X bedzie reflek-
sywna przestrzeniq Banacha i niech ¢: X — R U {400} bedzie funkcja wypukta,
wtasciwg i dolnie pdtciagta. Wtedy operator dp: X > u — dp(u) € 2% jest opera-
torem maksymalnie monotonicznym.

Nastepne twierdzenie dotyczy pseudomonotonicznosci pewnego operatora wielowar-
tosciowego pochodzacego od subrézniczki Clarke’a (por. [Al], Proposition 5.6).

TWIERDZENIE 24 Niech X iU bedq refleksywnymi przestrzeniami Banacha, 12 X —
U operatorem liniowym, ciaglym 1 zwartym, a 1*: U* — X* operatorem sprzezonym
do t. Niech ¢: X — R bedzie funkcja lokalnie lipszycowska taka, Ze operator
Ocre: X 3 u — Ocpp(u) € 2% jest ograniczony. Wtedy operator M: X — X*
okreslony wzorem

Mu = " 0cip(tu) Yue X

jest pseudomonotoniczny.

Na koniec wré¢my do Problemu (P)g wprowadzonego na poczatku Podrozdzialu
2.1. Omoéwione powyzej rezultaty pozwalaja juz na sformulowanie wnioskéw do-
tyczacych mozliwych metod wykazania istnienia rozwiazania tego problemu w pew-
nych szczegdlnych przypadkach. Nie sa to precyzyjne twierdzenia, gdyz te wy-
magalyby sprecyzowania zalozen dotyczacych operatora A i funkcji ¢, lecz raczej
ogblne wskazowki majace na celu nakreslenie metod dowodowych.

WNIOSEK 25 Zatdzmy, Ze operator A winkluzji (1) jest pseudomonotoniczny. Wtedy
istnienie rozwiazania inkluzji (1) mozna wykazaé w oparciu o Twierdzenie 11, przy
czym kluczowe jego zatozenie, ktorym jest pseudomonotoniczno$é lewej strony inklu-
21, jest konsekwencja Twierdzen 15 1 24.

WNIOSEK 26 Zaldzimy, Ze operator A w inkluzji (1) ma postaé sumy A = F +
G, gdzie F' jest subrdiniczka okreslong w Definicji 17 pewnej funkcji wypuktey,
wtasciwej i dolnie potciaglej, a Gy jest operatorem pseudomonotonicznym. Wtedy ist-
nienie rozwigzania inkluzji (1) mozna wykazaé w oparciu o Twierdzenie 14 okreslajac
wystepujacy w nim operator G jako Gu = Giu+ *Ocyp(wu). Pseudomonotonicznosé
operatora G jest wtedy konsekwencjq Twierdzen 15 1 24, a maksymalna monoto-
nicznosc¢ operatora F wynika z Twierdzenia 23.

2.2 Ewolucyjne inkluzje typu Clarke’a

Material prezentowany w Podrozdziale 2.1 dotyczy inkluzji stacjonarnych, a wiec ta-
kich, w ktorych szukany element v € X nie zalezy od zmiennej czasowej. Tymczasem
w pracach [A1]-[A10] omawiane sa inkluzje ewolucyjne, w ktérych szukanym elemen-
tem jest funkcja czasu u: [0,7] — X. Niemniej jednak rezultaty opisane w Podroz-
dziale 2.1 maja zastosowanie rowniez w badaniu inkluzji ewolucyjnych. Wynika to ze
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specyfiki metody dyskretyzacji czasowej uzywanej w analizie inkluzji ewolucyjnych
w pracach [A1]-[A6]. Opiera sie ona na podziale odcinka [0, 7] na skoriczona liczbe
podprzedzialéw i na rozwiazaniu, przy kazdym ustalonym kroku czasowym, pomoc-
niczej inkluzji stacjonarnej typu (1). Korzystamy przy tym z Twierdzeni 11 lub 14,
co thumaczy koniecznosé ich wprowadzenia w poprzedniej czesci referatu oraz uza-
sadnia sformulowanie Wnioskow 25 i 26. Z drugiej strony, z uwagi na wspomniany
wyzej ewolucyjny charakter badanych zagadnien, potrzebne bedzie teraz wprowa-
dzenie terminologii i przytoczenie rezultatow dotyczacych funkeji zmiennej czasowej
o wartosciach w przestrzeni Banacha.

Niech 1 < p < oo iniech LP(0,7; X) oznacza klasyczna przestrzen Bochnera. Przy-
pomnimy teraz pojecie uogdlnionej pochodnej czasowej (pochodnej w sensie dystry-
bucyjnym) (por. [21], Definicja 23.15)

DEFINICJA 27 Niech X @Y bedq przestrzeniami Banacha takimi, ze X C Y. Mo-
wimy, ze funkcja w € LY(0,T;Y) jest n-ta pochodna dystrybucyina funkcji u €
LY0,T; X) i piszemy

w = u™, (17)

jezeli
/0 gp(”)(t)u(t)dt:(—l)”/o o(w(t)dt Vo € C(0,T).

W przypadkun = 1 lubn = 2 zamiast (17) piszemy odpowiednio w = u' lub w = u”.

UWAGA 28 Aby zachowaé zgodnosé oznaczen z oryginalnymi pracami, oprocz ozna-
czen v, u” bede niekiedy uzywat symboli u, i albo us, uy na oznaczenie odpowiednio
pierwszej i drugiej pochodnej czasowej funkcyi u.

Wprowadzmy teraz oznaczenia zgodne z tymi, ktérych uzywam w swoich pracach
do opisu probleméw ewolucyjnych.

Niech V' bedzie rzeczywista, refleksywna, osrodkowa przestrzenia Banacha, V*
przestrzenia do niej dualna, a H rzeczywista, osrodkowa przestrzenia Hilberta.
Identyfikujac przestrzen H z przestrzenia do niej dualna, rozwazmy trojke ewo-
lucyjna V. C H C V* ze wszystkimi wlozeniami gestymi, ciaglymi i zwartymi.
Symbolem (-,-)y oznaczaé¢ bedziemy iloczyn skalarny w H. Niech i: V. — H
oznacza odwzorowanie identycznosciowe (dla v € V element v € H bedziemy
dla uproszczenia oznaczali symbolem v pomijajac symbol 7). Dla 7" > 0i 1 <
p < o0, % —i—% = 1, definiujemy przestrzenie ¥V = LP(0,T;V), V* = L1(0,T;V"),
H = L*0,T;H) i W = {v € V|V € V*}, gdzie v/ oznacza pochodna cza-
sowa funkcji v w sensie dystrybucyjnym (por. Deﬁnicja 27). Dla powyzszych
przestrzeni uZywamy oznaczen (U, V), fo Yoy dt dla u,v €V,

fo t)gdt dla u,v € H. Rozwazmy kolejna refleksywna prze-
strzen Banacha U i oznaczmy L[ = LP(0,T;U). W dalszym ciagu bedziemy tez
oznacza (U, v)y .y, fo 1)) yesp dt dla u,v € U. Rozwazmy tez (podob-
nie jak w Twierdzeniu 24) hnlowy, ciagly i zwarty operator ¢: V' — U i oznaczmy
przez (*: U* — V* operator do niego sprzezony. Niech z:V > v — w € U i
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U U 5 u— "u € V oznaczaja operatory Niemyckiego odpowiadajace operatorom
¢ 1 ¢* zdefiniowane odpowiednio (tv)(t) = tw(t), (¢Fu)(t) = *u(t) dla kazdego v € V,
uel tel0,T].

Rozwazmy teraz przykladowa ewolucyjna inkluzje typu Clarke’a badana przeze mnie
w pracy [Al]. Zachowujac wprowadzone wczesniej oznaczenia przyjmujemy p = ¢ =
2 i stawiamy nastepujacy problem.

Znalezé u € V takie, ze u' € W oraz
(P)p u"(t) + Au/(t) + Bu(t) + * 0y J (cu(t)) o f(t) dlap.w. t € (0,7),
w(0) = ug, u'(0) = uy,

gdzie A,B: V — V* sa danymi operatorami, a f: [0,7] — V*i J: U — R sa
danymi funkcjami.

W pracy [Al] badana jest tez alternatywna wersja Problemu (P)g w sytuacji, gdy
wyrazenie Oc;J zalezy od pochodnej szukanej funkcji, tzn. zamiast (*Oc;J(cu(t))
wystepuje t*OciJ (e (t)). Problem taki oznaczaé bedziemy symbolem (P')p. W
dalszej czesci tego podrozdziatu przytocze najwazniejsze rezultaty wykorzystywane
przeze mnie w analizie ewolucyjnych inkluzji typu Clarke’a podobnych do Probleméw
(P)p i (P")g. Zwréce tez uwage na gtéwne problemy z jakimi mozna sie spotkaé
badajac tego typu zagadnienia.

Zaczne od podania dwoch waznych rezultatéw. Pierwszy z nich to Lemat Ehrlinga
(por. [8], Lemmat 8.4.12), drugi to twierdzenie Lionsa-Aubina (por. [8], Theorem
8.4.13).

LEMAT 29 Niech Vi, V', Vi beda przestrzeniami Banacha, takimi, ze Vo CV C Vi,
przy czym wlozenie Vo C V jest zwarte, a wtozenie V- C Vi jest ciagte. Wtedy dla
kazdego € > 0 istnieje c(e) > 0, takie, Ze dla kazdego u € Vi zachodzi

lully < ellullv, + c(e)l[ullvi

UwAGA 30 Znaczenie Lematu 29 w tym miejscu jest podwdjne. Po pierwsze korzy-
sta sie z niego w dowodzie Twierdzenia 31 ponizej. Po drugie jest on bezposrednio
wykorzystywany w omawianym przeze mnie cyklu artykutow do niektorych oszacowan
a-priori.

TWIERDZENIE 31 Jezeli zachodzq zalozenia Lematu 29 1 dodatkowo Vi i Vi sq re-
fleksywne, to dla wszystkich 1 < p,r < oo wlozenie

{ue LP(0,T;Vp) | v € L7(0,T;V1)} € LP(0,T;V)
jest zwarte.
WNIOSEK 32 Teza Twierdzenia 31 oznacza, Ze z kazdego ciagu {u,}o2, ograniczo-

nego w LP(0,T;Vy), ktdrego ciag pochodnych {u] }32 | jest ograniczony w L™ (0,T;V}),
mozna wybraé podciag {u,, 32, silnie zbiezny w LP(0,T;V).
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Powyzszy wniosek pozwala nam uzyskaé silna zbiezno$¢ - przynajmniej dla podciagu
- pewnego ciagu {u,}>2, C LP(0,T;V}), jezeli tylko uda nam sie uzyskaé odpowied-
nie oszacowania a-priori na sam ciag, jak i na jego pochodne. Problem pojawia
sie jednak, gdy mamy do czynienia z ciagiem funkcji kawalkami stalych w czasie
(funkcji schodkowych) - a taka sytuacja ma miejsce gdy stosujemy metode dyskre-
tyzacji czasowej dla inkluzji ewolucyjnych. Funkcja kawatkami stata nie ma bowiem
odpowiednio regularnej pochodnej czasowej (jej pochodna dystrybucyjna jest kom-
binacja delt Diraca). Aby wiec uzyskaé silna zbieznosé¢ takiego ciagu (ewentualnie
jego podciagu) Twierdzenie 31 jest niewystarczajace i musimy skorzysta¢ z innego
podejscia. Aby je oméwié potrzebna nam bedzie przestrzen BV (0,7T; X)) funkcji o
wahaniu ograniczonym na odcinku [0, 7], ktéra zdefiniuje ponizej.

Niech 7 oznacza dowolny skoniczony podziat odcinka [0,7] na sume skoniczonych,
roztacznych podprzedziatéw {o; = (a;, b;) } takich, ze [0, T] = |J;_, 7;. Niech F ozna-
cza rodzine wszystkich takich podzialéw. Wtedy dla dowolnej funkcji z: [0,7] — X
idlal<r < oo, definiujemy seminorme

2By (0.7,x) = sup {Z [l (bi) — x(ai)ll&}

TEF oiEm
i przestrzen
BV'(0,T;X) = {z: [0,T] = X [ [|z[[pvror5x) < 00}

Dla1l < p < oo, 1< r < oo oraz przestrzeni Banacha X, Y takich, ze X C Y,
wprowadzmy przestrzen wektorowa

MP7(0,T; X,Y) = LP(0,T; X) N BV"(0,T:Y).

Wtedy MP7(0,T; X,Y) jest rtéwniez przestrzenia Banacha z norma || - || yer0,7:x,v) =
|- zroix) + || - [ BVr 0,137

Podamy teraz twierdzenie bedace uogdlnieniem Twierdzenia 31 na przypadek
funkeji o wahaniu skoriczonym. Pochodzi ono z pracy [12].

TWIERDZENIE 33 Jezeli zachodzq zatozenia Twierdzenia 31, to dla kazdego 1 <
p,r < 0o wltozZenie
MP"(0,T; Vo, V1) C LP(0,T; V)

jest zwarte.

WNIOSEK 34 Teza Twierdzenia 33 oznacza, Ze z kazdego ciagu {u,}o, ograniczo-
nego w LP(0,T;Vy) i majacego ograniczone wahanie (seminorme BV (0,T;V1)),
mozna wybracé podciag {u,, }32, silnie zbiezny w LP(0,T;V). Twierdzenie mozna
zatem stosowaé do funkcji nie posiadajgcych catkowalnej pochodnej czasowej, ktore
nie muszq byé nawet ciagte. W szczegélnosci moga to byc funkcje kawatkami state.

W dalszej czesci referatu przytocze rezultaty, dzieki ktérym mozliwe jest przejscie
graniczne w inkluzjach ewolucyjnych. Dotyczy to sytuacji, gdy mamy dany pewien
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ciag rozwiazan inkluzji przyblizonych, o ktérym wiemy, ze jest on w jakims$ sensie
zbiezny do pewnego elementu granicznego. Przez przejscie graniczne rozumiemy
wykazanie, ze 6w element graniczny jest w istocie rozwiazaniem inkluzji wyjéciowe;j.
W praktyce przejscie graniczne od inkluzji przyblizonej do inkluzji wyjsciowej mu-
simy wykona¢ w odniesieniu do kazdego z jej sktadnikéw osobno, uzywajac do tego
technik o réznym stopniu trudnosci. W inkluzjach badanych przeze mnie najwiecej
trudnosci z przejsciem granicznym wynika z obecno$ci nastepujacych sktadnikow:

1. operatora pseudomonotonicznego,

2. skladnika wielowartosciowego pochodzacego od subrézniczki Clarke’a.

W zwiazku z tym omowie te dwa problemy bardziej szczegotowo.

W odniesieniu do operatora pseudomonotonicznego mozna powiedzie¢, ze juz sama
jego definicja przewiduje mozliwo$¢ wykonania odpowiedniego przejécia granicznego,
o czym swiadczy szkic dowodu Twierdzenia 2 oraz komentarz tuz po nim. Jesli cho-
dzi natomiast o przejscie graniczne w subrézniczce Clarke’a, to decydujace znaczenie
ma tutaj wlasnos¢, o ktérej mowa w pkt. b) Twierdzenia 21. Chodzi mianowicie
o fakt, ze z inkluzji &, € Ocp(z,) jestesSmy w stanie uzyskaé inkluzje graniczna
¢ € Jorp(z) pod warunkiem, ze zagwarantujemy staba zbieznosé ciagu &, do € i silna
zbieznos$é ciagu x,, do x. Problem pojawia sie, gdy mamy do czynienia z inkluzja
ewolucyjna, w ktérej zaréwno szukana funkcja, jak i wystepujace w niej operatory
zaleza od zmiennej czasowej. Sytuacja komplikuje sie jeszcze bardziej, gdy w wy-
niku zastosowania metody dyskretyzacji czasowej, otrzymujemy jako rozwiazania
inkluzji przyblizonych, ciag funkcji kawatkami statych. Pojawia sie wtedy problem,
o ktérym byla juz mowa wczesniej, a mianowicie brak regularnosci ich dystrybu-
cyjnych pochodnych czasowych. Jednak i w tym przypadku pomocne okazuje sie
wykorzystanie przestrzeni MP"(0,T; X,Y"). Pozostaje jeszcze wskazaé¢ odpowiednie
narzedzia, ktore pozwolityby nam rozstrzygnac¢ nastepujace kwestie:

(¥) Uzyskanie odpowiedniej wersji pseudomonotonicznosci dla operatora, ktéry
pochodzi od pewnego prostszego opertora pseudomonotonicznego dziatajacego
na przestrzeni X, lecz sam dziala na przestrzeni typu M?"(0,7; X,Y).

(%) Uzyskanie przejscia granicznego analogicznego do pkt. b) Twierdzenia 21 w
przypadku gdy zmienne z,, i &, sa kawaltkami stalymi funkcjami zmiennej cza-
SOwWej.

W dalszej czesci przytocze odpowiednie twierdzenia odnoszace si¢ do powyzszych
punktéw. Aby odnie$¢ sie do konkretnej sytuacji, wezmy pod uwage operator A
wystepujacy przyktadowo w inkluzji (P)g i przyjmijmy zalozZenia takie jak w pracy
[A1].

H(A): Operator A:[0,7] x V — V* spelnia nastepujace warunki
(i) A(,v) jest mierzalny na [0,7] dla kazdego v € V.

(ii) A(t,-) jest pseudomonotoniczny dla p.w. ¢t € (0,7T).
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(iii) (A(t,0),0)yery > allvlll = Bllvl|F dla pw. t € (0,T), dla kazdego v € V,
gdzie a > 0, > 0.

(iv) [[A(,v)]
cq > 0.

V. < ecal +||v|liy) dla pw. ¢ € (0,7), dla kazdego v € V, gdzie

Niech A: V — V* bedzie operatorem Niemyckiego odpowiadajacym operatorowi A
zdefiniowanym jako (Av)(t) = A(t,v(t)) dla kazdego v € V, t € [0,T]. Podamy
teraz dwa lematy, z ktorych pierwszy zapewnia odpowiednia wersje pseudomono-
tonicznosci operatora A, drugi za$ odpowiednia wersje wlasnosci (S), operatora

A.

LEMMA 35 Niech operator A spelnia zaloZenia H(A) i niech ciag {v,} CV spelnia
warunki: {v,} jest ograniczony w MP4(0,T;V,V*), v, = v wV oraz
lim sup,,_, o0 (A, U — V) 1y, < 0. Wiedy Av, = Av w V*.

LEMMA 36 Niech operator A spelnia zaloZenia H(A) oraz niech A(t,-) bedzie typu
(S)s dlap.w. t € (0,T). Niech ciag {v,} CV spetnia nastepujace warunki: {v,} jest
ograniczony w MP4(0,T;V,V*), v, = v wV i limsup,_,. (Avn, Uy — )1y, < 0.
Wtedy v,, = v w V*.

Lematy 35 i 36 pochodza z pracy [13].

WNIOSEK 37 Lemat 35 rozstrzyga kwestie sformulowana w punkcie (x) powyzej.
Pokazuje on bowiem, w jaki sposéb mozna przejs¢ do stabej granicy z wyrazeniem
Av,, pochodzacym od pewnego operatora pseudomonotonicznego A. Aby ten efekt
uzyskac, nalezy, zgodnie z zatozeniami lematu, zagwarantowaé ograniczono$c¢ ciqgu
{vn} w przestrzeni MP(0,T;V,V*), staba zbieznosé¢ v, do elementu v oraz spraw-
dzi¢ warunek limsup,,_, o (AvUp, Uy — )1y, < 0. Zagwarantowanie pierwszego z
tych warunkow polega na wyprowadzeniu odpowiednich oszacowan a-priori. Drugi
jest konsekwencja refleksywnosci przestrzeni V, natomiast sprawdzenie ostatniego
warunku w praktyce skupia na sobie najwiecej wysitku, gdyz wymaga skorzystania
z wtasnosci granicznych wszystkich pozostatych sktadnikow wystepujacych w inkluzji
oprocz operatora A.

Zajmijmy sie teraz wyrazeniem wielowartosciowym pochodzacym od subroézniczki
Clarke’a, ktore wystepuje w badanych przeze mnie inkluzjach ewolucyjnych, miedzy
innymi w Problemie (P)g. Typowy problem polega na przejsciu do granicy w nas-
tepujacej inkluzji

Ea(t) € 0 (tuy(t)) dla pow. t € (0,T), (18)

gdzie J: U — R jest pewna funkcja lokalnie lipszycowska. Inkluzja (18) oznacza, ze
dla kazdego n € Nidla p.w. t € (0,7T) istnieje element 1, (t), taki, ze &,(t) = t*n,(t)
oraz

Na(t) € 0oy (tu,(t)) dla p.w. t € (0,7). (19)

Mozemy zatem skupié¢ sie na wykonaniu przejscia granicznego tylko w ostatniej
inkluzji. O tym, czy jest ono mozliwe, decyduje oczywiscie rodzaj zbieznosci funkcji
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Nn 1 u, do odpowiednich elementéw granicznych n i u. Na poczatek zauwazmy,
ze gdyby$my dysponowali staba zbieznoscia punktowa 7, do n i staba zbieznoscia
punktowa u, do u dla p.w. ¢t € (0,7), to biorac pod uwage zwarto$¢ operatora ¢ i
wynikajaca z niej silna zbieznosé punktowa cu,, do cu dlap.w. t € (0,7"), mogliby$my
wykonaé¢ przejscie graniczne w (19) punktowo dla p.w. ¢t € (0,7) korzystajac z
Twierdzenia 21 b). Niestety w badanych przeze mnie problemach jestesmy w stanie
uzyskaé tylko nastepujace zbieznosci

Uy —u WV, (20)
M —n WU, (21)

oraz oszacowanie a-priori
[tn|aepaomivive) < ¢ (22)

ze stala ¢ > 0 niezalezna od n, co jednak nie gwarantuje potrzebnych zbieznosci

punktowych. Z pomoca moze nam jednak przyj$¢ nastepujace twierdzenie Aubina-
Celliny (por. [2]).

TWIERDZENIE 38 Niech X ©Y bedq przestrzeniami Banacha i niech F: X —
2Y bedzie multifunkcja (odwzorowaniem wielowartosciowym) spetniajaca nastepujqce
warunk:

(a) wartosci funkcji F' sq zbiorami niepustymi, domknietymi i wypuktymi,

(b) funkcja F jest gornie péitciagta w topologii X x (w -Y) .
Niech z,: (0,T) = X, yn: (0,T) = Y, n € N, beda funkcjami mierzalnymi takimi,
Ze ciqg x,, jest zbiezny punktowo dla p.w. t € (0,T) do funkcjiz: (0,T) — X, a ciag
Yn jest zbiezny stabo w LY(0,T;Y) do funkcjiy: (0,T) — Y. Jezeli y,(t) € F(x,(t))
dla wszystkich n € N i dla p.w. t € (0,T), wtedy y(t) € F(x(t)) dla p.w. t € (0,T).
7 Twierdzenia 21 oraz z ciaglosci operatora ¢ tatwo mozna wywnioskowaé, ze multi-
funkcja 9oy J (1(-)): V' 3 u — Oy J (1u) € 2Y° spelnia zalozenia (a) i (b) Twierdzenia
38. Poza tym z (21) wynika, ze zalozenia tego twierdzenia dotyczace funkcji n,,

n € N oraz n sa rowniez spelnione. Aby wiec mozna bylo zastosowaé ostatnie twier-
dzenie do inkluzji (19) wystarczy zagwarantowa¢ zbieznosé

wun(t) — wi(t) wU dlapw.te (0,T). (23)
W tym celu przyjmiemy nastepujace zalozenie

H(t). Operator ¢: V — U jest liniowy, ciagly i zwarty. Poza tym istnieje przestrzen
Banacha Z taka, ze V C Z C H, przy czym wlozenie V' C Z jest zwarte, a wlozenie
Z C H jest ciagle, natomiast operator ¢ daje sie przedstawi¢ jako ¢ = 15 0 11, gdzie
t1:'V — Z oznacza (zwarty) operator wlozenia, zas 1o € L(Z,U).

Podamy teraz prosty lemat.

LEMAT 39 Jezeli operator v spelnia warunek H(t), to odpowiadajacy mu operator
Niemyckiego © zdefiniowany jako (tw)(t) = t(v(t)) dla kazdego v € V, t € [0,T]
spetnia warunek

H(7) : operator t: MP9(0,T;V,V*) — U jest zwarty.
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Dowdéd. Niech {v, }22 | bedzie ciagiem ograniczonym w M?4(0,T; V, V*). Z zalozenia
H(:) wynika, ze istnieje przestrzen Z, taka, ze V C Z C V*, przy czym pierwsze
wlozenie jest zwarte, a drugie ciagle. Wobec tego z Twierdzenia 33 wynika, ze
wlozenie MP9(0,T;V,V*) C LP(0,T; Z) jest zwarte. Oznacza to, ze z ciagu {v, }5°,
mozemy wybraé¢ podciag (oznaczony dla uproszczenia nadal przez {v,}52,) silnie
zbiezny w LP(0,T; Z) do pewnego elementu z, czyli

T
/ leron(t) — () [Bdt = 0 pray n — oo, (24)
0

Niech u € U oznacza funkcje zdefiniowana jako u(t) = 122(t) dla t € [0, T]. Wtedy
T T
oo = ully = [ lown(® = uede = [ iz eaon(e) = as(o)
0 0

T
< lislleczan [ laenl®) = (0 )
0

Z (24) i (25) wynika, ze v, — u w U, co oznacza, ze operator Niemyckiego ¢ jest
zwarty. U

Zauwazmy, ze ze zbieznosci (20), oszacowania (22) i warunku H(¢) wynika (na mocy
Lematu 39), ze (przynajmniej dla podciagu) zachodzi zbiezno$¢ tu, — tw w U,
z ktorej z kolei (znowu przynajmniej dla podciagu) wynika zbieznosé (23). Nic
zatem nie stoi na przeszkodzie, aby skorzysta¢ z Twierdzenia 38 i wykona¢ przejscie
graniczne w inkluzji (19).

WNIOSEK 40 Przy zaloZeniu H (1) (jak rowniez przy zaloZeniu H () ), warunki (20)-
(22) sq wystarczajace do wykonania przejscia granicznego w inkluzji (19) i uzyskania
inkluzy

n(t) € Oy J (wu(t)) dla p.w. t € (0,T).

Jak wida¢ Wniosek 40 rozstrzyga kwestie zawarta w punkcie (x) powyzej.

W moich pracach warunek H(:) ma jeszcze jedno zastosowanie. Mianowicie z Le-
matu 29 natychmiast wynika nastepujacy wniosek.

WNIOSEK 41 Jezeli zachodzi warunek H (i), to dla kaZdego € > 0 istnieje c(e) > 0,
takie, ze dla kazdego uw € V- mamy

leullo < ellully + c(e)lulla- (26)
Poza tym, dzieki prostym przeksztatceniom, warunek (26) mozna zastapi¢ warunkiem

leullyy < ellulli + ) llullF, (27)
gdzie ¢(g) > 0.

Ze wzgledu na znaczenie warunku H () pojawia sie naturalne pytanie: w jakiej sytu-
acji jest on speliony? Odpowiem na nie w dalszej czesci referatu, podajac przyktad
konkretnego operatora i konkretnych przestrzeni, wystepujacych w opisie zjawisk
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kontaktowych mechaniki, ktére spelniaja warunkek H(¢) (zob. Wniosek 43).

Uwagi i spostrzezenia poczynione w tym podrozdziale beda mialy kluczowe znaczenie
dla wyjasnienia zasad dziatania metody dysykretyzacji czasowej dla inkluzji ewolu-
cyjnych (Podrozdzial 2.4). Zanim jednak opisze te metode szczegdlowo, wyttumacze
znaczenie ewolucyjnych inkluzji typu Clarke’a w modelowaniu probleméw fizycz-
nych.

2.3 Zagadnienia mechaniki kontaktowej

Badane przeze mnie inkluzje ewolucyjne, ktore krotko opisalem w Podrozdziale 2.2,
same w sobie stanowia niezwykle interesujacy dzial analizy nieliniowej, a ich bada-
nie moze by¢ cennym zrodlem inspiracji. Nie mozna jednak pominac¢ ich praktycz-
nego zastosowania, jakim jest matematyczne modelowanie konkretnych problemow
fizycznych. W szczegdlnosci inkluzje, ktérymi sie zajmuje, stanowia abstrakcyjny
opis pewnej klasy probleméw mechaniki kontaktowej. W tym podrozdziale wpro-
wadze oznaczenia charakterystyczne dla tego obszaru nauki oraz opisze zjawiska,
stanowiace fizyczna motywacje dla badanych przeze mnie ewolucyjnych inkluzji typu
Clarke’a (por. Wniosek 44). Szczegétowe informacje na temat matematycznego mo-
delowania zjawisk kontaktowych mechaniki mozna znalezé np w [11] i [19].

2.3.1 Oznaczenia matematyczne

Niech R oznacza d-wymiarowa przestrzeni euklidesowa (d = 2, 3) z iloczynem ska-
larnym i norma okreslonymi jako

UV = w;, v||ge = (v-v)"? Vu=(u), v=(v;) € R%

Symbolem S¢ oznaczamy przestrzeri symetrycznych tensoréw drugiego stopnia na
R?, lub prosciej symetrycznych macierzy o wymiarach d x d. Iloczyn skalarny i
norma w S¢ okreslone sa wzorami

o-T=0y7j, |Tllse=(T-17)"* Vo =/(0y), T=(r)cS%

Wszystkie uzywane w tym podrozdziale indeksy 1, j, k,[ przyjmuja wartosci z za-
kresu od 1 do d. Przyjmujemy przy tym tzw. konwencje sumacyjna wzgledem po-
wtarzajacych si¢ indekséw, czyli np. a;;b;; oznacza Zf i1 ;jbij.

Niech © C R? bedzie zbiorem otwartym, ograniczonym i spéjnym z brzegiem lip-
szycowski I' = 9Q. Dla dowolnej funkcji w: Q — RY, takiej, ze w = (w;), w;: Q —
R, symbolem w;; oznacza¢ bedziemy pochodng czastkowa gzj;_', zakladajac, ze ta
pochodna istnieje. Uzywaé bedziemy nastepujacych przestrzeni funkcji okreslonych
na €.

H=L(QR) ={u=(uw)|uelX(Q} Q={o=/(oy)|oy=0;€l*)}
H ={u=(u) ]| elu) eQ}, Q1={ocec€Q|Divee H}.

Symbole € i Div w powyzszych definicjach oznaczaja odpowiednio operator defor-
macji i dywergencji okreslone wzorami

e(u) = (gij(u)), ei(u) = %(Um +uji), Diveo = (0i;).

23



Przestrzenie H, ), H, i ), sa rzeczywistymi przestrzeniami Hilberta z iloczynami
skalarnymi okreslonymi jako

(’LL,'U)H = fQ U;V; dl‘, (G',T)Q = fQ O-z'jTij dl’,

<u> U)Hl = (’LL, U)H + (8(’11,), 6(’0))@, (0'7 T)Ql = <U> T)Q + (DiVO’, DiVT)H'
Normy indukowane przez powyzsze iloczyny skalarne oznaczamy odpowiednio przez
H ) “H? || ’ ||Q7 H ’ ”H1 i “ ’ ||Q1'

Niech v = (v;) oznacza wersor normalny zewnetrzny do brzegu 9€2. Symbolami

v, 1 v, oznaczamy odpowiednio czes¢ normalna i czes¢ styczna pola wektorowego
v: 00 — RY, zdefiniowane jako v, = v -v i v, = v — v,v. Podobnie, o0, i o, ozna-
czaja odpowiednio czeéé normalna i cze$é styczna pola tensorowego o: 9 — S? i
sa zdefiniowane wzorami o, = (ov)-vio, = ov — o,v.

2.3.2 Motywacja fizyczna

W modelowym problemie mechaniki kontaktowej rozpatrywane jest cialo fizyczne
zajmujace obszar Q0 C RY. Powierzchnia ciala odpowiadajaca brzegowi 992 podzie-
lona jest na trzy wzajemnie roztaczne czesci I'p, I'y i I'¢. Nazywane sa one od-
powiednio brzegiem Dirichleta, brzegiem Neumanna i brzegiem kontaktowym. Stan-
dardowo zaktada sie, ze na fragmencie brzegu ['p cialo jest sztywno przymocowane,
dzieki czemu fragment ten nie ulega przemieszczeniu. Z matematycznego punktu
widzenia warunek ten jest pewnym utatwieniem (por. Wniosek 45), natomiast w
moich pracach zajmuje sie réwniez problemami, w ktérych cialo nie jest przymo-
cowane, tzn. I'p = (). Zaklada sie réwniez, ze powierzchniowe sily zewnetrzne o
zadanej gestosci f, dzialaja na fragment brzegu I'y. Wreszcie ' jest fragmen-
tem brzegu, ktéry pozostaje w kontakcie z innym cialem (np. podlozem). Cale
cialo podlega dzialaniu sily objetosciowej, np. grawitacji, o zadanej gestosci f,. W
omawianym modelu szukanymi sa dwie wielkosci opisujace stan fizyczny ciala. Sa
to: pole wektorowe przemieszezen u: € x [0, T] — R< oraz pole tensorowe naprezen
o: Qx[0,T] — S¢. Obie wielkodci sa wiec funkcjami zmiennej przestrzennej € € i
zmiennej czasowej t € [0,7]. Jednak dla uproszczenia zapisu bedziemy niekiedy po-
mija¢ nazwy zmiennych piszac np. u(t), o(t), u(x), o(x) albo u, o zamiast u(x, t),
o(x,t). Dla dowolnej funkcji w zaleznej od zmiennej czasowej t € [0,7], symbo-
lami w’ i w” oznaczaé¢ bedziemy odpowiednio pierwsza i druga pochodna funkcji w
wzgledem ¢, zakladajac, ze te pochodne istnieja. W niektorych przypadkach, aby
zachowaé¢ zgodno$¢ oznaczen z oryginalnymi pracami, bedziemy uzywaé alternatyw-
nych oznaczen w i W albo w; i wy (por. Uwaga 28).

W matematycznym modelu dynamicznego zjawiska kontaktowego uwzglednia sie
cztery rodzaje relacji wiazacych ze soba dane z niewiadomymi: rownanie zachowania
sil, prawo konstytutywne, warunki brzegowe i warunki poczatkowe. Omowie teraz
blizej kazdy z nich.

1. Réwnanie zachowania sit ma postac

pu” —Dive = f, w Qx][0,T]. (28)
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W réwnaniu (28) parametr p oznacza gestosé¢ materiatu, z ktérego zbudo-
wane jest cialo w punkcie & € 2. A zatem skladnik pu” oznacza udzial
sity powodujacej przyspieszenie u” na jednostke objetosci (gestos¢ sily dy-
namicznej). Dla uproszezenia przyjmuje sie czesto p = 1. Drugi skladnik lewej
strony rownania oznacza gestos¢ sit wynikajacych z wewnetrznych naprezen o.
Roéwnanie (28) oznacza wiec, ze te dwa rodzaje sit réwnowaza sile zewnetrzna
o gestosci f, dzialajaca na cala objetos¢ ciala. Posta¢ tego réwnania wynika
wiec tylko z fizycznego prawa rownowagi sit i nie zalezy od rodzaju materiatu,
z ktérego wykonane jest cialo. W przypadku, gdy dynamika ciata jest na tyle
mala, ze jego przyspieszenie u” mozna pominaé, réwnanie (28) redukuje sie
do postaci

—Dive=f, w Qx][0,T], (29)

a zjawisko opisane takim réwnaniem nazywamy zjawiskiem statycznym (sta-
cjonarnym). Zjawiska opisane réwnaniem (28) nazywamy natomiast procesami
dynamicznymi.

. Prawo konstytutywne jest to relacja opisujaca w jaki sposéb naprezenie o
zalezy od odksztalcenia w, a doktadnie rzecz biorac od tensora deformacji
e(u). Najprostszym przykladem takiej relacji jest tzw. spreZyste prawo kon-
stytutywne

o=Ge(u) w Qx]I[0,7T], (30)

gdzie odwzorowanie G: 2x [0, T|xS? — S nazywamy operatorem sprezystosci.
Problemy modelowane prawem (30) nazywamy problemami sprezystymi. W
przypadku, gdy G, jest tensorem liniowym, czyli G = (Gyju), Gijr: 2%[0,T] —
R dla 1 <4,j,k,1 <d, prawo konstytutywne (30) przyjmuje postaé

Oij = Gijklekl(u) w X [O, T]

i nazywane jest prawem Hooke’a. Oproécz zjawisk sprezystych rozpatrujemy
zjawiska lepko-sprezyste w ktorych naprezenie zalezy nie tylko od przemiesz-
czenia wu, ale rowniez od predkosci w'. Prawo konstytutywne opisujace takie
zjawisko ma postac

o=Ce(u)+Ge(u) w Qx][0,T], (31)

gdzie odwzorowanie C: Qx [0, T|xS? — S nazywamy operatorem lepkosci, a G,
podobnie jak poprzednio operatorem sprezystosci. W przypadku, gdy Ci G, sa
tensorami liniowym, czyli C = (Ciju1), G = (Gijur)s Cijrts Gijur: @ x [0, 7] - R
dla 1 <1,4,k,l <d, prawo konstytutywne (31) przyjmuje postaé

oij = Ciymen () + Gijuen(u)  w Qx[0,T]

1 nazywane jest prawem Kelvina-Voigta. Jezeli w opisie zjawiska mechanicz-
nego oprécz réwnania (29), charakterystycznego dla zjawisk statycznych, u-
zywamy lepko-sprezystego prawa kontaktowego, wéwczas zjawisko takie nazy-
wamy quasistatycznym. W procesie fizycznym opisanym w pracy [A8] uwzgle-
dniamy dodatkowo wpltyw temperatury 6: 2 x [0,7] — R na odksztalcenie i
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naprezenie ciata. Prawo konstytutywne opisujace takie zjawisko ma postaé
o =Ce(u) + Ge(u) + CO w Q x [0,T], (32)
gdzie C' = (¢;;) jest tensorem rozszerzalnosci cieplne;.

. Warunki brzegowe dzielimy na trzy rodzaje w zaleznosci od tego, na ktorym
fragmencie brzegu sa one zadane. Na fragmencie ['p zakladamy, ze cialo sie
nie przemieszcza, a wiec

u=0 nalpx][0,T] (33)

Warunek (33) nazywamy warunkiem brzegowym Dirichleta. Na fragmencie
brzegu I'y naprezenie brzegowe zadane jest przez sile o gestosci f, a zatem

ov=fy nalyx]|0,T] (34)

Warunek (34) nazywamy warunkiem brzegowym Neumanna.

Przejde teraz do opisu warunkow kontaktowych skupiajac sie tylko na kilku
przykladach umozliwiajacych dokonanie ich najbardziej ogdlnej klasyfikacji.
Jak juz wspomnialem we wstepie, cialo zajmujace obszar €2 moze pozostawac
w kontakcie z podlozem, natomiast I'¢ jest fragmentem brzegu, na ktérym ten
kontakt moze sie pojawi¢. Warunek kontaktowy jest to warunek okreslajacy re-
lacje miedzy naprezeniem o, a wywolujacym go przemieszczeniem u w obrebie
brzegu I'c. Ze wzgledu na brzegowy charakter tych relacji, osobno rozpa-
trujemy zwiazek miedzy czescia normalna naprezenia o, a odpowiadajacym
mu przemieszczeniem normalnym wu, oraz zwiazek miedzy czesciami stycznymi
tych wielkosci o 1 w,. Pierwszy z tych zwiazkéw nazywamy warunkiem kon-
taktowym normalnym, drugi za$ warunkiem kontaktowym stycznym. Pehmy
warunek kontaktowy stanowi zawsze koniunkcje warunku normalnego i stycz-
nego. W najprostszych przypadkach jeden z dwéch powyzszych warunkéw
redukuje sie do postaci trywialnej. Tak jest w przypadku kontaktu bilateral-
nego opisanego warunkiem

u, =0 mna ¢ x[0,7] (35)
oraz w przypadku kontaktu bez tarcia opisanego warunkiem
o.,=0 nalsx|[0,7T] (36)

Roéwnanie (35) oznacza, ze na brzegu kontaktowym cialo nie przemieszcza sie
w kierunku normalnym do podtoza, a wiec pozostaje z nim w stalym kontakcie.
Réwnanie (36) oznacza, ze na brzegu kontaktowym nie pojawia sie naprezenie
styczne, ktére w przeciwnym przypadku byloby reakcja podioza na przemiesz-
czenie styczne. Swiadczy to o braku tarcia, ktére by taka reakcje wywotato.
Nalezy pamietaé, ze kazdy z warunkéw (35) i (36) musi by¢ uzupeliony nietry-
wialnym warunkiem na pozostala czes¢ skladowa naprezenia i przemieszczenia.
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Podam teraz przyklady takich nietrywialnych warunkéw kontaktowych poja-
wiajacych sie¢ w moich publikacjach. Jednym z nich jest nastepujacy warunek
na czesci styczne naprezenia i przemieszczenia

{HO'THRd < u(0)S dla u. =0

na I'c x (0,7). (37)
—0or = p([[uf][pa) S ur/|urllze dla wl #0

Interpretacja warunku (37) jest nastepujaca. Na cialo bedace w kontakcie
z podlozem dziala sita "dazaca” do przesuniecia go w kierunku stycznym
do podloza. W przypadku gdy u! = 0, a wiec cialo pozostaje nieruchome
wzgledem podloza (co jest spowodowane tarciem), naprezenie styczne o, moze
rosna¢ az do osiagniecia wartosci granicznej p(0)S, gdzie u(0) odpowiada
wspolczynnikowi tarcia statycznego, a S jest naprezeniem normalnym. W
momencie, gdy warto$¢ graniczna zostanie przekroczona, cialo zaczyna sie po-
ruszaé, a wiec u.. # 0. Wowczas naprezenie styczne wywolane tarciem dyna-
micznym zaczyna dziata¢ w tym samym kierunku co przemieszczenie cho¢, jako
sita reakcji, ma przeciwny zwrot. Natomiast jego wartos¢ podyktowana jest
zaleznoscia ||, ||re = p(||u)||ge)S wynikajaca z warunku (37), w ktérym p jest
wspotczynnikiem tarcia dynamicznego zaleznym od predkosci ciata wzgledem
podloza. Charakter rozpatrywanego prawa kontaktowego zalezy wiec od do-
boru konkretnej funkeji p: Ry U {0} — R, U {0} w warunku (37). Aby sie o
tym przekonaé, poréwnajmy dwa modele.

e Monotoniczne prawo tarcia. Przyjmijmy p = «, gdzie a > 0 jest stala.
Oznacza to, ze tarcie kinetyczne jest rowne tarciu statycznemu. Wpro-
wadZzmy teraz funkcje j: R? — R okreslona wzorem j(€) = aS|€||pa
dla kazdego &€ € R?. Jest to funkcja wypukla a jej subrézniczka (por.
Definicja 17) 85: R? — 28 okreglona jest wzorem

. Bas(0) dla € =0
9j(€) =
e {{saS/HsHRd} dla € #0,

gdzie B,s(0) oznacza kule o srodku w punkcie 0 1 promieniu S. Warunek
(37) mozna wtedy zapisa¢ jako

—o, €09j(ul) nal¢e x(0,7). (38)

Poniewaz subrézniczka 0j jest monotonicznym odwzorowaniem wielo-
wartosciowym (por. Wniosek 18), warunek (38) jest monotonicznym pra-
wem tarcia.

e Niemonotoniczne prawo tarcia. Poprzedni przyklad opiera sie na zalozeniu,
ze wspolczynnik tarcia statycznego jest rowny wspétezynnikowi tarcia ki-
netycznego. W praktyce jednak tarcie kinetyczne jest nieco mniejsze od
tarcia statycznego. Istotnie, gdy cialo zaczyna sie poruszaé¢ pokonawszy
opér wynikajacy z tarcia statycznego, naprezenie styczne spada, a tar-
cie (kinetyczne) stabilizuje sie na poziomie nieco nizszym, niz jego gra-
niczna warto$¢ powstrzymujaca cialo przed poruszaniem sie. Dlatego tez
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bardziej realny model to taki, w ktérym funkcja p jest malejaca. Jako
przyklad rozwazmy funkcje p okreslona wzorem

p(s) =exp(—as)+b Vs >0, (39)

gdzie 0 < a < b. Wprowadzmy teraz funkcje j: R — R okreslona
wzorem

1€llga
i€ =5 [ uyds, veer: (40)

Wéwezas subrézniczka dcpj: R — 2B" w sensie Clarke’a funkcji j (por.
Definicja 20) okreslona jest nastepujaco

Bs(0) dla € =0

Peri(8) = {{55u<||e|er>/||s||Rd} dla €40

Warunek (37) mozna wtedy zapisa¢ w postaci
—0; € aClj(u/T) na I'c % (O,T) (41)

W tym przypadku subrézniczka (w sensie Clarke’a) funkcji j jest nie-
monotonicznym odwzorowaniem wielowartosciowym. W zwiazku z tym
prawo tarcia (38) ma charakter niemonotoniczny.

Oméwie teraz przyktad normalnego prawa kontaktowego wykorzystany w pracy
[A6]. Ma on postaé

u,(t) < g, ou(t) +£(t) <0
(w, (1) = g)(ou(t) +£(1)) =0 ma T'e x (0,T), (42)
§(t) € Ocuj(uy (1))

gdzie g > 0 jest stala. Pierwsza nieréwno$¢ w warunku (42) oznacza, ze
predkosé¢ w kierunku normalnym jest ograniczona przez wielkos¢ g. Waru-
nek taki okreslany jest w literaturze jako warunek wunilateralny (jednostronny).
Poza tym, gdy u,,(t) < g, wéwczas z réwnania w warunku (42) wynika, ze reak-
cja podloza —o, zalezy od predkosci w kierunku normalnym, co w literaturze
okresla sie jako warunek normalnej ttumionej odpowiedzi (ang. normal dum-
ped response condition), a zaleznosé ta wyrazona jest relacja wielowartosciowa
o,(t) +&(t) =0, £(t) € Doyg(ul,(t)), czyli —o, € Deyj(ul,(t)). Jezeli natomiast
u,(t) = g, to reakcja podloza opisana jest nieréwnoscia —o,(t) > £(t), gdzie
&(t) € Jcij(g), a wiec jest ona ograniczona tylko z jednej strony (warunek
unilateralny). Ogdlnie zalezno$é (42) okreslana jest jako warunek normalnej
ttumione) odpowiedzi z ograniczeniem jednostronnym. W literaturze warunek
ten jest uzywany do opisu zjawisk kontaktowych z lubrykantem (por. [11]).

Uzywajac Definicji 17, tatwo zauwazy¢, ze warunek (42) jest réwnowazny z

inkluzja

—0u(t) € O (1, (1)) + Ol(—cg(u, (1)) ma Lo x (0,T), (43)
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gdzie I(_g: R — R U {+00} jest funkcja wskaznikowa przedziatu (—oo, g]
okreslona jako

/ (s) = 0 dla s € (—o0, ¢ (44)
ol T foo dla s € (g, +o0].

Biorac pod uwage komentarz umieszczony przed Twierdzeniem 23 w Pod-
rozdziale 2.1.3 mozna sie spodziewac, ze sformutowanie wariacyjne problemu
kontaktowego opisanego inkluzja (38), przybierze forme nieréwnosci wariacyj-
nej. 7 kolei problem, w ktérym prawo tarcia ma postaé (41) prowadzi do
nieréwnosci hemiwariacyjnej. Wreszcie inkluzja (43), uwzgledniajaca w swoim
sformutowaniu wariacyjnym dwa rézne typy subrézniczek, wypukta i Clarke’a,
przyjmie posta¢ nieréwnosci wariacyjno-hemiwariacyjne;j.

4. Warunki poczatkowe. W problemach ewolucyjnych pierwszego rzedu (uwzgle-
dniajacych tylko pierwsza pochodna czasowa szukanej funkcji) przyjmujemy
jeden warunek poczatkowy

u(0) = uy w Q, (45)

gdzie ug: Q2 — R jest dana funkcja. W problemach dynamicznych (uw-
zgledniajacych réwniez druga pochodna czasowa) przyjmujemy dwa warunki
poczatkowe

u(0) = ug, u'(0) =u; wQ, (46)

gdzie ug, uq:  — R? sa danymi funkcjami, przemieszczeniem poczatkowym i
predkoscia poczatkowa.

Na koniec sformutuje przykladowy problem mechaniki kontaktowej badany przeze
mnie w pracach [Al] i [A7].

Problem P. Znalezé u: Q x [0,T] = R? io: Qx[0,T] — S spetniajace réwnanie
(28) z warunkami (31), (38), (34), (35), (37) oraz (46).

UwAGA 42 W wymienionych wyzej pracach [A1] i [A7] prawo tarcia opisane warun-
kiem (37) w Problemie P ma z zaloZenia charakter niemonotoniczny, tzn. funkcja
p wystepujaca we wzorze (37) moze byé niemonotoniczna, w szczegélnosci moze byé
opisana wzorem (39).

2.3.3 Sformulowanie wariacyjne problemu mechaniki kontaktowej

W tym podrozdziale pokaze, ze sformutowanie wariacyjne probleméw mechaniki kon-
taktowej opisanych w Podrozdziale 2.3.2 prowadzi do badanych przeze mnie inkluzji
ewolucyjnych typu Clarke’a, ktérej przyktadem jest Problem (P)g wprowadzony na
poczatku Podrozdziatu 2.2. W tym celu wprowadze przestrzenie niezbedne do uzy-
skania sformulowania wariacyjnego.

Zachowujac oznaczenia wprowadzone w Podrozdziale 2.3.2 rozwaza¢ bedziemy zbidr
W K, ktérego definicja zalezy od rodzaju warunku kontaktowego na czes¢ normalna
przemieszczenia. W zwiazku z tym rozpatrzmy dwa przypadki.
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1. Jezeli kontakt jest bilateralny, tzn. speliony jest warunek (35), wtedy defi-
niujemy
WK ={veH, |v,=0nal¢}. (47)

2. Jezeli kontakt nie jest bilateralny, przyjmujemy

WK = H. (48)

Wprowadzimy teraz przestrzen V, ktérej definicja zalezy od tego, czy cialo rozpa-
trywane w modelu jest przymocowane, czy swobodne.

1. Zakladamy, ze cialo jest przymocowane na fragmencie brzegu I'p, takim, ze
meas(I'p) > 0, gdzie meas oznacza brzegowa miare Lebesgue’a. Wowczas
definiujemy

V={veH |v=0nalp}nWK. (49)

Poniewaz meas (I'p) > 0, mozemy skorzystac z nastepujacej nieréwnosci Korna
([18], str. 79):
le()llq = Ckllvllm YveV, (50)

gdzie stala C zalezy tylko od Qi I'p. Na przestrzeni V', wprowadzamy iloczyn
skalarny okreslony jako

(u,v)y = (e(u),e(v))g Yu,velV,

oraz odpowiadajaca mu norme || - ||y, okreslona jako

[ollv = lle()lle VveV. (51)
Z nieréwnosci (50) i z definicji (51) wynika, ze normy || - ||lg, 1 ]| - [[v sa
réwnowazne na V' i (V)| - ||v) jest rzeczywista przestrzenia Hilberta.

2. Zaktadamy, ze cialo jest swobodne. Wtedy w modelu nie wystepuje brzeg I'p
(Tp = 0), gdyz cialo nie jest przymocowane i przyjmujemy

V=HNWK. (52)
Na przestrzeni V' przyjmujemy iloczyn skalarny i norme przestrzeni H;, a
zatem
(u,v)y = (u,v)y, = (u,v)g + (e(u),e(v))g Vu,veV,
oraz

[ulliy = (u,u)y VueV. (53)

W kazdym z powyzszych przypadkéw przestrzen V' jest domknieta podprze-
strzenia przestrzeni H;. Identyfikujac przestrzen H z przestrzenia do niej dualng
otrzymujemy trojke ewolucyjna V- C H C V* z wlozeniami gestymi, ciagtymi i
zwartymi. Niech U = L?(I'¢; RY). Wéwezas zachodzi nieréwnosé

[vlv < Collvlly Vo eV, (54)
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gdzie Cy > 0 jest stala. W sytuacji, gdy przestrzen V zdefiniowana jest wzorem
(49), nier6wnos¢ (54) wynika z twierdzenia Soboleva o Sladzie oraz z nieréwnosci
(50), a stata Cy zalezy od Q, I'p i I'c. W przypadku, gdy V jest okreslona wzorem
(52), nier6wnosé¢ (54) wynika z samego twierdzenia Soboleva o §ladzie, a stata Cj
zalezy tylko od Qi I'c. Z nieréwnosci (54) wynika, ze istnieje ciagly operator sladu
v: V. — U. Dla uproszczenia slad yv funkcji v € V oznacza¢ bedziemy nadal
symbolem v.

WNIOSEK 43 Trojka przestrzeni V., H + U wraz z operatorem 1 = 7 spetniajg wa-
runek H (1) z Podrozdziatu 2.2.

Dowdd. Niech Z = H'#(Q;R?), gdzie ¢ € (0, 1) jest ustalone. Zdefiniujmy opera-
tor wlozenia ¢1: V' — Z, operator sladu v,: Z — H%_E(FC;RC[), operator wlozenia
7 H2*(T¢;RY) — U oraz zlozenie 1y = mo~y: Z — U. Wtedy t1 jest zwarty,
1y € L(Z,U), oraz . = v = 15 0 11, a wiec warunek H(¢) jest spemiony. O

Podam teraz wzér Greena (por. [17], (2.7)) potrzebny do uzyskania sformutowania
wariacyjnego problemu mechaniki kontaktowej

(o, e(v))o + (Dive, v) = /0'1/ wdl VoeH, oeCl(Qs).  (55)
I

Aby wyjasni¢ zasade sprowadzania problemu mechaniki kontaktowej do postaci
stabej (wariacyjnej) weZzmy pod uwage Problem P sformulowany na koricu Pod-
rozdziatu 2.3.2. Wtedy przestrzeni V' definiujemy wzorem (49), w ktérym zbiér WK
okreslony jest wzorem (47). Nastepnie wprowadzamy operatory A, B: V x V — V*
zdefiniowane wzorami

(A, v)y. .y = (Cle(w)).e(®))g Vu, v eV, (56)
(Bu, o)y = (G(e(w),e(v))g Yu, v eV, (57)

oraz funkcje f: (0,7') — V* okreslona wzorem
(f(),v)yeyy = / fo(t) -vdx + fn(@)-vdll YoeV, pw.te(0,7). (58)
Q 'y

Stabym (wariacyjnym) sformutowaniem Problemu P nazywamy nastepujacy pro-
blem.

Problem Py. ZnaleZé w € V, takie, ze u' € W oraz €. € L*(0,T; L*(T¢; RY))
takie, ze

(pu"(t) + Au/(t) + Bu(t) = £(t), v)y.ry
= £.(t)v.dll YveV, pw. te(0,T),
NG}
— & €0cij(u))  paw.naTex(0,T),

u(0) =ug, u'(0)=1uy.
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Powyzsze sformutowanie wariacyjne otrzymujemy mnozac obustronnie réwnanie (28)
przez funkcje testowa v € V', calkujac po zbiorze €2, stosujac wzér Greena (55) (przy
zalozeniu, ze o jest odpowiednio regularne), réwnanie konstytutywne (31), warunki
brzegowe (33), (34), (35), (37), inkluzje (41) oraz uwzgledniajac warunki poczatkowe
(46).

Kazde rozwiazanie Problemu Py nazywamy stabym rozwiazaniem Problemu P.

Korzystajac z Definicji 20, Problem Py mozna zapisa¢ w nastepujacej, rGwnowaznej
formie.

Problem Py . ZnaleZé w € V, takie, ze u' € W oraz
(pu(t) + Au/(t) + Bu(t) — (1), )y
+/ F°(ul(t);v.)dl >0 YoveV, pw.te(0,T),
u(0) = uy, FZ'(O) = u;.

Problem Py; nazywamy brzegowa nieréwnosciag hemiwariacyjna.
Wprowadzmy teraz funkcjonat J: L?(I'¢; RY) — R okredlony wzorem

J(v):/F j(w)dl Yo e [ATe:RY,

gdzie j jest zdefiniowane wzorem (40) i sformutujmy pomocniczy problem.
Problem Pys. ZnaleZé w € V, takie, ze u' € W i
pu(t) + Au'(t) + Bu(t) + v:0cJ (v.u'(t)) 3 f(t) dla p.w. t € (0,T),
u(0) = ug, u'(0)=wuy,
gdzie v, jest operatorem $ladu zlozonym z operatorem brania czesci stycznej wektora,
a y; operatorem do niego sprzezonym.
Funkcja u € V jest rozwiazaniem Problemu Py wtedy i tylko wtedy, gdy w' € W i
istnieje n € L?(0,T; L?(T¢; RY)), takie, ze
pu(t)+ Au'(t) + Bu(t) + n(t) = f(t) dlap.w.te (0,7T),
n(t) € Y20 J (t, v-u'(t)) dla p.w. t € (0,7),
u(0) =ug, u'(0)=1uy.
Sformulowanie Problemu Py s w postaci nieréwnosci hemiwariacyjnej wyglada na-
stepujaco.
Problem Py;. ZnaleZé w € V, takie, ze u' € W oraz
(pu'(t) + Au/(t) + Bu(t) — (1), ).,y
+ (v (t);y0,) >0 Yo eV, pw. te(0,T),
u(0) = ug, u'(0)=u.
Zwiazek miedzy Problemami Py a Py polega na tym, ze kazde rozwiazanie Pro-
blemu Py, jest rozwigzaniem Problemu Py. Wynika to z Twierdzenia 3.47 (v)

w [17] 1 tlumaczy zasadnos¢ rozwazania Problemu Pys w kontekscie zagadnienia
kontaktowego mechaniki, jakim jest Problem P.

32



WNIOSEK 44 Dla p = 1 sformutowanie wariacyjne Pyo problemu mechaniki kon-
taktowej P odpowiada inkluzji ewolucyjnej (P')g wprowadzonej na poczatku Podroz-
dziatu 2.2, przy czym role operatora i pelni tu operator ;.

Nalezy jeszcze zwrocié uwage na roznice miedzy dwoma modelami: ciata przy-
mocowanego i ciala swobodnego, wynikajaca z roéznych definicji przestrzeni V i
normy || - ||y w obu przypadkach. Otéz czesto zaklada sie, ze jeden z operatoréw
wystepujacych w prawie konstytutywnym (najczesciej operator lepkosci) jest koer-
cytywny. Przyktadowy warunek gwarantujacy koercytywnos¢ wyglada nastepujaco

Cr): 7> aH‘rHéd VT es (59)

gdzie v > 0. Wtedy operator A zdefiniowany wzorem (56) spelia warunek
(Au,u)y. . = (Ce(u),e(u))o = / Ce(u) : e(u)dx
Q

> o [ el de = o [ ew): e(u)ds = ale(w) (60)

Zatem w modelu ciala przymocowanego, w ktérym przestrzen V' zdefiniowana jest
wzorem (49), a jej norma wzorem (51), z nieréwnosci (60) otrzymujemy warunek

(Au, w)y. > o fulfy. (61)

Natomiast w modelu ciala swobodnego, w ktérym w ktérym przestrzen V' zdefinio-
wana jest wzorem (52), a jej norma wzorem (53), z nieréwnosci (60) otrzymujemy
warunek

(Au, )y > allully — oz (62)

WNIOSEK 45 Zaldéimy, Ze operator C spelnia warunek (59). Wtedy w wariacyjnym
sformutowaniu modelu ciata przymocowanego operator A okreslony wzorem (56) jest
koercytywny w normie przestrzeni V- (spelnia warunek (61)). Jezeli natomiast ciato
jest swobodne, operator A nie jest koercytywny w normie przestrzeni' V', gdyz zamiast
warunku (61) spetnia stabszy od niego warunek (62). W zwiazku z tym analiza modelu
ciata swobodnego jest trudniejsza niz w przypadku ciata przymocowanego, gdyz opiera
sie ma stabszym zatozZeniu o operatorze A.

2.4 Metoda dyskretyzacji czasowej dla inkluzji ewolucyj-
nych

Omowie teraz schemat postepowania w rozwiazywaniu abstrakcyjnej inkluzji ewo-
lucyjnej typu Clarke’a metoda dyskretyzacji czasowej. W tym celu postuze sie po-
chodzacym z pracy [A1l] Problemem (P)g wprowadzonym w Podrozdziale 2.2. Moim
celem jest skrétowe opisanie poszczegdlnych etapéw procedury zmierzajacej do wy-
kazania istnienia rozwiazania tego problemu. Ogoélny schemat, ktory przedstawie
ponizej jest typowy dla wszystkich prac [A1]-[A6], choé¢ ze wzgledu na specyfike
badanych problemow, kazdy z jego etapow wyglada nieco inaczej w kazdej z oma-
wianych prac. Detale techniczne, z ktérych te réznice wynikaja omoéwie w czesci
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poswieconej szczegélowemu oméwieniu poszezegdlnych rezultatéw (Rozdzial 3).

Wszystkie oméwione ponizej etapy analizy oraz rezultaty dotyczace Problemu (P)g
wygladaja analogicznie w przypadku Problemu (P’) g zdefiniowanego w Podrozdziale
2.2 tuz po sformulowaniu Problemu (P)g. Tak wiec dla uproszczenia skupie sie
tylko na oméwieniu pierwszego przypadku, natomiast do Problemu (P’)g bede sie
odwotywat tylko w tych momentach, w ktérych réznice miedzy dwoma problemami
bedsa istotne.

Wykonujac podstawienie w = o/, formutujemy Problem (P)g w nastepujacej wersji
rownowaznej

(Znalezé (u,w,n) €V x W x U takie, ze

u'(t) = w(t) dlap.w.t € (0,7)
(P)y w'(t) + Aw(t) + Bu(t) + *n(t) = f(t) dlap.w. t € (0,7)
n(t) € OciJ (cu(t)) dla p.w. t € (0,7

(u(0) = uo, w(0) =uy.

2.4.1 Zalozenia
W badaniu Problemu (P)%, korzysta¢ bedziemy z nastepujacych zatozen.
H(A): Operator A: V — V* spelnia warunki

(i) A jest pseudomonotoniczny.

(i) [[Av]

ve <a+b|v|ly YveV, gdzea>0,b>0.
(i) (Av, V) = allol2 — BllolE —v Vo€V, gdzea>0, 8,y > 0.
H(B): Operator B: V' — V* jest liniowy, ograniczony, monotoniczny i symetryczny,

tzn. B € L(V,V*), (Bv,0)yyy = 0 Vv € V, (Bo,w)yuyyy = (Bw,v) .,y
Vo,weV.

H(J): Funkcja J: U — R spehia warunki

(i) J jest lokalnie lipszycowska.
(i) [n|

Hy: feV*,U0€V7U1€H.

H(t): Operator ¢ € L(V,U) jest zwarty, a odpowiadajacy mu operator Niemyc-
kiego ¢ : M?*%(0,T;V,V*) — U zdefiniowany jako (tv)(t) = c(v(t)) dla kazdego
v e M0, T;V,V*), pw. t € (0,T) jest réwniez zwarty.

v <c(1+||wl|v) Vn € dad(w), we U, gdzie ¢ > 0.

H,..: Przestrzenie V., H, U i operator ¢ speliaja warunek: dla kazdego ¢ > 0
istnieje C'(e) > 0 takie, ze

leully < ellully +C(e)llullz VueV.
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UWAGA 46 Pochodzace z pracy [A1] zalozenie H (1) powyzej odpowiada warunkowi
H(7) z Lematu 39.

UWAGA 47 Biorgc pod uwage Lemat 39 © Wniosek 41 widaé, zZe oba powyzisze za-
tozenia H(t) i Huyue pochodzace z pracy [A1] mozna zastapic¢ jednym zaloZeniem
okreslanym jako H (1) w Podrozdziale 2.2. Inaczej mowiac warunek H(t) z Podroz-
dziatu 2.2 jest warunkiem wystarczajgcym dla warunkow H (i) 1 Hyy wprowadzonych
powyzej.

2.4.2 Dyskretyzacja czasowa

Omoéwie teraz technike dyskretyzacji czasowej dla Problemu (P)g. Na poczatku
dzielimy przedziat [0, 7] za pomoca ciagu punktéw {tk}iv;‘o C [0,T] zdefiniowanych
nastepujaco:

ty = k1, gdzie 7, =T/N, dla k=0,...,N,. (63)
W powyzszych oznaczeniach n oznacza numer podziatu, zas N, i 7,, oznaczaja od-
powiednio liczbe krokow czasowych i dlugosé kroku czasowego w nm-tym podziale.
Mamy wiec N,, = oo oraz 7, — 0 przy n — oo. W dalszym ciagu dla uproszczenia
pomijamy indeks n i piszemy N, 7 zamiast N, 7,. Elementy ug i u; wystepujace w

warunkach poczatkowych przyblizamy ciagami {u?}, {ul} C V, takimi, ze u® — ug
wV,ul - u wHi||ully <C//T, gdzie C > 0.

Dla ustalonego 7 > 0 idla k =1,..., N formulujemy nastepujacy problem.

Problem (P,)g. ZnaleZ¢ ciag {wF}Y , C V taki, ze w® = ul oraz

1 _
—(wf —wi " v)g + (Awk vy, <Buf,v>v*xv

-
dla kazdegov e V i k=1,..., N, gdzie
’I]f_: < 801J(LU§), (65)
1 kT
g= [ rwa
T J(k=1)r

a ciqg {uF}_, jest okreslony wzorem

k
uk u?—kTZwi dla k=1,...,N. (66)

- =
i=1

*

Problem (P,)g otrzymujemy z Problemu (P)j zapisujac go tylko dla punktéw ¢,
k=1,...,N iuzywajac przyblizen
ulty) ~uy,  w'(ty) = t(uf —uf™h), ) =07,
(67)
w(ty) =~ wh,  w'(ty) = H(wf —wk™),  fty) = fF

T T — J7

dla k = 1,...,N. Problem (P,)g jest niejawnym schematem FEulera dla Problemu
(P)%-
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2.4.3 Istnienie rozwiazania problemu semidyskretnego (P;)g

Aby wykazaé, ze Problem (P,) ma rozwiazanie {w¥}&_ musimy sprawdzi¢, ze dla
ustalonego k = 1,..., N i dla wszyskich ustalonych wartodci w?,...,w*"!, istnieje
element w” spetiajacy réwnanie (64) z uwzglednieniem inkluzji (65) (wtedy zaczy-
najac od warunku poczatkowego jestesmy w stanie indukcyjnie skonstruowac caty
ciag {wk}Y ). Biorac pod uwage (65), réwnanie (64) jest rtéwnowazne nastepujacej
inkluzji.

f7 € Luy, (68)

gdzie operator L: V — 2" zdefiniowany jest wzorem

k-1
1 .

Lw := ~i*iw + Aw + 7Bw + 1*0c; J (L(u + 7 E wy + Tw))
T

=1

dla w € V. Aby wykazaé, ze inkluzja (68) ma rozwiazanie, korzystamy z Twierdze-
nia 11 (por. Wniosek 25). W tym celu pokazujemy, ze operator L jest ograniczony,
koercytywny i pseudomonotoniczny.

Dla uzyskania ograniczonosci, kluczowe sa warunki wzrostu H(A)(ii) i H(J)(ii) oraz
ograniczonos¢ operatora B.

Wykazanie koercytywnosci sprowadza sie do sprawdzenia, ze wyrazenie (Lw, w) ..,
mozna oszacowaé z dohu przez wielkos$é typu ci||wl||? + co||wl||3; £ c3, ze stalymi
c1,09,c3 > 0. Udaje sie to osiagna¢ dzieki warunkowi H(A)(iii), przy czym, ze
wzgledu na obecno$é ujemnego sktadnika —3||wl||3, w tym zalozeniu, koercytywnosé
mozna wykazaé¢ tylko przy odpowiednio matym 7, tak, aby wyrazenie % pochodzace
od sktadnika 1 (i*iw, w) ., = 2(w,w)y = L||w||} zrekompensowalo wielkos¢ —f3.
Nalezy w tym miejscu zaznaczy¢, ze w sytuacji, gdy zamiast Problemu (P)g badamy
Problem (P')g, w ktérym wyrazenie zwiazane z subrézniczka Clarke’ zalezy od po-
chodnej funkcji u, pojawia sie jeszcze jedna trudnos¢ zwigzana z koercytywnoscia.
Ostatni skladnik operatora L ma wtedy posta¢ t*0c;J(ww), czyli o*n, gdzie n €
OciJ (tw). Testujac ten skladnik przez w otrzymujemy (0, W)y iy = (0, (W) sy =
—lnllo-lewllo > —e(t + [lewllo) [aw]lo = —cluwlo = ellawl > —(c + &)l|lawlE + £,
gdzie € > 0, przy czym przedostatnia nieréwnos¢ wynika z zalozenia H(J)(ii), a
ostatnia z nierownosci Younga

1
b<ea?+ —b? 69
a_€a+4€, ()

dla kazdego a,b € R, ¢ > 0.

Pozostaje kwestia oszacowania z dotu sktadnika —c|[cw]||? (poniewaz & moze by¢
dowolnie mate, wyrazenie ||cw||# nie sprawia problemu w oszacowaniu). Mozna to
zrobi¢ na dwa sposoby. Pierwszy polega na skorzystaniu z ciaglosci operatora ¢, co
prowadzi do nieréwnosci —cllww||f; > —cl[t|Z .y lw][}. Ostatnie ujemne wyrazenie
moze by¢ zrekompensowane tylko sktadnikiem a|w||?, co wymaga zalozenia

a>clelzwv)- (70)
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Warunki analogiczne do (70) uzywane sa przez wielu autoréw we wezesniejszych
pracach dotyczacych inkluzji typu Clarke’a (por. np. warunki (Hy) i (H;) w
[15]). Istnieje jednak drugi sposéb na oszacowanie wielkosci —cl[tw||? bez zakladania
nieréwnosci (70). Opiera sie on na zalozeniu Hg,,, przy ktérym, korzystajac z
nieréwnosci (27) we Wniosku 41, otrzymujemy —c|[cw||3 > —ce||lw|)?, — cc(e)||w||%-
Poniewaz € > 0 moze by¢ dowolnie matle, pierwszy sktadnik po prawej stronie ostat-
niej nieréwnosci mozna zrekompensowaé przez «||wl|?, bez odwotywania sie do (70).
Natomiast drugi skladnik, niezaleznie od tego, jak duza jest wielkosé¢ ¢(e), mozna
zrekompensowaé przez %HwH%I przy odpowiednio maltym 7.

WNIOSEK 48 Wprowadzenie warunku H ., pozwala na poprawienie wczesniejszych
rezultatow poprzez rezygnacje z ograniczen analogicznych (70) na stale wystepujace w
zatozeniach. W szczegdlnosci zastosowanie go w pracy [A2] pozwolito na uogdlnienie
wynikéw pracy [15] polegajace na rezygnacji z zatozers (Hy) i (Hy) dla p = 2.

Pseudomonotoniczno$é operatora L uzasadniamy nastepujaco. Kazdy ze sktadnikow
%i*iw i 7Bw jest pseudomonotoniczny jako operator liniowy i monotoniczny (por.
[22], str. 596). Operator A jest pseudomonotoniczny z zalozenia H(A)(i). Wreszcie
ostatni sktadnik operatora L jest pseudomonotoniczny na mocy Twierdzen 16 i 24.
Zatem operator L jest pseudomonotoniczny jako suma operatoréw pseudomonoto-
nicznych (zob. Twierdzenie 15).

2.4.4 Oszacowania a-priori dla rozwiazania problemu semidyskretnego

Kolejnym krokiem w analizie Problemu (P)g jest uzyskanie oszacowan a-priori dla
ciagu {wk}H | bedacego rozwiazaniem Problemu (P,)g oraz dla ciagu {u*}_ okre-
slonego wzorem (66). Punktem wyjscia do uzyskania tych oszacowan jest réwnanie
powstate z (64) po wstawieniu v = w”*. Lewa strona tak otrzymanego réwnania jest
szacowana z dotu z wykorzystaniem warunku H (A)(iii), warunku wzrostu H (J)(ii)
oraz zalozenia H,,,. Prawa strona jest szacowana z gory za pomoca nierownosci
(FEE) o < R [y < elaok[2 + L 512 (por. (69)). Otrzymana w ten
sposéb nierownosé jest sumowana dla k =1, ..., N, co pozwala ostatecznie otrzymac
nastepujace oszacowania

max_|wr|x < C, (71)
k=1,..,.N
N
T by < C, (72)
k=1
k
max_lurllv < C, (73)

gdzie C' > 0 oznacza stala niezalezna od 7. W uzyskaniu oszacowan (71)-(73)
kluczowa role odgrywa nieréwnos¢ Gronwalla.

2.4.5 Problem przyblizony do Problemu (P)g

Niech {w®}¥_, C V bedzie rozwiazaniem Problemu (P, )g, za$ {nf}, C U* i
{ufI . C V beda okreslone odpowiednio wzorami (65) i (66). Przyjmijmy ozna-
czenie I, = ((k — V)7, k7], k = 1,..., N i wprowadzmy funkcje kawalkami stale
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Wy, Ur,: [0,T] — V, 5.: (0,T] — U*, f-: (0,T] — V* oraz kawalkami liniowe
wr, ur: [0,T] = V, okreslone wzorami

wr(t)=w® dlatel, k=1,...,N, 0. (0)=u!

u,(t) =u* dlatel, k=1,..,N, @.(0) =1’
y=nF dlatel, k=1,..,N,
y=fF dlatel, k=1,..N,

t
we(t) = wk + (= = k) (w* —w) dlatel,, k=1,...,N, w,(0)=ul,
T

t
W+ (C =Rk =) dlate Ty, k=1,.,N, u(0) = ul

T T

<
\]
—~
~
S—
I

Latwo zauwazy¢, ze funkcja w, jest pochodna dystrybucyjna funkcji u,, tzn. v (t) =
w,(t) dla p.w. t € (0,T). Z kolei pochodna dystrybucyjna funkeji w, okreslona jest

wzorem w (t) = “”:%W dlapw. t € (0,7), k =1,...,N. Wobec tego z réwnania
(64) 1 inkluzji (65) otrzymujemy.

/

(Wi (£),0) 1 + (AW (), 0) oy + (BUr (8), 0)ye oy + (7(1), 00) ey
= (fr(t), V), Vv eV, pw.te(0,T), (74)
ﬁr(t> S aClJ(LﬂT(t)) Vi e (Oa T) (75>
Nastepnie wprowadzamy operatory Niemyckiego A, B : V — V* okreslone wzorami
(Av)(t) = A(v(t)), (Bv)(t) = B(v(t)) dlav eV, t € (0,T)iz:V — U okreslony
wzorem (w)(t) = w(t) dlav € V, t € (0,T). Teraz problem (74)-(75) mozna zapisa¢
w nastepujacej rownowaznej formie
(Wi V)3 + (A7, V), + (Bl V) gy + (T W)y
= (frs V) pey Yovel, (76)
Tnlt) € e (7)) Yt € (0,7). (77)

Naszym celem jest przejécie do granicy w réwnaniu (76) i inkluzji (77) tak, aby w
efekcie otrzymac relacje wystepujace w definicji Problemu (P)%,. Weczesniej jednak
musimy znalez¢ funkcje u, w, i, ktore moglyby by¢ , kandydatami” na rozwiazanie
Problemu (P)%. Moga to by¢ stabe granice (przy 7 — 0) zdefiniowanych powyzej
funkcji kawatkami statych i kawatkami liniowych odpowiednio w przestrzeniach V i
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U*. Istnienie tych granic wynika z nastepujacych oszacowan a-priori.

o
-3

@7 || Lo 0,7) < C, (78)
Ju-lly < C, (79)
|- || oo 0,750 < C, (80)
lwrl[corm < C, (81)
[o- v < C, (82)
Jw-lly < C, (83)
| Aw, ||, < C, (84)
17|l < C, (85)
[w[ly- < C, (86)

(87)

(88)

|0r || ar2200,75v,v+) < C,
<C,

(0.9)
co

[@r || arz20. 70 04)

gdzie C' > 0 jest sta niezalezna od 7. Oszacowania (78)-(83) wynikaja bezposrednio
z wezesniejszych oszacowan (71)-(73). Oszacowania (84)-(85) otrzymujemy z wa-
runkéw wzrostu H(A)(ii) i H(J)(ii). Nieréwnosé¢ (86) jest konsekwencja zastoso-
wania poprzednich oszacowann w réwnaniu (76). Wreszcie, biorac pod uwage (82),
wida¢, ze do uzyskania (87) wystarczy wykazanie, ze seminorma || || pyvae(o,r;v+) jest
ograniczona przez stala niezalezna od 7. Kluczowym jest przy tym sprawdzenie, ze
seminorma ta szacuje sie z gory przez wyrazenie zalezne tylko od ||w!|[y+, co wo-
bec (86) pozwala nam oszacowaé ||w| gvarv+) 1 W konsekwencji otrzymac (87).
Analogiczna argumentacja prowadzi do oszacowania (88).

2.4.6 Przejscie graniczne

Dysponujac powyzszymi oszacowaniami i biorac pod uwage refleksywnosé prze-
strzeni )V i U otrzymujemy nastepujace zbieznosci.

i, —u  stabo* w L™(0,T:V), (89)
Uy —> U stabo w V, (90)
w; »w  stabow V i stabo* w L*(0,T; H), (91)
Wy, — w stabo w V i stabo* w L*>(0,T; H), (92)
w! —w  stabow V¥, (93)
N —n stabo w U*. (94)

Ze zbieznosci (90) i (91) oraz z faktu, ze u, = w, wynika, ze
u = w. (95)

Zajmiemy sie teraz przejsciem do granicy w réwnaniu (76) analizujac wszystkie jego
sktadniki osobno. Po pierwsze dla v € V, otrzymujemy, korzystajac z (93)

(w;a U>H = <w§—= U)V*xv - <w,7 U)V*XV - (w/7v)7'l' (96)
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Z zalozenia H(B) wynika, ze operator B: V — V* jest liniowy i ciagly, wiec jest
réwniez stabo ciagly (ciagly w topologii (w-V)x (w-V*)). Wobec tego z (89) otrzy-
mujemy Bu, — Bu stabo w V*, czyli

(Bliy, V)i = (B, )y, - (97)
Ze stabej zbieznosci (94) otrzymujemy
<7_]T7 Z,U>Z,{* xU — <777 ZU>Z,{* XU - (98)
Wiadomo réwniez (por. [20], Remark 8.15), ze f, — f silnie w V*, wiec tym bardziej
<fT7/U>V*><V - <f7 U>V*><V‘ (99)
Pozostaje wiec wykazaé, ze
(AWr, V) ey = (AW, V) ey - (100)
W tym celu wyprowadzamy oszacowanie

lim sup (AwW,, Wy — W)yuyy, <0,
7—0

oraz korzystamy z (91), (87) i Wniosku 37. Uzywajac (96)-(100), mozemy przej$¢
do granicy w (76) i otrzymaé

(wla U)'H + <Awav>v*><v + <BU, U>V*><V + (777 ZU)L[*xL{ = <f7v>v*><v \V/’U € V (101>

Podstawmy teraz v = zp w (101), gdzie z € V i ¢ € C§°(0,T). Otrzymujemy
wowczas

/0 (W (), 2y ()t = / (w/(8), 2) o (t)dt (102)

= /0 <Aw(t) -+ Bu(t) + L*n(t) — f(t), Z>V*><V 90(75) dt,

czyli w'(t) = Aw(t) + Bu(t) + v n(t) — f(t) p.w. t € (0,7). Biorac dodatkowo
pod uwage (95) widzimy, ze tréjka (u,w,n) spelnia dwa pierwsze réwnania w Pro-
blemie (P)%. Nastepnie, biorac pod uwage zalozenie H (1), Uwage 46, ogranicze-
nie a-priori (88) oraz stabe zbieznosci (89) i (94), mozemy skorzysta¢ z Wniosku
40 i wykonaé przejscie graniczne w inkluzji (77) otrzymujac w rezultacie inkluzje
n(t) € OcyJ(wu(t)) dla p.w. t € (0,T). Aby wykazaé, ze funkcja u jest rozwiazaniem
Problemu (P)}, wystarczy jeszcze sprawdzié, ze spelnia ona warunki poczatkowe. W
tym miejscu kluczowa role odgrywa nastepujacy lemat (por. [17], Proposition 2.46
(v) i Proposition 2.54 (ii)).

LEMAT 49 Nastepujace wtozenia sq ciggte
1. {fveV eV} cCcC,1;V),
2. WcCC(0,T;H),
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gdzie, przypomnijmy, W = {v € V|v' € V*}.

Punkt (a) Lematu 49 oznacza, ze ze zbieznosci v, — v w Vi v, = v w V wynika
zbieznos¢ v, — v w C(0,7;V). Ta ostatnia z kolei implikuje zbieznosé v, (t) —
v(t) w V dla kazdego t € [0,7]. Podobnie punkt (b) Lematu 49 oznacza, ze ze
zbieznosci v, = v w Vi v, = ¢ w V* wynika zbieznosé¢ v, — v w C(0,T; H), a ta
ostatnia implikuje zbieznosé v, (t) — v(t) w H dla kazdego t € [0,T]. Wobec tego
ze zbieznosci (90) i (91) wynika w szczegdlnosci, ze

u? = u (0) = u(0) wV.

Podobnie ze zbieznosci (92) i (93) otrzymujemy

ut = w,(0) = w(0) w H.

T

Poréwnujac ostatnie dwie zbieznosci z zalozeniami u? — wg w V oraz ul — u; w
H oraz biorac pod uwage jednoznaczno$¢ stabej granicy otrzymujemy u(0) = wuq i
w'(0) = w(0) = wuy, co pokazuje, ze funkcje u i w spehiaja warunki poczatkowe

zadane w Problemie (P)%,.

2.5 Metoda dyskretyzacji przestrzennej i czasowo-przestrzen-
nej dla inkluzji ewolucyjnych

Metoda dyskretyzacji czasowej oméwiona w poprzednim podrozdziale pozwala na
przyblizanie rozwiazania u inkluzji ewolucyjnej za pomoca ciagu rozwiazan przy-
blizonych u.,, o ktérym wiemy, ze przynajmniej dla podciagu zachodzi staba zbieznos¢
u; = u w V. Za pomoca tej metody w kazdej z prac [A1]-[A6] udowodnione zo-
stato istnienie rozwiazania u ewolucyjnej inkluzji typu Clarke’a wlasnie jako stabej
granicy podciagu rozwiazan przyblizonych u,. Nie ma w nich natomiast rezultatow
dotyczacych bledu przyblizenia u, ~ wu. 7 kolei w pracach [A7]-[A10] przedsta-
wione zostato nieco odmienne podejscie. Po pierwsze, wykorzystane zostaly inne
metody dyskretyzacji, mianowicie dyskretyzacja przestrzenna oraz pemma dyskre-
tyzacja czasowo-przestrzenna. Po drugie, prezentowane w tych pracach rezultaty
koncentruja sie wlasnie na oszacowaniach btedu przyblizenia rozwiazania problemu
doktadnego przez rozwiazania obu schematéw przyblizonych. Samo istnienie tych
rozwiazan jest natomiast uzasadniane w oparciu o znane juz rezultaty lub tez pozo-
staje problemem otwartym.

2.5.1 Podstawowe techniki zwigzane z oszacowaniem bledu

Aby zilustrowaé sposob postepowania prowadzacego do oszacowania btedu w pracach
[A7]-[A10], rozwazmy na poczatek nastepujacy prosty problem.

Problem (P). ZnaleZé uw € V, takie, Ze
Au = b, (103)

gdzie b € V*. Przyjmujemy przy tym nastepujace zalozenia.
H(A): Operator A: V — V* spelnia warunki
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(i) A jest lipszycowski, tzn. [[Au—Av|y+ < M||lu—v|y Yu,v €V, gdzie M > 0.

(ii) A jest silnie monotoniczny, tzn. (Au — Av,u — v)y. . > allu — 0|3, Vu,v €
V, gdzie a > 0.

Rozwazmy teraz problem przyblizony.
Problem (P"). Znalezé u € V", takie, ze

<Auh,vh>v*xv = <b, Uh>V*><V Vol e v, (104)

gdzie V" jest pewna skoniczenie wymiarowa podprzestrzenia przestrzeni V, a h > 0
jest parametrem. Przyjmijmy teraz nastepujace zalozenie a-priori.

H,, : Kazdy z Probleméw (P) i (P") ma rozwiazanie.

Interesowaé¢ nas bedzie oszacowanie bledu przyblizenia u ~ wu;, wyrazonego przez
norme ||u —u"||y.. Aby je uzyska¢ skorzystajmy najpierw z warunku H(A)(ii). Wy-
nika z niego, ze

allu —u|? < <Au—Auh,u—uh>V*XV. (105)

Zauwazmy teraz, ze z (103) i (104) dla dowolnego v" € V" mamy <Au,vh>v*xv =

<b’ vh>V*><V oraz <Auh’vh>v*><v - <b’ vh>V*><V’ Czyh
(Au—Aul ") . =0 Vo"eV" (106)
Stosujac (106) do prawej strony réwnania (105) otrzymujemy dla dowolnego v" € V"
<Au—Auh,u—uh>V*Xv = <Au—Auh,u—vh>V*Xv. (107)

Aby uzyskaé (107), zastapilismy wyrazenie (Au — Au”,u") . = wyrazeniem

<Au — Auh, Uh>V*xV' Oba te wyrazenia sa sobie rowne, gdyz sa réwne 0 na mocy
(106). Poréwnujac teraz (105) z (107) oraz korzystajac z zatozenia H(A)(i) otrzy-
mujemy

aflu—u} < (Au— Aut u—o") . < Mllu—ut ||y flu— 0"y, (108)
a stad juz wynika oszacowanie
M

=l < —llu—v"ly. (109)

Poniewaz v" € V" jest dowolne ostatecznie uzyskujemy

M

h . h
U—1u < — inf |ju—20"|y. 110
Ju—elly < 2 it = oy (110)

UWAGA 50 Oszacowanie (110) stanowi teze lematu Cea (por. [5], Twierdzenie 2.4.1),
a rozumowanie przedstawione powyzej jest analogiczne do jego dowodu. Roznica po-
lega na tym, ze w lemacie Cea, V jest przestrzeniq Hilberta a zamiast operatora
AV — V* rozpatruge sie forme dwuliniowq a(-,-): V x V. — R oraz przyjmuje
sie zatoZenia gwarantujace istnienie rozwiqzania Problemdéw (P) i (P"). W naszym
przypadku przyjmujemy z gory zatoZenie Hgy,.
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WNIOSEK 51 Nierdwnosé (110) pokazuje, ze oszacowanie interesujacego nas bledu
zalezy od tego jak dobrze potrafimy aproksymowac element u przestrzeni V' elemen-
tami przestrzeni V. W Podrozdziale 2.5.3 opisze blizej sytuacje, gdy V jest podprze-
strzeniq przestrzeni Sobolewa H'(Q;R?), Q C RY, natomiast V" jest przestrzeniq
funkcji zdefiniowanych w oparciu o metode elementow skonczonych. Wtedy prawaq
strone nieréwnosci (110) mozna wyrazié jako O(hP), gdzie h jest parametrem ma-
lejacym wraz z gestoSciq triangulacyi zbioru 2, a B jest tym wieksze im bardziej
reqularna jest funkcja u.

2.5.2 Oszacowanie bledu dla stacjonarnej inkluzji typu Clarke’a

W tym podrozdziale zwroce uwage na problemy pojawiajace si¢ przy oszacowaniu
bledu dla inkluzji typu Clarke’a. W tym celu przeanalizuje schemat postepowania
dla inkluzji stacjonarnej podsumowujac go wnioskiem, ktéry pozostaje aktualny
rowniez dla inkluzji ewolucyjnych.

Rozwazmy problem analogiczny do Problemu (P)g omawianego w Podrozdziale 2.1.

Problem (Q). ZnaleZé uw € V, takie, Ze
Au+ 0 Ocpp(Lu) > f. (111)
Inkluzja (111) oznacza, ze istnieje £ € doyp(Lu), takie, ze
Au+ ¢ = f. (112)

Sprobujmy teraz powtdérzy¢ rozumowanie przedstawione w Podrozdziale 2.5.1 dla
Problemu (Q). Rozwazmy wiec problem przyblizony.

Problem (Q"). Znalezé u" € V", takie, ze istnieje £" € Ocyp(tu™) oraz
<Auh,vh>v*xv + (¢, Lvh>U*XU =(f, Uh>V*><V Vol e VI, (113)

gdzie V" jest skoriczenie wymiarowa podprzestrzenia przestrzeni V. Niech operator
A spelnia zatozenia H(A) wprowadzone w Podrozdziale 2.5.1. Zalézmy réwniez, ze

H(p): funkcja ¢: U — R jest lokalnie lipszycowska oraz spelnia warunki

UMY

(i) (& — &, w1 — Wa)pyury > —d|lwr — wolll Yw; € U, & € dap(w;), @ = 1,2,
gdzie d > 0.

v < c(l+JJwlly) YweU, &€ dap(w), gdzie ¢ > 0.

Warunki H(¢)(i) i H(¢)(ii) nazywamy odpowiednio warunkiem wzrostu i warunkiem
zrelaksowanej monotonicznosci.

Ponadto przyjmijmy nastepujace zalozenie a-priori.

H,, : Kazdy z Probleméw (Q) i (Q)" ma rozwiazanie odpowiednio v i u”. Ponadto,
istnieje stala C' > 0 niezalezna od h, taka, ze ||ully < C'i ||u”||y < C Vh > 0.

Interesowaé¢ nas bedzie uzyskanie nieréwnosci analogicznej do (105). Jednak w na-
szym przypadku musi ona zawieraé elementy € i £" wystepujace w réwnaniach (112)
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i (113) tak, aby mozliwe bylo p6Zniej rozumowanie odpowiadajace wyprowadzeniu
(107) z (106). Nieréwnos¢, ktéra jest nam potrzebna ma postaé

(a —d||e|*)lu — u"|[} < (Au— Aut u— uh>V*><V + (&= & — ) (114)

U*xU

i wynika z H(A)(ii) oraz z H(y)(ii). Mozemy teraz, skorzystaé¢ z faktu, ze dla
kazdego v € Vh

<Au—Auh,vh>V*XV—|—<§—£h,wh>U*XU =0. (115)

Réwnanie (115) otrzymujemy testujac réwnosé (112) elementem v" i odejmujac od
niej stronami (113). Dzieki temu prawa strone nieréwnosci (114) mozemy zapisaé
nastepujaco

<Au - Auh,u—uh>v*xv <f —fh L — Luh>U*XU

:<Au—Auh,u—vh>V*XV (& — " — w >U*XU. (116)

Aby otrzymaé (116) zastapiliémy wyrazenie <Au — Auh, uh>v*xv+<£ — & Luh>U*XU

wyrazeniem <Au — Aul, Uh>V*><V+<€ — &, Lvh>U*XU. Oba wyrazenia sa sobie réwne,
gdyz sa réwne 0 na mocy (115). Poréwnujac (114) i (116) otrzymujemy

(a —d|[e)*) v —u"[)} < (Au— Au” u—vh>v*xv+<§ ¢h, Lu—wh>U*XU (117)

Pierwszy sktadnik prawej strony mozna oszacowaé tak samo, jak w (108), natomiast
w przypadku drugiego sktadnika mozemy zastosowaé oszacowanie

(€= -y, ;<€ o llew —w|lv < (€]

< e+ leully + lew o)l — wo™flo < e+ Nell(lullv + lla"[[v)) e = "y

o — ||y

o+ (1€ |o+)

U*

<2(c+ O ew — || = Cllew — ||y (118)

Nier6wnos¢ (118) wynika z zatozenn H(yp)(i) oraz H,,. Stosujac druga z nieréwnosci
(108) oraz nier6wnosé¢ (118) w (117), otrzymujemy

(a = dlfe]®)Ju = u" [} < Mlu—u"llv[lu—v"{ly + Cllaw — 0" (119)

Aby z nieréwnosci (119) uzyskaé oszacowanie bledu analogiczne do (110) musimy
zaczal od zalozenia

a > d[d]]?. (120)

Zauwazmy tez, ze w przeciwienistwie do (108), nieréwnosci (119) nie mozemy skrécié
przez ||u — u"||y. Zamiast tego mozemy skorzystaé¢ z nieréwnosci (69) i otrzymaé

M
Mlju—=u*llvllu = v*lv < ellu —u" [} + = llu =" (121)
Przyjmujac w (121) € < a — d|[¢]|? otrzymujemy z (119)

lu = w5 < O(llu = v*[[) + O(|luw — w0"||r), (122)
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lub réwnowaznie

lu = uly < O(lu = v*[lv) + OV [lu — wo][). (123)

Widzimy, Ze obecno$¢ pochodzacego od subrézniczki Clarke’a sktadnika ||cu — "]
sprawia, ze oszacowanie btedu w (123) moze okazaé sie istotnie stabsze od oszaco-
wania (109). Bedzie tak na przyklad w sytuacji, gdy (por. Wniosek 51)

inf ||u— vh||v = O(hﬁ)7

inf
vhevh vhevh

|ew — ||y = O(RY) (124)

oraz vy < 20.

Powyzsze rozwazania podsumujmy nastepujacym wnioskiem.

WNIOSEK 52 Oszacowaniu bledu dla inkluzji typu (111) towarzysza nastepujace
ograniczenia wynikajace z obecnosci subrozniczki funkcjyi .

(i) Konieczne jest uzyskanie oszacowan a-priori dla rozwiazar problemu doktadnego
1 przyblizonego przez statq niezaleznag od parametru dyskretyzacyi.

(11) Subrézniczka Ocyp funkcji @ musi spetniaé warunek wzrostu i warunek zrelak-
sowanej] monotonicznosci.

(111) Stale wystepujace w warunku silnej monotoniczno$ci operatora A i w warunku
zrelaksowanej monotonicznosci subrozniczki funkcji ¢ musza spetniaé pewnq
nierdwno$é (por. (120)).

(iv) Aby obecnosé subrézniczki nie ,,popsuta” rzedu oszacowania, przestrzenie V,
V" i U muszq byé tak dobrane, by aproksymacja elementu tu € U elementami
wh, vy € VP byla co nagmniej kwadratowo lepsza, niz aproksymacja elementu
u €V elementami przestrzeni v € V. Innymi stowy musi byé v > 23, gdzie
v i B sa wykladnikami we wzorach (124).

UWwAcGA 53 Schemat postepowania prowadzqcy do oszacowania bledu dla inkluzji
ewolucyjnej, mimo iz jest znacznie bardziej skomplikowany od schematu dla pro-
blemu stacjonarnego, opiera sie na podobnym rozumowaniu jok ten opisany powyzej.
W szczegolnosci uwagi sformutowane we Wniosku 52 pozostajq aktualne w przypadku
ewolucynym.

2.5.3 Oszacowanie bledu dla ewolucyjnej inkluzji typu Clarke’a

W tym podrozdziale zaprezentuje dwa podejscia do problemu przyblizania rozwiazan
ewolucyjnej inkluzji typu Clarke’a. Pierwsze z nich to tzw. metoda Faedo-Galerkina,
polegajaca na przyblizaniu funkcji w: [0,7] — V bedacej rozwiazaniem inkluzji
wyjéciowej funkcjami u”: [0,7] — V", bedacymi rozwiazaniami tzw. schematu
semidyskretnego odpowiadajacego danej inkluzji. Nazwa ,,semidyskretny” uzasad-
niona jest sposobem dyskretyzacji polegajacym na tym, ze tylko przestrzen V zo-
staje zdyskretyzowana (zastapiona przestrzenia V"), natomiast zmienna czasowa
pozostaje ciaglta. Drugi sposob opiera sie na tzw. schemacie w pelni dyskretnym, w
ktérym oprécz przestrzeni V' zdyskretyzowany jest réwniez przedziat czasowy [0, T7.
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W tym przypadku funkcja u przyblizana jest ciagiem {u"*}_, C V" bedacym
rozwiazaniem problemu w pehi dyskretnego odpowiadajacego oryginalnej inkluzji
ewolucyjnej. W powyzszym oznaczeniu N jest liczba krokéw czasowych, na ktére
podzielony jest przedziat [0, T7.

Aby zilustrowaé obie metody dyskretyzacji, rozwazmy jako przykitad Problem Py
wprowadzony w Podrozdziale 2.3.3. Przypomnijmy, ze w problemie tym przestrzen
V' definiowana jest wzorem

V={veH |v=0nalp, v, =0nal'c}.

Niech V" bedzie skoticzenie wymiarowa podprzestrzenia przestrzeni V' i niech ul,
u? € V" beda przyblizeniami ug i u,, speliajacymi warunki

" =0, (uf—u,v")g=0 Vo"eV" (125)

<u0 — Uo, vh>V*><V

Schematem semidyskretnym dla Problemu Py nazywamy nastepujacy problem.

Problem P!. Znaleié u" € L*(0,T;V"), &" € L*(0,T; L*(T¢;RY) takie, ze
al a e L2(0,T; V") oraz

(pa"(1) + Alt, & (1)) + Bul(t) — F(1).0"),,. .,

= [ &Mt)-vtdD Vot e V' pw.t € (0,T),
e

— &M(t) € Dy (il (1)) pw. na e x (0,7T),
u(0) =ul, w"(0) = ul.

Do oznaczenia pierwszej i drugiej pochodnej czasowej funkcji u” w Problemie P
uzywamy symboli @ i 4", gdyz oznaczenia u” i u”" bylyby mniej czytelne. Aby
zachowac¢ zgodno$é¢ oznaczen, w tym podrozdziale uzywaé¢ bedziemy tej samej kon-
wencji réwniez dla innych funkcji zaleznych od czasu.

Wprowadzmy teraz oznaczenia pozwalajace na sformulowanie schematu w pelni
dyskretnego dla Problemu Py. Oprocz dyskretyzacji przestrzennej polegajacej na
wprowadzeniu przestrzeni V", potrzebna nam bedzie dyskretyzacja czasowa. Niech
N € N iniech k = T/N bedzie dlugoscia kroku czasowego. Rozwazmy podzial
odcinka [0, T] za pomoca réwnooddalonych punktéw 0 = to < t; < ... < ty = T,
gdzie t, = nk dla n = 0,..., N. Dla dowolnej funkcji ciagtej g okreslonej na prze-
dziale [0,T] oznaczmy g, = g(t,) dla n = 0,..., N. Dla dowolnego ciagu {z,}_,
oznaczmy 0z, = (2, — z,—1)/k dlan = 1,..., N. Schematem w pehi dyskretnym

dla Problemu Py nazywamy nastepujacy problem.
Problem P}'. Znalezé {w!*}N_ c V' i {g"IN_ c L*(To; RY), takie, ze

n Jn=0 n Jn=0

<p 5’wzk + A(tm wﬁk) + Buﬁk I ’Uh>V*><V

:/ bk phdD Vo eV
Te

— &M € Oy (wh*) p.w. nalg, n=0,...,N,
hk h
wy = Uy,
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gdzie ciqg {uM*}N_ C V" zdefiniowany jest wzorem
ulh = uf + ) kwl. (126)
j=1
Aby sformutowanie Problemu P byto poprawne, przyjmujemy zalozenia
A(,v) € C(0, T;V*) YoeV, feC(0,T;V").

Wtedy wartosci A(t,, w'*) i f, maja sens.

Niech u, u" i {w"}_, beda rozwiazaniami odpowiednio Probleméw Py, P i PE!
oraz niech ciag {u*}_, bedzie zdefiniowany wzorem (126). Bledami schematéw
semidyskretnego i w pelni dyskretnego bedziemy nazywali odpowiednio wyrazenia

el = |u — uhHC(O,T;V) + ||l — ":’/hHC(O,T;H) + [ — uth (127)
e = max ([l — v + [ — w0} 1} (128)

h

7 Lematu 49 wynika, ze wyrazenia e” i e"* sa dobrze zdefiniowane.

W Rozdziale 3 oméwie wyniki prac [A7]-[A10], poswiecone oszacowaniu bledéw
analogicznych do e” i e". Procedura prowadzaca do tych rezultatéw skiada sie
z dwoch etapow. Pierwszy z nich polega na wyprowadzeniu nieréwnosci analogicz-
nych do (122), w ktérych btad schematu oszacowany jest przez réznice u—v" miedzy
rozwiazaniem Problemu Py, a dowolnym elementem v" € L?(0,T;V") w pewnej
normie zwiazanej z przestrzenia V oraz réznice tu — 1v" w pewnej normie zwiazanej
z przestrzenia U := L?(I'g;RY). (W Problemie Py role operatora ¢ petni operator
dladu v: V — L*(T'¢; R?) zlozony z operatorem brania czesci stycznej wektora na
brzegu I'c). Drugi etap polega na oszacowaniu réznic u — v" oraz tu — 1v" przez
wielko$ci zalezne od parametru h, przy czym jakos¢ tego oszacowania jest tym lepsza,
im lepiej potrafimy przybliza¢ element u elementami v" € V" w przestrzeni V oraz
element (u = u, elementami (v = v, w przestrzeni L?*(I'c; R?). Efektywnosé tych
przyblizen zalezy oczywiscie od dwoch rzeczy, mianowicie od tego, jak zdefiniowana
jest przestrzen V" oraz jakie wlasnoéci ma element u. Rozwazmy zatem konkretna
sytuacje w ktérej V" jest przestrzenia funkcji zdefiniowanych w oparciu o metode ele-
mentéw skoniczonych. Zalézmy, ze Q jest wielokatem w R? albo wielo$cianem w R3.
Wtedy kazdy z fragmentéw brzegu I'p, I'y, I'c jest suma odcinkéw (w przypadku
gdy Q C R?) lub wielokatéw (gdy ©Q C R3), o wzajemnie roztacznych wnetrzach, tj.

Nj

I;=|J. Jje{D.N,C}
=1

Niech {7"} bedzie regularna rodzina triangulacji zbioru Q o $rednicy h (por. [5],
Rozdziat 3, § 3.1), ktéra dzieli Q na trdjkaty/czworosciany zgodnie z podzialem
brzegu 0N na fragmenty I';;, 1 < i < N;, j € {D,N,C}, w tym sensie, ze jezeli
krawedz tréjkata/sSciana czworokata nalezacego do T" ma z ktéryms ze zbioréw L
przeciecie o dodatniej mierze brzegowej, to cala krawedz/sciana zawiera sie w I'; ;.
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Dla elementu 7' € 7" niech P;(T) oznacza przestrzeri wielomianéw stopnia 1 na
T. Wtedy V" definiujemy jako przestrzen funkcji ciaglych, kawatkami afinicznych
na elementach 7' € T", czyli

Vi ={v"c C(GRY | v"r € [P(T))? VT €T} NV, (129)

Niech v" = IT"u, gdzie II": V' — V" jest operatorem interpolacji w metodzie
elementéw skoriczonych (zob. [5], (2.3.29)). Wtedy v" = (II"u), jest ciagtym,
kawatkami liniowym interpolantem elementu w, na I'c oraz zachodzi nastepujace
twierdzenie wynikajace ze standardowych oszacowan btedu dla interpolacji w meto-
dzie elementéw skoniczonych ([1, 4, 5]).

TWIERDZENIE 54 Jezeli u € H*(Q;RY) i u, € H?*(T'c; RY), to

Ju — vy < chllul 2 oma),

Jur — U?HLQ(Fc;Rd) < ChQHUTHH2(FC;Rd)'
WNIOSEK 55 7 Tuwierdzenia 54 wynika, Ze rzad przyblizenia w, przez v* w nor-
mie L*(Tc;R?) jest , kwadratowo” lepszy od rzedu przyblizenia w przez v w normie

V. Dzieki temu obecno$é subrdzniczki w problemie nie wpltywa negatywnie na rzaqd
oszacowania (por. Wniosek 52 (iv)).

3 Szczegbélowe omoéwienie osiagnietych rezultatow

W tym rozdziale oméwie osobno wyniki uzyskane w poszczegdlnych pracach wcho-
dzacych w skiad prezentowanego cyklu. Oznaczenia wprowadzone w poprzednich
rozdziatach pozostaja aktualne, chyba ze zostana zmienione w opisie poszczegdlnych
artykutow w celu zachowanie zgodno$ci z oznaczeniami oryginalnymi.

3.1 [Al] Numerical methods for evolution hemivariational
inequalities

W pracy tej rozwazane sa réwnolegle dwa problemy oznaczone symbolami (P1) i
(P?). Pierwszy z nich jest tozsamy z Problem (P)g a drugi z Problemem (P')g
wprowadzonymi w Podrozdziale 2.2. Réznica miedzy Problemami (P') i (P?) po-
lega na tym, ze w pierwszym z nich skladnikiem wielowartosciowym jest wyrazenie
t*Oc1J (tu(t)) (subrézniczka zalezy od szukanej funkeji u), natomiast w drugim wyste-
puje wyrazenie t*0cyJ (1 (t)) (subrézniczka zalezy od pochodnej szukanej funkeji ).
W analizie obu probleméw przyjete sa zatozenia H(A), H(B), H(J), Hy, H(¢) i Hauz
wprowadzone w Podrozdziale 2.4.1. Przy powyzszych zalozeniach wykazane zostato
istnienie rozwiazania obu probleméw ([Al], Twierdzenie 5.19). Dowéd przeprowa-
dzony zostal metoda dyskretyzacji czasowej opisana szczegoétowo w Podrozdziale 2.4.
Oproécz tego przy odpowiednio wzmocnionych zalozeniach wykazana zostala silna
zbieznos$é ciagu rozwiazan przyblizonych u, do rozwiazania doktadnego u Problemu
(P?), i = 1,2 w przestrzeni C(0,T;V) ([A1], Twierdzenie 5.22). Ponadto, dla Pro-
blemu (P?) wykazana zostata jednoznaczno$é¢ rozwiazania ([A1], Twierdzenie 5.21).
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Aby sformutowaé powyzsze rezultaty, wprowadzmy nastepujace zalozenia.

H(A); : Spelione sa zalozenia H(A) oraz zachodzi warunek
_ _ _ 2 _ _ 2
Y X —
(Avp = Avy, 01 = va)yyy 2 muljur — walli; — meflvr — vl
Yo, v € V, gdzie my > 0, mg > 0.

H(A)s : Spehione sa zalozenia H(A) i dodatkowo operator Niemyckiego
A:V — V* jest typu (Sy) wzgledem przestrzeni M%2(0,T;V,V*),
tzn. jezeli v, — v w V, limsup,,_,o, (A, Un — V)., < 0 oraz v,
jest ograniczony w M?%(0,T;V,V*), to v, = v w V.

H(J); : Spelnione sa zalozenia H(J) i dodatkowo (9 — 12,21 — 22) sy =
—mga||z1 — 2|} V21,20 €U, n; € 0ciJ(2:), 1 = 1,2, gdzie my > 0.

Heonst © Spemiony jest warunek H,,, lub warunek m; > msl[¢||*.

UWACA 56 Stosujac Twierdzenie 33 dla trojki przestrzens V-C H C V* oraz dla

p = q = 2, latwo zauwazyé, ze warunek H(A)y jest silniejszy od warunku H(A)s,
tzn. H(A); implikuje H(A)s.

Podamy teraz wspomniane juz twierdzenia o silnej zbieznosci ciagu funkcji u, zdefi-
niowanego w Podrozdziale 2.4.5 do rozwiazania doktadnego u Problemu (P?), i = 1,2
oraz o jednoznacznosci rozwiazania Problemu (P?).

TWIERDZENIE 57 Jezeli spelnione sq zalozenia H(A)s, H(B), H(J), Hy i Hyy., oraz
uw = ugwV oprzy T — 0, tou, —u wC(0,T;V) przy T — 0.

TWIERDZENIE 58 Jezeli spelnione sq zatozenia H(A)y, H(B), H(J)1, Hy i Heonst, to
Problem (P?) ma doktadnie jedno rozwigzanie.

W pracy [Al] podany zostal tez wynik dotyczacy oszacowan bledu miedzy rozwia-
zaniem doktadnym Problemu (P?), a jego rozwiazaniami przyblizonymi uzyskanymi
w oparciu o schematy semidyskretny i w pelni dyskretny. Wynik ten udowodniony
zostal w pracy [AT7], a w pracy [Al] zostal jedynie zacytowany. Omdwiony tez zo-
stal problem mechaniki kontaktowej P; tozsamy z Problemem P sformulowanym
pod koniec Podrozdziatu 2.3.2, przy zalozeniu, ze uzyte w nim prawo tarcia moze
mie¢ charakter niemonotoniczny (por. Uwaga 42). Wskazane zostalo, ze wariacyjne
sformutowanie Problemu P jest tozsame z Problemem (P?), w zwiazku z czym re-
zultat dotyczacy istnienia i jednoznacznosci jego rozwiazania implikuje istnienie i
jednoznaczno$¢ stabego rozwiazania Problemu Py, .

3.2 [A2] Variable time-step theta-scheme for nonlinear se-
cond order evolution inclusion

Rezultat otrzymany w pracy [A2] stanowi uogdlnienie rezultatu otrzymanego w

pracy [Al] dla Probleméw (P') i (P?). Uogdlnienie to wynika z nastepujacych

réznic miedzy Problemami (P?), i = 1,2 badanymi w pracy [A2] w stosunku do ich

odpowiednikéw w pracy [Al].
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1. W pracy [A2] szukana jest funkcja u z przestrzeni ¥V = LP(0,T;V), 1 < p <
oo. W zwiazku z tym, pozostale przestrzenie zdefiniowane sa jako V*
L0, T3V, s+, =1, W={veV|v eV} H="L0TH),U=
LP(0,T;U), U* = L9(0,T;U*) (por. Podrozdzial 2.2). Dla poréwnania w
pracy [Al] przyjmuje sie p = ¢ = 2.

2. Zamiast operatora A: V — V* w Problemach (P?), i = 1,2 wystepuje operator
A: [0, 7] x V. — V*. Jest wiec on takze zalezny od czasu. Ponadto, zamiast
wyrazeni wielowartoéciowych 9g;J(tu(t)) w Problemie (P') i gy J(wd(t)) w
Problemie (P?), wystepuja odpowiednio wyrazenia M (t,wu(t)) i M(t,w/(t)),
gdzie M : [0, T]xU — 2V jest dowolna multifunkcja, przy czym zalozenia o M
sa tak dobrane, ze w szczeg6lnosci spehia je subrézniczka 0¢yJ (1) wystepujaca
w Problemach (P?), i = 1,2 w pracy [Al]. Jednak najistotniejsze uogélnienie
polega na zaleznosci multifunkcji M od zmiennej czasowej, podobnie jak w
przypadku operatora A. Wprowadzenie tego uogdélnienia wiaze sie ze znaczacym
utrudnieniem w realizacji metody dyskretyzacji czasowej.

3. Metoda dyskretyzacji czasowej oparta jest na podziale odcinka [0, 7] na pod-
przedzialy, ktore nie musza mie¢ rownej diugosci. Zaktadamy o nich jedynie,
ze lim,, o 7% = 0 oraz 7% < K7™ dla kazdego n € N, gdzie 779® i 7min

oznaczaja odpowiednio dlugo$é¢ najdluzszego i najkrétszego podprzedziatu w

n-tym podziale, a stala K > 0 nie zalezy od n. Dla poréwnania w pracy [Al]

zastosowany jest réwnomierny podzial przedziatu czasowego (por. (63)).

4. Metoda dyskretyzacji czasowej oparta jest na tzw. schemacie ©. Liczba © €
[0, 1] jest parametrem, a schemat opiera sie na wprowadzeniu nastepujacych
przyblizen

u(th_110) ~ OuF~1 + (1 — ©)uF

T

w(tp_140) =~ O + (1 — O)u*

T

W(tire) = Lk —ub ), w(tge) =~ Mk —ut ), (130)

N(te-1ve) =15, flte-11e) = fF.

We wzorach (130) tg_110 := tr—1 + Oty — tg—1) jest punktem nalezacym do
przedziatu [ty_1,t], &k = 1,..., N. W pracy [A2] schemat dyskretny (P),
m = 1,2 otrzymujemy zapisujac ewolucyjna inkluzje rézniczkowa oznaczona
jako Problem (P™), m = 1,2 w punktach ty 1,9, & = 1,..., N i uzywajac
przyblizen (130). Latwo zauwazy¢, ze dla © = 1 wzory (130) redukuja sie do
wzoréw (67).

Podobnie jak w pracy [Al], gtéwnym rezultatem pracy [A2] jest wykazanie istnie-
nia rozwiazania badanych inkluzji ewolucyjnych w oparciu o metode dyskretyzacji
czasowe] ([A2], Twierdzenie 24). W Rozdziale 6 pracy [A2] wskazane zostalo za-
stosowanie uzyskanego rezultatu do dwoch brzegowych nieréwnosci hemiwariacyj-
nych okreglanych jako Problemy HVI; i HVIy ([A2], Twierdzenie 26). Problemy
te byly badane w pracy [15], ale tylko w przypadku p = 2. Opréez tego w pracy
[15] zakladane byly ograniczenia (H;) i (ﬁfl), dotyczace stalych wystepujacych w
problemie. W pracy [A2] udalo sie tych ograniczen unikna¢ w przypadku p = 2.
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Byto to mozliwe dzieki zalozeniu H(U), ktére jest odpowiednikiem zalozenia H,,,
wprowadzonego w Podrozdziale 2.4.1 (por. Wniosek 48). Ponadto w pracy [A2]
uzyte jest stabsze zalozenie dotyczace koercytywnosci operatora A niz w pracy
[15]. Mianowicie zamiast warunku (A(¢,v),v).., > ofv||P, a > 0, zakladamy,
ze (A(t,v),V)yery > aflv||P = Bllv]|%, dla kazdego v € V, o, 8 > 0. Dzieki temu,
otrzymany wynik ma zastosowanie dla problemu kontaktowego z cialem swobodnym
(por. Wniosek 45). Podsumowujac, wynik otrzymany w pracy [A2] stanowi istotne
poprawienie wynikéw otrzymanych w [15].

3.3 [A3] Modeling and analysis of a contact problem for a
viscoelastic rod

Punktem wyjscia w pracy [A3] jest nastepujacy abstrakcyjny problem.
Problem P. Znaleié u € W, takie, ze uy € W i uy € W* oraz

u(t) + Aug(t) + Bu(t) + Cu(t) + v M (yue(t)) > F(t) dla p.w. t € 0,77,
u(0) = up, u(0) = vp.

Zanim wyjasnie znaczenie operatorow i przestrzeni wystepujacych w Problemie P,
opisze stojaca za nim motywacje fizyczna. Problem ten stanowi stabe sformutowa-
nie zagadnienia matematycznego opisujacego zachowanie jednowymiarowego lepko-
sprezystego preta zajmujacego odcinek (0, L), L > 0, na ktéry dziala sita zewnetrzna
o gestosci f. Pret jest przymocowany w punkcie z = 0 natomiast w punkcie x = L
rozpatrujemy jego kontakt z przeszkoda. Ponadto, pret jest polaczony z urzadzeniem
tlumiacym jego odksztalcenie. Sklada sie¢ ono z dwoch elementow: sprezyny, ktérej
opér jest reakcja na odksztalcenie preta ¢ = u,, oraz amortyzatora, ktorego reakcja
jest zalezna od predkosci €, = u,; (aby zachowaé zgodno$é oznaczen z praca [A3],
dla dowolnej funkeji w = w(x,t) oznaczamy w, = dw/dx i w, = dw/0Ot). Prawo
konstytutywne uzyte w modelu ma postac

o(z,t) = N|tg (7, 1) P 2upe(, 1) + Bug(z,1), (131)

gdzie n > 0 jest wspodlczynnikiem lepkosci, £ > 0 modulem Young'a, a p > 2.
Ponadto réwnanie zachowania bedace jednowymiarowym odpowiednikiem réwnania
(28) ma postac

p(x)ug(z,t) = o.(x,t) + F(x,t) Vzel0,L], t€l0,T]. (132)

W réwnaniu (132) p = p(x) oznacza gestos¢ masy, a F = F(z,t) gestosé sily
dziatajacej na pret. Zgodnie z wczesniejszym opisem uktadu, F jest suma trzech
sktadowych: gestosci sity zewnetrznej f, sity reakcji ¢ pochodzacej od amortyzatora
oraz sity reakcji € pochodzacej od sprezyny. A zatem

Flx,t) = f(z,t) +p(x,t) + (2, 1) Vze[0,L], t €0,T]. (133)

Zakladamy, ze reakcje amortyzatora i sprezyny opisane sa za pomoca nieliniowych
funkcji odpowiednio g i h, mianowicie

U(x,t) = —g(uy(z,t)) Vae[0,L], t €l0,T], (134)
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E(z,t) = —h(u(z,t)) Vzel0,L], tel0,T]. (135)

Biorac pod uwage warunki (131)-(135) otrzymujemy nastepujace réwnanie réwnowagi

U (2, 1) — (fttge (2, 1) P 2 (2, 1))z — Bty (2, 1) (136)
+g(u(z,t)) + h(u(z,t)) = f(x,t) Ve el0,L], tel0,T].

Przejdzmy teraz do opisu warunkéw brzegowych. Poniewaz pret jest przytwierdzony
w punkcie z = 0, przemieszczenie w tym punkcie nie wystepuje, a wiec

w(0,6)=0  Vtelo,T). (137)

Ponadto kontakt prawego konca preta x = L z przeszkoda modelujemy za pomoca
inkluzji w postaci

—o(L,t) € dcyj(u(L,t))  Ytelo,T], (138)

gdzie j moze by¢ funkcja niewypukla. Wreszcie okreslamy warunki poczatkowe w
postaci

u(x,0) = ug(x), ur(z,0) = vo(x) Vit e [0,T], (139)

gdzie ug i vy sa danymi funkcjami. W oparciu o powyzsze warunki formutujemy
nastepujacy problem.

Problem P. ZnaleZé funkcje przemieszczenia w: [0, L] x [0,T] — R spetniajaca
réwnanie rownowagi (136), warunki brzegowe (137), (138) oraz warunki poczatkowe
(139).

W analizie Problemu P wprowadzamy oznaczenia 2 < p < oo, 1 < ¢ < 2 takie, ze
+ 1 =1 oraz przyjmujemy nastepujace zalozenia o funkcjach g, h, j i f.

1.1
P q

H(g): g: R — R spelnia warunki
(i

i) g jest ciagla.

(ii

(iii) |g(s)] < cy(1+|s[P7t) Vs € R, gdzie ¢, > 0.

g:= ;gﬂgg(s)s > —00.

H(h): h: R — R spelia warunki
(i) |h(s)| < en(1+ |s|%) Vs eR gdzie ¢, > 0.

(ii) |h(r) — h(s)| < h(max{|r|,|s|})|s — r|§ Vr,s € R, gdzie h: R — R jest
funkcja niemalejaca.

H(j): j: R — R spehia warunki
(i) 7 jest lokalnie lipszycowska.

(i) €] < (14 s[P7h) VE € dj(s), gdzie ¢; > 0.
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H(f): feLi0,T] x [0, L]).

Nastepnie wprowadzamy przestrzenie
W={veW"(,L) |v0)=0}, V={ve HY0,L)|v(0)=0}, H=L*0,L)

7 normaimi

L L L
o, = / ol de, o2 = / P dz, ol = / jof? da

i definiujemy operatory A: W — W* B: V — V*iC: V — W* okreslone wzorami

L L
(Au, V) xw = 77/ |t [P 20, do +/ guwyvdr Vu,veW,
0 0

L
(Bu,v)ysxy = E/ UgVpdr YueV, veV,
0

L
(Cu, V) xw = / h(wjvde YueV, veW.
0

Definiujemy réwniez funkcjonat F': [0,7] — W* okreslony wzorem

(F(t), )11 :/0 ftwdz Yue W

Ponadto wprowadzamy przestrzenie W = LP(0,T;W), V = L*(0,T;V), H =
L*(0,T;H) i U = LP(0,T). Przestrzenie do nich dualne maja posta¢ odpowied-
nio W* = L0, T; W*), V* = L1(0,T; V*) iU* = L0, T).

Mozemy teraz wprowadzi¢ pojecie stabego rozwiazania Problemu P.

DEFINICJIA 59 Funkcje u € W nazywamy stabym rozwiazaniem Problemu P, jezeli
utGW,uttEW*i

(unn(t) + Aug(t) + Bu(t) + Cut), )y sy + EDO(L) = (F(),0) sy

VoeW, pw te(0,T),
E(t) € 0j(ui(L, 1)) dla p.w. t € (0,7),
u(z,0) = ug(x), wy(z,0)=vy(z) dla p.w. x € (0,L).

Stabe sformulowanie uzyte w Definicji 59 mozna uzyskaé z réwnania (136) w Pro-
blemie P przez pomnozenie go przez funkcje testowa v € W i wykonanie catkowania
przez czesci.

Zdefiniujmy teraz multifunkcje M: R — 2% jako M(s) = 0j(s) dla s € R oraz ope-
rator v: W — R jako yv = v(L) dla v € W. Zauwazmy, ze W C C(0, L) i wartos¢
v(L) jest rozumiana jako wartosé funkeji bedacej ciaglym reprezentantem v € W w
punkcie L. Dzieki temu oprator « jest dobrze zdefiniowany.

Przy tych oznaczeniach rozwazmy ponownie Problem P sformutowany na poczatku
podrozdziatu i zauwazmy, ze w mysl Definicji 59, kazde jego rozwiazanie jest stabym
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rozwiazaniem Problemu P. Dlatego tez gléwna cze$¢ pracy [A3] poswiecona jest
wykazaniu istnienia rozwiazania Problemu P. Aby przytoczyé¢ rezultat dotyczacy
tej kwestii, wprowadzmy dodatkowe zalozenia.

Hy ug €V, vy € H.
Heonst : n > CjH’YHP'
Nastepujace twierdzenie ([A3], Twierdzenie 5.13) gwarantuje istnienie rozwiazania

Problemu P.

TWIERDZENIE 60 Zatozmy, ze spetnione sa warunki H(g), H(h), H(j), H(f) i Hy.
Ponadto, zatozmy, ze p = 2 albo zZe spetniony jest warunek H.pnse. Wtedy Problem
P ma rozwiazanie (tym samym Problem P ma stabe rozwigzanie).

Dowoéd Twierdzenia 60 przeprowadzony zostal metoda dyskretyzacji czasowej opi-
sana w Podrozdziale 2.4. Zwr6¢my jednak uwage na réznice miedzy analizowanym
tam Problemem (P)g, a Problemem P z pracy [A3]. Aby méc doktadnie poréwnaé
oba problemy, warto przyjrzeé¢ sie warunkom, ktére wynikaja z zalozen H(g), H(h),
H(j), H(f) na temat operatoréw wystepujacych w Problemie P. Méwia o tym
nastepujace lematy pochodzace z pracy [A3].

LEMAT 61 Jezeli spelnione sa zaloZenia H(g), to operator A: W — W* spelnia
warunk:

(i) || Aullw~ < ea(l+ |ullly’)  Yu €W, gdzie cqx =1+ c,.
(1) (Au,u) ey > 0llullly +Lg YueW.
(111) A jest pseudomonotoniczny.

LEMAT 62 Operator B: V. — V* jest lintowy, ograniczony, symetryczny i silnie
dodatni, przy czym

<Buvu>v*xv = EH“”%/? | Bul

ve = E|lu|ly YuelV.

LEMAT 63 Jezeli spelnione sq zaloZenia H(h), to operator C:V — W* spelnia
warunk:

2
(i) |Cv|lw= < Be(1+ ||v||i) Yv eV, gdzie fc > 0.

(ii) Istnieje niemalejaca funkcja C: Ry — R, taka, Ze
_ 1
|Cv = Cwllw+ < C(max{|[v]lv, [[wlv}lv—wlf Vo,weV.
(113) C jest silnie ciagly.
LEMAT 64 Jezeli spetnione sq zatoZenia H(j), to operator M spetnia warunki

(i) Dla wszystkich u € R, M(u) jest zbiorem niepustym, domknietym i wypuktym.

(1) M jest gornie pdlciagly.
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(iii) €] < cj(1+[s]P~!) VweR, e M(s).
LEMAT 65 Operator v: W — R jest liniowy @ silnie ciagly.
LEMAT 66 Operator v*M(v(-)): W — 2W" jest pseudomonotoniczny.

Poréwnujac powyzsze warunki z zalozeniami sformutowanymi w Podrozdziale
2.4.1 widaé, ze jedyna istotna réznica miedzy Problemami P i (P)r wynika z
obecnosci operatora C'. 7 drugiej jednak strony jego witasno$ci wynikajace z Le-
matu 63, w szczegolnosci silna ciaglosé, sprawiaja, ze mimo oczywistych utrudnien
technicznych, mozliwa jest realizacja schematu opisanego w Podrozdziatach 2.4.2-
2.4.6.

3.4 [A4] Convergence of a time discretization for nonlinear
second order inclusion

W pracy rozwazany jest nastepujacy problem.

Problem P. ZnaleZé uw € W takie, Ze v’ € W, u” € W* oraz

u”(t) + At o

u
u(0) =ug, wu

Aby opisa¢ wystepujace w nim przestrzenie i operatory, wprowadzmy nastepujace
oznaczenia. Niech W i V beda refleksywnymi przestrzeniami Banacha, a H prze-
strzenia Hilberta oraz niech W C V' C H, gdzie wszystkie wlozenia sa geste i ciagle.
Zakladamy rowniez, ze wlozenie W C H jest zwarte. Biorac pod uwage przestrzenie
W= 1 V* dualne odpowiednio do W i V' otrzymujemy relacje

WCVCHCV CW

Niech U bedzie refleksywna przestrzenia Banacha, dla ktorej istnieje zwarty operator
v: W — U. DlaT > 0, p > 2 definiujemy przestrzenie W = LP(0,T; W), V =
L0, T;V), H = L*(0,T;H), U = LP(0,T;U). Przestrzeniami dualnymi do nich
sa odpowiednio W* = L(0,T;W*), V* = L40,T;V*), U* = L10,T;U"), gdzie
+1i=1.

quzyjmujemy nastepujace zatozenia na temat operatoréw wystepujacych w Pro-

blemie P.

1
p

H(A): A:[0,T] x W — W* spelia warunki
(i) Odwzorowanie t — A(t,v) jest ciagle Yv € W.
(i) [JA®L ) |lw < Ba(L+ o5 ") dlapw. t € (0,T), Yv € W, gdzie B4 > 0.
(iii) (A(t,v), V)wesw > pallvllfy — Bllull} = X Vv € W, gdzie ua > 0, 8, A € R.
)

(iv) Operator v +— A(t,v) jest pseudomonotoniczny V¢ € [0, 7.
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Operator B: [0,T] x V' — W* ma posta¢ sumy B(t,v) = By(v) + C(t,v), gdzie

H(By): By € L(V,V*) jest symetryczny i silnie dodatni ze statymi ug, 55 > 0
takimi, ze

(Bov,v) > pplvlly,  [1Bovll < Bslvly  VwveV.
H(C):C:[0,T] x V— W* spelia warunki

(i) Funkcja t — C(t,v) jest ciagta Vv € V.
2
(i) [|C(t,v)||lw+ < Be(l+|jv]l{;) YveV,pw. te(0,T), gdzie e > 0.

(iit) |C(t,v) = Ct,w)|lw+ < a(max(|[vllv, [lwllv))llv - wllf Yt € [0,T], v,w e V,
gdzie a: Ry — R, jest funkcja niemalejaca.

H(M): M: U — 2Y" spelnia warunki
(i) Dla kazdego u € U, M(u) jest zbiorem niepustym, domknietym i wypuklym.
(ii) M jest gérnie pélciagta w topologii (s-U) x (w-U*).

(iii) ||

H(f): few

v < en(1+ [Jwl5 ), Yw e U, ne M(w).

H(7) :v: W — U jest liniowy, ciagly i zwarty. Ponadto odpowiadajacy mu operator
Niemyckiego 7: MP9(0,T; W, W*) — L%(0,T;U*) jest zwarty.

Hy:pa> CMHVHZZ(W,U)'

Biorac pod uwage rozktad B(t,v) = By(v) + C(t,v), na pierwszy rzut oka widacé
podobienstwo Problemu P do problemu z pracy [A3]. Réwniez zalozenia dotyczace
operator6w w Problemie P odpowiadaja warunkom z pracy [A3]. Réznica polega
na tym, ze w pracy [A4] operatory A i C sa dodatkowo zalezne od czasu. Jednak
mimo oczywistych podobienstw na poziomie sformulowania abstrakcyjnego moty-
wacja kryjaca sie za Problemem P w pracy [A4] jest calowicie odmienna niz w
przypadku pracy [A3].

Inspiracja do badania Problemu P w pracy [A4] byl zamiar uogdlnienia rezultatu
uzyskanego w pracy [9], w ktérej zamiast inkluzji (140) rozpatrywane jest réwnanie
drugiego rzedu nie zawierajace wyrazenia wielowarto$ciowego. Dodanie przez nas
sktadnika wielowartosciowego znaczaco zwieksza trudnos¢ problemu i powoduje ko-
niecznos$é zastosowania technik analizy wielowartosciowej opisanych w Rozdziale 2.
Ponadto, w pracy [9] zaklada sie, ze operator A jest hemiciagly i monotoniczny ze
wzgledu na druga zmienna. W naszym przypadku jest on pseudomonotoniczny, co
jest zalozeniem stabszym i pozwalajacym na odniesienie naszego rezultatu do szer-
szej klasy problemow. Z drugiej strony operator pseudomonotoniczny wystepujacy
w problemie wymaga znacznie subtelniejszego podejscia niz operator monotoniczny
i hemiciagty (por. Uwaga 3). Oslabienie zalozenia z pracy [9] dotyczacego operatora
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A podnosi wiec jeszcze bardziej stopienn trudnosci problemu.

Gléwnym rezultatem pracy jest nastepujace twierdzenie o istnieniu rozwiazania Pro-
blemu P ([A4], Twierdzenie 5.2).

TWIERDZENIE 67 Jezeli spetnione sq zatozenia H(A), H(By), H(C), H(v), Hy oraz
ug € Vyug € H, f € L1(0,T;W*), to Problem P ma rozwiqzanie.

Dowdd Twierdzenia 67 przebiega w oparciu o metode dyskretyzacji czasowe;j.
Jednak w przypadku omawianego problemu wykorzystaliémy nieco inny schemat
dyskretyzacji niz ten opisany w Podrozdziale 2.4.2. SkorzystaliSmy mianowicie ze
schematu zastosowanego w [9], ktérego realizacja opiera sie na nastepujacym przy-
blizeniu Problemu P.

2 unJrl —ut u — unfl unJrl —
Tn+1 + Tn Tn4+1 Tn Tn+1

un—i—l —ut
+B(tn,u”)—|—7*M(7—) 5/ n=1,..,N—1. (141)

Tn+1

Wyzanczajac rozwiazanie problemu dyskretnego (141), podobnie jak w Podrozdziale
2.4.3, w kazdym ustalonym kroku czasowym analizowaliSmy pomocniczy problem
stacjonarny, ktérego rozwiazanie uzyskaliémy w oparciu o Twierdzenie 11. Kolejne
etapy, czyli oszacowanie a-priori i przejécie graniczne zrealizowane zostalty podobnie
jak w pracy [A3].

W pracy [A4] zaprezentowane zostaly dwa przyklady réwnan rézniczkowych, ktérych
staba posta¢ odpowiada Problemowi P. Aby je sformulowaé, wprowadzmy nastepu-
jace oznaczenia.

Niech € bedzie otwartym, ograniczonym podzbiorem RY, N € N z brzegiem lipszy-
cowskim 99 podzielonym na dwie czeéci I'y, 'y takie, ze I'y U Ty = 9 oraz N-1
wymiarowa miara 'y jest dodatnia. Niech v oznacza zewnetrzny wersor normalny
do 99. Niech p > 2, T > 0 i niech dane beda funkcje g: R — R, j;: 'y — R,
Jo: Q= R, f1:]0,T] x Q2= Ri fo: [0,T] x Q — R. Sformulujmy nastepujace dwa
problemy.

Problem P,. ZnaleZé u: [0,T] x Q — R takie, Ze

u” — oy div (V' [P2Vu) 4+ g(u) — Au+ [ul’u = fi  wQ x (0,T),
u=>0 na I'1,

Gy (VU P2VU) = n € Ociji () na Ty x (0,7,
u(0) = uy, u'(0) = wp.

Problem P,. ZnaleZé u: [0,T] x Q@ — R takie, ze

u" — apdiv (VU [P2VW) + g(u') — Au+ [ulPu+~yn=fo wQ x (0,T),

n € Jcrja(u) w2 x(0,7),
u=0 na 02 x (0,7,
u(0) = uy, u'(0) = vy.
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W obu problemach zakladamy, ze 6 <1 — 2/p. Aby sprowadzi¢ je do postaci stabej
definiujemy nastepujace przestrzenie, operatory i funkcjonaty.

Wy ={veW”( Q) | v=0onT}, Wy =W,"(Q),

ollows = lollw = ( / |Vv<m>\?dm) .

Vi={ve HY(Q) | v=0on T}, Vo = H}(Q),

ol = ol = ( / |w<x>|2dx) .

H=L*Q), Uy, = LP(T'y), Uy = LP(Q).
Operatory Ay: Wy — Wy, Ay Wy — W5, By: Vi — W] i By: Vo — W5 oraz
funkcjonaly Fy € Wi i F, € W5 zdefiniowane sa wzorami
(A, V)wesw, = 041/ |Vu|p_2Vu-Vvdx+/g(u)-vdx YVu,v e W,
Q Q
(Aou, V)wysw, = 042/ ]Vu]pQVwVvdx—i—/g(u)-vdx Vu,v e W,
Q Q
(Bru, v)wsrxw, = /Vu-Vvdm—i—/|u|5u-vdx VueVi,ve W,
Q Q

(Bou, V)w;xw, = /Vu-Vvda:+/|u|‘5u-vdx VYuée Vy,v e W,
Q Q

Fl(v):/ﬂfl-vdx Yo e W, Fg(v):/ﬂfg-vdx Yo e Ws.

Nastepnie definiujemy przestrzenie funkcji zaleznych od czasu Wy = LP(0,T; W),
Wy = LP(0,T;Wy), ¥V = LP(0,T;V), H = L*(0,T; H), Uy = LP(0,T;Uy) i Uy =
LP(0,T;U,).

Whprowadzimy teraz pojecie stabego rozwiazania dla Problemoéow P i Ps.

DEFINICJA 68 Mowimy, ze funkcja uw € Wy jest stabym rozwiazaniem Problemu P,
jezeli v € Wy, u” € Wi oraz

(u"(t) + A (t) + Biu(t), vy, oo, + Jp, n(@)o(@) dU = Fi(v)

Voe Wy, pw te(0,T),

n(x) € 0j1(v'(x)) dla p.w. z € Ty,

u(0) = up, u'(0) = vp.
DEFINICIA 69 Mowimy, ze funkcja u € Why jest stabym rozwiqzaniem Problemu P,
jezeli v’ € Wh, v € Wy oraz

(u"(t) + Ao/ (t) + Bou(t), )y« v, + Jo n(@)v(x) d = Fa(v)

Voe W, pw te(0,T),
n(x) € dja(v'(z)) dla p.w. x € Q,
u(0) = up, u'(0) = vp.
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Pierwsze rownanie kazdego z powyzszych stabych sformutowan otrzymujemy mnozac
pierwsze réwnanie kazdego z Probleméw P, ¢ = 1,2 przez funkcje testowa v € W,
cakujac po zbiorze 2, stosujac wzoér Greena oraz wykorzystujac warunki brzegowe
wystepujace w Problemach P;, i =1, 2.

Nastepnie wprowadzamy dwa pomocnicze funkcjonaty J;: Uy — Ri Jy: Uy =+ R
zdefiniowane wzorem

Ji(v):/ ji(w (@) dl Yo el i=1,2
1)

Definiujemy réwniez multifunkcje M;: U; — 2UT i My: Uy — 2Y2 okreslone wzo-
rami M;(v) = 0J;(v) dla kazdego v € U;, i = 1,2. Wreszcie niech ~,: Wi — U
oznacza operator $ladu, a vo: Wy — U, operator wlozenia. Przy tych oznaczeniach
formutujemy nastepujace problemy.

Problem P,. Znaleié u € Wy, takie, ze v’ € W, u” € WY oraz

u(t) + AW/ (8)) + Bi(u(t)) + 1 Mi(ni'(t) 2 f1(t) dla p.w. t € (0,T),
w(0) = up, ¥ (0) = vo.

Problem P,. ZnaleZé u € W, takie, ze v’ € Wh, u" € Wy oraz

/() + Aot (8) + Ba(u(t)) + 73 Ma(pat(8)) 3 Folt) dia pous ¢ € (0,7),
uw(0) = up, u'(0) = vp.

Z wtasnosci subrézniczki Clarke’a funkcjonatéow J;, i = 1,2 (por. [17], Twierdzenie
3.47 (v)) oraz z Definicji 68 i 69 wynika, ze kazde rozwiazanie Problemu P; jest
rowniez stabym rozwiazaniem Problemu P, ¢ = 1,2. Poza tym widac¢, ze kazdy
z Probleméw P;, © = 1,2 odpowiada Problemowi P sformulowanemu na poczatku
podrozdziatu. W zwiazku z tym Twierdzenie 67 mozna wykorzysta¢ do wykaza-
nia istnienia stabych rozwiazan Probleméw P;, i = 1,2. W pracy [A4] zalozenia
dotyczace funkcji i stalych wystepujacych w Problemach P;, i = 1,2 zostaly tak do-
brane, aby odpowiadajace im abstrakcyjne operatory A;, B;, i M;, i = 1,2 spehialy
zalozenia Twierdzenia 67.

3.5 [A5] The Rothe method for variational-hemivariational
inequalities with applications to contact mechanics

W tym podrozdziale wracamy do oznaczen dotyczacych nazw przestrzeni wprowa-

dzonych na poczatku Podrozdziatu 2.2 tuz przed sformulowaniem Problemu (P)g.

Przyjmujemy przy tym p = ¢ = 2. Ponadto, niech dane beda operatory A, B: V —

V*, funkcjonaly J: U — R, ®: V — RU {400} i funkcja f: [0,7] — V*. Problem

rozpatrywany w pracy [A5] ma nastepujaca postac.
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Problem P. ZnaleZé u € W takie, Ze u(0) = ug ¢

/0 LAW() + Bu(t) + €(t) — F(1),0(t) — ut))ve ey dt (142)
+ /T (@(v(t) — @(u(t)))dt >0 Yve,

gdzie
E(t) € OcyJ (Lu(t)) dla p.w. t € (0,7T).

W analizie Problemu P przyjmujemy nastepujace zalozenia.

H(A): Operator A: V — V* jest liniowy, ograniczony, koercytywny i symetryczny,
tzn.

(i) Ae L(V,V*).
(ii) (A, V) > allvl|i Vo eV, gdzie a > 0.

(ili) (Av, W)y = (AW, V) ey Vo,w e V.

H(B): Operator B: V — V* jest liniowy, ograniczony i koercytywny, tzn.
(i) Be L(V,V*).

(ii) (Bv,v)yuyy > Bvll} Vv €V, gdzie 8 > 0.

H(J): Funkcjonal J: U — R spelia warunki
(i) J jest lokalnie lipszycowski.

(i) OcyJ spelia warunek wzrostu ||€||p+ < ¢ (1 + |u|ly) Yu € U, € € 9cJ(u),
gdzie ¢ > 0.

(iii) Istnieje m > 0, takie, ze
(€ —nu—v)gexu > —mllu—vlfj

Vu,vel, e doJ(u), ne€ dadv).

H(®): Funkcjonat &: V — RU {+o0} jest wypukly, wlasciwy i dolnie pélciagty.

H(t): Operator t: V — U jest liniowy, ciagly i zwarty. Ponadto odpowiadajacy mu
operator Niemyckiego 7: M*2(0,T;V,V*) — U zdefiniowany jako (iv)(t) = t(v(t))
dla kazdego v € M?%(0,T;V,V*), p.w. t € [0,T] jest réwniez zwarty.

H(0): fe HY0,T;V*), up € dom(®) oraz istnieja & € dorJ (tug) i M0 € Oony®(uo)
takie, ze
Bug + "¢+ 1m0 — f(0) € V.
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H(s): Spekiona jest nier6wnos¢ 8 > m, gdzie 5 i m sa stalymi wystepujacymi w

zalozeniach H(B) i H(J)(iii).
Symbol dom(®) w zalozeniu H (0) oznacza efektywna dziedzine funkcjonatu @, czyli

dom(®) ={v eV | ®(v) < +o0}.

Gléwnym wynikiem pracy [A5] jest nastepujace twierdzenie dotyczace istnienia i
jednoznacznosci rozwiazania Problemu P ([A5], Twierdzenie 3.1).

TWIERDZENIE 70 Jezeli spetnione sq zatozenia H(A), H(B), H(J), H(®), H(.),
H(0) i H(s), to Problem P ma doktadnie jedno rozwiqzanie u € H(0,T; V).

Dowdd Twierdzenia 70 przeprowadzony jest metoda dyskretyzacji czasowej wediug
procedury opisanej w Podrozdziale 2.4, a punktem wyjscia jest w tym przypadku
nastepujacy schemat semidyskretny.

Problem P,. ZnaleZ¢ ciag {uf}Y_ C V taki, ze ul = ug i

=

1
T (Al — w7 v =)o+ (Buzv—uf) o+ (600 = 1) ey

+ ®(v) — P(ul) > (fFv— u]76'>v*xv Yo eV,
gdzie
&8 € 0oy J (i),

dlak=1,...,N.

Najwieksza trudno$¢ w analizie Problemu P, wynika z obecnosci funkcjonatu ®. Po
pierwsze powoduje on, ze rozwiazujac Problem P,, w kazdym ustalonym kroku cza-
sowym, musimy poradzi¢ sobie ze stacjonarna inkluzja subrézniczkowa zawierajaca
dwa rézne typy subrézniczek: subrézniczke Clarke’a OgyJ(i-) 1 subrézniczke 0P w
sensie Definicji 17. Wiaze sie to z koniecznoscia zastosowania Twierdzenia 14 (por.
Whniosek 26). Po drugie, obecno$é funkcjonatu & wymusza na nas nalozenie na ope-
rator A zdecydowanie silniejszych zalozen niz w Podrozdziale 2.4.1. Bez nich nie
byloby mozliwe wyprowadzenie odpowiednich oszacowan a-priori. Wreszcie na eta-
pie przejscia granicznego opisanego w Podrozdziale 2.4.6 konieczne jest dodatkowo
skorzystanie z Lematu Fatou w celu przejscia do granicy w skladniku zwiazanym
funkcjonatem ®.

Na koniec poréwnajmy nieréwnos$é¢ (142) z réwnaniem (101). W obu przypadkach
wszystkie wyrazenia wystepuja pod calka fOT. Jednak z réwnania (101) mozna (po-
przez réwnanie (102)) otrzymadé drugie réwnanie Problemu (P)}, zachodzace punk-
towo dla p.w. t € (0,7T). Inaczej méwiac, mozna sie pozby¢ calki po czasie. Niestety,
ze wzgledu na obecno$é sktadnika @, nie da sie uzyska¢ podobnego efektu w naszym
problemie.

WNIOSEK 71 W sformutowaniu Problemu P nie mozna pominaé catki po przedziale
czasowym, gdyz stosowana przez nas metoda jest niewystarczajaca do wykazania
relacji analogicznej do (142), lecz zachodzacej punktowo dla p.w. t € (0,T).
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PrzejdZzmy teraz do opisu zjawiska kontaktowego mechaniki bedacego motywacja
do badania Problemu P. Zachowujac oznaczenia z Podrozdziatu 2.3.2 rozwazmy
nastepujacy normalny warunek kontaktowy na fragmencie brzegu I'c.

o, = ai + 03,
—0, € dcuj(uy), (143)

u, <g, 02<0, o0%(u, —g)=0.

v

Warunek (143) opisuje kontakt ciata z idealnie sztywnym podlozem, pokrytym
warstwa materiatu o grubosci g, ktory w przeciwienstwie do samego podloza nie jest
idealnie sztywny, w zwiazku z czym cialo moze sie w ta warstwe zaglebia¢. Waru-
nek u,, < g oznacza, ze przemieszczenie w kierunku normalnym nie moze przekro-
czy¢ grubosci zewnetrznej warstwy, gdyz po osiagnieciu tej wartosci cialo napotyka
na idealnie twarda warstwe podloza. Naprezenie normalne o, sktada sie z dwoch
czedci ol 1 02, Pierwsza z nich stanowi reakcje zewnetrznej warstwy podloza, druga
za$ reakcje warstwy sztywnej. Z ostatniego réwnania w warunku (143) wynika,
ze jezeli przemieszczenie jest mniejsze niz grubos¢ zewnetrznej warstwy, naprezenie
pochodzace od sztywnej warstwy podloza nie pojawia si¢ (02 = 0), gdyz cialo tej
warstwy nie dotyka. Wtedy o, = o2, a prawo kontaktowe podyktowane jest inkluzja
uwzgledniajaca subrozniczke Ocyj. Relacja ta moze mie¢ charakter niemonotoniczny
i moze na przykltad opisywaé sytuacje, w ktorej material pokrywajacy podloze sam
sklada sie z kilku warstw o réznej twardosci. W miare zaglebiania sie ciala w od-
ksztalcalne warstwy materiatlu, moga one peka¢ wywolujac niemonotoniczne skoki
naprezenia. Wreszcie, gdy u = ¢, naprezenie o2 moze by¢ nieujemne, przy czym wa-
runek (143) nie daje gérnego ograniczenia na —o2. Oznacza to, ze reakcja sztywnej
czedci podloza jest nieograniczona. Warunek o2 < 0 nazywamy ograniczeniem uni-
lateralnym (jednostronnym). W szczegdlnosci warunek (143) nazywamy niemono-
tonicznym prawem kontaktowym z normalna odpowiedzia (reakcja) i ograniczeniem

unilateralnym.
Rozwazmy nastepujacy quasistatyczny problem kontaktowy.

Problem P,. Znaleié przemieszczenie w: Q0 x [0, T] — R? i naprezenie o: ) x
[0, T] — S spetniajace warunki (29), (31), (33), (34), (36), (143) i u(0) = 0.

Przejdziemy teraz do sformulowania wariacyjnego Problemu Py. W tym celu przyj-
mujemy przestrzen V' okreslona wzorem (49), w ktérym zbior WK okreslony jest
wzorem (48). Rozpatrzmy tez przestrzen U = L*(T'¢) i zdefiniujmy operatory
v: L*(T;RY) — U okreSlony wzorem vv = v, dla v € L?*(T¢;RY) oraz v : V — U
okreslony wzorem ¢ = v o, gdzie v: V — L?*(I'c; R?) jest operatorem $ladu. Roz-
patrujemy réowniez operatory A, B: V' — V* okreslone wzorami (56) i (57), funkcje
f:(0,T) — V* okreslona wzorem (58) oraz funkcjonat J: L?(T'3) — R okreslony
wzorem

J(w) :/ jw)dl' Yw € L*(T'¢).
I's
Wreszcie, niech &: V' — R U {+o0} bedzie funkcja wskaznikowa zbioru
K={veV | v, <g pw nalc},
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tzn.

0 dla v e K,
d(v) =
+00 w przeciwnym przypadku.

Oznaczmy
—0o,(t) = £(1).

Stabe sformutowanie Problemu Py, ma postac.
Problem P),. ZnaleZé uw € W, takie, ze u(0) = 0 oraz

(Au'(t) + Bu(t) + °&(t) — £ (), v(t) — u(t))vexv
+P(v(t)) — D(u(t)) >0 dla pw. t € (0,T),

gdzie
£(t) € OciJ (Lu(t)) dla pw. t € (0,T).

Nieréwnos¢ w Problemie P, otrzymujemy mnozac réwnanie (29) przez funkcje
prébna v — u, v € K, calkujac po zbiorze Q, stosujac wzér Greena (55) i uwzgle-
dniajac warunki brzegowe wystepujace w Problemie Py . Calkujac nieréwnosé¢ w
Problemie P, po przedziale [0, 7] otrzymujemy sformulowanie odpowiadajace Pro-
blemowi P postawionemu na poczatku podrozdziahu. Ze wzgledu na obecnosé catki
po zmiennej czasowej, Problem P nazywamy bardzo stabym sformutowaniem Pro-
blemu P .

W pracy [A5] zalozenia dotyczace danych w Problemie Py, zostaly tak dobrane,
aby spelione byly zalozenia Twierdzenia 70. Dzieki temu (przy odpowiednich
zalozeniach) z Twierdzenia 70 wynika istnienie i jednoznacznos$é bardzo stabego
rozwiazania Problemu Py,. Natomiast z uwagi na Wniosek 71, istnienie rozwiazania
Problemu P}, (bedacego stabym rozwiazaniem Problemu Pyy) pozostaje problemem
otwartym.

3.6 [A6] Convergence of Rothe scheme for a class of dynamic
variational inequalities involving Clarke subdifferential

Praca ta zamyka seri¢ moich publikacji dotyczacych zastosowania metody Rothe
(metody dyskretyzacji czasowej) w rozwiazywaniu inkluzji typu Clarke’a. W po-
réwnaniu z pracami [A1]-[A5] artykul ten zawiera kilka udoskonalen, czyniacych
prace bardziej przejrzysta. Po pierwsze udalo mi sie w nim zrezygnowaé z zalozenia
o zwartosci operatora Niemyckiego 7: MP(0,T;V,V*) — U, ktére bylo wykorzy-
stywane w poprzednich pracach. Wada tego zalozenia jest to, ze nie odnosi sie ono
bezposrednio do danych zadania, lecz do abstrakcyjnej przestrzeni MP4(0,T;V, V*).
Do zweryfikowania tego zalozenia potrzebna jest wiec wiedza, ktora nie wynika
wprost ze sformutowania problemu, lecz opiera sie na znajomosci zaawansowanych
rezultatow z analizy funkcjonalnej, w szczegdlnosci Twierdzenia 33. Aby ten problem
ominaé¢, zamiast zalozenia o zwartosci operatora Niemyckiego ¢, w pracy [A6] wyko-
rzystalem zalozenie H(t) wprowadzone przeze mnie w Podrozdziale 2.2. Zalozenie to
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odnosi sie tylko do przestrzeni V', U i H wystepujacych w sformutowaniu problemu,
przez co jest bardziej przejrzyste, a przy okazji implikuje ono pozadana zwartosé
operatora Niemyckiego ¢ (por. Lemat 39).

Kolejne uproszczenie wynika z faktu, iz w pracy [A6] w ogéle nie wystepuje wspo-
mniana wyzej przestrzen M?4(0,7T;V, V*). Udalo mi sie uniknaé¢ koniecznosci korzy-
stania z niej dzieki nastepujacej obserwacji. Ot6z w poprzednich pracach gléwnym
powodem korzystania z przestrzeni MP4(0,T;V,V*) jest koniecznosé uzyskania sil-
nej zbieznosci 1w, — tw w U przy ™ — 0, gdzie w, jest ciagiem funkcji kawatkami
stalych skonstruowanych w oparciu o metode dyskretyzacji czasowej. Zbieznos¢ ta
umozliwia z kolei skorzystanie z Twierdzenia 38 i w konsekwencji przejscie do granicy
w inkluzji analogicznej do (19), w ktérej odpowiednikiem ciagu u,, jest ciag w,. Kla-
sycznym narzedziem umozliwiajacym uzyskanie silnej zbieznosci ciagu funkcyjnego
w przestrzeni typu LP(0,7; X), jest twiedzenie Lionsa-Aubina (por. Twierdzenie
31). Wymaga ono jednak odpowiedniej regularnosci pochodnych badanego ciagu
funkcji, ktorej nie maja omawiane przez nas funkcje ,,schodkowe” w,. Aby ten pro-
blem rozwiazaé¢, w pracach [A1]-[A5] zamiast twierdzenia Lionsa-Aubina, stosujemy
Twierdzenie 33, ktére pozwala uzyskac silna zbieznos¢ funkeji kawatkami statych w,,
ale wymaga ,,umieszczenia” ich w przestrzeni MP(0,7T;V,V*). W pracy [A6] zasto-
sowalem natomiast inny sposéb przejscia do granicy w inkluzji typu (19) nie wyma-
gajacy odwolywania sie do przestrzeni MP4(0,T; V, V*). Opiera sie on na obserwacji,
ze roznica w, — w, miedzy funkcjami kawatkami liniowymi a funkcjami kawatkami
stalymi dazy do 0 silnie w V ([A6], Lemma 4.5) i tym samym iw, — tw, — 0 w U.
Natomiast funkcje w, sa juz na tyle regularne, ze mozna do nich zastosowaé kla-
syczne twierdzenie Lionsa-Aubina i uzyskaé silng zbiezno$é tw, — tw w U. Laczac
te dwa fakty otrzymujemy silna zbiezno$é w, — tw ([A6], Lemat 4.9).

Oméwie teraz rezultat uzyskany w pracy [A6] uzywajac oznaczen dotyczacych nazw
przestrzeni wprowadzonych na poczatku Podrozdziatu 2.2, tuz przed sformulowaniem
Problemu (P)g. Przyjmujemy przy tym, ze p = ¢ = 2. Problem rozpatrywany w
pracy ma nastepujaca postac.

Problem P. Znaleié u € V, takie, ze u' € W, u(0) = ug, u/(0) = uy oraz

/0 (" (1) + A/ (t) + Bu(t) + () — f(t), v(t) — v/ (t))v-xv dt
+ [ o) —ewm)azo voev,

gdzie
E(t) € Oy J (i (t))  dla p.w. t € (0,T).

Operatory A, B: V. — V* oraz funkcje f: [0,7] — V*, J: U - Ri®:V —
RU{+o0} speiaja zalozenia podobne do przyjetych w pracy [A5]. Réznice polegaja
na tym, ze zamiast warunku H(A)(ii) zakladamy stabszy warunek: (Au,u),..,, >0
oraz (Au, u)y. .y > allulld — Bllull3 dlaw € V, gdzie o, f > 0, w warunku H (B)(ii)
przyjmujemy 8 = 0 oraz dodatkowo zakladamy, ze operator B jest symetryczny.
Ponadto warunek, ktéry w pracy [A5] oznaczony jest symbolem H (¢) zastapiony zo-
stal wspomnianym juz warunkiem H(:) z Podrozdziatu 2.2. Dodatkowo zakladamy,
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ze ug € V, u; € dom(®P) i speliony jest nastepujacy warunek zgodnosci: istnieje
§o € Ocud (tur) i Mo € Ocony®(uy) takie, ze

Auy + Bug + "¢ +m9 — f(0) € H.

Gléwnym wynikiem pracy jest Twierdzenie 4.10, ktore przy powyzszych zalozeniach
gwarantuje istnienie i jednoznacznos¢ rozwiazania u Problemu P. Rozwiazanie to
okreslone jest jako staba granica ciagu u, rozwiazan przyblizonych skonstruowanych
w oparciu o metode dyskretyzacji czasowej (por. Podrozdziat 2.4). Dodatkowo, przy
tych samych zalozeniach udalo sie wykazaé silng zbiezno$¢ u, — u w H'(0,T;V)
(Twierdzenie 4.11).

W Rozdziale 5 pracy oméwiony jest nastepujacy problem mechaniki kontaktowe;j
stanowiacy motywacje fizyczna dla Problemu P.

Problem Py,. Znalezé uw: Qx[0,T] - R? io: Qx[0,T] = S? spetniajace warunki
(28), (31), (34), (36), (42) oraz warunek poczatkowy (46) w ktérym uy = u; = 0.

W warunku (28) w Problemie Py przyjmujemy dla uproszczenia p = 1. Warto
podkresli¢, ze w Problemie Py nie wystepuje warunek (33), co oznacza, ze mamy do
czynienia z modelem ciata swobodnego. W zwiazku z tym przestrzen V wystepujaca
w sformulowaniu wariacyjnym zdefiniowna jest wzorem (52), a wystepujacy w nim
zbiér W K okreslony jest wzorem (48), natomiast norma przestrzeni V' zadana jest
wzorem (53). Krétko méwiac oznacza to, ze V' = H;. Ponadto przestrzen U,
operatory ¢, A i B oraz funkcja f zdefiniowane sa tak jak w Podrozdziale 3.5. Przy
tych oznaczeniach definiujemy pojecie stabego rozwiazania Problemu P,.

DEFINICJA 72 Mowimy, Ze funkcja w € V jest stabym rozwiazaniem Problemu Py,
jezeli u(0) = v/ (0) = 0 oraz
T
| o+ au o) + Buto). o) - (O)y. i
0

. /0 ' /P C 00 (): o (t) — 1 (£))dTdt

T T
s [ tesattoyra— [ g era
0 FO 0 1—\C
T

> [ (5000 - wW) ey dt YoV, (144)

Nieréwnos¢ (144) otrzymujemy mnozac réwnanie (31) przez funkcje testowa v — o/,

catkujac po zbiorze 2 x (0,7), korzystajac ze wzoru Greena (55), warunkéw brze-
gowych (34), (42), (36) i korzystajac z inkluzji (43).

Aby wyjasni¢ zwiazek miedzy abstrakcyjnym Problemem P, a stabym sformutowaniem
Problemu P wprowadzmy funkcjonaty J: U — R i ®: V — RU {400} okreslone
wzorami

J('w):/F jw)dl' YVw e U,

CI)(’U) = / ](_Ooy] (v,/) dl' Yv eV,
e
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i rozwazmy nastepujacy problem pomocniczy.

Problem Py. ZnaleZé w € V takie, ze u(0) = u/'(0) =0 ¢

/0 (u"(t) + Au/(t) + Bu(t) + C€(t) — f(1),v(t) — /() vexv dt
+ [ e - ewm)azo ey,

gdzie
£(t) € OciJ (1! (1)) dla pow. t € (0,T).

Lemat 5.3 w pracy [A6] zapewnia, ze przy wprowadzonych przez nas zalozeniach
kazde rozwiazanie Problemu Py, jest stabym rozwiazaniem Problemu Pu. Z drugiej
strony Problem Py, jest analogiczny do Problemu P, wiec mozna do niego odniesé
rezultaty wynikajace z Twierdzen 4.10 i 4.11 w pracy [A6]. W efekcie otrzymujemy
istnienie i jednoznacznosé¢ stabego rozwiazania w problemu mechaniki kontaktowej
P oraz silna zbieznos¢é odpowiadajacego mu schematu Rothe do rozwiazania w.

Istnienie slabego rozwiazania problemu analogicznego do Pa, zostalo dowiedzione
inna metoda w pracy [10], lecz tylko w przypadku ciala przymocowanego, a wiec
przy dodatkowym warunku (33). Model taki jest latwiejszy w analizie niz ten oma-
wiany w pracy [A6] (por. Wniosek 45). Ponadto rezultat uzyskany w pracy [10]
opiera sie na zalozeniu dodatkowej nieréwnosci na state wystepujacych w proble-
mie (por. [10], (4.2)). W naszym przypadku takie ograniczenie jest niepotrzebne.
W tym sensie praca [A6] stanowi pewne uogdélnienie wynikéw uzyskanych w [10],
cho¢ z drugiej strony zalozenia dotyczace operatorow lepkosci i sprezystosci sa nieco
bardziej restrykcyjne w pracy [A6] niz w [10].

3.7 [A7] Numerical analysis of a hyperbolic hemivariational
inequality arising in dynamic contact

Praca [A7] otwiera cykl moich artykuléw poswieconych oszacowaniu bledu dla ewo-
lucyjnych inkluzji typu Clarke’a opisujacych problemy kontaktowe mechaniki. W
pracy rozwazany jest problem mechaniki kontaktowej P,; tozsamy z Problemem P
sformutowanym pod koniec Podrozdziatu 2.3.2, przy zalozeniu, ze uzyte w nim prawo
tarcia moze mieé¢ charakter niemonotoniczny (por. Uwaga 42). Punktem wyjscia
do analizy numerycznej jest jego stabe sformutowanie majace posta¢ Problemu Py
w Podrozdziale 2.3.3. Dla problemu tego sformulowane zostaly dwa schematy nu-
meryczne opisane w Podrozdziale 2.5.3, tj. schemat semidyskretny majacy postac
Problemu P& oraz schemat w peli dyskretny majacy posta¢ Problemu P, Za-
chowujac oznaczenia z Podrozdzialu 2.5.3 opisze teraz najwazniejsze aspekty analizy
numerycznej przeprowadzonej w pracy [AT7].

Na poczatek warto zwrédci¢ uwage na zalozenia dotyczace danych w Problemie Py,
w pracy [AT7], w szczegélnosdei na silna monotoniczno$é tensora lepkosei (warunek
H(A)(e)), zrelaksowana monotonicznosé funkeji p (warunek H(u)(c)) oraz nieréw-
no$¢ ma > SAC: (wzér (3.22)) wiazaca ze soba stale wystepujace w warunkach
H(A)(e) i H(p)(c). Otéz samo istnienie stabego rozwiazania Problemu P,; mozna
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udowodni¢ bez tych trzech zalozen. Sa one natomiast kluczowe w dowodzie jed-
noznacznosci rozwiazania oraz w oszacowaniu bledu obu schematéw numerycznych
(por. Wniosek 52 i Uwaga 53). Nie jest to zreszta przypadek, gdyz sprawdzanie
jednoznacznosci rozwiazania oraz analiza bledu to dwa dziatania opierajace si¢ na
podobnej idei. Pierwsze z nich polega na oszacowaniu réznicy miedzy dwoma hi-
potetycznymi rozwiazaniami danego problemu, drugie za$ na oszacowaniu roznicy
miedzy rozwigzaniem problemu doktadnego i rozwiazaniem problemu przyblizonego.

Powyzsze spostrzezenia dotyczace zalozenn w pracy [A7] zwracaja uwage na podo-
bienstwo omawianych zagadnien do tematyki poruszonej w Podrozdziale 2.5.2. Na
tym jednak nie koniec analogii. Kolejnym problemem dyskutowanym w Podroz-
dziale 2.5.2 jest kwestia istnienia rozwiazania problemu doktadnego i problemu przy-
blizonego, jak rowniez oszacowanie a-priori tych rozwiazan przez stata niezalezna od
parametrow dyskretyzacji (por. Wniosek 52 (i) i Uwaga 53). W pracy [A7] istnienie
rozwiazania problemu dokladnego wynika z Twierdzenia 3.3. To samo twierdzenie
gwarantuje jednoznacznosé¢ rozwiazania oraz jego oszacowanie przez stala zalezna
tylko od warunkow poczatkowych i funkcji f (wzér (3.23)). W pracy znajduje
sie réwniez stwierdzenie, dotyczace istnienia i jednoznacznoséci rozwiazania u” pro-
blemu semidyskretnego Pl oraz jego oszacowania analogicznego do wzoru (3.23).
Wedtug wiedzy autoréw rezultaty te wynikaja z rozumowania identycznego z do-
wodem Twierdzenia 3.3. Istnienie rozwiazania schematu P¥, ze wzgledu na jego
skoniczenie wymiarowy charakter, réwniez nie budzi naszych watpliwosci, dlatego
w tej kwestii ograniczamy sie do krétkiego komentarza zamieszczonego tuz przed
sformutowaniem Twierdzenia 5.1. Natomiast samo Twierdzenie 5.1 gwarantuje nam
odpowiednie oszacowanie rozwiazania PP przez stala niezalezna od parametréw
dyskretyzacji.

Pierwszy etap analizy schematu semidyskretnego polega na wyprowadzeniu oszaco-
wania ([A7], Twierdzenie 4.1) postaci

I — u"[[E 000y + 18— 2" G0 m) + 1 — @5
< ¢ (|luo — gy + llur — willallur — 0" (0)]|x

i — v + [l — "]

oo + llor — 0l 20, rir2(rgmay) 5

w ktérym v jest dowolnym elementem przestrzeni L2(0,T; V*)NW. Nieréwnosé ta
jest uogdlnieniem nieréwnosci (122) i stanowi punkt wyjscia do oszacowania btedu
e" okreglonego wzorem (127) miedzy rozwiazaniem dokladnym w, a rozwiazaniem
przyblizonym w”. Jezeli przestrzen V" okreslona jest wzorem (129), a rozwiazanie
u wraz z warunkami poczatkowymi spelniaja dodatkowe zalozenia podwyzszonej
regularnosci sprecyzowane we Wniosku 4.3 w [A7], wéwczas blad ten oszacowany jest
liniowo ze wzgledu na h ([A7], (4.29)). Podstawa do uzyskania liniowego oszacowania
bledu jest Twierdzenie 54 oraz Wniosek 55.

W przypadku schematu w pelni dyskretnego, punktem wyjscia do oszacowania btedu
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jest nieréwnosé

n
hk
s on =l + 3 Ko = i)
]:

N
< |6 (1 = bl + 1w, — o 17)
j=1

1
+ 121?;%\7 Han - v?nHLQ(Fgng) —|‘ E H(w] - ’U;L) - (wj+1 — ’U;.l_i_l)Hqu

+ max [w, — vy lf + luo — ug i + K[|l e 0 + llwo — will7 |
<n<N

w ktorej {v? é\f:l oznacza dowolny ciag elementéw przestrzeni V". Jej uzyskanie
mozliwe jest przy zalozeniu podwyzszonej regularnosci rozwiazania uw (zob. [A7],
(5.12)). Pozwala ona na liniowe oszacowanie bledu e"* zdefiniowanego wzorem (128)
ze wzgledu na parametry dyskretyzacji czasowej i przestrzennej h i k w sytuacji, gdy
VI jest zdefiniowana wzorem (129) oraz przy zalozeniu podwyzszonej regularnosci
rozwiazania dokladnego (zob. [AT7], Wniosek 5.3). Podobnie jak w przypadku osza-
cowania bledu dla schematu semidyskretnego, tak i tu kluczowa role odgrywa Twier-
dzenie 54 oraz Wniosek 55.

W Rozdziale 6 pracy [A7] opisane zostaly wyniki symulacji komputerowej dla Pro-
blemu Py, w przestrzeni R%2. W konkretnym modelu, € jest prostokatem [0,1] x
[0,0.5], tensory lepkosci i sprezystosci sa liniowe, a funkcja g w warunku (37) zde-
finiowana jest wzorem (39), czyniac prawo tarcia niemonotonicznym. Rozwiazanie
numeryczne u”* zostalo wyznaczone w oparciu o metode elementéw skonczonych
przy dyskretyzacji dziedziny siatka o srednicy h i dyskretyzacji przedzialu czaso-
wego podzialem jednostajnym o diugosci kroku czasowego k. Pierwsze obliczenia
zostaly wykonane dla h = k = %, a w nastepnych krokach oba parametry byty
stopniowo dzielone na pét az do uzyskania h = k = ﬁ. Rozwiazanie numeryczne
uzyskane dla ostatniego, najgestszego podziatu dziedziny czasowo-przestrzennej, zo-
stalo przez nas potraktowane jako rozwiazanie dokladne stanowiace punkt odnie-
sienia do wszystkich wczedniejszych rozwiazan. Porownujac kolejne rozwiazania
z rozwiazaniem ,,dokladnym”, wyznaczyliémy blad e"* i zaobserwowaliémy jego
zaleznosé od wielkosci (h + k), stwierdzajac, ze ma ona charakter liniowy (zob.
[A7], Fig.4). Nasza obserwacja stanowi numeryczne potwierdzenie teoretycznych

wynikow uzyskanych we wezesniejszych rozdziatach pracy.

Rezultat uzyskany w pracy [A7] stanowi uogdlnienie dwéch wezesniejszych rezul-
tatéw opisanych odpowiednio w pracach [3] oraz [B9]. W pierwszej z ww. prac prze-
prowadzona zostala analiza btedu dla problemu kontaktowego mechaniki zblizonego
do Problemu Py, z pracy [A7]. Model badany w [3] jest z jednej strony ciekawszy od
naszego, gdyz dotyczy kontaktu lepkosprezystego z uwzglednieniem zjawiska piezo-
elektrycznego. Wiaze sie to z obecnoscia dodatkowej niewiadomej w problemie, jaka
jest potencjal elektryczny, oraz dodatkowego tensora w prawie konstytutywnym. 7
drugiej jednak strony warunek kontaktowy w [3] jest znacznie prostszy od naszego.
Nie uwzglednia on bowiem tarcia (por. (36)), natomiast, co najistotniejsze, warunek
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na cze$¢ normalnag ma charakter monotoniczny. Decyduje to o zasadniczej roznicy
miedzy problemem z pracy [3], a rozwazanym przez nas Problemem Py, w ktorym
niemonotoniczny warunek kontaktowy stanowi zrédio trudnodci.
W pracy [B9] analizowany jest natomiast model z takim samym warunkiem kontak-
towym jak w Problemie Py, lecz w wersji stacjonarnej (szukana funkcja nie zalezy
od czasu). Praca [A7] uogdlnia wiec rezultat otrzymany w [B9] na przypadek dy-
namiczny, ktéry jest znacznie bardziej skomplikowany. Ponadto oszacowanie bledu
uzyskane w [A7] jest lepsze niz w [B9], gdzie uzyskaliSmy wynik (por. [B9], Twier-
dzenie 3)

|lu—u"|ly <OWT), r= inf |u—2"y. (145)

Vhevh

Aby wyjasni¢ z czego wynika réznica miedzy liniowym oszacowaniem bledu w pracy
[A7], a stabszym rezultatem (145) w pracy [B9], nalezy zwréci¢ uwage na obliczenia
z Podrozdziatu 2.5.2, majace analogiczna postaé¢ do tych z pracy [B9]. Otéz zrédtem
problemu, ktory stanal na drodze do uzyskania liniowego oszacowania bledu w pracy
[B9] jest drugi skladnik prawej strony nieréwnosci (123), ktéry w modelu mechaniki
kontaktowej przyjmuje postac

O(\/lttr = V]|t my). (146)

W pracy [B9] oszacowaliSmy norme znajdujaca sie pod pierwiastkiem za pomoca
nieréwnosei (54) wynikajacej z ciagtodci operatora sladu. Tym samym uzyskali$my
oszacowanie ||u; — v"| 12 rey < Collu — v"||v (por. [BI], (43)), w wyniku czego
wyrazenie (146) wniosto do oszacowania bledu skladnik rzedu /r. Tymczasem do
oszacowania skladnika brzegowego w pracy [A7] skorzystaliSmy z Twierdzenia 54
oraz Wniosku 55 otrzymujac oszacowanie |Ju, — v"|| r2(rerdy < ch? co dalo liniowy
przyczynek do oszacowania bledu pochodzacy od (146). Pomyslodawca takiego
rozwiazania jest trzeci z autoréw pracy [A7], bedacy swiatowe]j stawy ekspertem w
dziedzinie oszacowania bledu. W tym przypadku jego drobna wskazéwka pozwolila
nam na istotne poprawienie rezultatu otrzymanego w [B9].

3.8 [A8] Numerical analysis of a dynamic bilateral thermo-
viscoelastic contact problem with nonmonotone friction
law

Praca [A8] stanowi kontynuacje, a zarazem uogdlnienie pracy [A7]| na przypadek

modelu kontaktowego uwzgledniajacego temperature 6: Q0 x [0,7] — R. Wielko$¢
ta opisana jest w modelu nastepujacymi warunkami.

peyf — div (KV) = cij% +g w Qx (0,7), (147)
J

=0 na FDUFN X (O,T), (148)

— K(x,t,VO(t)) - v € 0c1jo(0(t)) — hr(x,t, |0 (2, t)||ge) na e x (0,7), (149)
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Pierwszy z warunkéw to réwnanie przeptywu ciepta, w ktérym ¢, jest wspélczyn-
nikiem pojemnosci cieplnej, K: Q x [0,T] x R? — R operatorem przewodnictwa
cieplnego, C' = (¢;;) tensorem rozszerzalnosci cieplnej, a g: 2 x [0,7] gestoscia
zrodla ciepta. Warunek (148) wyraza fakt, ze temperatura jest ustalona na frag-
mencie brzegu I'p U 'y, natomiast warunek (149) opisuje wymiane ciepta miedzy
cialem a podlozem przez brzeg kontaktowy. Warunek ten uwzglednia wytwarzanie
ciepta spowodowane tarciem, za co odpowiada sktadnik inkluzji zalezny od predkosci
w kierunku stycznym do podloza. Funkcja jo: R — R w warunku (148) jest dana
funkcja lokalnie lipszycowska. Wreszcie (150) jest warunkiem poczatkowym.

Problem mechaniki kontaktowej badany w pracy [A8] ma nastepujaca postac.

Problem Py Znaleié przemieszczenie u: Q x [0,T] — R%, napreienie o: Q x
[0, T] — S oraz temperature 6: Q x [0, T] — R spetniajace warunki (28), (32), (54),
(35), (38), (46) oraz (147)-(150).

W pracy [A7] funkcja j wystepujaca w warunku (38) oznaczona jest symbolem j,,
a funkcja jy wystepujaca w warunku (149) oznaczona jest symbolem j. Ponadto
w ogélnym sformutowaniu Problemu Py funkcja j z warunku (38) jest pewna za-
dana funkcja lokalnie lipszycowska, nie koniecznie okreslona wzorem (40). Dopiero
w symulacjach numerycznych za funkcje j = j, w warunku (38) przyjmujemy te
okreslona wzorem (40), a za funkcje p wystepujaca we wzorze (40) przyjmujemy te
okreslona wzorem (39).

Analiza numeryczna Problemu P, przebiega wedlug schematu zastosowanego w
pracy [A7] i opisanego w poprzednim podrozdziale, choé¢ w naszym przypadku ob-
liczenia sa bardziej skomplikowane ze wzgledu na obecno$é¢ dodatkowej niewiado-
mej jaka jest temperatura. Mimo oczywistych réznic miedzy dwoma modelami,
komentarze dotyczace teoretycznych i numerycznych aspektéw analizy poczynione
w poprzednim podrozdziale pozostaja aktualne réwniez w naszym przypadku. W
zwiazku z powyzszym w kwestii oszacowania bledu dla schematu semidyskretnego i
w pei dyskretnego ogranicze sie do zacytowania ostatecznych wynikéw pracy [AS§].

I tak dla schematu semidyskretnego otrzymaliSmy nastepujace oszacowanie bledu
([A8], Wniosek 13)

lu — M|l core) + [t — @*lcomm + i — @
+ (10 = 0" co,r5L2 () + 10 = 0" [y < ch. (151)

W pracy [A8], a w szczegdlnosci w nieréwnosci (151) przestrzen E jest zdefiniowana
tak jak przestrzen V we wzorze (49), w ktérym zbiér W K okreslony jest wzorem (47).
Przestrzen & jest zdefiniowana analogicznie jak przestrzen )V w Podrozdziale 2.2.
Natomiast przestrzen V wystepujaca w (151) okredlona jest jako V = L*(0,T;V),
gdzie

V={neH(Q)|n=0 nalpUly}.
Funkcje u i 6 wystepujace w (151) sa stabymi rozwiazaniami Problemu Py, a od-
powiadajace im funkcje v i 0" rozwiazaniami schematu semidyskretnego.
Dla schematu w peni dyskretnego otrzymalismy oszacowanie ([A8], Wniosek 16)

max {[lun = wp e+ lwn = wpH 100 = 0 2@y + kY110, = 0715} < e(h+k),
<n< —
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w ktérym w = o/, natomiast {u*}N_ - {w!FIN_ i {67FIN ) sa dyskretnymi przy-

blizenia odpowiednio przemieszczenia u, predkosci w i temperatury 6 uzyskanymi ze
schematu w pelni dyskretnego.

Podobnie jak w pracy [A8] wynik teoretyczny dotyczacy liniowego oszacowania bledu
dla schematu w pelni dyskretnego zostal poparty wynikami symulacji komputero-
wych dla modelu dwuwymiarowego.

Problem mechaniki kontaktowej opisany w pracy [A8] byl juz wezesniej badany przez
trzeciego z jej autoréw, a wynikom tych badan poswiecona jest praca [16]. W praw-
dzie omawiany tam model r6zni sie¢ od naszego obecnoscia skladnika zaleznego od
,,historii” procesu w prawie konstytutywnym oraz charakterem warunku kontakto-
wego dla czesci normalnej, niemniej jednak niemonotoniczne prawo tarcia oraz prawo
wymiany ciepta miedzy cialem a podlozem sa w obu modelach takie same. Giéwnym
wynikiem pracy [16] jest wykazanie istnienia stabego rozwiazania omawianego tam
problemu kontaktowego.

Zrédlem inspiracji do napisania pracy [A8] byly wyniki uzyskane przez pierwszego z
jej autorow we wezesniejszej pracy [A7| oraz cheé przeniesienia zdobytych na tej dro-
dze doswiadczen na model bardziej skomplikowany zaproponowany przez trzeciego
autora. Uzyskany przez nas wynik nie bylby jednak w pelni wartosciowy, gdyby
nie symulacje komputerowe przeprowadzone przez drugiego autora. Praca jest wiec
efektem polaczenia réznych doswiadczen w celu realizacji wspélnego zadania.

3.9 [A9] Numerical analysis of an evolutionary variational-
hemivariational inequality with application in contact
mechanics

Praca [A9] stanowi kontynuacje pracy [A5]. Jej tematem jest numeryczna analiza
Problemu Py, badanego w [A5]. Zalozenia dotyczace danych wystepujacych w pro-
blemie sa w obu pracach identyczne. Punktem wyjscia w analizie numerycznej jest
Problem P}, postawiony w Podrozdziale 3.5 bedacy stabym sformulowaniem Pro-
blemu Py (w pracy [A9] jest on oznaczony symbolem (Pn'"*)). Dla Problemu
(Pp"*) rozwazamy nastepujacy w peli dyskretny schemat numeryczny.

Problem (Py"""™ ). Znalesé u™ = {ul*IN_ C V" takie, e ult = ul i dla
n=12,...,N,
(Adul* + BulF + ¢ " — uﬁk>VXv* + d(v") — d(ul*)

n

Z < n,’Uh — ’U,hk>v><v* V’Uh - Vh,

n

&t € 0J(euy"),

gdzie V" jest przestrzenia zdefiniowana wzorem (129), a ul jest elementem zdefinio-
wanym wzorem (125).
Blad schematu w pehli dyskretnego definiujemy w tym przypadku jako wyrazenie
enr okreslone wzorem

N
. hk hk
el = s o = W} + 03 — wl -
n—=
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Glownym wynikiem pracy jest Wniosek 4.1, ktory orzeka, ze przy zalozeniu od-
powiedniej podwyzszonej regularnosci rozwiazania u i odpowiadajacego mu pola
naprezen o, spelniona jest nieréwnosé

er, < c(k*+h?)

z dodatnia stata ¢ niezalezna od k i h. Powyzszy wynik oznacza liniowe oszacowanie
bledu ey wzgledem parametrow dyskretyzacji.

Podobnie jak w pracach [AT7] i [A8], wynik uzyskany w czesci teoretycznej pracy
[A9] zostal poparty symulacjami komputerowymi wskazujacymi na liniowa zaleznosé
btedu od parametréw h i k.

3.10 [A10] Analysis of a dynamic contact problem with non-
monotone friction and non-clamped boundary condi-
tions

W pracy rozwazany jest dynamiczny problem kontaktowy ciala swobodnego (w ma-
tematycznym opisie zjawiska nie wystepuje brzeg kontaktowy Dirichleta I'p, co sta-
nowi pewne utrudnienie (por. Wniosek 15)). W modelu przyjmujemy nastepujace
prawo kontaktowe

1
— o, = p(u) + ~(u, = g) naleox(0,7),  (152)

lo-llre < pul(ter () (—00) To % (0,7).  (153)
) . ) nal ¢ X (U, .
—O0,; = /L(H’LLT”Rd) (_O-V)H’l}llm dla Uu- 7é 0

Warunki (152)-(153) modeluja kontakt ciala z podlozem skladajacym sie z od-
ksztalcalnej warstwy gléwnej pokrytej cienka warstwa sprezystego materialu o gru-
bosci g. Roéwnanie (152) oznacza, ze dopdki przemieszczenie normalne nie prze-
kracza wartosci g, warunek kontaktowy na cze$¢ normalna opisany jest zaleznoscia
—o0, = p(u,), w ktérej funkcja p nie musi by¢é monotoniczna. Gdy glebokosé pe-
netracji przekroczy grubosé¢ zewnetrznej warstwy g, pojawia si¢ dodatkowy opoér
%(ul, — g) pochodzacy od wewnetrznej warstwy podloza. Poniewaz nie jest ona ide-
alnie sztywna, dopuszczalna jest jej penetracja, natomiast wspétczynnik 1/r > 0
jest tym wiekszy im twardsze jest podloze. Warunek (153) staje sie réwnowazny
warunkowi (37), gdy naprezenie normalne S we wzorze (37) zadane jest wzorem
(152). Funkcja g w warunku (153) nie musi by¢ monotoniczna, w zwiazku z czym,
warunek ten opisuje niemonotoniczne prawo tarcia.

Pelne sformutowanie problemu kontaktowego ma nastepujaca postac.

Problem P,. Znaleié przemieszczenie w: Q x [0, T] — R? oraz naprezenie o : 2 x
[0, T] — S spetniajace warunki (28), (31), (34), (46) oraz (152)-(153).

W pracy zbadana zostata wariacyjna posta¢ Problemu Pn; majaca forme ewolucyj-
nej inklugzji typu Clarke’a. Jej analiza obejmuje dowdd istnienia i jednoznacznosci
stabego rozwiazania Problemu Py ([A10], Twierdzenie 3.3) oraz oszacowanie bledu
dla schematéw semidyskretnego ([A10], Wniosek 4.2) oraz w pelni dyskretnego
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([A10], Wniosek 5.2) liniowe ze wzgledu na parametry dyskretyzacji czasowej i prze-
strzennej. W dowodzie twierdzenia o istnieniu stabego rozwiazania wykorzystany
zostal pomocniczo rezultat z pracy [A2] dotyczacy istnienia rozwiazania abstrakcyj-
nej inkluzji typu Clarke’a z niekoercytywnym opertorem lepkosci. W oszacowniu
btedu obu schematéw dyskretnych udato sie natomiast unikna¢ nakladania zatozen
majacych posta¢ nierénosci miedzy stalymi wystepujacymi w problemie, takich jak
(3.22) w [AT7], (16)-(18) w [A8] lub warunek H(s) w [A9]. Bylo to mozliwe dzieki
skorzystaniu z Lematu 3.1 w pracy [A10], ktérego teza jest analogiczna do warunku
H . wprowadzonego w Podrozdziale 2.4.1 (por. Wniosek 48).

Praca zawiera roniez wyniki symulacji komputerowych uwierzytelniajace liniowe
oszcowanie bledu uzyskane w czesci teoretyczne;j.
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5. Omowienie pozostalych osiagnie¢ naukowo - badawczych

Ponizej przedstawiam informacje o moich pozostaltych publikacjach. Prace
[B1]-[B11] zostaly opublikowane po uzyskaniu przeze mnie stopnia doktora.
Praca [C1] ukazala si¢ przed moim doktoratem.

[B1]

[B2]

K. Bartosz, T. Janiczko, P. Szafraniec, M. Shillor, Dynamic thermovisco-
elastic thermistor problem with contact and nonmonotone friction, 2017,

Applicable Analysis, DOI: 10.1080/00036811.2017.1403586

Podobnie jak w pozostatych pracach poswieconych zjawiskom kontakto-
wym mechaniki, rozwazamy kontakt ciata fizycznego z podlozem, przy
czym w naszym modelu cialem tym jest urzadzenie elektroniczne zwane
termistorem. Jego zadanie polega na kontrolowaniu przeptywu pradu
elektrycznego w obwodzie w taki sposéb, aby pojawienie sig zbyt wyso-
kiej temperatury skutkowalo ograniczeniem przeptywu pradu. Proces ma
charakter dynamiczny, a wielkosciami szukanymi w modelu sa odpowied-
nio: przemieszczenie u:  x [0,T] — R? naprezenie o: Q x [0,T] — S,
temperatura 6: Q2 x [0, 7] — R oraz potencjal elektryczny ¢: Qx[0,7] —
R. W modelu matematycznym opisujacym zjawisko wystepuja trzy ro-
dzaje warunkow: ewolucyjna inkluzja drugiego stopnia typu Clarke’a dla
przemieszczenia, réwnanie paraboliczne dla temperatury oraz réwnanie
eliptyczne dla potencjatu, przy czym warunek opisujacy kazda z nie-
wiadomych zawiera w sobie pozostale niewiadome. W efekcie otrzy-
mujemy uktad wzajemnie sprzezonych warunkow trzech réznych typow.
Glownym rezultatem pracy jest Twierdzenie 3.2 gwarantujace istnienie
stabego rozwiazania opisanego powyzej problemu kontaktowego. Dowdd
preprowadzony jest w oparciu o metode retardacji czasowe;.

K. Bartosz, M. Sofonea, Subdifferential inclusions for stress formulations
of unilateral contact problems, 2017, Mathematics and Mechanics of So-
lids, 1-19, DOI: 10.1177/1081286517709518

W pracy rozwazane sa dwa modele mechaniki kontaktowej, ktére réznia
sie od pozostatych badanych przeze mnie modeli charakterem prawa kon-
stytutywnego. Otéz we wszystkich moich pozostalych pracach ma ono
posta¢ o = o(e(u)), ktéra ilustruje fakt, ze naprezenie jest funkcja prze-
mieszczenia. W pracy [B2] zalezno$é jest odwrotna, tzn. zakladamy
warunek e(u) € A(o) + 0cij(o), gdzie A jest danym operatorem, a j
dana funkcja lokalnie lipszycowska. Tym razem wiec to naprezenie trak-
tujemy jako zmienna niezalezna, odksztalcenie zas jako jego funkcje, a
doktadnie multifunkcje, gdyz powyzsze, prawo konstytutywne ma postaé
inkluzji uwzgledniajacej subrozniczke typu Clarke’a. Dla poréwnania, we
wszystkich pozostatych badanych przeze mnie inkluzjach typu Clarke’a
modelujacych problemy mechaniki kontaktowej, subrézniczka Clarke’a
pochodzi od jednego z warunkéw brzegowych, tu natomiast od prawa
konstytutywnego. Poza tym w obu problemach w pracy [B2] prawo kon-
taktowe na cze$¢ normalna opisane jest warunkiem Signoriniego, ktory
prowadzi do pojawienia sie w sformulowaniu wariacyjnym subrézniczki w
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[B4]

sensie analizy wypuklej pewnej funkcji wskaznikowej. W efekcie postac
wariacyjna ma charakter inkluzji zawierajacej dwa typy subrézniczek, wy-
pukla i Clarke’a. W zwiazku z tym dla wykazania istnienia jej rozwiazania
kluczowa role odgrywa Twierdzenie 14 (por. Wniosek 26).

Pierwszy z dwéch probleméw badanych w pracy [B2] ma charakter stacjo-
narny, a jego sformutowanie wariacyjne, jak juz wspomniatem, ma postac
stacjonarnej inkluzji typu Clarke’a uwzgledniajacej subrézniczke funkeji
wypuktej. W drugim problemie szukana funkcja zalezy od czasu, a w
prawie konstytutywnym wystepuje dodatkowy sktadnik zalezny od ., hi-
storii procesu” (ang. memory term). W zwiazku z tym inkluzja sta-
nowiaca stabe sformulowanie problemu zawiera analogiczny sktadnik, a
do wykazania istnienia jej rozwiazania stosujemy wynik dotyczacy istnie-
nia rozwiazania inkluzji stacjonarnej potaczony z argumentacja oparta na
twierdzeniu Banacha o punkcie stalym.

K. Bartosz, M. Sofonea, A dynamic contact model for viscoelastic plates,
2017, Quarterly Journal of Mechanics and Applied Mathematics, vol. 70,
1-19, DOI: 10.1093/gjmam/hbw013

W pracy rozwazamy dynamiczny proces kontaktowy ciala z odksztalcal-
nym podlozem bez uwzglednienia tarcia. W naszym modelu cialo ma
postaé plyty zdefiniowanej jako B = (0, L) x (—h, h) x (—oo, +00) C R3.
Warunek kontaktowy na cze$¢ normalna ma posta¢ niemonotonicznej in-
kluzji typu Clarke’a. Zaktadamy, ze sity dziatajace na cialo nie zaleza od
trzeciej zmiennej z, oraz postulujemy, ze te wlasno$¢ ma rowniez poszu-
kiwane odksztalcenie u. Pozwala to sprowadzi¢ powyzszy trojwymiarowy
problem, do problemu dwuwymiarowego, w ktérym dziedzina jest zbior
Q= (0,L) x (—h, h) bedacy poprzecznym przekrojem plyty. Stabe sfor-
mutowanie problemu ma posta¢ ewolucyjnej inkluzji typu Clarke’a rzedu
drugiego. Gléwnym rezultatem pracy jest Twierdzenie 4.1 zapewniajace
istnienie stabego rozwiazania badanego problemu kontaktowego.

K. Bartosz, P. Kalita, S. Migorski, A. Ochal, M. Sofonea, 2016, History-
dependent problems with applications to contact models for elastic be-
ams, Applied Mathematics and Optimization, vol. 73, 71-98,

DOI: 10.1007/s00245-015-9292-6

Tematem pracy jest matematyczna analiza problemu kontaktowego jed-
nowymiarowej belki zajmujacej odcinek [0, L] z réwnolegltym do niej pod-
tozem znajdujacym sie w odlegtosci g. Proces odbywa sie¢ w przedziale
czasowym [0, T'], a szukana jest funkcja u: [0, L] x[0,T] — R, oznaczajaca
poprzeczne wychylenie belki w punkcie = € [0, L] w chwili ¢ € [0,7T] po-
wstale w wyniku dzialania sity zewnetrznej f skierowanej prostopadle do
belki. Do opisu zjawiska stosujemy prawo Fulera-Bernoulliego, w mysl
ktorego naprezenie wewnetrzne belki zalezy od czwartej pochodnej prze-
strzennej funkcji u. Gléwnym warunkiem w modelu jest réwnanie opi-
sujace rownowage miedzy tym naprezeniem a sitami dzialajacymi na ciato.
Oproécz naprezenia wewnetrznego i sity f w rownaniu wystepuja jeszcze
dwa rodzaje sil. Pierwsza z nich jest reakcja podtoza, a jej zaleznos¢ od
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przemieszczenia opisana jest za pomoca inkluzji typu Clarke’a. Druga
uwzglednia tzw. efekt ,,pamieci” podioza, a jej wielkos¢ w chwili ¢ u-
zalezniona jest od przebiegu procesu kontaktowego poprzedzajacego t.
Stabe sformulowanie problemu ma posta¢ nieréwnosci hemiwariacyjnej
uwzgledniajacej skltadnik pochodzacy od efektu pamieci (memory term).
Glownym rezultatem teoretycznym pracy jest Twierdzenie 12 dotyczace
istnienia i jednoznacznosci stabego rozwiazania badanego przez nas pro-
blemu. Dowdd twierdzenia oparty jest na rezultatach dotyczacych sur-
jektywnosci wielowartosciowych operatorow pseudomonotonicznych oraz
na wykorzystaniu twierdzenia Banacha o punkcie stalym. Oprécz wyniku
abstrakcyjnego, w pracy znajduja sie¢ wyniki obliczenn numerycznych po-
zwalajace ustali¢ przyblizony ksztalt belki przy ustalonych wartos$ciach
parametrow i w ustalonej chwili czasowej. Nasze obliczenia wykonane sa
w oparciu o metode elementéw skonczonych.

K. Bartosz, Z. Denkowski, P. Kalita, Sensitivity of optimal solutions to
control problems for second order evolution subdifferential inclusions,
2015, Applied Mathematics and Optimization, vol. 71, 379-410, DOI:
10.1007/s00245-014-9262-4,

W pracy tej rozwazamy ewolucyjna inkluzje typu Clarke’a bedaca po-
laczeniem Probleméw (P)g i (P')g z Podrozdzialu 2.2. Polaczenie to
polega na uwzglednieniu w inkluzji dwéch wyrazen wielowartosciowych:
wyrazenia (*Oc;J (tu(t)) charakterystycznego dla Problemu (P)g i wy-
razenia 1*0c;J%(vu/(t)) charakterystycznego dla Problemu (P')g. Dalsze
uogolnienie polega na odrzuceniu warunku p = ¢ = 2, oraz na dodaniu
do prawej strony inkluzji skladnika zawierajacego dodatkowa zmienna
sterujaca (sterowanie). W pracy [B5] zmienna sterujaca oznaczona jest
symbolem u, natomiast niewiadoma w inkluzji symbolem y. Aby uniknaé
konfliktu oznaczen z materialem prezentowanym do tej pory, w opisie re-
zultatéw pracy [B5] bede uzywatl oznaczen zgodnych z oryginalnymi. W
szczegolnoscei zbior sterowan dopuszezalnych oznaczamy symbolem U, a
rozwazana inkluzje ewolucyjna nazywamy Problemem (P). Oprécz Pro-
blemu (P) rozwazamy problem sterowania optymalnego oznaczony sym-
bolem (C'P)g, polegajacy na znalezieniu minimum zadanego funkcjonatu
F, ktory zalezy od czterech zmiennych: danego sterowania u, danych
punktow yo i y; oraz funkeji y, przy zalozeniu, ze zmienne te sa ze soba
powiazane w ten sposéb, ze y jest rozwiazaniem Problemu (P), w ktérym
u jest danym sterowaniem, a warunki poczatkowe maja posta¢ y(0) = yo,
y'(0) = y1.

Nastepnie zajmujemy sie wrazliwoscia rozwiazaii Probleméw (P) i (CP)g
na zaburzenia danych problemu. W tym celu zamiast Problemu (P) roz-
patrujemy ciag probleméw zaburzonych (P)g, k € N := N U {+oc}, zde-
finiowany w ten sposéb, ze przy k — oo parametry Probleméw (Py)gen
daza (w pewnym precyzyjnie ustalonym sensie) do parametréw problemu
granicznego (P)s. Do zbioru parametréw zaliczamy przy tym zaréwno
warunki poczatkowe, sterowanie u, funkcje f, jak rowniez wszystkie ope-
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ratory i funkcjonaly wystepujace w inkluzji. Pierwszym rezultatem pracy
jest wykazanie istnienia rozwiazania Problemu (P);, k € N w najogélniej-
szej postaci (Twierdzenie 14). W zwiazku z tym rozwazamy (niepusty)
zbi6r Si(uy) rozwiazai Problemu (P), k € N, gdzie g = (ug, v, yi).
Woéwcezas Twierdzenie 20 gwarantuje, ze gorna granica Kuratowskiego
rodziny zbioréw Si(uy) zawiera sie w zbiorze So.(us). Ponadto, jezeli
Problem (P), ma jednoznaczne rozwiazanie, wowczas rodzina Sy (ug)
dazy do Sy (i) W sensie Mosco. W kolejnej czesci pracy rozpatrujemy
zaburzenie Problemu (C'P)g. Mianowicie zamiast funcjonatu F bierzemy
pod uwage rodzine funkcjonaléw Fi, k € N, i odpowiadajaca jej rodzine
Probleméw (C'P)g,, k € N, oraz definiujemy szczegélny rodzaj zbieznosci
(oparty gléwnie na I zbieznosci) ciagu Fy do Foo. Wwcezas z Twierdzenia
23 otrzymujemy nastepujace rezultaty. Po pierwsze dla kazdego k € N,
istnieje rozwiazanie optymalne (u},y>, y;*,y;) Problemu (CP)g,. Po
drugie, jezeli rozwiazanie Problemu (C'P)g_, jest jednoznaczne, to ciag
(uf, v, yi*,y5), k € N, ma punkt skupienia, ktéry jest rozwiazaniem
optymalnym Problemu (C'P)r_ . Po trzecie, m; — my przy k — oo,
gdzie my, oznacza najmniejsza wartosé¢ funkcjonalu Fy, k € N.

K. Bartosz, X. Cheng, P. Kalita, Y. Yu. C. Zeng, Rothe method for
parabolic variational-hemivariational inequalities, 2015, Journal of Ma-
thematical Analysis and Applications, 423, 841-862,

DOI: 10.1016/j.jmaa.2014.09.078

Gléwnym rezultatem pracy jest Twierdzenie 5.1 mdéwiace o istnieniu roz-
wiazania nastepujacego problemu.

Problem (V). ZnaleZé uw € W takie, Ze u(0) = uy oraz dla wszystkich
v €V, zachodzi nierownosé

/0 (W (8) + Ault) + () — F(1), 0(t) — u())v-xy
+ ®(u(t)) = B(ut)) di >0,

gdzie & € U* spelnia warunek £(t) € 0oy J (vu(t)) dla p.w. t € (0,T).

Przestrzenie wystepujace w Problemie (V) sa zdefiniowane tak samo jak
na poczatku Podrozdziatu 2.2 tuz przed sformutowaniem Problemu (P)g
i podobnie jak tam przyjmujemy p = ¢ = 2. Podobienstwo Problemu
(V) do Problemu P z pracy [A5] nie jest przypadkowe, choé w tym ostat-
nim wystepuja dwa operatory A i B. Otz doswiadczenia wynikajace z
badania nieréwnosci wariacyjno-hemiwariacyjnej w pracy [B6] staly sie
dla mnie inspiracja do przeprowadzenia podobnej analizy dla nieréwnosci
wystepujacej w pracy [A5]. W obu przypadkach do wykazania istnie-
nia rozwiazania wykorzystana zostala metoda Rothe opisana w Podroz-
dziale 2.4. Réwniez w obu przypadkach na etapie procedury opisanym
w Podrozdziale 2.4.3 w kazdym ustalonym kroku czasowym mielismy do
czynienia z pomocniczym problemem stacjonarnym majacym forme in-
kluzji uwzgledniajacej dwa rodzaje subrézniczek, subrézniczke Clarke’a
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funkcji J oraz subrézniczke wypukla funkeji ®. Aby wykazaé istnie-
nie rozwiazania tej inkluzji, w pracy [B6] skorzystaliSmy z aproksyma-
¢ji Yosidy funkcji @ funkcjami ®., ¢ > 0, rézniczkowalnymi w sensie
Gateaux. Dzieki ich regularnosci mogliSmy skorzysta¢ z Twierdzenia 11
do udowodnienia istnienia rozwiazania problemu przyblizonego z para-
metrem ¢. Taka strategia wymagala jednak wykonania przejs$cia granicz-
nego z problemu przyblizonego do problemu wyjsciowego przy € — 0.
Dla poréwnania w pracy [A5] skorzystalem z bardziej ogdlnego Twier-
dzenia 14 (por. Wniosek 26), ktére pozwolilo od razu wykazaé istnienie
rozwiazania problemu wyjsciowego bez stosowania aproksymacji Yosidy.
W pracy [B6] wykazaliémy réwniez, ze przy zalozeniach Twierdzenia 5.1
rozwiazanie Problemu (V) jest jedyne (Twierdzenie 6.1) i holderowsko
ciagle z wykladnikiem 1/2 jako funkcja zmiennej t (Twierdzenie 6.2). W
ostatnim rozdziale przeprowadzone zostaly symulacje komputerowe dla
problemu fizycznego, ktérego matematyczny opis w swoim stabym sfor-
mutowaniu odpowiada Problemowi (V). W przykladzie tym rozwazamy
rownanie przepltywu ciepta w obszarze {2 bedacym kwadratem. Na jed-
nym z jego bokéw zadany jest warunek brzegowy uzalezniajacy wielkos¢
przeptywu ciepta w kierunku normalnym zewnetrznym od temperatury
na brzegu. Zalezno$¢ ta ma charakter inkluzji uwzgledniajacej dwa typy
subrézniczek réznych potencjalow, subrézniczke Clarke’a i subrézniczke
wypukla. Na pozostalym fragmencie brzegu zadany jest warunek Diri-
chleta, a réwnanie uzupehione jest jednorodnym warunkiem poczatko-
wym.

M. Barboteu, K. Bartosz, P. Kalita, A. Ramadan, Analysis of a contact
problem with normal compliance, finite penetration and nonmonotone

slip dependent friction, 2014, Communications in Contemporary Mathe-
matics, 16, 1350016 [29 pages|, DOI: 10.1142/S0219199713500168

W pracy rozwazamy stacjonarny problem kontaktowy z prawem kontak-
towym opisanym warunkami

(0, + p(w,) <0, u, —g <0

(o + p(uy))(uy, — g) = 0
lole < plluclz)NGw)  dla w, =0
-0, = u(||uT||Rd)N(u,,)”Jl’m dla u,#0

na I'c, (154)

\

gdzie g oznacza odlegtosé ciala od podloza, z ktérym moze zachodzié¢ kon-
takt, a p, p i N sa zadanymi funkcjami. Pelne sformutowanie problemu
ma nastepujaca postac.

Problem P,;. Znalesé przemieszczenie w: € — Re i naprezenie o: Q —
S spetniajace warunki (29), (30), (33), (34) i (154).

W poréwnaniu z modelami omawianymi w Rozdziale 3, prawo kontak-
towe (154) jest znacznie bardziej skomplikowane od praw kontaktowych
uzywanych w tamtych modelach, gdyz oba wystepujace w nim warunki
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kontaktowe: na cze$¢ normalna i na czes¢ styczna sa nietrywialne. Dodat-
kowo przemieszczenie normalne wystepuje w warunku na czesé styczna,
co powoduje, ze oba warunki sa ze soba sprzezone. Zwroémy tez uwage,
ze warunkek na cze$¢ normalna jest réwnowazny relacji

—0y, € p(“u) + a[(—o<>,g]<uu)7 (155)

gdzie I(_ 4 oznacza funkcje wskaznikowa przedzialu (—oo, g] okreslona
wzorem (44), natomiast warunek na czes¢ styczna jest réwnowazny relacji

17/l ga
o, € Nu)orjs(u-). dsie jo(n) = [ pls)ds € Y
0

Obecno$¢ dwoéch réznych typow subrézniczek, subrézniczki Clarke’a i
subrézniczki wypuklej powoduje, ze stabe sformutowanie Problemu Py,
ma postaé nieréwnosci wariacyjno-hemiwariacyjnej (por. Uwaga 22). Aby
ominac¢ wynikajaca z tego faktu trudnosé, w pracy rozpatrujemy najpierw
problem przyblizony P}, z parametrem n € N, w ktérym warunek (155)
przyblizamy warunkiem

—0, = p(u,) + ney + nes(u, — g) 4,

gdzie ¢o 1 c3 sa dowolnymi stalymi nieujemnymi, takimi, ze co + c3 > 0.
Gléwnym rezultatem naszej pracy dotyczacym problemu przyblizonego
jest Twierdzenie 4.1, ktore gwarantuje istnienie stabego rozwiazania Pro-
blemu Py, dla kazdego n € N. Jego dowdd opiera sie na zastosowaniu
Twierdzenia 11. Natomiast gléwnym rezultatem calej pracy jest Twier-
dzenie 5.1, z ktérego wynika istnienie stabego rozwiazania Problemu Py,
bedacego staba granica podciagu stabych rozwiazan Problemu P}, przy
n — oo. W pracy opisany tez zostal algorytm pozwalajacy rozwiazywac
numerycznie zarowno Problem Pj;, jak rowniez Problem Pp;. Algo-
rytm oparty jest na metodzie elementéw skonczonych. Zostal on za-
implementowany dla modelu dwuwymiarowego, w ktorym zbior €2 jest
prostokatem, operator elastycznosci jest liniowy, a funkcja g w niemono-
tonicznym prawie tarcia okreslona jest wzorem (39). Przeanalizowalismy
tez norme réznicy miedzy rozwiazaniem numerycznym Problemu Py, a
rozwiazaniem numerycznym Problemu Py, i zaobserwowalismy, ze zalezy
ona liniowo od n (im wigksze n, tym mniejsza réznica miedzy dwoma
rozwiazaniami).

K. Bartosz, P. Kalita, M. Barboteu, A dynamic viscoelastic contact pro-
blem with normal compliance, finite penetration and nonmonotone slip
rate dependent friction, 2015, Nonlinear Analysis: Real World Applica-
tions, 22, 452-472, DOI: 10.1016/j.nonrwa.2014.08.009

Problem kontaktowy badany w pracy [B8] jest uogdlnieniem Problemu
P z pracy [B7] na przypadek dynamiczny. Rozwazamy w nim nastepu-
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jacy warunek kontaktowy
(0, +p(u,) <0, u, —g <0

(@ + plw)) = 9) =0 na To x [0,7], (156)
loles < il fedp(w)  dla =0

|00 = ulllie (o) e dla i, £0

natomiast pelne sformulowanie problemu ma postac.

Problem P);. Znalezé przemieszczenie w: 2 x (0,T) — R? i naprezenie
o: Q x (0,T) — S spetniajace warunki (28), (31), (33), (54), (46) i
(156).

Podobnie jak w poprzedniej pracy, dla Problemu P,; rozwazamy problem
przyblizony z parametrem A > 0, w ktérym warunek kontaktowy na czes¢
normalng (réwnowazny z (155)) zastepujemy warunkiem przyblizonym

1
—0, = () + 5 = ), A >0,

Najwazniejszym rezultatem pracy dotyczacym problemu przyblizonego
jest Twierdzenie 4.5, ktére gwarantuje, ze dla kazdego A > 0 problem
przyblizony posiada stabe rozwiazanie. Dowdd twierdzenia przeprowa-
dzony jest w oparciu o Twierdzenie 11. Natomiast gléwnym rezultatem
pracy jest Twierdzenie 5.1 zapewniajace istnienie stabego rozwiazania
Problemu P,;. Jego dowdd opiera sie na przejsciu granicznym ze stabymi
rozwiazaniami problemu przyblizonego przy A — 0. Jako granice otrzy-
mujemy stabe rozwiazanie Problemu P,;. Podobnie jak w pracy [B7],
rowniez w omawianym przypadku dynamicznym opracowany zostal al-
gorytm bazujacy na metodzie elementéw skoniczonych oraz dyskretyzacji
czasowej pozwalajacy wyznaczy¢ numeryczne przyblizenie zaréwno pro-
blemu doktadnego, jak i problemu przyblizonego z parametrem A. Wyniki
implementacji algorytmu przedstawione sa ostatnim rozdziale pracy.

M. Barboteu, K. Bartosz, P. Kalita, An analytical and numerical ap-
proach to a bilateral contact problem with nonmonotone friction, 2013,
International Journal of Applied Mathematics and Computer Science, 23,
263-276, DOI:10.2478 /amcs-2013-0020

W pracy rozwazamy stacjonarny problem mechaniki kontaktowej z niemo-
notonicznym warunkiem kontaktowym na cze$¢ styczna majacym postac

{”UTHRd < u(0)S dla u, =0

na L'c. (157)
-0, = u(||lurl|ge)S s /||tr||ge  dla w, #0

Pelne sformutowanie problemu ma postac.

Problem P,;. Znaleié przemieszczenie w: € — Re i naprezenie o: Q —
S spetniajace warunki (29), (30), (33), (34), (35) i (157).
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Zwréémy uwage, ze warunek (157) jest odpowiednikiem warunku (37)
w przypadku stacjonarnym (funkcja w nie zalezy od czasu). Problem
bedacy stabym sformutowaniem Problemu P, jest w pracy [B9] ozna-
czony symbolem P}.. Okazuje sie, ze ma on strukture analogiczna do
Problemu (Q) postawionego na poczatku Podrozdziatu 2.5.2 (role prze-
strzeni U pelni w tym przypadku przestrzen L?(I'c;R?), a role operatora
¢ operator sladu zlozony z operatorem brania czesci stycznej wektora).
W pracy rozwazamy tez Problem PP bedacy przyblizeniem Galerkina
Problemu P}, ktéry z kolei jest analogiczny do Problemu (Q") z Podroz-
dziatlu 2.5.2. W pierwszej czesci pracy udowadniamy (przy odpowiednich
zalozeniach) istnienie i jednoznacznosé rozwiazania Problemu Py, (Twie-
dzenia 112). W drugiej czesci badamy blad przyblizenia u ~ u”, gdzie u
i u” sa rozwiazaniami odpowiednio Probleméw Py i Plt. Przeprowadzone
obliczenia prowadza do oszacowania analogicznego do (123). W rezulta-
cie otrzymujemy oszacowanie bledu przyblizenia okreslone wzorem (145)
przytoczonym w Podrozdziale 3.7. Tam tez znajduje sie wytlumaczenie
dlaczego nie udalo sie uzyska¢ optymalnego, tj. liniowego oszacowania
bledu.

W dalszej czesdci pracy stawiamy sobie za cel wyznaczenie w sposéb nu-
meryczny rozwiazania skonczenie wymiarowego Problemu P{. Po od-
powiednim przeformutowaniu sprowadzamy go do problemu minimaliza-
cji pewnego niewypukiego funkcjonatu energii na przestrzeni R”, gdzie
n jest wymiarem, ktéry zalezy od gestosci triangulacji dziedziny (prze-
strzen V" jest okredlona wzorem (129)). Stosujemy do tego celu metode
wiaqzkl proksymalnej opisana w pracach Makeli i Miettinena cytowanych w
[B9]. Algorytm zostal zaimplementowany dla modelu dwuwymiarowego,
w ktérym zbidr € jest prostokatem, operator elastycznosci jest liniowy, a
funkcja g w niemonotonicznym prawie kontaktowym okreslona jest wzo-
rem (39). Ostatni rozdzial pracy zawiera wyniki realizacji algorytmu
uzyskane na drodze symulacji komputerowych.

K. Bartosz, Hemivariational inequalities modeling dynamic contact pro-
blems with adhesion, 2009, Nonlinear Analysis, Theory, Methods and
Applications vol. 71, 1747-1762, DOI: 10.1016/j.na.2009.01.011

W pracy rozwazany jest dynamiczny proces kontaktowy uwzgledniajacy
lepkie przyleganie ciala do podloza. Warunek kontaktowy ma nastepujaca
postac.

—0,(t) € 04, (L, B(t), u,(t))
—o(t) € 9j.(t, B(t), u (1))

na T x (0,7). (158)

Funkcja : I'c x (0,7) — [0, 1] oznacza intensywnos$¢ lepkiego oddzia-
tywania miedzy czescia kontaktowa I'c powierzchni ciala a powierzchnia
podioza. W szczegdlnoscei gdy 5 = 1 oddzialywanie jest petne, gdy g = 0,
oddzialywanie nie wystepuje, natomiast gdy 8 € (0, 1), jest ono czesciowe.
W czasie trwania procesu kontaktowego, intensywnos$¢ wiazania moze
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ulega¢ zmianie, wiec zakladamy, ze funkcja [ zmienia sie w czasie, a
jej ewolucja opisana jest rownaniem rézniczkowym zwyczajnym

B(t) = F(t,u(t), B(t)) na To x (0.7) (159)

Pelne sformutowanie problemu ma nastepujaca postac.

Problem P. ZnaleZé przemieszczenie w: 2 x [0,T] — R%, naprezenie
o: Q — S? oraz lepkosé B: Te x (0, T) — [0, 1] spetniajace warunki (28),
(31), (33), (34). (46), (158) 1 (159).

Glownym rezultatem pracy jest Twierdzenie 4 zapewniajace istnienie
stabego rozwiazania Problemu P. Dowdd twierdzenia podzielony jest na
dwa najwazniejsze etapy. W pierwszym z nich wykazane zostalo istnienie
i jednoznaczno$¢ rozwiazania problemu Cauchye’ego (159) przy kazdym
ustalonym elemencie z w miejscu w. W oparciu o ten rezultat, zdefinio-
wany zostal operator rezolwenty z — Rz := [, gdzie  jest (jedynym)
rozwiazaniem (159) przy ustalonym z w miejscu u. Nastepnie w stabym
sformutowaniu Problemu P w miejsce § wstawione zostalo Ru, co po-
zwolilo na wyeliminowanie niewiadomej 3 z problemu. Dzigki temu w
drugim etapie dowodu rozwazany jest juz problem, w ktorym wystepuje
tylko jedna niewiadoma w. Istnienie rozwiazania tego problemu zostalo
dowiedzione w oparciu o twiedzenie dotyczace surjektywnosci operatoréw
L-pseudomonotonicznych (por. [8], Twierdzenie 6.3.73).

K. Bartosz, P. Kalita, Optimal control for a class of dynamic viscoelastic
contact problems with adhesion, 2012, Dynamic Systems and Applica-
tions, 21, 269-292

Praca stanowi kontynuacje pracy [B10] i dotyczy zagadnienia sterowa-
nia optymalnego dla rozwazanego tam Problemu P. W szczegdlnosci
rozwazamy stabe sformutowanie Problemu P (Problem (AVFC)) i okresla-
my zestaw zmiennych sterujacych ¢ = (f,u%, u', %), gdzie f jest prawa
strona stabego sformutowania Problemu P zdefiniowana analogicznie do
(58), u®, u'! sa elementami wystepujacymi w warunku poczatkowym (46),
a ° jest wartodcia wystepujaca w warunku poczatkowym w (159). Sym-
bolem ®,; oznaczamy zbiér wszystkich sterowan dopuszczalnych ¢, a
symbolem S(¢) zbiér wszystkich stabych rozwiazan Problemu P przy
ustalonych danych ¢ = (f,u°, u', 3°). Problem sterowania optymalnego
polega na znalezieniu sterowania ¢* € ®,4 i rozwiazania y* € S(¢*) ta-
kich, ze
F(¢",y") = inf{F(d,y) : ¢ € Pua, y € S(9)},

gdzie F jest zadanym funkcjonalem. Gléwnym rezultatem pracy jest
Twierdzenie 5.4 gwarantujace istnienie rozwiazania rozwazanego problemu
sterowania optymalnego.

K. Bartosz, Hemivariational inequality approach to the dynamic visco-
elastic sliding contact problem with wear, Nonlinear Analysis, Theory,
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W pracy rozwazany jest dynamiczny proces kontaktowy z warunkiem
kontaktowym na czes¢ normalna w postaci

—0, € 8]Cl(uly) na Fc, (160)

gdzie j: R — R jest zadana funkcja lokalnie lipszycowska. Motywacja do
rozwazania warunku (160) byl zamiar uogélnienia warunku

(161)

—0, = 0|u],

gdzie 6 > 0 jest dane. Jezeli funkeja j okreslona jest wzorem j(€) = 16|[¢
dla kazdego £ € R, to J¢yj(§) = {0|€|} 1 warunek (160) redukuje sie do
(161). Ostatni warunek wystepuje w modelach opisujacych kontakt bila-
teralny (w ktérym cialo przylega do podloza) uwzgledniajacy zniszczenie
(Scieranie sie) powierzchni kontaktowej. Zjawisko to opisane jest za po-
moca funkcji w: I'e x (0,7) — R okreslajacej grubosé warstwy, ktéra
ulegta zuzyciu, a wiec glebokos¢ penetracji ciala w podloze. Wynika stad
zaleznosé

U, = —w. (162)

Ponadto uwzgledniamy prawo Archarda, w mysl ktérego predkosé sciera-
nia materiatu jest proporcjonalna do sity nacisku w kierunku normalnym
o, i do predkoéci podloza v*. Stad mamy warunek

w = —ky,o,v", (163)

gdzie k,, > 0 jest ustalone. Podstawiajac 0 = 1/(k,v*) do (162) i (163)
otrzymujemy
o, = 0u,.

Poniewaz naprezenie normalne na powierzchni kontaktowej jest nidodat-
nie (0, < 0 na I'c), z warunku (163) otrzymujemy w’ > 0, co oznacza,
ze zuzycie materiatu rosnie w czasie. Dodatkowo z (162) mamy u, < 0,
a poniewaz o, < 0, otrzymujemy warunek (161).

Podsumowujac, warunek (160) stanowi uogélnienie warunku kontakto-
wego odpowiadajacego Scieraniu materiatu. Dla czesci stycznej przyjety
zostal warunek kontaktowy

u, =0 na T'e x [0,7T]. (164)
Pelne sformulowanie problemu rozwazanego w pracy [C1] ma postac.

Problem P. ZnaleZé przemieszczenie w: 2 x [0,T] — R i naprezenie
o: Q — S spetniajace warunki (28), (31), (33), (34), (46), (160) i (164).

W réwnaniu (28) dla uproszezenia przyjeto p = 1.

Glownym rezultatem pracy jest Twierdzenie 11 gwarantujace istnienie
stabego rozwiazania Problemu P. Dowdd twierdzenia opiera sie na rezul-
tacie dotyczacym surjektywnosci operatoréw L-pseudomonotonicznych
(por. [8], Twierdzenie 6.3.73).
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6. Plany dotyczace dalszych badan naukowych.
W najblizszej przysziosci zamierzam kontynuowaé¢ badania dotyczace analizy
numerycznej modeli kontaktowych mechaniki. W szczegdlnosci zamierzam
uogdlni¢ wyniki uzyskane w pracach [AT7]-[A9]. Uogdlnienia te opieraja sie
na nastepujacych refleksjach.

1. Praca [A7] stanowi uogélnienie pracy [3], na przypadek z niemonotonicz-
nym prawem tarcia. Jednak model omawiany w [3] jest bardziej zlozony,
gdyz uwzglednia dodatkowo zjawisko piezoelektryczne. Dla uproszczenia,
w pracy [A7] bylo ono pominiete. Tym razem jednak zamierzam uogdlnié
wyniki pracy [A7] na model kontaktu piezoelektrycznego.

2. W pracach [A7] i [A8] wykorzystane byly pewne nieréwnosci na stale
(por. Wniosek 52 (iii)). Wiadomo juz (por. Wniosek 48), ze zastoso-
wanie warunku H,,, wprowadzonego w Podrozdziale 2.4.1 lub bardziej
ogélnego warunku H (¢) wprowadzonego w Podrozdziale 2.2 (por. Uwaga
47) pozwala w pewnych sytuacjach zrezygnowaé z tego typu restrykeyj-
nych zalozen. Wszystko wskazuje na to, ze jest tak rowniez w przypadku
analizy numerycznej przezentowanej w pracach [A7] i [AS].

3. W pracach [A7] i [A8] korzystaliSmy z zalozenia o koercytywnosci opera-
tora lepkosci. Natomiast w pracach [A1], [A2] i [A6] udalo sie to zalozenie
ostabi¢ (zob. np. H(A)(iii) z Podrozdziatu 2.4.1), co otwiera droge do
analizy modelu ciala swobodnego (zob. Wniosek 45). Wszystko wskazuje
na to, ze analiza numeryczna przeprowadzona w pracach [A7] i [A8] jest
mozliwa rowniez przy tak ostabionym zalozeniu o operatorze A.

4. Uwzgledniajac dwa poprzednie spostrzezenia planuje przeprowadzi¢ ana-
lize numeryczna dla modelu ciata swobodnego bez zaktadania nieréwnosci
na stale problemu. Dotyczy¢ to bedzie zaréwno problemu lepkosprezyste-
go 7z uwzglednieniem zjawiska piezoelektrycznego jak réwniez problemu
termolepkosprezystego, jak w pracy [AS].

5. W pracy [A9] przeprowadzona jest analiza numeryczna problemu bada-
nego w [A5]. Tymeczasem problem rozwazany w [A6] jest w pewnym sensie
jego uogdlnieniem na przypadek dynamiczny. Biorac pod uwage analogie
miedzy dwoma modelami, uwazam, ze mozliwa jest analiza numeryczna
problemu z pracy [A6] oparta na podobnej technice jak zastosowana w
pracy [A9].
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