
AUTOREFERAT

1. Imi ↪e i nazwisko: Krzysztof Bartosz

2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe:

• dyplom magistra matematyki otrzymany w 2003r. po ukończeniu z
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nego, jest cykl 10-ciu powi ↪azanych ze sob ↪a tematycznie publikacji zatytu lowany

,,Ewolucyjne inkluzje typu Clarke’a oraz aproksymacja ich
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1 Wst ↪ep

Wszystkie prace wchodz ↪ace w sk lad prezentowanego cyklu poświ ↪econe s ↪a inklu-
zjom ewolucyjnym, w których wyrażenie wielowartościowe zawiera subróżniczk ↪e typu
Clarke’a funkcji lokalnie lipszycowskiej. Inkluzje tego typu stanowi ↪a alternatywne
sformu lowanie zagadnień określanych jako nierówności hemiwariacyjne. Co wi ↪ecej,
inkluzje opisane w pracach [A5], [A6] i [A9] uwzgl ↪edniaj ↪a (oprócz subróżniczki Clar-
ke’a) również subróżniczk ↪e funkcji wypuk lej rozumian ↪a w sensie analizy wypuk lej.
Tego typu inkluzje s ↪a z kolei blisko zwi ↪azane z nierównościami określanymi jako
wariacyjno–hemiwariacyjne. We wszystkich ww. pracach mamy do czynienia z pro-
blemami, w których niewiadom ↪a jest pewna funkcja zależna od czasu, i w których
wyst ↪epuj ↪a jej pochodne czasowe, pierwszego lub drugiego rz ↪edu, co stanowi o ewo-
lucyjnym charakterze badanych zagadnień. Inkluzje badane w pracach [A1]-[A10]
stanowi ↪a abstrakcyjne sformu lowanie pewnych konkretnych zagadnień fizycznych
pochodz ↪acych z mechaniki kontaktowej. Obecność subróżniczki Clarke’a w tych
sformu lowaniach wynika z niemonotonicznego charakteru opisywanych zjawisk.

Prace [A1]-[A6] poświ ↪econe s ↪a zastosowaniu metody dyskretyzacji czasowej (me-
tody Rothe) do wykazania istnienia rozwi ↪azania omawianych inkluzji. Wyniki prac
[A7]-[A9] dotycz ↪a natomiast oszacowania b l ↪edu przybliżenia numerycznego opartego
na dyskretyzacji przestrzennej lub czasowo-przestrzennej bez rozstrzygania kwestii
istnienia rozwi ↪azania zagadnienia wyj́sciowego. Dotycz ↪a one bowiem zagadnień,
dla których istnienie rozwi ↪azania jest już znane ([A7], [A8]), b ↪adź też pozostaje
wci ↪aż problemem otwartym ([A9]). Wreszcie w pracy [A10] przeprowadzony zosta l
zarówno dowód istnienia rozwi ↪azania problemu wyj́sciowego oparty na rezultacie z
pracy [A2] jak również wyprowadzone zosta ly oszacowania b l ↪edu dla obu schematów
dyskretnych.

Metoda dyskretyzacji czasowej jest bardzo cz ↪esto stosowana w badaniu pro-
blemów ewolucyjnych, w szczególności abstrakcyjnych równań różniczkowych, w
których szukana jest funkcja zmiennej czasowej o wartościach w abstrakcyjnej prze-
strzeni Banacha. Spośród wielu opracowań dotycz ↪acych tej metody, na szczególn ↪a
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uwag ↪e zas luguje monografia [20], poświ ↪econa problemom nieliniowym. Natomiast w
pracach [12] i [13] metoda Rothe zosta la po raz pierwszy użyta do badania ewolucyj-
nych inkluzji Clarke’a typu parabolicznego modeluj ↪acych zjawisko przep lywu ciep la.
Wprowadzone tam rozwi ↪azania, pozwalaj ↪ace na wykonanie przej́scia granicznego z
wykorzystaniem przestrzeni funkcji o wahaniu ograniczonym (por. Wnioski 37 i 40),
uda lo mi si ↪e skutecznie zastosować do innych typów inkluzji ewolucyjnych.

W szczególności rezultaty uzyskane w [12] i [13] zosta ly uogólnione odpowied-
nio w pracach [A1] i [A2] na przypadek inkluzji hiperbolicznych (inkluzji rz ↪edu
drugiego) modeluj ↪acych dynamiczne problemy mechaniki kontaktowej z niemonoto-
nicznym prawem tarcia. Uda lo mi si ↪e przy tym nieco os labić za lożenia używane w
[12] i [13] poprzez rezygnacj ↪e z pewnych ograniczeń takich jak warunek Haux w [12]
i cz ↪eściowo warunek B) w [13]. By lo to możliwe dzi ↪eki za lożeniu, które w pracy [A1]
oraz w Podrozdziale 2.4.1 oznaczone jest symbolem Haux, a w pracy [A2] symbolem
H(U), o którym wiadomo, że jest spe lnione w badanych przeze mnie modelach (por.
Wniosek 43 i Uwaga 47). Argumentacja, która na to pozwoli la zosta la opisana w
Podrozdziale 2.4.3 przed Wnioskiem 48. To samo za lożenie zastosowane w pracy
[A2] pozwoli lo na uogólnienie rezultatu pracy [15]. Uda lo mi si ↪e mianowicie zrezy-
gnować z ograniczeń zawartych w za lożeniach (H1) i (H̃1) w [15] (por. Wniosek 48).
Ponadto używane tam za lożenie H(A)(iii) o koercytywności operatora lepkościowego
uda lo mi si ↪e zast ↪apić s labszym za lożeniem H(A)(iii) wprowadzonym w Podrozdziale
2.2 mojej prezentacji (por. [A2], Remark 32). Dzi ↪eki temu ostatniemu uogólnieniu
możliwe by lo zastosowanie otrzymanego wyniku do modelu cia la swobodnego, a nie,
jak w [15], tylko do modelu cia la przymocowanego (por. Wniosek 45 i [A2], Roz-
dzia l 7). W szczególności rezultat z pracy [A2] zosta l pomocniczo wykorzystany do
udowodnienia s labego rozwi ↪azania problemu badanego w pracy [A10].

W pracach [A3] i [A4] metoda Rothe zosta la zastosowana dla ewolucyjnej inklu-
zji rz ↪edu drugiego zawieraj ↪acej dodatkowy sk ladnik nieliniowy, który nie wyst ↪epuje
w inkluzjiach badanych w [A1] i [A2]. Inkluzja badana w [A3] zosta la użyta do mo-
delowania dynamicznego zjawiska kontaktowego pr ↪eta jednowymiarowego z nielinio-
wym prawem konstytutywnym. Natomiast w pracy [A4] podobna inkluzja pos luży la
jako s labe sformu lowanie dwóch problemów brzegowych rz ↪edu drugiego wzgl ↪edem
czasu uwzgl ↪edniaj ↪acych p-laplasjan. Rezultat uzyskany w pracy [A4] stanowi istotne
uogólnienie wyników pracy [9], gdyż inkluzja badana w [A4] zawiera sk ladnik wielo-
wartościowy, którego nie ma w problemie badanym w [9]. Ponadto w [9] wyst ↪epuje
operator, który jest z za lożenia monotoniczny i hemici ↪ag ly, zaś w [A4] zamiast niego
rozpatrujemy operator pseudomonotoniczny, co jest w lasności ↪a bardziej ogóln ↪a (por.
Uwaga 3).

W pracach [A5] i [A6] metoda Rothe zosta la zastosowana do badania inkluzji
typu Clarke’a zawieraj ↪acych dodatkowo subróżniczk ↪e funkcji wypuk lej. Inkluzja ba-
dana w pracy [A5] stanowi uogólnienie inkluzji badanej w [B6] i modeluje quasista-
tyczny problem kontaktowy bez tarcia z niemonotonicznym warunkiem normalnym
i ograniczeniami jednostronnymi. Inkluzja w pracy [A6] modeluje podobny problem
kontaktowy, lecz w przypadku dynamicznym. Zalet ↪a pracy [A6] jest to, że użyty
w niej schemat dyskretyzacji czasowej nie wymaga stosowania przestrzenii funkcji
o wahaniu skończonym, która pe lni kluczow ↪a rol ↪e zarówno w pracach [12], [13], jak
również w pracach [A1]-[A5]. Dzi ↪eki temu technika dowodowa jest prostsza, a praca
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jest bardziej czytelna. Jest to wszak możliwe dzi ↪eki stosunkowo silnym za lożeniom o
operatorze lepkości. Ponadto praca [A6] cz ↪eściowo uogólnia rezultat uzyskany w [10],
który dotyczy zjawiska kontaktowego cia la przymocowanego oraz wymaga zastoso-
wania za lożenia narzucaj ↪acego pewne ograniczenie na sta le wyst ↪epuj ↪ace w problemie
(zob. [16], (4.2)). Tymczasem rezultat otrzymany w [A6] dotyczy trudniejszego mo-
delu cia la swobodnego (por. Wniosek 45), a ponadto nie wymaga żadnych ograniczeń
na sta le.

W pracy [A7] przeprowadzona zosta la analiza numeryczna problemu mechaniki
kontaktowej badanego w pracy [A1] obejmuj ↪aca oszacowanie b l ↪edu dla schematów
semidyskretnego i w pe lni dyskretnego oraz symulacje komputerowe. Praca [A7]
stanowi cz ↪eściowe uogólnienie wyników uzyskanych w [3] na przypadek problemu
kontaktowego z niemonotonicznym prawem tarcia. Ponadto wyniki uzyskane w [A7]
stanowi ↪a uogólnienie na przypadek dynamiczny wyników uzyskanych w pracy [B9]
dotycz ↪acej zjawiska statycznego. Oszacowanie b l ↪edu wyprowadzone w [A7] jest przy
tym lepsze niż w pracy [B9] (zob. Podrozdzia l 3.7).

Praca [A8] stanowi uogólnienie wyników uzyskanych w pracy [A7] na przypadek
modelu uwzgl ↪edniaj ↪acego zjawisko termalne. Praca [A9] poświ ↪econa jest analizie nu-
merycznej problemu badanego w pracy [A5]. Obejmuje ona oszacowanie b l ↪edu dla
schematu w pe lni dyskretnego oraz symulacje komputerowe. Praca [A10] poświ ↪econa
jest analizie ewolucyjnej inkluzji typu Clarke’a modeluj ↪acej dynamiczny proces kon-
taktowy cia la swobodnego z niemonotonicznym prawem tarcia i z niemonotonicznym
prawem kontaktowym normalnym.

W Rozdziale 2 opisz ↪e matematyczne i fizyczne aspekty badanej przeze mnie tema-
tyki, zwracaj ↪ac uwag ↪e na najistotniejsze problemy z ni ↪a zwi ↪azane. W Rozdziale 3
opisz ↪e szczegó lowo rezultaty uzyskane w pracach [A1]-[A10].

2 Ogólne omówienie badanej tematyki

W rozdziale tym wprowadz ↪e poj ↪ecia matematyczne konieczne do sformu lowania
prezentowanych przeze mnie zagadnień oraz podam najważniejsze twierdzenia, z
których korzysta lem w moich pracach. Postaram si ↪e również nakreślić podstawowe
idee, na których opieraj ↪a si ↪e uzyskane przeze mnie rezultaty.

W Podrozdziale 2.1 omówi ↪e stacjonarne inkluzje typu Clarke’a. Poj ↪ecia i twier-
dzenia w nim zawarte b ↪ed ↪a nast ↪epnie wykorzystane w Podrozdziale 2.2 poświ ↪econym
inkluzjom niestacjonarnym (ewolucyjnym).

W celu ustalenia terminologii obowi ↪azuj ↪acej w ca lej prezentacji, oznaczmy przez
X dowoln ↪a rzeczywist ↪a przestrzeń unormowan ↪a z norm ↪a ‖ · ‖X a przez X∗ prze-
strzeń do niej dualn ↪a. Symbolem 〈·, ·〉X∗×X oznaczać b ↪edziemy dualność mi ↪edzy
przestrzeniami X i X∗. Siln ↪a i s lab ↪a zbieżność w X oznaczać b ↪edziemy odpowiednio
symbolami → i ⇀. A zatem oznaczenia: un → u oraz un ⇀ u onaczaj ↪a odpowied-
nio, że ci ↪ag un jest zbieżny do u silnie (‖un − u‖X → 0 przy n → ∞) oraz ci ↪ag un
jest zbieżny do u s labo (〈f, un − u〉X∗×X → 0 przy n→∞ dla każdego f ∈ X∗).
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2.1 Stacjonarne inkluzje typu Clarke’a

Materia l prezentowany w tym podrozdziale dotyczy stacjonarnych inkluzji typu
Clarke’a, tj. takich, w których sk ladnik wielowartościowy zawiera w sobie subróż-
niczk ↪e Clarke’a pewnej funkcji lokalnie lipszycowskiej (poj ↪ecie to zostanie zdefinio-
wane w Podrozdziale 2.1.3). Przyk ladem zagadnienia opisanego tak ↪a inkluzj ↪a jest
nast ↪epuj ↪acy problem.

Problem (P )S. Znaleźć u ∈ X spe lniaj ↪ace warunek

Au+ ι∗∂Clϕ(ιu) 3 f, (1)

gdzie f ∈ X∗ jest dane. W ogólnym przypadku operator A może być jedno lub
wielowartościowym operatorem prowadz ↪acym z X do X∗, tj. A : X → X∗ albo
A : X → 2X

∗
. Ponadto U jest pewn ↪a przestrzeni ↪a unormowan ↪a, ι : X → U jest

danym operatorem, a ι∗ : U∗ → X∗ operatorem do niego sprz ↪eżonym. Symbol ∂Clϕ
oznacza wspomnian ↪a już wyżej subróżniczk ↪e Clarke’a funkcji ϕ (zob. [6]).

W prezentowanych przeze mnie pracach pojawia si ↪e cz ↪esto konieczność wykazania
istnienia rozwi ↪azania problemu maj ↪acego postać analogiczn ↪a do Problemu (P )S, zaś
g lównym celem tego podrozdzia lu jest omówienie s luż ↪acych temu technik dowodo-
wych. Prezentowane poniżej rozważania zmierzać b ↪ed ↪a do sformu lowania wniosków
dotycz ↪acych możliwych metod dowodzenia istnienia rozwi ↪azania Problemu (P )S w
pewnych szczególnych przypadkach. Wcześniej jednak konieczne b ↪edzie omówienie
poj ↪eć dotycz ↪acych poszczególnych sk ladowych inkluzji (1). W szczególności w Pod-
rozdzia lach 2.1.1 i 2.1.2 przedstawi ↪e te w lasności operatora A (w przypadku jedno i
wielowartościowym), które maj ↪a znaczenie dla istnienia rozwi ↪azania Problemu (P )S.
Podrozdzia l 2.1.3 poświ ↪econy jest natomiast zagadnieniom, w których wyst ↪epuje
subróżniczka Clarke’a.

2.1.1 W lasności operatorów jednowartościowych

Rozważmy operator A : X → X∗ i zdefiniujmy jego niektóre w lasności wykorzysty-
wane w analizie nieliniowej, w szczególności takie, które okaż ↪a si ↪e mieć znaczenie w
badaniu inkluzji (1).

Definicja 1 Mówimy, że operator A jest

a) ograniczony, jeżeli przekszta lca zbiory ograniczone w X na zbiory ograniczone
w X∗, czyli dla dowolnego zbioru B ⊂ X z warunku supu∈B ‖u‖X <∞ wynika
warunek supu∈B ‖Au‖X∗ <∞;

b) koercytywny, jeżeli lim‖u‖X→∞
〈Au,u〉X∗×X
‖u‖X

= +∞;

c) pseudomonotoniczny, jeżeli dla każdego ci ↪agu {un}∞n=1 ⊂ X, spe lniaj ↪acego
warunki un ⇀ u oraz lim supn→∞ 〈Aun, un − u〉X∗×X ≤ 0 zachodzi warunek
〈Au, u− v〉X∗×X ≤ lim infn→∞ 〈Aun, un − v〉X∗×X dla każdego v ∈ X.

Spośród warunków wprowadzonych w Definicji 1 na szczególn ↪a uwag ↪e zas luguje
ostatni z nich, czyli pseudomonotoniczność operatora A. Aby zrozumieć jego sens
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warto przytoczyć pochodz ↪ace od Brézis’a twierdzenie (por. [22], Theorem 27.A) do-
tycz ↪ace istnienia rozwi ↪azania równania operatorowego

Au = b. (2)

Twierdzenie 2 Niech X b ↪edzie rzeczywist ↪a, ośrodkow ↪a, refleksywn ↪a przestrzeni ↪a
Banacha i niech A : X → X∗ b ↪edzie operatorem pseudomonotonicznym, ograniczo-
nym i koercytywnym. Wówczas dla dowolnego b ∈ X∗ równanie (2) ma co najmniej
jedno rozwi ↪azanie.

Mimo iż Twierdzenie 2 nie jest bezpośrednio wykorzystane w prezentowanym przeze
mnie cyklu publikacji, chcia lbym przytoczyć szkic jego dowodu, koncentruj ↪ac si ↪e
na fragmencie korzystaj ↪acym z pseudomonotoniczności operatora A. Przedstawione
tam rozumowanie t lumaczy bowiem istot ↪e pseudomonotoniczności i pozwala lepiej
zrozumieć technik ↪e pos lugiwania si ↪e t ↪a w lasności ↪a w bardziej skomplikowanych przy-
padkach, np. gdy operator pseudomonotoniczny jest dodatkowo zależny od zmiennej
czasowej, lub gdy oprócz niego w równaniu lub inkluzji wyst ↪epuj ↪a inne operatory.
Taka sytuacja ma bowiem miejsce w problemach badanych przeze mnie.

Szkic dowodu Twierdzenia 2. Dowód twierdzenia opiera si ↪e na galerkinow-
skiej aproksymacji równania (2). Mianowicie, dzi ↪eki ośrodkowości przestrzeni X
istnieje ci ↪ag jej skończenie wymiarowych podprzestrzeni X1, X2, .... ⊂ X których
suma

⋃∞
n=1Xn jest zbiorem g ↪estym w X. Rozważmy teraz ci ↪ag równań

〈Aun, v〉X∗×X = 〈b, v〉X∗×X ∀ v ∈ Xn, n = 1, 2, ... (3)

gdzie szukanym jest element un ∈ Xn. Ponieważ przy ustalonym n ∈ N, równanie (3)
jest problemem skończenie wymiarowym, można wykazać istnienie jego rozwi ↪azania
w oparciu o twierdzenie Brouwera o punkcie sta lym. Korzystaj ↪ac z koercytywności
operatora A można udowodnić ograniczoność ci ↪agu {un}∞n=1, a nast ↪epnie, z reflek-
sywności przestrzeni X, jego s lab ↪a zbieżność, przynajmniej dla podci ↪agu, do pew-
nego elementu u ∈ X, a zatem można przyj ↪ać

un ⇀ u w X. (4)

Nast ↪epnie, dzi ↪eki g ↪estości zbioru
⋃∞
n=1 Xn w X można pokazać, że

Aun ⇀ b w X∗. (5)

Zauważmy teraz, że

〈Aun, un − u〉X∗×X = 〈Aun − b, un〉X∗×X + 〈b, un − u〉X∗×X
+ 〈b− Aun, u〉X∗×X . (6)

Korzystaj ↪ac po kolei z (3)-(5) otrzymujemy odpowiednio 〈Aun − b, un〉X∗×X = 0,
limn→∞ 〈b, un − u〉X∗×X = 0 oraz limn→∞ 〈b− Aun, u〉X∗×X = 0, a zatem, wracaj ↪ac
do (6), mamy

lim sup
n→∞

〈Aun, un − u〉X∗×X ≤ 0. (7)
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Wykażemy teraz, że u jest rozwi ↪azaniem równania (2), czyli spe lnia warunek

〈Au− b, w〉X∗×X = 0 ∀w ∈ X,

lub równoważny mu warunek

〈Au− b, u− v〉X∗×X ≤ 0 ∀v ∈ X. (8)

Najpierw, korzystaj ↪ac z (7) i (5), otrzymujemy dla dowolnego v ∈ X

0 ≥ lim sup
n→∞

〈Aun, un − u〉X∗×X ≥ lim inf
n→∞

〈Aun, un − u〉X∗×X

= lim inf
n→∞

〈Aun, un − v + v − u〉X∗×X = lim inf
n→∞

〈Aun, un − v〉X∗×X
+ lim

n→∞
〈Aun, v − u〉X∗×X = lim inf

n→∞
〈Aun, un − v〉X∗×X

+ 〈b, v − u〉X∗×X . (9)

Zauważmy teraz, że gdyby spe lniona by la nierówność

lim inf
n→∞

〈Aun, un − v〉X∗×X ≥ 〈Au, u− v〉X∗×X . (10)

moglibyśmy kontynuować oszacowanie (9) otrzymuj ↪ac ostatecznie

0 ≥ 〈Au, u− v〉X∗×X + 〈b, v − u〉X∗×X = 〈Au− b, u− v〉X∗×X ,

czyli nierówność (8). Pozostaje pytanie, w jaki sposób możemy uzyskać brakuj ↪ac ↪a
nierówność (10). Odpowiedzi na nie dostarcza sama definicja operatora pseudo-
monotonicznego. Mówi ona dok ladnie tyle, że z warunków (4) i (7), którymi już
dysponujemy, wynika warunek (10), który jest nam w tym momencie potrzebny.
Tak wi ↪ec zak ladaj ↪ac pseudomonotoniczność operatora A jesteśmy w stanie uzyskać
warunek (8), który oznacza, że u jest rozwi ↪azaniem (2), co kończy dowód. �

Uwaga 3 W sytuacji gdy zamiast pseudomonotoniczności operatora A zak ladamy,
że jest on monotoniczny i hemici ↪ag ly, nierówność (8) można uzyskać z warunków
(4), (5) i (7) znacznie  latwiej (por. [22], str. 474). Można wi ↪ec powiedzieć, że
operator pseudomonotoniczny pozwala na uzyskanie takiego samego efektu jak ope-
rator monotoniczny w sytuacji, gdy ten ostatni jest dodatkowo hemici ↪ag ly. W tym
sensie operatory pseudomonotoniczne stanowi ↪a uogólnienie operatorów monotonicz-
nych. W szczególności każdy operatormonotoniczny i hemici ↪ag ly jest pseudomono-
toniczny (por. [22], Proposition 27.6 (a)).

Podsumowuj ↪ac, pseudomonotoniczność operatora jest w lasności ↪a zdefiniowan ↪a w
taki sposób, aby umożliwić przej́scie graniczne z pewnego problemu przybliżonego
(np. galerkinowskiego) do problemu w laściwego. Jeszcze lepiej ilustruje to nast ↪epu-
j ↪ace twierdzenie (zob. Uwagi 8 i 10 i por. [17], Proposition 3.66)

Twierdzenie 4 Operator A : X → X∗ jest pseudomonotoniczny wtedy i tylko wtedy,
gdy dla każdego ci ↪agu {un}∞n=1 ⊂ X spe lniaj ↪acego warunki un ⇀ u oraz
lim supn→∞ 〈Aun, un − u〉X∗×X ≤ 0 zachodz ↪a warunki

Aun ⇀ Au oraz lim
n→∞

〈Aun, un − u〉X∗×X = 0.
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Pseudomonotoniczność pozwala nam wi ↪ec na uzyskanie s labej zbieżności Aun ⇀ Au
pod warunkiem, że zagwarantujemy warunki (4) i (7). Technik ↪e tak ↪a stosuj ↪e wielo-
krotnie w omawianym przeze mnie cyklu prac. W tym miejscu wspomn ↪e tylko, że w
konkretnych problemach warunek (4) uzyskuje si ↪e pokazuj ↪ac ograniczoność ci ↪agu un
(oszacowanie a-priori) i korzystaj ↪ac z refleksywności przestrzeni, w której ten ci ↪ag
si ↪e znajduje. Najwi ↪ecej wysi lku wymaga natomiast sprawdzenie warunku (7).

Podstawowe informacje dotycz ↪ace klasy operatorów pseudomonotonicznych mo-
żna znaleźć w [22] (por. Proposition 27.6 i 27.7).

Na zakończenie, zdefiniujemy w lasność operatora, która z warunków (4) i (7)
pozwala uzyskać siln ↪a zbieżność un → u.

Definicja 5 Mówimy, że oprator A : X → X∗ jest typu (S)+, jeżeli dla każdego
ci ↪agu {un}∞n=1 ⊂ X, spe lniaj ↪acego warunki un ⇀ u oraz
lim supn→∞ 〈Aun, un − u〉X∗×X ≤ 0 zachodzi warunek un → u w X.

2.1.2 W lasności operatorów wielowartościowych

Podamy teraz definicje dotycz ↪ace w lasności operatora wielowartościowego A : X →
2X
∗
. Podobnie jak w Podrozdziale 2.1.1 ograniczymy si ↪e do tych w lasności, które

mog ↪a mieć znaczenia dla istnienia rozwi ↪azania inkluzji (1).
Efektywn ↪a dziedzin ↪a operatora A nazywamy zbiór

D(A) = {u ∈ X |Au 6= ∅}.

Definicja 6 Mówimy, że operator A : X → 2X
∗

jest

a) ograniczony, jeżeli dla każdego zbioru ograniczonego B ⊂ X, zbiór
⋃
u∈B Au

jest ograniczony w X∗;

b) koercytywny, jeżeli albo jego dziedzina D(A) jest ograniczona albo D(A) jest
nieograniczona i zachodzi warunek

lim
‖u‖X→∞,u∈D(A)

inf{〈u∗, u〉X∗×X | u∗ ∈ Au}
‖u‖X

= +∞.

Wprowadźmy teraz definicj ↪e wielowartościowego operatora pseudomonotonicz-
nego.

Definicja 7 Mówimy, że operator A : X → 2X
∗

jest pseudomonotoniczny, jeżeli
spe lnia nast ↪epuj ↪ace warunki

1) Wartości operatora A s ↪a zbiorami niepustymi, s labo zwartymi i wypuk lymi.

2) A jest górnie pó lci ↪ag lym operatorem z każdej skończenie wymiarowej podprze-
strzeni przestrzeni X do przestrzeni X∗ ze s lab ↪a topologi ↪a.

3) Dla każdego ci ↪agu {vn}∞n=1 ⊂ X i każdego v∗n ∈ A(vn), jeżeli vn ⇀ v i
lim supn→∞ 〈v∗n, vn − v〉X∗×X ≤ 0 to dla każdego y ∈ X istnieje u(y) ∈ A(v)
takie, że 〈u(y), v − y〉X∗×X ≤ lim infn→∞ 〈v∗n, vn − y〉X∗×X .
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Uwaga 8 W niektórych źród lach (np. [17]) definicja operatora pseudomonotonicz-
nego zawiera w sobie warunek ograniczoności operatora A, tzn. operator A : X →
2X
∗

nazywany jest pseudomonotonicznym, jeżeli spe lnia Definicj ↪e 7 i dodatkowo jest
operatorem ograniczonym.

Sprawdzenie warunków zawartych w Definicji 7 jest w praktyce skomplikowane. Dla-
tego podamy twierdzenie (por. [17], Proposition 3.58 (ii)), które nieco u latwia spraw-
dzenie, że operator wielowartościowy jest pseudomonotoniczny w sytuacji, gdy jest
on ograniczony i przestrzeń X jest refleksywna.

Twierdzenie 9 Niech X b ↪edzie rzeczywist ↪a, refleksywn ↪a przestrzeni ↪a Banacha i
niech operator A : X → 2X

∗
spe lnia nast ↪epuj ↪ace warunki

1) Dla każdego v ∈ X zbiór A(v) jest niepusty, domkni ↪ety i wypuk ly.

2) A jest ograniczony.

3) Jeżeli vn ⇀ v w X, v∗n ⇀ v∗ w X∗, v∗n ∈ A(vn) oraz
lim supn→∞ 〈v∗n, vn − v〉X∗×X ≤ 0, to v∗ ∈ A(v) i 〈v∗n, vn〉X∗×X → 〈v∗, v〉X∗×X .

Wtedy operator A jest pseudomonotoniczny.

Uwaga 10 Każdy operator jednowartościowy A : X → X∗ można utożsamić z ope-
ratorem wielowartościowym zast ↪epuj ↪ac jego wartość Au zbiorem jednoelementowym
{Au}. Wówczas definicje ograniczoności, koercytywności i pseudomonotoniczności
zastosowane do operatora A w wersji jednowartościowej (Definicja 1) s ↪a równoważne
ich odpowiednikom wielowartościowym (Definicje 6 i 7).

Twierdzenie 2 pokazuje, że ograniczoność, koercytywność i pseudomonotoniczność
operatora jednowartościowego A : X → X∗ maj ↪a kluczowe znaczenie dla istnienia
rozwi ↪azania równania (2). Okazuje si ↪e, że analogiczne w lasności operatora wielo-
wartościowego A : X → 2X

∗
decyduj ↪a o istnieniu rozwi ↪azania nast ↪epuj ↪acej inkluzji

Au 3 b, (11)

w której dany jest element b ∈ X∗, a szukanym jest element u ∈ X. Mówi o tym
nast ↪epuj ↪ace twierdzenie (por. Uwaga 8 i [17], Theorem 3.61).

Twierdzenie 11 Niech X b ↪edzie refleksywn ↪a przestrzeni ↪a Banacha i niech opera-
tor A : X → 2X

∗
b ↪edzie ograniczony, koercytywny i pseudomonotoniczny. Wówczas

dla każdego b ∈ X∗ inkluzja (11) ma co najmniej jedno rozwi ↪azanie.

Wniosek 12 Przy za lożeniach Twierdzenia 11 A jest operatorem surjektywnym,
tzn. R(A) = X∗, gdzie R(A) :=

⋃
u∈X Au oznacza zakres operatora A.

Wprowadzimy teraz definicj ↪e wielowartościowego operatora monotonicznego i
maksymalnie monotonicznego oraz podamy twierdzenie (por. [14], Theorem 2.2.)
dotycz ↪ace surjektywności operatora b ↪ed ↪acego pseudomonotoniczn ↪a perturbacj ↪a ope-
ratora maksymalnie monotonicznego.
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Definicja 13 Mówimy, że operator A : X → 2X
∗

jest

a) monotoniczny, jeżeli dla dowolnych u, v ∈ X, u∗ ∈ Au, v∗ ∈ Av zachodzi
warunek

〈u∗ − v∗, u− v〉X∗×X ≥ 0;

b) maksymalnie monotoniczny, jeżeli jest monotoniczny oraz dla dowolnych u ∈
X, u∗ ∈ X∗ spe lniony jest nast ↪epuj ↪acy warunek: jeżeli

〈u∗ − v∗, u− v〉X∗×X ≥ 0 ∀ v ∈ X, v∗ ∈ Av,

to u∗ ∈ Au.

Twierdzenie 14 Niech X b ↪edzie rzeczywist ↪a, refleksywn ↪a przestrzeni ↪a Banacha.
Niech F : D(F ) ⊂ X → 2X

∗
b ↪edzie operatorem maksymalnie monotonicznym, G :

D(G) = X → 2X
∗

operatorem pseudomonotonicznym i niech L ∈ X∗. Jeżeli istniej ↪a
u0 ∈ X i R ≥ ‖u0‖X , takie, że D(F ) ∩BR(0X) 6= ∅ i

〈ξ + η − L, u− u0〉X∗×X > 0,

dla wszystkich u ∈ D(F ) spe lniaj ↪acych warunek ‖u‖X = R i dla wszystkich ξ ∈ F (u),
η ∈ G(u), to istnieje co najmniej jeden element u ∈ D(F ) taki, że

F (u) +G(u) 3 L.

Symbol 0X w Twierdzeniu 14 oznacza element zerowy przestrzeni X, a symbol
BR(0X) kul ↪e o środku w 0X i promieniu R.

Ostatnie dwa twierdzenia pokazuj ↪a, jak ważn ↪a rol ↪e pe lni pseudomonotoniczność
w rozwi ↪azywaniu inkluzji. Dlatego w dalszym ci ↪agu interesować nas b ↪ed ↪a warunki
wystarczaj ↪ace na to, aby używany przez nas operator t ↪e w lasność posiada l. Za-
czniemy od dwóch twierdzeń z których wynika, że klasa operatorów pseudomonoto-
nicznych jest zamkni ↪eta ze wzgl ↪edu na dodawanie (por. [17], Proposition 3.59 (ii))
oraz na sk ladanie z transformacj ↪a afiniczn ↪a (por. [A1], Proposition 5.7).

Twierdzenie 15 Jeżeli operatory A,B : X → 2X
∗

s ↪a pseudomonotoniczne, to ope-
rator A + B : X → 2X

∗
określony wzorem (A + B)u = Au + Bu dla każdego u ∈ X

jest pseudomonotoniczny.

Twierdzenie 16 Niech X b ↪edzie refleksywn ↪a przestrzeni ↪a Banacha i niech A : X →
2X
∗

b ↪edzie operatorem pseudomonotonicznym. Wtedy dla danych v0 ∈ X i λ > 0
operator Ã : X → 2X

∗
zdefiniowany jako Ã(v) = A(v0 + λv) dla każdego v ∈ X jest

również operatorem pseudomonotonicznym.
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2.1.3 Nierówności wariacyjne i hemiwariacyjne

Podamy teraz klasyczn ↪a definicj ↪e subróżniczki funkcji wypuk lej oraz, b ↪ed ↪ace jej
uogólnieniem, poj ↪ecie subróżniczki w sensie Clarke’a funkcji lokalnie lipszycowskiej.

Definicja 17 Niech ϕ : X → R ∪ {+∞} b ↪edzie funkcj ↪a wypuk l ↪a. Subróżniczk ↪a
funkcji ϕ w punkcie x ∈ X nazywamy zbiór ∂ϕ(x) ⊂ X∗ określony jako

∂ϕ(x) = {η ∈ X∗ | 〈η, v − x〉X∗×X ≤ ϕ(v)− ϕ(x) ∀ v ∈ X}.

Wniosek 18 Bezpośrednio z Definicji 17 wynika, że operator wielowartościowy o-
kreślony jako ∂ϕ : X 3 u→ ∂ϕ(u) ∈ 2X

∗
jest monotoniczny.

Definicja 19 Niech ϕ : X → R b ↪edzie funkcj ↪a lokalnie lipszycowsk ↪a. Uogólnion ↪a
pochodn ↪a kierunkow ↪a w sensie Clarke’a funkcji ϕ w punkcie x ∈ X w kierunku v ∈ X
nazywamy wielkość

ϕ0(x; v) = lim sup
y→x,λ↓0

ϕ(y + λv)− ϕ(y)

λ
.

Definicja 20 Subróżniczk ↪a w sensie Clarke’a lokalnie lipszycowskiej funkcji
ϕ : X → R w punkcie x nazywamy zbiór ∂Clϕ(x) ⊂ X∗ określony jako

∂Clϕ(x) = { ξ ∈ X∗ | ϕ0(x; v) ≥ 〈ξ, v〉X∗×X ∀ v ∈ X }.

Podamy teraz najważniejsze w lasności subróżniczki Clarke’a (por. [17], Proposi-
tion 3.23 (iv)-(vi)).

Twierdzenie 21 Niech ϕ : X → R b ↪edzie funkcj ↪a lokalnie lipszycowsk ↪a. Wtedy

a) Dla każdego x ∈ X, subróżniczka ϕCl(x) jest niepustym, wypuk lym i s labo∗

zwartym podzbiorem X∗.

b) Odwzorowanie wielowartościowe ∂Clϕ : X 3 x → ∂Clϕ(x) ∈ 2X
∗

ma wykres
domkni ↪ety w topologii X × (ω∗-X∗), tj. jeżeli {xn}∞n=1 ⊂ X i {ξn}∞n=1 ⊂ X∗ s ↪a
ci ↪agami takimi, że xn → x w X, ξn ⇀ ξ w X∗ oraz ξn ∈ ∂Clϕ(xn) dla każdego
n ∈ N, wtedy ξ ∈ ∂Clϕ(x).

c) Odwzorowanie wielowartościowe ∂Clϕ : X 3 x → ∂Clϕ(x) ∈ 2X
∗

jest górnie
pó lci ↪ag le w topologii X × (ω∗-X∗).

Zwi ↪azek mi ↪edzy subróżniczkami wprowadzonymi odpowiednio w Definicjach 17 i
20 polega na tym, iż w przypadku skończonej funkcji ϕ, która jest zarówno wypuk la
jak i lokalnie lipszycowska, obie subróżniczki s ↪a sobie równe (por. [7], Proposition
5.6.18).
Należy podkreślić, iż dwie zaproponowane powyżej koncepcje subróżniczki leż ↪a u
podstaw dwóch różnych wariacyjnych sformu lowań inkluzji różniczkowych, w których
sk ladnikiem wielowartościowym jest jedna z powyższych subróżniczek. Aby si ↪e o tym
przekonać, rozważmy inkluzj ↪e

Au+ Tu 3 f, (12)
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gdzie A : X → X∗ jest danym operatorem, T : X → 2X
∗

jest danym operatorem
wielowartościowym oraz f ∈ X∗ jest danym elementem. Szukanym jest element u ∈
X spe lniaj ↪acy (12). Jeżeli T jest subróżniczk ↪a w sensie Definicji 17 pewnej funkcji
wypuk lej ϕ : X → R ∪ {+∞} (zwanej także potencja lem), a zatem Tu = ∂ϕ(u),
wówczas  latwo zauważyć, że inkluzja (12) jest równoważna nast ↪epuj ↪acej nierówności
wariacyjnej

〈f − Au, v − u〉X∗×X ≤ ϕ(v)− ϕ(u) ∀ v ∈ X. (13)

Powyższe rozumowanie zawodzi jednak w przypadku, gdy operator wielowartościowy
T nie jest monotoniczny. Oznacza to bowiem, że nie może on być subróżniczk ↪a w
sensie Definicji 17 żadnej funkcji wypuk lej (por. Wniosek 18). Nie wyklucza to
jednak sytuacji, w której T jest subróżniczk ↪a w sensie Clarke’a pewnej funkcji lo-
kalnie lipszycowskiej ϕ : X → R, tzn. Tu = ∂Clϕ(u). Wówczas inkluzja (12) jest
równoważna nast ↪epuj ↪acej nierówności

〈f − Au, v − u〉X∗×X ≤ ϕ0(u; v − u) ∀ v ∈ X. (14)

Nierówność (14) nazywana jest nierówności ↪a hemiwariacyjn ↪a i stanowi uogólnienie
nierówności wariacyjnej (13) na przypadek z niewypuk lym potencja lem ϕ. Rozważmy
wreszcie przypadek, w którym operator T jest sum ↪a dwóch różnych typów subróż-
niczek, mianowicie Tu = ∂ψ(u) + ∂Clϕ(u), gdzie ψ : X → R ∪ {+∞} jest funkcj ↪a
wypuk l ↪a a ϕ : X → R funkcj ↪a lokalnie lipszycowsk ↪a. Wówczas inkluzja (12) jest
równoważna nast ↪epuj ↪acej nierówności{

〈f − Au− η, v − u〉X∗×X ≤ ψ(v)− ψ(u) ∀ v ∈ X,
η ∈ ∂Clϕ(u).

(15)

Korzystaj ↪ac z Definicji 20  latwo zauważyć, że każde rozwi ↪azanie Problemu (15) jest
również rozwi ↪azaniem nierówności

〈f − Au, v − u〉X∗×X ≤ ψ(v)− ψ(u) + ϕ0(u; v − u) ∀ v ∈ X. (16)

Uwaga 22 Ze wzgl ↪edu na swoje podobieństwo do nierówności wariacyjnej (13) jak
również do nierówności hemiwariacyjnej (14) Problem (16) nazywany jest nierówno-
ści ↪a wariacyjno-hemiwariacyjn ↪a. Określenie to jest również używane w odniesieniu
do bardziej ogólnego Problemu (15).

Na podstawie powyższych rozważań można spodziewać si ↪e, że nierówności hemiwa-
riacyjne dobrze ,,nadaj ↪a si ↪e” do opisu problemów wielowartościowych zawieraj ↪acych
pewien sk ladnik niemonotoniczny, podczas gdy nierówności wariacyjne zarezerwo-
wane s ↪a do opisu problemów monotonicznych. W pracach wchodz ↪acych w sk lad
omawianego przeze mnie cyklu, nierówności typu (13)-(16), lub ogólniej inkluzje
typu (12) używane s ↪a do opisu zjawisk kontaktowych mechaniki. W tym przypadku
monotoniczność lub jej brak, o których mowa powyżej, jest konsekwencj ↪a zastoso-
wania monotonicznego lub niemonotonicznego prawa kontaktowego w rozważanym
modelu mechanicznym. Przyk ladem mog ↪a tu być różne wersje prawa tarcia, które
opisz ↪e bardziej szczegó lowo w Podrozdziale 2.3.2.

Twierdzenia 11 i 14 można stosować w odniesieniu do inkluzji, w których sk ladnik
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wielowartościowy pochodzi od jednej z omawianych wyżej subróżniczek. Aby si ↪e o
tym przekonać podamy ich pewne w lasności. Zacznijmy od twierdzenia b ↪ed ↪acego
uogólnieniem Wniosku 18.

Twierdzenie 23 (Rockafeller (1966), por. [22], str. 845) Niech X b ↪edzie reflek-
sywn ↪a przestrzeni ↪a Banacha i niech ϕ : X → R ∪ {+∞} b ↪edzie funkcj ↪a wypuk l ↪a,
w laściw ↪a i dolnie pó lci ↪ag l ↪a. Wtedy operator ∂ϕ : X 3 u → ∂ϕ(u) ∈ 2X

∗
jest opera-

torem maksymalnie monotonicznym.

Nast ↪epne twierdzenie dotyczy pseudomonotoniczności pewnego operatora wielowar-
tościowego pochodz ↪acego od subróżniczki Clarke’a (por. [A1], Proposition 5.6).

Twierdzenie 24 Niech X i U b ↪ed ↪a refleksywnymi przestrzeniami Banacha, ι : X →
U operatorem liniowym, ci ↪ag lym i zwartym, a ι∗ : U∗ → X∗ operatorem sprz ↪eżonym
do ι. Niech ϕ : X → R b ↪edzie funkcj ↪a lokalnie lipszycowsk ↪a tak ↪a, że operator
∂Clϕ : X 3 u → ∂Clϕ(u) ∈ 2X

∗
jest ograniczony. Wtedy operator M : X → X∗

określony wzorem
Mu = ι∗∂Clϕ(ιu) ∀u ∈ X

jest pseudomonotoniczny.

Na koniec wróćmy do Problemu (P )S wprowadzonego na pocz ↪atku Podrozdzia lu
2.1. Omówione powyżej rezultaty pozwalaj ↪a już na sformu lowanie wniosków do-
tycz ↪acych możliwych metod wykazania istnienia rozwi ↪azania tego problemu w pew-
nych szczególnych przypadkach. Nie s ↪a to precyzyjne twierdzenia, gdyż te wy-
maga lyby sprecyzowania za lożeń dotycz ↪acych operatora A i funkcji ϕ, lecz raczej
ogólne wskazówki maj ↪ace na celu nakreślenie metod dowodowych.

Wniosek 25 Za lóżmy, że operator A w inkluzji (1) jest pseudomonotoniczny. Wtedy
istnienie rozwi ↪azania inkluzji (1) można wykazać w oparciu o Twierdzenie 11, przy
czym kluczowe jego za lożenie, którym jest pseudomonotoniczność lewej strony inklu-
zji, jest konsekwencj ↪a Twierdzeń 15 i 24.

Wniosek 26 Za lóżmy, że operator A w inkluzji (1) ma postać sumy A = F +
G1, gdzie F jest subróżniczk ↪a określon ↪a w Definicji 17 pewnej funkcji wypuk lej,
w laściwej i dolnie pó lci ↪ag lej, a G1 jest operatorem pseudomonotonicznym. Wtedy ist-
nienie rozwi ↪azania inkluzji (1) można wykazać w oparciu o Twierdzenie 14 określaj ↪ac
wyst ↪epuj ↪acy w nim operator G jako Gu = G1u+ ι∗∂Clϕ(ιu). Pseudomonotoniczność
operatora G jest wtedy konsekwencj ↪a Twierdzeń 15 i 24, a maksymalna monoto-
niczność operatora F wynika z Twierdzenia 23.

2.2 Ewolucyjne inkluzje typu Clarke’a

Materia l prezentowany w Podrozdziale 2.1 dotyczy inkluzji stacjonarnych, a wi ↪ec ta-
kich, w których szukany element u ∈ X nie zależy od zmiennej czasowej. Tymczasem
w pracach [A1]-[A10] omawiane s ↪a inkluzje ewolucyjne, w których szukanym elemen-
tem jest funkcja czasu u : [0, T ]→ X. Niemniej jednak rezultaty opisane w Podroz-
dziale 2.1 maj ↪a zastosowanie również w badaniu inkluzji ewolucyjnych. Wynika to ze
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specyfiki metody dyskretyzacji czasowej używanej w analizie inkluzji ewolucyjnych
w pracach [A1]-[A6]. Opiera si ↪e ona na podziale odcinka [0, T ] na skończon ↪a liczb ↪e
podprzedzia lów i na rozwi ↪azaniu, przy każdym ustalonym kroku czasowym, pomoc-
niczej inkluzji stacjonarnej typu (1). Korzystamy przy tym z Twierdzeń 11 lub 14,
co t lumaczy konieczność ich wprowadzenia w poprzedniej cz ↪eści referatu oraz uza-
sadnia sformu lowanie Wniosków 25 i 26. Z drugiej strony, z uwagi na wspomniany
wyżej ewolucyjny charakter badanych zagadnień, potrzebne b ↪edzie teraz wprowa-
dzenie terminologii i przytoczenie rezultatów dotycz ↪acych funkcji zmiennej czasowej
o wartościach w przestrzeni Banacha.

Niech 1 ≤ p ≤ ∞ i niech Lp(0, T ;X) oznacza klasyczn ↪a przestrzeń Bochnera. Przy-
pomnimy teraz poj ↪ecie uogólnionej pochodnej czasowej (pochodnej w sensie dystry-
bucyjnym) (por. [21], Definicja 23.15)

Definicja 27 Niech X i Y b ↪ed ↪a przestrzeniami Banacha takimi, że X ⊂ Y . Mó-
wimy, że funkcja w ∈ L1(0, T ;Y ) jest n-t ↪a pochodn ↪a dystrybucyjn ↪a funkcji u ∈
L1(0, T ;X) i piszemy

w = u(n), (17)

jeżeli ∫ T

0

ϕ(n)(t)u(t) dt = (−1)n
∫ T

0

ϕ(t)w(t) dt ∀ϕ ∈ C∞0 (0, T ).

W przypadku n = 1 lub n = 2 zamiast (17) piszemy odpowiednio w = u′ lub w = u′′.

Uwaga 28 Aby zachować zgodność oznaczeń z oryginalnymi pracami, oprócz ozna-
czeń u′, u′′ b ↪ed ↪e niekiedy używa l symboli u̇, ü albo ut, utt na oznaczenie odpowiednio
pierwszej i drugiej pochodnej czasowej funkcji u.

Wprowadźmy teraz oznaczenia zgodne z tymi, których używam w swoich pracach
do opisu problemów ewolucyjnych.

Niech V b ↪edzie rzeczywist ↪a, refleksywn ↪a, ośrodkow ↪a przestrzeni ↪a Banacha, V ∗

przestrzeni ↪a do niej dualn ↪a, a H rzeczywist ↪a, ośrodkow ↪a przestrzeni ↪a Hilberta.
Identyfikuj ↪ac przestrzeń H z przestrzeni ↪a do niej dualn ↪a, rozważmy trójk ↪e ewo-
lucyjn ↪a V ⊂ H ⊂ V ∗ ze wszystkimi w lożeniami g ↪estymi, ci ↪ag lymi i zwartymi.
Symbolem (·, ·)H oznaczać b ↪edziemy iloczyn skalarny w H. Niech i : V → H
oznacza odwzorowanie identycznościowe (dla v ∈ V element iv ∈ H b ↪edziemy
dla uproszczenia oznaczali symbolem v pomijaj ↪ac symbol i). Dla T > 0 i 1 <
p < ∞, 1

p
+ 1

q
= 1, definiujemy przestrzenie V = Lp(0, T ;V ), V∗ = Lq(0, T ;V ∗),

H = L2(0, T ;H) i W = {v ∈ V | v′ ∈ V∗}, gdzie v′ oznacza pochodn ↪a cza-
sow ↪a funkcji v w sensie dystrybucyjnym (por. Definicja 27). Dla powyższych

przestrzeni używamy oznaczeń 〈u, v〉V∗×V =
∫ T

0
〈u(t), v(t)〉V ∗×V dt dla u, v ∈ V ,

(u, v)H =
∫ T

0
(u(t), v(t))Hdt dla u, v ∈ H. Rozważmy kolejn ↪a refleksywn ↪a prze-

strzeń Banacha U i oznaczmy U = Lp(0, T ;U). W dalszym ci ↪agu b ↪edziemy też

oznaczać 〈u, v〉U∗×U =
∫ T

0
〈u(t), v(t)〉U∗×U dt dla u, v ∈ U . Rozważmy też (podob-

nie jak w Twierdzeniu 24) liniowy, ci ↪ag ly i zwarty operator ι : V → U i oznaczmy
przez ι∗ : U∗ → V ∗ operator do niego sprz ↪eżony. Niech ῑ : V 3 v → ῑv ∈ U i
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ῑ∗ : U∗ 3 u→ ῑ∗u ∈ V oznaczaj ↪a operatory Niemyckiego odpowiadaj ↪ace operatorom
ι i ι∗ zdefiniowane odpowiednio (ῑv)(t) = ῑv(t), (ῑ∗u)(t) = ῑ∗u(t) dla każdego v ∈ V ,
u ∈ U∗, t ∈ [0, T ].

Rozważmy teraz przyk ladow ↪a ewolucyjn ↪a inkluzj ↪e typu Clarke’a badan ↪a przeze mnie
w pracy [A1]. Zachowuj ↪ac wprowadzone wcześniej oznaczenia przyjmujemy p = q =
2 i stawiamy nast ↪epuj ↪acy problem.

(P )E


Znaleźć u ∈ V takie, że u′ ∈ W oraz

u′′(t) + Au′(t) +Bu(t) + ι∗∂ClJ(ιu(t)) 3 f(t) dla p.w. t ∈ (0, T ),

u(0) = u0, u′(0) = u1,

gdzie A,B : V → V ∗ s ↪a danymi operatorami, a f : [0, T ] → V ∗ i J : U → R s ↪a
danymi funkcjami.

W pracy [A1] badana jest też alternatywna wersja Problemu (P )E w sytuacji, gdy
wyrażenie ∂ClJ zależy od pochodnej szukanej funkcji, tzn. zamiast ι∗∂ClJ(ιu(t))
wyst ↪epuje ι∗∂ClJ(ιu′(t)). Problem taki oznaczać b ↪edziemy symbolem (P ′)E. W
dalszej cz ↪eści tego podrozdzia lu przytocz ↪e najważniejsze rezultaty wykorzystywane
przeze mnie w analizie ewolucyjnych inkluzji typu Clarke’a podobnych do Problemów
(P )E i (P ′)E. Zwróc ↪e też uwag ↪e na g lówne problemy z jakimi można si ↪e spotkać
badaj ↪ac tego typu zagadnienia.
Zaczn ↪e od podania dwóch ważnych rezultatów. Pierwszy z nich to Lemat Ehrlinga
(por. [8], Lemmat 8.4.12), drugi to twierdzenie Lionsa-Aubina (por. [8], Theorem
8.4.13).

Lemat 29 Niech V0, V , V1 b ↪ed ↪a przestrzeniami Banacha, takimi, że V0 ⊂ V ⊂ V1,
przy czym w lożenie V0 ⊂ V jest zwarte, a w lożenie V ⊂ V1 jest ci ↪ag le. Wtedy dla
każdego ε > 0 istnieje c(ε) > 0, takie, że dla każdego u ∈ V0 zachodzi

‖u‖V ≤ ε‖u‖V0 + c(ε)‖u‖V1 .

Uwaga 30 Znaczenie Lematu 29 w tym miejscu jest podwójne. Po pierwsze korzy-
sta si ↪e z niego w dowodzie Twierdzenia 31 poniżej. Po drugie jest on bezpośrednio
wykorzystywany w omawianym przeze mnie cyklu artyku lów do niektórych oszacowań
a-priori.

Twierdzenie 31 Jeżeli zachodz ↪a za lożenia Lematu 29 i dodatkowo V0 i V1 s ↪a re-
fleksywne, to dla wszystkich 1 < p, r <∞ w lożenie

{u ∈ Lp(0, T ;V0) | u′ ∈ Lr(0, T ;V1)} ⊂ Lp(0, T ;V )

jest zwarte.

Wniosek 32 Teza Twierdzenia 31 oznacza, że z każdego ci ↪agu {un}∞n=1 ograniczo-
nego w Lp(0, T ;V0), którego ci ↪ag pochodnych {u′n}∞n=1 jest ograniczony w Lr(0, T ;V1),
można wybrać podci ↪ag {unk}∞k=1 silnie zbieżny w Lp(0, T ;V ).
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Powyższy wniosek pozwala nam uzyskać siln ↪a zbieżność - przynajmniej dla podci ↪agu
- pewnego ci ↪agu {un}∞n=1 ⊂ Lp(0, T ;V0), jeżeli tylko uda nam si ↪e uzyskać odpowied-
nie oszacowania a-priori na sam ci ↪ag, jak i na jego pochodne. Problem pojawia
si ↪e jednak, gdy mamy do czynienia z ci ↪agiem funkcji kawa lkami sta lych w czasie
(funkcji schodkowych) - a taka sytuacja ma miejsce gdy stosujemy metod ↪e dyskre-
tyzacji czasowej dla inkluzji ewolucyjnych. Funkcja kawa lkami sta la nie ma bowiem
odpowiednio regularnej pochodnej czasowej (jej pochodna dystrybucyjna jest kom-
binacj ↪a delt Diraca). Aby wi ↪ec uzyskać siln ↪a zbieżność takiego ci ↪agu (ewentualnie
jego podci ↪agu) Twierdzenie 31 jest niewystarczaj ↪ace i musimy skorzystać z innego
podej́scia. Aby je omówić potrzebna nam b ↪edzie przestrzeń BV (0, T ;X) funkcji o
wahaniu ograniczonym na odcinku [0, T ], któr ↪a zdefiniuj ↪e poniżej.
Niech π oznacza dowolny skończony podzia l odcinka [0, T ] na sum ↪e skończonych,
roz l ↪acznych podprzedzia lów {σi = (ai, bi)} takich, że [0, T ] =

⋃n
i=1 σ̄i. Niech F ozna-

cza rodzin ↪e wszystkich takich podzia lów. Wtedy dla dowolnej funkcji x : [0, T ]→ X
i dla 1 ≤ r <∞, definiujemy seminorm ↪e

‖x‖rBV r(0,T ;X) = sup
π∈F

{∑
σi∈π

‖x(bi)− x(ai)‖rX

}

i przestrzeń

BV r(0, T ;X) = {x : [0, T ]→ X | ‖x‖BV r(0,T ;X) <∞}.

Dla 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ r < ∞ oraz przestrzeni Banacha X, Y takich, że X ⊂ Y ,
wprowadźmy przestrzeń wektorow ↪a

Mp,r(0, T ;X, Y ) = Lp(0, T ;X) ∩BV r(0, T ;Y ).

Wtedy Mp,r(0, T ;X, Y ) jest również przestrzeni ↪a Banacha z norm ↪a ‖·‖Mp,r(0,T ;X,Y ) =
‖ · ‖Lp(0,T ;X) + ‖ · ‖BV r(0,T ;Y ).

Podamy teraz twierdzenie b ↪ed ↪ace uogólnieniem Twierdzenia 31 na przypadek
funkcji o wahaniu skończonym. Pochodzi ono z pracy [12].

Twierdzenie 33 Jeżeli zachodz ↪a za lożenia Twierdzenia 31, to dla każdego 1 <
p, r <∞ w lożenie

Mp,r(0, T ;V0, V1) ⊂ Lp(0, T ;V )

jest zwarte.

Wniosek 34 Teza Twierdzenia 33 oznacza, że z każdego ci ↪agu {un}∞n=1 ograniczo-
nego w Lp(0, T ;V0) i maj ↪acego ograniczone wahanie (seminorm ↪e BV r(0, T ;V1)),
można wybrać podci ↪ag {unk}∞k=1 silnie zbieżny w Lp(0, T ;V ). Twierdzenie można
zatem stosować do funkcji nie posiadaj ↪acych ca lkowalnej pochodnej czasowej, które
nie musz ↪a być nawet ci ↪ag le. W szczególności mog ↪a to być funkcje kawa lkami sta le.

W dalszej cz ↪eści referatu przytocz ↪e rezultaty, dzi ↪eki którym możliwe jest przej́scie
graniczne w inkluzjach ewolucyjnych. Dotyczy to sytuacji, gdy mamy dany pewien
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ci ↪ag rozwi ↪azań inkluzji przybliżonych, o którym wiemy, że jest on w jakimś sensie
zbieżny do pewnego elementu granicznego. Przez przej́scie graniczne rozumiemy
wykazanie, że ów element graniczny jest w istocie rozwi ↪azaniem inkluzji wyj́sciowej.
W praktyce przej́scie graniczne od inkluzji przybliżonej do inkluzji wyj́sciowej mu-
simy wykonać w odniesieniu do każdego z jej sk ladników osobno, używaj ↪ac do tego
technik o różnym stopniu trudności. W inkluzjach badanych przeze mnie najwi ↪ecej
trudności z przej́sciem granicznym wynika z obecności nast ↪epuj ↪acych sk ladników:

1. operatora pseudomonotonicznego,

2. sk ladnika wielowartościowego pochodz ↪acego od subróżniczki Clarke’a.

W zwi ↪azku z tym omówi ↪e te dwa problemy bardziej szczegó lowo.
W odniesieniu do operatora pseudomonotonicznego można powiedzieć, że już sama
jego definicja przewiduje możliwość wykonania odpowiedniego przej́scia granicznego,
o czym świadczy szkic dowodu Twierdzenia 2 oraz komentarz tuż po nim. Jeśli cho-
dzi natomiast o przej́scie graniczne w subróżniczce Clarke’a, to decyduj ↪ace znaczenie
ma tutaj w lasność, o której mowa w pkt. b) Twierdzenia 21. Chodzi mianowicie
o fakt, że z inkluzji ξn ∈ ∂Clϕ(xn) jesteśmy w stanie uzyskać inkluzj ↪e graniczn ↪a
ξ ∈ ∂Clϕ(x) pod warunkiem, że zagwarantujemy s lab ↪a zbieżność ci ↪agu ξn do ξ i siln ↪a
zbieżność ci ↪agu xn do x. Problem pojawia si ↪e, gdy mamy do czynienia z inkluzj ↪a
ewolucyjn ↪a, w której zarówno szukana funkcja, jak i wyst ↪epuj ↪ace w niej operatory
zależ ↪a od zmiennej czasowej. Sytuacja komplikuje si ↪e jeszcze bardziej, gdy w wy-
niku zastosowania metody dyskretyzacji czasowej, otrzymujemy jako rozwi ↪azania
inkluzji przybliżonych, ci ↪ag funkcji kawa lkami sta lych. Pojawia si ↪e wtedy problem,
o którym by la już mowa wcześniej, a mianowicie brak regularności ich dystrybu-
cyjnych pochodnych czasowych. Jednak i w tym przypadku pomocne okazuje si ↪e
wykorzystanie przestrzeni Mp,r(0, T ;X, Y ). Pozostaje jeszcze wskazać odpowiednie
narz ↪edzia, które pozwoli lyby nam rozstrzygn ↪ać nast ↪epuj ↪ace kwestie:

(∗) Uzyskanie odpowiedniej wersji pseudomonotoniczności dla operatora, który
pochodzi od pewnego prostszego opertora pseudomonotonicznego dzia laj ↪acego
na przestrzeni X, lecz sam dzia la na przestrzeni typu Mp,r(0, T ;X, Y ).

(∗∗) Uzyskanie przej́scia granicznego analogicznego do pkt. b) Twierdzenia 21 w
przypadku gdy zmienne xn i ξn s ↪a kawa lkami sta lymi funkcjami zmiennej cza-
sowej.

W dalszej cz ↪eści przytocz ↪e odpowiednie twierdzenia odnosz ↪ace si ↪e do powyższych
punktów. Aby odnieść si ↪e do konkretnej sytuacji, weźmy pod uwag ↪e operator A
wyst ↪epuj ↪acy przyk ladowo w inkluzji (P )E i przyjmijmy za lożenia takie jak w pracy
[A1].

H(A): Operator A : [0, T ]× V → V ∗ spe lnia nast ↪epuj ↪ace warunki

(i) A(·, v) jest mierzalny na [0, T ] dla każdego v ∈ V .

(ii) A(t, ·) jest pseudomonotoniczny dla p.w. t ∈ (0, T ).
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(iii) 〈A(t, v), v〉V ∗×V ≥ α‖v‖pV − β‖v‖2
H dla p.w. t ∈ (0, T ), dla każdego v ∈ V ,

gdzie α > 0, β ≥ 0.

(iv) ‖A(t, v)‖qV ∗ ≤ cA(1 + ‖v‖pV ) dla p.w. t ∈ (0, T ), dla każdego v ∈ V , gdzie
cA > 0.

Niech A : V → V∗ b ↪edzie operatorem Niemyckiego odpowiadaj ↪acym operatorowi A
zdefiniowanym jako (Av)(t) = A(t, v(t)) dla każdego v ∈ V , t ∈ [0, T ]. Podamy
teraz dwa lematy, z których pierwszy zapewnia odpowiedni ↪a wersj ↪e pseudomono-
toniczności operatora A, drugi zaś odpowiedni ↪a wersj ↪e w lasności (S)+ operatora
A.

Lemma 35 Niech operator A spe lnia za lożenia H(A) i niech ci ↪ag {vn} ⊂ V spe lnia
warunki: {vn} jest ograniczony w Mp,q(0, T ;V, V ∗), vn ⇀ v w V oraz
lim supn→∞ 〈Avn, vn − v〉V∗×V ≤ 0. Wtedy Avn ⇀ Av w V∗.

Lemma 36 Niech operator A spe lnia za lożenia H(A) oraz niech A(t, ·) b ↪edzie typu
(S)+ dla p.w. t ∈ (0, T ). Niech ci ↪ag {vn} ⊂ V spe lnia nast ↪epuj ↪ace warunki: {vn} jest
ograniczony w Mp,q(0, T ;V, V ∗), vn ⇀ v w V i lim supn→∞ 〈Avn, vn − v〉V∗×V ≤ 0.
Wtedy vn → v w V∗.

Lematy 35 i 36 pochodz ↪a z pracy [13].

Wniosek 37 Lemat 35 rozstrzyga kwesti ↪e sformu lowan ↪a w punkcie (∗) powyżej.
Pokazuje on bowiem, w jaki sposób można przej́sć do s labej granicy z wyrażeniem
Avn pochodz ↪acym od pewnego operatora pseudomonotonicznego A. Aby ten efekt
uzyskać, należy, zgodnie z za lożeniami lematu, zagwarantować ograniczoność ci ↪agu
{vn} w przestrzeni Mp,q(0, T ;V, V ∗), s lab ↪a zbieżność vn do elementu v oraz spraw-
dzić warunek lim supn→∞ 〈Avn, vn − v〉V∗×V ≤ 0. Zagwarantowanie pierwszego z
tych warunków polega na wyprowadzeniu odpowiednich oszacowań a-priori. Drugi
jest konsekwencj ↪a refleksywności przestrzeni V, natomiast sprawdzenie ostatniego
warunku w praktyce skupia na sobie najwi ↪ecej wysi lku, gdyż wymaga skorzystania
z w lasności granicznych wszystkich pozosta lych sk ladników wyst ↪epuj ↪acych w inkluzji
oprócz operatora A.

Zajmijmy si ↪e teraz wyrażeniem wielowartościowym pochodz ↪acym od subróżniczki
Clarke’a, które wyst ↪epuje w badanych przeze mnie inkluzjach ewolucyjnych, mi ↪edzy
innymi w Problemie (P )E. Typowy problem polega na przej́sciu do granicy w nas-
t ↪epuj ↪acej inkluzji

ξn(t) ∈ ι∗∂ClJ(ιun(t)) dla p.w. t ∈ (0, T ), (18)

gdzie J : U → R jest pewn ↪a funkcj ↪a lokalnie lipszycowsk ↪a. Inkluzja (18) oznacza, że
dla każdego n ∈ N i dla p.w. t ∈ (0, T ) istnieje element ηn(t), taki, że ξn(t) = ι∗ηn(t)
oraz

ηn(t) ∈ ∂ClJ(ιun(t)) dla p.w. t ∈ (0, T ). (19)

Możemy zatem skupić si ↪e na wykonaniu przej́scia granicznego tylko w ostatniej
inkluzji. O tym, czy jest ono możliwe, decyduje oczywíscie rodzaj zbieżności funkcji
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ηn i un do odpowiednich elementów granicznych η i u. Na pocz ↪atek zauważmy,
że gdybyśmy dysponowali s lab ↪a zbieżności ↪a punktow ↪a ηn do η i s lab ↪a zbieżności ↪a
punktow ↪a un do u dla p.w. t ∈ (0, T ), to bior ↪ac pod uwag ↪e zwartość operatora ι i
wynikaj ↪ac ↪a z niej siln ↪a zbieżność punktow ↪a ιun do ιu dla p.w. t ∈ (0, T ), moglibyśmy
wykonać przej́scie graniczne w (19) punktowo dla p.w. t ∈ (0, T ) korzystaj ↪ac z
Twierdzenia 21 b). Niestety w badanych przeze mnie problemach jesteśmy w stanie
uzyskać tylko nast ↪epuj ↪ace zbieżności

un ⇀ u w V , (20)

ηn ⇀ η w U∗, (21)

oraz oszacowanie a-priori

‖un‖Mp,q(0,T ;V,V ∗) ≤ c, (22)

ze sta l ↪a c > 0 niezależn ↪a od n, co jednak nie gwarantuje potrzebnych zbieżności
punktowych. Z pomoc ↪a może nam jednak przyj́sć nast ↪epuj ↪ace twierdzenie Aubina-
Celliny (por. [2]).

Twierdzenie 38 Niech X i Y b ↪ed ↪a przestrzeniami Banacha i niech F : X →
2Y b ↪edzie multifunkcj ↪a (odwzorowaniem wielowartościowym) spe lniaj ↪ac ↪a nast ↪epuj ↪ace
warunki

(a) wartości funkcji F s ↪a zbiorami niepustymi, domkni ↪etymi i wypuk lymi;

(b) funkcja F jest górnie pó lci ↪ag la w topologii X × (ω - Y ) .

Niech xn : (0, T )→ X, yn : (0, T )→ Y , n ∈ N, b ↪ed ↪a funkcjami mierzalnymi takimi,
że ci ↪ag xn jest zbieżny punktowo dla p.w. t ∈ (0, T ) do funkcji x : (0, T )→ X, a ci ↪ag
yn jest zbieżny s labo w L1(0, T ;Y ) do funkcji y : (0, T )→ Y . Jeżeli yn(t) ∈ F (xn(t))
dla wszystkich n ∈ N i dla p.w. t ∈ (0, T ), wtedy y(t) ∈ F (x(t)) dla p.w. t ∈ (0, T ).

Z Twierdzenia 21 oraz z ci ↪ag lości operatora ι  latwo można wywnioskować, że multi-
funkcja ∂ClJ(ι(·)) : V 3 u→ ∂ClJ(ιu) ∈ 2U

∗
spe lnia za lożenia (a) i (b) Twierdzenia

38. Poza tym z (21) wynika, że za lożenia tego twierdzenia dotycz ↪ace funkcji ηn,
n ∈ N oraz η s ↪a również spe lnione. Aby wi ↪ec można by lo zastosować ostatnie twier-
dzenie do inkluzji (19) wystarczy zagwarantować zbieżność

ιun(t)→ ιu(t) w U dla p.w. t ∈ (0, T ). (23)

W tym celu przyjmiemy nast ↪epuj ↪ace za lożenie

H(ι). Operator ι : V → U jest liniowy, ci ↪ag ly i zwarty. Poza tym istnieje przestrzeń
Banacha Z taka, że V ⊂ Z ⊂ H, przy czym w lożenie V ⊂ Z jest zwarte, a w lożenie
Z ⊂ H jest ci ↪ag le, natomiast operator ι daje si ↪e przedstawić jako ι = ι2 ◦ ι1, gdzie
ι1 : V → Z oznacza (zwarty) operator w lożenia, zaś ι2 ∈ L(Z,U).

Podamy teraz prosty lemat.

Lemat 39 Jeżeli operator ι spe lnia warunek H(ι), to odpowiadaj ↪acy mu operator
Niemyckiego ῑ zdefiniowany jako (ῑv)(t) = ι(v(t)) dla każdego v ∈ V, t ∈ [0, T ]
spe lnia warunek

H(ῑ) : operator ῑ : Mp,q(0, T ;V, V ∗)→ U jest zwarty.
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Dowód. Niech {vn}∞n=1 b ↪edzie ci ↪agiem ograniczonym wMp,q(0, T ;V, V ∗). Z za lożenia
H(ι) wynika, że istnieje przestrzeń Z, taka, że V ⊂ Z ⊂ V ∗, przy czym pierwsze
w lożenie jest zwarte, a drugie ci ↪ag le. Wobec tego z Twierdzenia 33 wynika, że
w lożenie Mp,q(0, T ;V, V ∗) ⊂ Lp(0, T ;Z) jest zwarte. Oznacza to, że z ci ↪agu {vn}∞n=1

możemy wybrać podci ↪ag (oznaczony dla uproszczenia nadal przez {vn}∞n=1) silnie
zbieżny w Lp(0, T ;Z) do pewnego elementu z, czyli∫ T

0

‖ι1vn(t)− z(t)‖pZdt→ 0 przy n→∞. (24)

Niech u ∈ U oznacza funkcj ↪e zdefiniowan ↪a jako u(t) = ι2z(t) dla t ∈ [0, T ]. Wtedy

‖ῑvn − u‖pU =

∫ T

0

‖ιvn(t)− u(t)‖pZdt =

∫ T

0

‖ι2 ◦ ι1vn(t)− ι2z(t)‖pZdt

≤ ‖ι2‖L(Z,U)

∫ T

0

‖ι1vn(t)− z(t)‖pZdt. (25)

Z (24) i (25) wynika, że ῑvn → u w U , co oznacza, że operator Niemyckiego ῑ jest
zwarty. �

Zauważmy, że ze zbieżności (20), oszacowania (22) i warunku H(ι) wynika (na mocy
Lematu 39), że (przynajmniej dla podci ↪agu) zachodzi zbieżność ῑun → ῑu w U ,
z której z kolei (znowu przynajmniej dla podci ↪agu) wynika zbieżność (23). Nic
zatem nie stoi na przeszkodzie, aby skorzystać z Twierdzenia 38 i wykonać przej́scie
graniczne w inkluzji (19).

Wniosek 40 Przy za lożeniu H(ι) (jak również przy za lożeniu H(ῑ)), warunki (20)-
(22) s ↪a wystarczaj ↪ace do wykonania przej́scia granicznego w inkluzji (19) i uzyskania
inkluzji

η(t) ∈ ∂ClJ(ιu(t)) dla p.w. t ∈ (0, T ).

Jak widać Wniosek 40 rozstrzyga kwesti ↪e zawart ↪a w punkcie (∗∗) powyżej.

W moich pracach warunek H(ι) ma jeszcze jedno zastosowanie. Mianowicie z Le-
matu 29 natychmiast wynika nast ↪epuj ↪acy wniosek.

Wniosek 41 Jeżeli zachodzi warunek H(ι), to dla każdego ε > 0 istnieje c(ε) > 0,
takie, że dla każdego u ∈ V mamy

‖ιu‖U ≤ ε‖u‖V + c(ε)‖u‖H . (26)

Poza tym, dzi ↪eki prostym przekszta lceniom, warunek (26) można zast ↪apić warunkiem

‖ιu‖2
U ≤ ε‖u‖2

V + c̄(ε)‖u‖2
H , (27)

gdzie c̄(ε) > 0.

Ze wzgl ↪edu na znaczenie warunku H(ι) pojawia si ↪e naturalne pytanie: w jakiej sytu-
acji jest on spe lniony? Odpowiem na nie w dalszej cz ↪eści referatu, podaj ↪ac przyk lad
konkretnego operatora i konkretnych przestrzeni, wyst ↪epuj ↪acych w opisie zjawisk
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kontaktowych mechaniki, które spe lniaj ↪a warunkek H(ι) (zob. Wniosek 43).

Uwagi i spostrzeżenia poczynione w tym podrozdziale b ↪ed ↪a mia ly kluczowe znaczenie
dla wyjaśnienia zasad dzia lania metody dysykretyzacji czasowej dla inkluzji ewolu-
cyjnych (Podrozdzia l 2.4). Zanim jednak opisz ↪e t ↪e metod ↪e szczegó lowo, wyt lumacz ↪e
znaczenie ewolucyjnych inkluzji typu Clarke’a w modelowaniu problemów fizycz-
nych.

2.3 Zagadnienia mechaniki kontaktowej

Badane przeze mnie inkluzje ewolucyjne, które krótko opisa lem w Podrozdziale 2.2,
same w sobie stanowi ↪a niezwykle interesuj ↪acy dzia l analizy nieliniowej, a ich bada-
nie może być cennym źród lem inspiracji. Nie można jednak pomin ↪ać ich praktycz-
nego zastosowania, jakim jest matematyczne modelowanie konkretnych problemów
fizycznych. W szczególności inkluzje, którymi si ↪e zajmuj ↪e, stanowi ↪a abstrakcyjny
opis pewnej klasy problemów mechaniki kontaktowej. W tym podrozdziale wpro-
wadz ↪e oznaczenia charakterystyczne dla tego obszaru nauki oraz opisz ↪e zjawiska,
stanowi ↪ace fizyczn ↪a motywacj ↪e dla badanych przeze mnie ewolucyjnych inkluzji typu
Clarke’a (por. Wniosek 44). Szczegó lowe informacje na temat matematycznego mo-
delowania zjawisk kontaktowych mechaniki można znaleźć np w [11] i [19].

2.3.1 Oznaczenia matematyczne

Niech Rd oznacza d - wymiarow ↪a przestrzeń euklidesow ↪a (d = 2, 3) z iloczynem ska-
larnym i norm ↪a określonymi jako

u · v = uivi, ‖v‖Rd = (v · v)1/2 ∀u = (ui), v = (vi) ∈ Rd.

Symbolem Sd oznaczamy przestrzeń symetrycznych tensorów drugiego stopnia na
Rd, lub prościej symetrycznych macierzy o wymiarach d × d. Iloczyn skalarny i
norma w Sd określone s ↪a wzorami

σ · τ = σijτij, ‖τ‖Sd = (τ · τ )1/2 ∀σ = (σij), τ = (τij) ∈ Sd.

Wszystkie używane w tym podrozdziale indeksy i, j, k, l przyjmuj ↪a wartości z za-
kresu od 1 do d. Przyjmujemy przy tym tzw. konwencj ↪e sumacyjn ↪a wzgl ↪edem po-
wtarzaj ↪acych si ↪e indeksów, czyli np. aijbij oznacza

∑d
i,j=1 aijbij.

Niech Ω ⊂ Rd b ↪edzie zbiorem otwartym, ograniczonym i spójnym z brzegiem lip-
szycowski Γ = ∂Ω. Dla dowolnej funkcji w : Ω→ Rd, takiej, że w = (wi), wi : Ω→
R, symbolem wi,j oznaczać b ↪edziemy pochodn ↪a cz ↪astkow ↪a

∂wi
∂xj

, zak ladaj ↪ac, że ta

pochodna istnieje. Używać b ↪edziemy nast ↪epuj ↪acych przestrzeni funkcji określonych
na Ω.

H = L2(Ω;Rd) = {u = (ui) | ui ∈ L2(Ω) }, Q = {σ = (σij) | σij = σji ∈ L2(Ω) },
H1 = {u = (ui) | ε(u) ∈ Q }, Q1 = {σ ∈ Q | Divσ ∈ H }.

Symbole ε i Div w powyższych definicjach oznaczaj ↪a odpowiednio operator defor-
macji i dywergencji określone wzorami

ε(u) = (εij(u)), εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i), Div σ = (σij,j).
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Przestrzenie H, Q, H1 i Q1 s ↪a rzeczywistymi przestrzeniami Hilberta z iloczynami
skalarnymi określonymi jako

(u,v)H =
∫

Ω
uivi dx, (σ, τ )Q =

∫
Ω
σijτij dx,

(u,v)H1 = (u,v)H + (ε(u), ε(v))Q, (σ, τ )Q1 = (σ, τ )Q + (Divσ,Div τ )H .

Normy indukowane przez powyższe iloczyny skalarne oznaczamy odpowiednio przez
‖ · ‖H , ‖ · ‖Q, ‖ · ‖H1 i ‖ · ‖Q1 .

Niech ν = (νi) oznacza wersor normalny zewn ↪etrzny do brzegu ∂Ω. Symbolami
vν i vτ oznaczamy odpowiednio cz ↪eść normaln ↪a i cz ↪eść styczn ↪a pola wektorowego
v : ∂Ω→ Rd, zdefiniowane jako vν = v · ν i vτ = v − vνν. Podobnie, σν i στ ozna-
czaj ↪a odpowiednio cz ↪eść normaln ↪a i cz ↪eść styczn ↪a pola tensorowego σ : ∂Ω → Sd i
s ↪a zdefiniowane wzorami σν = (σν) · ν i στ = σν − σνν.

2.3.2 Motywacja fizyczna

W modelowym problemie mechaniki kontaktowej rozpatrywane jest cia lo fizyczne
zajmuj ↪ace obszar Ω ⊂ Rd. Powierzchnia cia la odpowiadaj ↪aca brzegowi ∂Ω podzie-
lona jest na trzy wzajemnie roz l ↪aczne cz ↪eści ΓD, ΓN i ΓC . Nazywane s ↪a one od-
powiednio brzegiem Dirichleta, brzegiem Neumanna i brzegiem kontaktowym. Stan-
dardowo zak lada si ↪e, że na fragmencie brzegu ΓD cia lo jest sztywno przymocowane,
dzi ↪eki czemu fragment ten nie ulega przemieszczeniu. Z matematycznego punktu
widzenia warunek ten jest pewnym u latwieniem (por. Wniosek 45), natomiast w
moich pracach zajmuj ↪e si ↪e również problemami, w których cia lo nie jest przymo-
cowane, tzn. ΓD = ∅. Zak lada si ↪e również, że powierzchniowe si ly zewn ↪etrzne o
zadanej g ↪estości fN dzia laj ↪a na fragment brzegu ΓN . Wreszcie ΓC jest fragmen-
tem brzegu, który pozostaje w kontakcie z innym cia lem (np. pod lożem). Ca le
cia lo podlega dzia laniu si ly obj ↪etościowej, np. grawitacji, o zadanej g ↪estości f 0. W
omawianym modelu szukanymi s ↪a dwie wielkości opisuj ↪ace stan fizyczny cia la. S ↪a
to: pole wektorowe przemieszczeń u : Ω× [0, T ]→ Rd oraz pole tensorowe napr ↪eżeń
σ : Ω× [0, T ]→ Sd. Obie wielkości s ↪a wi ↪ec funkcjami zmiennej przestrzennej x ∈ Ω i
zmiennej czasowej t ∈ [0, T ]. Jednak dla uproszczenia zapisu b ↪edziemy niekiedy po-
mijać nazwy zmiennych pisz ↪ac np. u(t), σ(t), u(x), σ(x) albo u, σ zamiast u(x, t),
σ(x, t). Dla dowolnej funkcji w zależnej od zmiennej czasowej t ∈ [0, T ], symbo-
lami w′ i w′′ oznaczać b ↪edziemy odpowiednio pierwsz ↪a i drug ↪a pochodn ↪a funkcji w
wzgl ↪edem t, zak ladaj ↪ac, że te pochodne istniej ↪a. W niektórych przypadkach, aby
zachować zgodność oznaczeń z oryginalnymi pracami, b ↪edziemy używać alternatyw-
nych oznaczeń ẇ i ẅ albo wt i wtt (por. Uwaga 28).

W matematycznym modelu dynamicznego zjawiska kontaktowego uwzgl ↪ednia si ↪e
cztery rodzaje relacji wi ↪aż ↪acych ze sob ↪a dane z niewiadomymi: równanie zachowania
si l, prawo konstytutywne, warunki brzegowe i warunki pocz ↪atkowe. Omówi ↪e teraz
bliżej każdy z nich.

1. Równanie zachowania si l ma postać

ρu′′ −Divσ = f 0 w Ω× [0, T ]. (28)
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W równaniu (28) parametr ρ oznacza g ↪estość materia lu, z którego zbudo-
wane jest cia lo w punkcie x ∈ Ω. A zatem sk ladnik ρu′′ oznacza udzia l
si ly powoduj ↪acej przyspieszenie u′′ na jednostk ↪e obj ↪etości (g ↪estość si ly dy-
namicznej). Dla uproszczenia przyjmuje si ↪e cz ↪esto ρ ≡ 1. Drugi sk ladnik lewej
strony równania oznacza g ↪estość si l wynikaj ↪acych z wewn ↪etrznych napr ↪eżeń σ.
Równanie (28) oznacza wi ↪ec, że te dwa rodzaje si l równoważ ↪a si l ↪e zewn ↪etrzn ↪a
o g ↪estości f 0 dzia laj ↪ac ↪a na ca l ↪a obj ↪etość cia la. Postać tego równania wynika
wi ↪ec tylko z fizycznego prawa równowagi si l i nie zależy od rodzaju materia lu,
z którego wykonane jest cia lo. W przypadku, gdy dynamika cia la jest na tyle
ma la, że jego przyspieszenie u′′ można pomin ↪ać, równanie (28) redukuje si ↪e
do postaci

−Divσ = f 0 w Ω× [0, T ], (29)

a zjawisko opisane takim równaniem nazywamy zjawiskiem statycznym (sta-
cjonarnym). Zjawiska opisane równaniem (28) nazywamy natomiast procesami
dynamicznymi.

2. Prawo konstytutywne jest to relacja opisuj ↪aca w jaki sposób napr ↪eżenie σ
zależy od odkszta lcenia u, a dok ladnie rzecz bior ↪ac od tensora deformacji
ε(u). Najprostszym przyk ladem takiej relacji jest tzw. spr ↪eżyste prawo kon-
stytutywne

σ = Gε(u) w Ω× [0, T ], (30)

gdzie odwzorowanie G : Ω×[0, T ]×Sd → Sd nazywamy operatorem spr ↪eżystości.
Problemy modelowane prawem (30) nazywamy problemami spr ↪eżystymi. W
przypadku, gdy G, jest tensorem liniowym, czyli G = (Gijkl), Gijkl : Ω×[0, T ]→
R dla 1 ≤ i, j, k, l ≤ d, prawo konstytutywne (30) przyjmuje postać

σij = Gijklεkl(u) w Ω× [0, T ]

i nazywane jest prawem Hooke’a. Oprócz zjawisk spr ↪eżystych rozpatrujemy
zjawiska lepko-spr ↪eżyste w których napr ↪eżenie zależy nie tylko od przemiesz-
czenia u, ale również od pr ↪edkości u′. Prawo konstytutywne opisuj ↪ace takie
zjawisko ma postać

σ = Cε(u′) + Gε(u) w Ω× [0, T ], (31)

gdzie odwzorowanie C : Ω×[0, T ]×Sd → Sd nazywamy operatorem lepkości, a G,
podobnie jak poprzednio operatorem spr ↪eżystości. W przypadku, gdy C i G, s ↪a
tensorami liniowym, czyli C = (Cijkl), G = (Gijkl), Cijkl, Gijkl : Ω× [0, T ]→ R
dla 1 ≤ i, j, k, l ≤ d, prawo konstytutywne (31) przyjmuje postać

σij = Cijklεkl(u
′) +Gijklεkl(u) w Ω× [0, T ]

i nazywane jest prawem Kelvina-Voigta. Jeżeli w opisie zjawiska mechanicz-
nego oprócz równania (29), charakterystycznego dla zjawisk statycznych, u-
żywamy lepko-spr ↪eżystego prawa kontaktowego, wówczas zjawisko takie nazy-
wamy quasistatycznym. W procesie fizycznym opisanym w pracy [A8] uwzgl ↪e-
dniamy dodatkowo wp lyw temperatury θ : Ω × [0, T ] → R na odkszta lcenie i
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napr ↪eżenie cia la. Prawo konstytutywne opisuj ↪ace takie zjawisko ma postać

σ = Cε(u̇) + Gε(u) + Cθ w Ω× [0, T ], (32)

gdzie C = (cij) jest tensorem rozszerzalności cieplnej.

3. Warunki brzegowe dzielimy na trzy rodzaje w zależności od tego, na którym
fragmencie brzegu s ↪a one zadane. Na fragmencie ΓD zak ladamy, że cia lo si ↪e
nie przemieszcza, a wi ↪ec

u = 0 na ΓD × [0, T ]. (33)

Warunek (33) nazywamy warunkiem brzegowym Dirichleta. Na fragmencie
brzegu ΓN napr ↪eżenie brzegowe zadane jest przez si l ↪e o g ↪estości fN , a zatem

σν = fN na ΓN × [0, T ]. (34)

Warunek (34) nazywamy warunkiem brzegowym Neumanna.
Przejd ↪e teraz do opisu warunków kontaktowych skupiaj ↪ac si ↪e tylko na kilku
przyk ladach umożliwiaj ↪acych dokonanie ich najbardziej ogólnej klasyfikacji.
Jak już wspomnia lem we wst ↪epie, cia lo zajmuj ↪ace obszar Ω może pozostawać
w kontakcie z pod lożem, natomiast ΓC jest fragmentem brzegu, na którym ten
kontakt może si ↪e pojawić. Warunek kontaktowy jest to warunek określaj ↪acy re-
lacj ↪e mi ↪edzy napr ↪eżeniem σ, a wywo luj ↪acym go przemieszczeniem u w obr ↪ebie
brzegu ΓC . Ze wzgl ↪edu na brzegowy charakter tych relacji, osobno rozpa-
trujemy zwi ↪azek mi ↪edzy cz ↪eści ↪a normaln ↪a napr ↪eżenia σν , a odpowiadaj ↪acym
mu przemieszczeniem normalnym uν oraz zwi ↪azek mi ↪edzy cz ↪eściami stycznymi
tych wielkości στ i uτ . Pierwszy z tych zwi ↪azków nazywamy warunkiem kon-
taktowym normalnym, drugi zaś warunkiem kontaktowym stycznym. Pe lny
warunek kontaktowy stanowi zawsze koniunkcj ↪e warunku normalnego i stycz-
nego. W najprostszych przypadkach jeden z dwóch powyższych warunków
redukuje si ↪e do postaci trywialnej. Tak jest w przypadku kontaktu bilateral-
nego opisanego warunkiem

uν = 0 na ΓC × [0, T ] (35)

oraz w przypadku kontaktu bez tarcia opisanego warunkiem

στ = 0 na ΓC × [0, T ]. (36)

Równanie (35) oznacza, że na brzegu kontaktowym cia lo nie przemieszcza si ↪e
w kierunku normalnym do pod loża, a wi ↪ec pozostaje z nim w sta lym kontakcie.
Równanie (36) oznacza, że na brzegu kontaktowym nie pojawia si ↪e napr ↪eżenie
styczne, które w przeciwnym przypadku by loby reakcj ↪a pod loża na przemiesz-
czenie styczne. Świadczy to o braku tarcia, które by tak ↪a reakcj ↪e wywo la lo.
Należy pami ↪etać, że każdy z warunków (35) i (36) musi być uzupe lniony nietry-
wialnym warunkiem na pozosta l ↪a cz ↪eść sk ladow ↪a napr ↪eżenia i przemieszczenia.

26



Podam teraz przyk lady takich nietrywialnych warunków kontaktowych poja-
wiaj ↪acych si ↪e w moich publikacjach. Jednym z nich jest nast ↪epuj ↪acy warunek
na cz ↪eści styczne napr ↪eżenia i przemieszczenia{

‖στ‖Rd ≤ µ(0)S dla u′τ = 0

−στ = µ(‖u′τ‖Rd)S u′τ/‖u′τ‖Rd dla u′τ 6= 0
na ΓC × (0, T ). (37)

Interpretacja warunku (37) jest nast ↪epuj ↪aca. Na cia lo b ↪ed ↪ace w kontakcie
z pod lożem dzia la si la ”d ↪aż ↪aca” do przesuni ↪ecia go w kierunku stycznym
do pod loża. W przypadku gdy u′τ = 0, a wi ↪ec cia lo pozostaje nieruchome
wzgl ↪edem pod loża (co jest spowodowane tarciem), napr ↪eżenie styczne στ może
rosn ↪ać aż do osi ↪agni ↪ecia wartości granicznej µ(0)S, gdzie µ(0) odpowiada
wspó lczynnikowi tarcia statycznego, a S jest napr ↪eżeniem normalnym. W
momencie, gdy wartość graniczna zostanie przekroczona, cia lo zaczyna si ↪e po-
ruszać, a wi ↪ec u′τ 6= 0. Wówczas napr ↪eżenie styczne wywo lane tarciem dyna-
micznym zaczyna dzia lać w tym samym kierunku co przemieszczenie choć, jako
si la reakcji, ma przeciwny zwrot. Natomiast jego wartość podyktowana jest
zależności ↪a ‖στ‖Rd = µ(‖u′τ‖Rd)S wynikaj ↪ac ↪a z warunku (37), w którym µ jest
wspó lczynnikiem tarcia dynamicznego zależnym od pr ↪edkości cia la wzgl ↪edem
pod loża. Charakter rozpatrywanego prawa kontaktowego zależy wi ↪ec od do-
boru konkretnej funkcji µ : R+ ∪ {0} → R+ ∪ {0} w warunku (37). Aby si ↪e o
tym przekonać, porównajmy dwa modele.

• Monotoniczne prawo tarcia. Przyjmijmy µ ≡ α, gdzie α > 0 jest sta l ↪a.
Oznacza to, że tarcie kinetyczne jest równe tarciu statycznemu. Wpro-
wadźmy teraz funkcj ↪e j : Rd → R określon ↪a wzorem j(ξ) = αS‖ξ‖Rd
dla każdego ξ ∈ Rd. Jest to funkcja wypuk la a jej subróżniczka (por.
Definicja 17) ∂j : Rd → 2Rd określona jest wzorem

∂j(ξ) =

{
BαS(0) dla ξ = 0

{ξαS/‖ξ‖Rd} dla ξ 6= 0,

gdzie BαS(0) oznacza kul ↪e o środku w punkcie 0 i promieniu αS. Warunek
(37) można wtedy zapisać jako

−στ ∈ ∂j(u′τ ) na ΓC × (0, T ). (38)

Ponieważ subróżniczka ∂j jest monotonicznym odwzorowaniem wielo-
wartościowym (por. Wniosek 18), warunek (38) jest monotonicznym pra-
wem tarcia.

• Niemonotoniczne prawo tarcia. Poprzedni przyk lad opiera si ↪e na za lożeniu,
że wspó lczynnik tarcia statycznego jest równy wspó lczynnikowi tarcia ki-
netycznego. W praktyce jednak tarcie kinetyczne jest nieco mniejsze od
tarcia statycznego. Istotnie, gdy cia lo zaczyna si ↪e poruszać pokonawszy
opór wynikaj ↪acy z tarcia statycznego, napr ↪eżenie styczne spada, a tar-
cie (kinetyczne) stabilizuje si ↪e na poziomie nieco niższym, niż jego gra-
niczna wartość powstrzymuj ↪aca cia lo przed poruszaniem si ↪e. Dlatego też
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bardziej realny model to taki, w którym funkcja µ jest malej ↪aca. Jako
przyk lad rozważmy funkcj ↪e µ określon ↪a wzorem

µ(s) = exp(−as) + b ∀ s ≥ 0, (39)

gdzie 0 < a < b. Wprowadźmy teraz funkcj ↪e j : Rd → R określon ↪a
wzorem

j(ξ) = S

∫ ‖ξ‖Rd
0

µ(s) ds, ∀ ξ ∈ Rd. (40)

Wówczas subróżniczka ∂Clj : Rd → 2Rd w sensie Clarke’a funkcji j (por.
Definicja 20) określona jest nast ↪epuj ↪aco

∂Clj(ξ) =

{
BS(0) dla ξ = 0

{ξSµ(‖ξ‖Rd)/‖ξ‖Rd} dla ξ 6= 0.

Warunek (37) można wtedy zapisać w postaci

−στ ∈ ∂Clj(u′τ ) na ΓC × (0, T ). (41)

W tym przypadku subróżniczka (w sensie Clarke’a) funkcji j jest nie-
monotonicznym odwzorowaniem wielowartościowym. W zwi ↪azku z tym
prawo tarcia (38) ma charakter niemonotoniczny.

Omówi ↪e teraz przyk lad normalnego prawa kontaktowego wykorzystany w pracy
[A6]. Ma on postać

u′ν(t) ≤ g, σν(t) + ξ(t) ≤ 0

(u′ν(t)− g)(σν(t) + ξ(t)) = 0

ξ(t) ∈ ∂Clj(u′ν(t))
na ΓC × (0, T ), (42)

gdzie g > 0 jest sta l ↪a. Pierwsza nierówność w warunku (42) oznacza, że
pr ↪edkość w kierunku normalnym jest ograniczona przez wielkość g. Waru-
nek taki określany jest w literaturze jako warunek unilateralny (jednostronny).
Poza tym, gdy u′ν(t) < g, wówczas z równania w warunku (42) wynika, że reak-
cja pod loża −σν zależy od pr ↪edkości w kierunku normalnym, co w literaturze
określa si ↪e jako warunek normalnej t lumionej odpowiedzi (ang. normal dum-
ped response condition), a zależność ta wyrażona jest relacj ↪a wielowartościow ↪a
σν(t) + ξ(t) = 0, ξ(t) ∈ ∂Clj(u′ν(t)), czyli −σν ∈ ∂Clj(u′ν(t)). Jeżeli natomiast
u′ν(t) = g, to reakcja pod loża opisana jest nierówności ↪a −σν(t) ≥ ξ(t), gdzie
ξ(t) ∈ ∂Clj(g), a wi ↪ec jest ona ograniczona tylko z jednej strony (warunek
unilateralny). Ogólnie zależność (42) określana jest jako warunek normalnej
t lumionej odpowiedzi z ograniczeniem jednostronnym. W literaturze warunek
ten jest używany do opisu zjawisk kontaktowych z lubrykantem (por. [11]).
Używaj ↪ac Definicji 17,  latwo zauważyć, że warunek (42) jest równoważny z
inkluzj ↪a

−σν(t) ∈ ∂Clj(u′ν(t)) + ∂I(−∞,g](u
′
ν(t)) na ΓC × (0, T ), (43)
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gdzie I(−∞,g] : R → R ∪ {+∞} jest funkcj ↪a wskaźnikow ↪a przedzia lu (−∞, g]
określon ↪a jako

I(−∞,g](s) =

{
0 dla s ∈ (−∞, g]

+∞ dla s ∈ (g,+∞].
(44)

Bior ↪ac pod uwag ↪e komentarz umieszczony przed Twierdzeniem 23 w Pod-
rozdziale 2.1.3 można si ↪e spodziewać, że sformu lowanie wariacyjne problemu
kontaktowego opisanego inkluzj ↪a (38), przybierze form ↪e nierówności wariacyj-
nej. Z kolei problem, w którym prawo tarcia ma postać (41) prowadzi do
nierówności hemiwariacyjnej. Wreszcie inkluzja (43), uwzgl ↪edniaj ↪aca w swoim
sformu lowaniu wariacyjnym dwa różne typy subróżniczek, wypuk l ↪a i Clarke’a,
przyjmie postać nierówności wariacyjno-hemiwariacyjnej.

4. Warunki pocz ↪atkowe. W problemach ewolucyjnych pierwszego rz ↪edu (uwzgl ↪e-
dniaj ↪acych tylko pierwsz ↪a pochodn ↪a czasow ↪a szukanej funkcji) przyjmujemy
jeden warunek pocz ↪atkowy

u(0) = u0 w Ω, (45)

gdzie u0 : Ω → Rd jest dan ↪a funkcj ↪a. W problemach dynamicznych (uw-
zgl ↪edniaj ↪acych również drug ↪a pochodn ↪a czasow ↪a) przyjmujemy dwa warunki
pocz ↪atkowe

u(0) = u0, u
′(0) = u1 w Ω, (46)

gdzie u0,u1 : Ω→ Rd s ↪a danymi funkcjami, przemieszczeniem pocz ↪atkowym i
pr ↪edkości ↪a pocz ↪atkow ↪a.

Na koniec sformu luj ↪e przyk ladowy problem mechaniki kontaktowej badany przeze
mnie w pracach [A1] i [A7].

Problem P. Znaleźć u : Ω× [0, T ]→ Rd i σ : Ω× [0, T ]→ Sd spe lniaj ↪ace równanie
(28) z warunkami (31), (33), (34), (35), (37) oraz (46).

Uwaga 42 W wymienionych wyżej pracach [A1] i [A7] prawo tarcia opisane warun-
kiem (37) w Problemie P ma z za lożenia charakter niemonotoniczny, tzn. funkcja
µ wyst ↪epuj ↪aca we wzorze (37) może być niemonotoniczna, w szczególności może być
opisana wzorem (39).

2.3.3 Sformu lowanie wariacyjne problemu mechaniki kontaktowej

W tym podrozdziale pokaż ↪e, że sformu lowanie wariacyjne problemów mechaniki kon-
taktowej opisanych w Podrozdziale 2.3.2 prowadzi do badanych przeze mnie inkluzji
ewolucyjnych typu Clarke’a, której przyk ladem jest Problem (P )E wprowadzony na
pocz ↪atku Podrozdzia lu 2.2. W tym celu wprowadz ↪e przestrzenie niezb ↪edne do uzy-
skania sformu lowania wariacyjnego.
Zachowuj ↪ac oznaczenia wprowadzone w Podrozdziale 2.3.2 rozważać b ↪edziemy zbiór
WK, którego definicja zależy od rodzaju warunku kontaktowego na cz ↪eść normaln ↪a
przemieszczenia. W zwi ↪azku z tym rozpatrzmy dwa przypadki.

29



1. Jeżeli kontakt jest bilateralny, tzn. spe lniony jest warunek (35), wtedy defi-
niujemy

WK = {v ∈ H1 | vν = 0 na ΓC}. (47)

2. Jeżeli kontakt nie jest bilateralny, przyjmujemy

WK = H1. (48)

Wprowadzimy teraz przestrzeń V , której definicja zależy od tego, czy cia lo rozpa-
trywane w modelu jest przymocowane, czy swobodne.

1. Zak ladamy, że cia lo jest przymocowane na fragmencie brzegu ΓD, takim, że
meas(ΓD) > 0, gdzie meas oznacza brzegow ↪a miar ↪e Lebesgue’a. Wówczas
definiujemy

V = {v ∈ H1 | v = 0 na ΓD} ∩WK. (49)

Ponieważ meas (ΓD) > 0, możemy skorzystać z nast ↪epuj ↪acej nierówności Korna
([18], str. 79):

‖ε(v)‖Q ≥ CK‖v‖H1 ∀v ∈ V, (50)

gdzie sta la CK zależy tylko od Ω i ΓD. Na przestrzeni V , wprowadzamy iloczyn
skalarny określony jako

(u,v)V = (ε(u), ε(v))Q ∀u, v ∈ V,

oraz odpowiadaj ↪ac ↪a mu norm ↪e ‖ · ‖V określon ↪a jako

‖v‖V = ‖ε(v)‖Q ∀v ∈ V. (51)

Z nierówności (50) i z definicji (51) wynika, że normy ‖ · ‖H1 i ‖ · ‖V s ↪a
równoważne na V i (V, ‖ · ‖V ) jest rzeczywist ↪a przestrzeni ↪a Hilberta.

2. Zak ladamy, że cia lo jest swobodne. Wtedy w modelu nie wyst ↪epuje brzeg ΓD
(ΓD = ∅), gdyż cia lo nie jest przymocowane i przyjmujemy

V = H1 ∩WK. (52)

Na przestrzeni V przyjmujemy iloczyn skalarny i norm ↪e przestrzeni H1, a
zatem

(u,v)V = (u,v)H1 = (u,v)H + (ε(u), ε(v))Q ∀u, v ∈ V,

oraz
‖u‖2

V = (u,u)V ∀u ∈ V. (53)

W każdym z powyższych przypadków przestrzeń V jest domkni ↪et ↪a podprze-
strzeni ↪a przestrzeni H1. Identyfikuj ↪ac przestrzeń H z przestrzeni ↪a do niej dualn ↪a
otrzymujemy trójk ↪e ewolucyjn ↪a V ⊂ H ⊂ V ∗ z w lożeniami g ↪estymi, ci ↪ag lymi i
zwartymi. Niech U = L2(ΓC ;Rd). Wówczas zachodzi nierówność

‖v‖U ≤ C0‖v‖V ∀v ∈ V, (54)
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gdzie C0 > 0 jest sta l ↪a. W sytuacji, gdy przestrzeń V zdefiniowana jest wzorem
(49), nierówność (54) wynika z twierdzenia Soboleva o śladzie oraz z nierówności
(50), a sta la C0 zależy od Ω, ΓD i ΓC . W przypadku, gdy V jest określona wzorem
(52), nierówność (54) wynika z samego twierdzenia Soboleva o śladzie, a sta la C0

zależy tylko od Ω i ΓC . Z nierówności (54) wynika, że istnieje ci ↪ag ly operator śladu
γ : V → U . Dla uproszczenia ślad γv funkcji v ∈ V oznaczać b ↪edziemy nadal
symbolem v.

Wniosek 43 Trójka przestrzeni V , H i U wraz z operatorem ι = γ spe lniaj ↪a wa-
runek H(ι) z Podrozdzia lu 2.2.

Dowód. Niech Z = H1−ε(Ω;Rd), gdzie ε ∈ (0, 1
2
) jest ustalone. Zdefiniujmy opera-

tor w lożenia ι1 : V → Z, operator śladu γ1 : Z → H
1
2
−ε(ΓC ;Rd), operator w lożenia

π : H
1
2
−ε(ΓC ;Rd) → U oraz z lożenie ι2 = π ◦ γ1 : Z → U . Wtedy ι1 jest zwarty,

ι2 ∈ L(Z,U), oraz ι = γ = ι2 ◦ ι1, a wi ↪ec warunek H(ι) jest spe lniony. �

Podam teraz wzór Greena (por. [17], (2.7)) potrzebny do uzyskania sformu lowania
wariacyjnego problemu mechaniki kontaktowej

(σ, ε(v))Q + (Divσ, v)H =

∫
Γ

σν · v dΓ ∀v ∈ H1, σ ∈ C1(Ω;Sd). (55)

Aby wyjaśnić zasad ↪e sprowadzania problemu mechaniki kontaktowej do postaci
s labej (wariacyjnej) weźmy pod uwag ↪e Problem P sformu lowany na końcu Pod-
rozdzia lu 2.3.2. Wtedy przestrzeń V definiujemy wzorem (49), w którym zbiór WK
określony jest wzorem (47). Nast ↪epnie wprowadzamy operatory A,B : V × V → V ∗

zdefiniowane wzorami

〈Au,v〉V ∗×V = (C(ε(u)), ε(v))Q ∀u, v ∈ V, (56)

〈Bu,v〉V ∗×V = (G(ε(u)), ε(v))Q ∀u, v ∈ V, (57)

oraz funkcj ↪e f : (0, T )→ V ∗ określon ↪a wzorem

〈f(t),v〉V ∗×V =

∫
Ω

f 0(t) · v dx+

∫
ΓN

fN(t) · v dΓ ∀v ∈ V, p.w. t ∈ (0, T ). (58)

S labym (wariacyjnym) sformu lowaniem Problemu P nazywamy nast ↪epuj ↪acy pro-
blem.

Problem PV . Znaleźć u ∈ V, takie, że u′ ∈ W oraz ξτ ∈ L2(0, T ;L2(ΓC ;Rd))
takie, że

〈ρu′′(t) + Au′(t) +Bu(t)− f(t),v〉V ∗×V

=

∫
ΓC

ξτ (t)·vτ dΓ ∀v ∈ V, p.w. t ∈ (0, T ),

− ξτ ∈ ∂Clj(u′τ ) p.w. na ΓC × (0, T ),

u(0) = u0, u′(0) = u1.
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Powyższe sformu lowanie wariacyjne otrzymujemy mnoż ↪ac obustronnie równanie (28)
przez funkcj ↪e testow ↪a v ∈ V , ca lkuj ↪ac po zbiorze Ω, stosuj ↪ac wzór Greena (55) (przy
za lożeniu, że σ jest odpowiednio regularne), równanie konstytutywne (31), warunki
brzegowe (33), (34), (35), (37), inkluzj ↪e (41) oraz uwzgl ↪edniaj ↪ac warunki pocz ↪atkowe
(46).
Każde rozwi ↪azanie Problemu PV nazywamy s labym rozwi ↪azaniem Problemu P .

Korzystaj ↪ac z Definicji 20, Problem PV można zapisać w nast ↪epuj ↪acej, równoważnej
formie.

Problem PV,1. Znaleźć u ∈ V, takie, że u′ ∈ W oraz

〈ρu′′(t) + Au′(t) +Bu(t)− f(t),v〉V ∗×V

+

∫
ΓC

j0(u′τ (t);vτ ) dΓ ≥ 0 ∀v ∈ V, p.w. t ∈ (0, T ),

u(0) = u0, u′(0) = u1.

Problem PV,1 nazywamy brzegow ↪a nierówności ↪a hemiwariacyjn ↪a.
Wprowadźmy teraz funkcjona l J : L2(ΓC ;Rd)→ R określony wzorem

J(v) =

∫
ΓC

j(v) dΓ ∀v ∈ L2(ΓC ;Rd),

gdzie j jest zdefiniowane wzorem (40) i sformu lujmy pomocniczy problem.

Problem PV,2. Znaleźć u ∈ V, takie, że u′ ∈ W i

ρu′′(t) + Au′(t) +Bu(t) + γ∗τ∂ClJ(γτu
′(t)) 3 f(t) dla p.w. t ∈ (0, T ),

u(0) = u0, u′(0) = u1,

gdzie γτ jest operatorem śladu z lożonym z operatorem brania cz ↪eści stycznej wektora,
a γ∗τ operatorem do niego sprz ↪eżonym.

Funkcja u ∈ V jest rozwi ↪azaniem Problemu PV,2 wtedy i tylko wtedy, gdy u′ ∈ W i
istnieje η ∈ L2(0, T ;L2(ΓC ;Rd)), takie, że

ρu′′(t) + Au′(t) +Bu(t) + η(t) = f(t) dla p.w. t ∈ (0, T ),

η(t) ∈ γ∗τ∂ClJ(t, γτu
′(t)) dla p.w. t ∈ (0, T ),

u(0) = u0, u′(0) = u1.

Sformu lowanie Problemu PV,2 w postaci nierówności hemiwariacyjnej wygl ↪ada na-
st ↪epuj ↪aco.

Problem PV,3. Znaleźć u ∈ V, takie, że u′ ∈ W oraz

〈ρu′′(t) + Au′(t) +Bu(t)− f(t),v〉V ∗×V
+ J0(γu′τ (t); γvτ ) ≥ 0 ∀v ∈ V, p.w. t ∈ (0, T ),

u(0) = u0, u′(0) = u1.

Zwi ↪azek mi ↪edzy Problemami PV,2 a PV polega na tym, że każde rozwi ↪azanie Pro-
blemu PV,2 jest rozwi ↪azaniem Problemu PV . Wynika to z Twierdzenia 3.47 (v)
w [17] i t lumaczy zasadność rozważania Problemu PV,2 w kontekście zagadnienia
kontaktowego mechaniki, jakim jest Problem P .
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Wniosek 44 Dla ρ = 1 sformu lowanie wariacyjne PV,2 problemu mechaniki kon-
taktowej P odpowiada inkluzji ewolucyjnej (P ′)E wprowadzonej na pocz ↪atku Podroz-
dzia lu 2.2, przy czym rol ↪e operatora ι pe lni tu operator γτ .

Należy jeszcze zwrócić uwag ↪e na różnic ↪e mi ↪edzy dwoma modelami: cia la przy-
mocowanego i cia la swobodnego, wynikaj ↪ac ↪a z różnych definicji przestrzeni V i
normy ‖ · ‖V w obu przypadkach. Otóż cz ↪esto zak lada si ↪e, że jeden z operatorów
wyst ↪epuj ↪acych w prawie konstytutywnym (najcz ↪eściej operator lepkości) jest koer-
cytywny. Przyk ladowy warunek gwarantuj ↪acy koercytywność wygl ↪ada nast ↪epuj ↪aco

C(τ ) : τ ≥ α‖τ‖2
Sd ∀ τ ∈ Sd, (59)

gdzie α > 0. Wtedy operator A zdefiniowany wzorem (56) spe lnia warunek

〈Au,u〉V ∗×V = (Cε(u), ε(u))Q =

∫
Ω

Cε(u) : ε(u) dx

≥ α

∫
Ω

‖ε(u)‖2
S dx = α

∫
Ω

ε(u) : ε(u) dx = α‖ε(u)‖2
Q. (60)

Zatem w modelu cia la przymocowanego, w którym przestrzeń V zdefiniowana jest
wzorem (49), a jej norma wzorem (51), z nierówności (60) otrzymujemy warunek

〈Au,u〉V ∗×V ≥ α‖u‖2
V . (61)

Natomiast w modelu cia la swobodnego, w którym w którym przestrzeń V zdefinio-
wana jest wzorem (52), a jej norma wzorem (53), z nierówności (60) otrzymujemy
warunek

〈Au,u〉V ∗×V ≥ α‖u‖2
V − α‖u‖2

H . (62)

Wniosek 45 Za lóżmy, że operator C spe lnia warunek (59). Wtedy w wariacyjnym
sformu lowaniu modelu cia la przymocowanego operator A określony wzorem (56) jest
koercytywny w normie przestrzeni V (spe lnia warunek (61)). Jeżeli natomiast cia lo
jest swobodne, operator A nie jest koercytywny w normie przestrzeni V , gdyż zamiast
warunku (61) spe lnia s labszy od niego warunek (62). W zwi ↪azku z tym analiza modelu
cia la swobodnego jest trudniejsza niż w przypadku cia la przymocowanego, gdyż opiera
si ↪e na s labszym za lożeniu o operatorze A.

2.4 Metoda dyskretyzacji czasowej dla inkluzji ewolucyj-
nych

Omówi ↪e teraz schemat post ↪epowania w rozwi ↪azywaniu abstrakcyjnej inkluzji ewo-
lucyjnej typu Clarke’a metod ↪a dyskretyzacji czasowej. W tym celu pos luż ↪e si ↪e po-
chodz ↪acym z pracy [A1] Problemem (P )E wprowadzonym w Podrozdziale 2.2. Moim
celem jest skrótowe opisanie poszczególnych etapów procedury zmierzaj ↪acej do wy-
kazania istnienia rozwi ↪azania tego problemu. Ogólny schemat, który przedstawi ↪e
poniżej jest typowy dla wszystkich prac [A1]-[A6], choć ze wzgl ↪edu na specyfik ↪e
badanych problemów, każdy z jego etapów wygl ↪ada nieco inaczej w każdej z oma-
wianych prac. Detale techniczne, z których te różnice wynikaj ↪a omówi ↪e w cz ↪eści
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poświ ↪econej szczegó lowemu omówieniu poszczególnych rezultatów (Rozdzia l 3).

Wszystkie omówione poniżej etapy analizy oraz rezultaty dotycz ↪ace Problemu (P )E
wygl ↪adaj ↪a analogicznie w przypadku Problemu (P ′)E zdefiniowanego w Podrozdziale
2.2 tuż po sformu lowaniu Problemu (P )E. Tak wi ↪ec dla uproszczenia skupi ↪e si ↪e
tylko na omówieniu pierwszego przypadku, natomiast do Problemu (P ′)E b ↪ed ↪e si ↪e
odwo lywa l tylko w tych momentach, w których różnice mi ↪edzy dwoma problemami
b ↪ed ↪a istotne.
Wykonuj ↪ac podstawienie w = u′, formu lujemy Problem (P )E w nast ↪epuj ↪acej wersji
równoważnej

(P )∗E



Znaleźć (u,w, η) ∈ V ×W × U takie, że

u′(t) = w(t) dla p.w. t ∈ (0, T )

w′(t) + Aw(t) +Bu(t) + ι∗η(t) = f(t) dla p.w. t ∈ (0, T )

η(t) ∈ ∂ClJ(ιu(t)) dla p.w. t ∈ (0, T )

u(0) = u0, w(0) = u1.

2.4.1 Za lożenia

W badaniu Problemu (P )∗E korzystać b ↪edziemy z nast ↪epuj ↪acych za lożeń.

H(A): Operator A : V → V ∗ spe lnia warunki

(i) A jest pseudomonotoniczny.

(ii) ‖Av‖V ∗ ≤ a+ b‖v‖V ∀ v ∈ V , gdzie a ≥ 0, b > 0.

(iii) 〈Av, v〉V ∗×V ≥ α‖v‖2
V − β‖v‖2

H − γ ∀ v ∈ V , gdzie α > 0, β, γ ≥ 0.

H(B): Operator B : V → V ∗ jest liniowy, ograniczony, monotoniczny i symetryczny,
tzn. B ∈ L(V, V ∗), 〈Bv, v〉V ∗×V ≥ 0 ∀ v ∈ V , 〈Bv,w〉V ∗×V = 〈Bw, v〉V ∗×V
∀ v, w ∈ V .

H(J): Funkcja J : U → R spe lnia warunki

(i) J jest lokalnie lipszycowska.

(ii) ‖η‖U∗ ≤ c(1 + ‖w‖U) ∀ η ∈ ∂ClJ(w), w ∈ U , gdzie c > 0.

H0: f ∈ V∗, u0 ∈ V , u1 ∈ H.

H(ι): Operator ι ∈ L(V, U) jest zwarty, a odpowiadaj ↪acy mu operator Niemyc-
kiego ῑ : M2,2(0, T ;V, V ∗) → U zdefiniowany jako (ῑv)(t) = ι(v(t)) dla każdego
v ∈M2,2(0, T ;V, V ∗), p.w. t ∈ (0, T ) jest również zwarty.

Haux: Przestrzenie V , H, U i operator ι spe lniaj ↪a warunek: dla każdego ε > 0
istnieje C(ε) > 0 takie, że

‖ιu‖U ≤ ε‖u‖V + C(ε)‖u‖H ∀ u ∈ V.
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Uwaga 46 Pochodz ↪ace z pracy [A1] za lożenie H(ι) powyżej odpowiada warunkowi
H(ῑ) z Lematu 39.

Uwaga 47 Bior ↪ac pod uwag ↪e Lemat 39 i Wniosek 41 widać, że oba powyższe za-
 lożenia H(ι) i Haux pochodz ↪ace z pracy [A1] można zast ↪apić jednym za lożeniem
określanym jako H(ι) w Podrozdziale 2.2. Inaczej mówi ↪ac warunek H(ι) z Podroz-
dzia lu 2.2 jest warunkiem wystarczaj ↪acym dla warunków H(ι) i Haux wprowadzonych
powyżej.

2.4.2 Dyskretyzacja czasowa

Omówi ↪e teraz technik ↪e dyskretyzacji czasowej dla Problemu (P )E. Na pocz ↪atku
dzielimy przedzia l [0, T ] za pomoc ↪a ci ↪agu punktów {tk}Nnk=0 ⊂ [0, T ] zdefiniowanych
nast ↪epuj ↪aco:

tk = kτn gdzie τn = T/Nn dla k = 0, ..., Nn. (63)

W powyższych oznaczeniach n oznacza numer podzia lu, zaś Nn i τn oznaczaj ↪a od-
powiednio liczb ↪e kroków czasowych i d lugość kroku czasowego w n-tym podziale.
Mamy wi ↪ec Nn →∞ oraz τn → 0 przy n→∞. W dalszym ci ↪agu dla uproszczenia
pomijamy indeks n i piszemy N, τ zamiast Nn, τn. Elementy u0 i u1 wyst ↪epuj ↪ace w
warunkach pocz ↪atkowych przybliżamy ci ↪agami {u0

τ}, {u1
τ} ⊂ V , takimi, że u0

τ ⇀ u0

w V , u1
τ → u1 w H i ‖u1

τ‖V ≤ C/
√
τ , gdzie C > 0.

Dla ustalonego τ > 0 i dla k = 1, ..., N formu lujemy nast ↪epuj ↪acy problem.

Problem (Pτ )E. Znaleźć ci ↪ag {wkτ}Nk=0 ⊂ V taki, że w0
τ = u1

τ oraz

1

τ
(wkτ − wk−1

τ , v)H +
〈
Awkτ , v

〉
V ∗×V +

〈
Bukτ , v

〉
V ∗×V

+
〈
ηkτ , ιv

〉
U∗×U =

〈
fkτ , v

〉
V ∗×V (64)

dla każdego v ∈ V i k = 1, ..., N , gdzie

ηkτ ∈ ∂ClJ(ιukτ ), (65)

fkτ =
1

τ

∫ kτ

(k−1)τ

f(t) dt,

a ci ↪ag {ukτ}Nk=1 jest określony wzorem

ukτ = u0
τ + τ

k∑
i=1

wiτ dla k = 1, ..., N. (66)

Problem (Pτ )E otrzymujemy z Problemu (P )∗E zapisuj ↪ac go tylko dla punktów tk,
k = 1, ..., N i używaj ↪ac przybliżeń

u(tk) ' ukτ , u′(tk) ' 1
τ
(ukτ − uk−1

τ ), η(tk) ' ηkτ ,

w(tk) ' wkτ , w′(tk) ' 1
τ
(wkτ − wk−1

τ ), f(tk) ' fkτ ,
(67)

dla k = 1, ..., N . Problem (Pτ )E jest niejawnym schematem Eulera dla Problemu
(P )∗E.
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2.4.3 Istnienie rozwi ↪azania problemu semidyskretnego (Pτ )E

Aby wykazać, że Problem (Pτ ) ma rozwi ↪azanie {wkτ}Nk=0 musimy sprawdzić, że dla
ustalonego k = 1, ..., N i dla wszyskich ustalonych wartości w0

τ , ..., w
k−1
τ , istnieje

element wkτ spe lniaj ↪acy równanie (64) z uwzgl ↪ednieniem inkluzji (65) (wtedy zaczy-
naj ↪ac od warunku pocz ↪atkowego jesteśmy w stanie indukcyjnie skonstruować ca ly
ci ↪ag {wkτ}Nk=0). Bior ↪ac pod uwag ↪e (65), równanie (64) jest równoważne nast ↪epuj ↪acej
inkluzji.

fkτ ∈ Lwkτ , (68)

gdzie operator L : V → 2V
∗

zdefiniowany jest wzorem

Lw :=
1

τ
i∗iw + Aw + τBw + ι∗∂ClJ(ι(u0

τ + τ
k−1∑
i=1

wiτ + τw))

dla w ∈ V . Aby wykazać, że inkluzja (68) ma rozwi ↪azanie, korzystamy z Twierdze-
nia 11 (por. Wniosek 25). W tym celu pokazujemy, że operator L jest ograniczony,
koercytywny i pseudomonotoniczny.
Dla uzyskania ograniczoności, kluczowe s ↪a warunki wzrostu H(A)(ii) i H(J)(ii) oraz
ograniczoność operatora B.
Wykazanie koercytywności sprowadza si ↪e do sprawdzenia, że wyrażenie 〈Lw,w〉V ∗×V
można oszacować z do lu przez wielkość typu c1‖w‖2

V + c2‖w‖2
H ± c3, ze sta lymi

c1, c2, c3 > 0. Udaje si ↪e to osi ↪agn ↪ać dzi ↪eki warunkowi H(A)(iii), przy czym, ze
wzgl ↪edu na obecność ujemnego sk ladnika −β‖w‖2

H w tym za lożeniu, koercytywność
można wykazać tylko przy odpowiednio ma lym τ , tak, aby wyrażenie 1

τ
pochodz ↪ace

od sk ladnika 1
τ
〈i∗iw, w〉V ∗×V = 1

τ
(w,w)H = 1

τ
‖w‖2

H zrekompensowa lo wielkość −β.
Należy w tym miejscu zaznaczyć, że w sytuacji, gdy zamiast Problemu (P )E badamy
Problem (P ′)E, w którym wyrażenie zwi ↪azane z subróżniczk ↪a Clarke’ zależy od po-
chodnej funkcji u, pojawia si ↪e jeszcze jedna trudność zwi ↪azana z koercytywności ↪a.
Ostatni sk ladnik operatora L ma wtedy postać ι∗∂ClJ(ιw), czyli ι∗η, gdzie η ∈
∂ClJ(ιw). Testuj ↪ac ten sk ladnik przez w otrzymujemy 〈ι∗η, w〉V ∗×V = 〈η, ιw〉U∗×U ≥
−‖η‖U∗‖ιw‖U ≥ −c(1 + ‖ιw‖U)‖ιw‖U = −c‖ιw‖U − c‖ιw‖2

U ≥ −(c+ ε)‖ιw‖2
U + c2

4ε
,

gdzie ε > 0, przy czym przedostatnia nierówność wynika z za lożenia H(J)(ii), a
ostatnia z nierówności Younga

ab ≤ εa2 +
1

4ε
b2, (69)

dla każdego a, b ∈ R, ε > 0.
Pozostaje kwestia oszacowania z do lu sk ladnika −c‖ιw‖2

U (ponieważ ε może być
dowolnie ma le, wyrażenie ε‖ιw‖2

U nie sprawia problemu w oszacowaniu). Można to
zrobić na dwa sposoby. Pierwszy polega na skorzystaniu z ci ↪ag lości operatora ι, co
prowadzi do nierówności −c‖ιw‖2

U ≥ −c‖ι‖2
L(U,V )‖w‖2

V . Ostatnie ujemne wyrażenie

może być zrekompensowane tylko sk ladnikiem α‖w‖2
V , co wymaga za lożenia

α > c‖ι‖2
L(U,V ). (70)
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Warunki analogiczne do (70) używane s ↪a przez wielu autorów we wcześniejszych
pracach dotycz ↪acych inkluzji typu Clarke’a (por. np. warunki (H1) i (H̃1) w
[15]). Istnieje jednak drugi sposób na oszacowanie wielkości −c‖ιw‖2

U bez zak ladania
nierówności (70). Opiera si ↪e on na za lożeniu Haux, przy którym, korzystaj ↪ac z
nierówności (27) we Wniosku 41, otrzymujemy −c‖ιw‖2

U ≥ −cε‖w‖2
V − cc̄(ε)‖w‖2

H .
Ponieważ ε > 0 może być dowolnie ma le, pierwszy sk ladnik po prawej stronie ostat-
niej nierówności można zrekompensować przez α‖w‖2

V bez odwo lywania si ↪e do (70).
Natomiast drugi sk ladnik, niezależnie od tego, jak duża jest wielkość c̄(ε), można
zrekompensować przez 1

τ
‖w‖2

H przy odpowiednio ma lym τ .

Wniosek 48 Wprowadzenie warunku Haux, pozwala na poprawienie wcześniejszych
rezultatów poprzez rezygnacj ↪e z ograniczeń analogicznych (70) na sta le wyst ↪epuj ↪ace w
za lożeniach. W szczególności zastosowanie go w pracy [A2] pozwoli lo na uogólnienie
wyników pracy [15] polegaj ↪ace na rezygnacji z za lożeń (H1) i (H̃1) dla p = 2.

Pseudomonotoniczność operatora L uzasadniamy nast ↪epuj ↪aco. Każdy ze sk ladników
1
τ
i∗iw i τBw jest pseudomonotoniczny jako operator liniowy i monotoniczny (por.

[22], str. 596). Operator A jest pseudomonotoniczny z za lożenia H(A)(i). Wreszcie
ostatni sk ladnik operatora L jest pseudomonotoniczny na mocy Twierdzeń 16 i 24.
Zatem operator L jest pseudomonotoniczny jako suma operatorów pseudomonoto-
nicznych (zob. Twierdzenie 15).

2.4.4 Oszacowania a-priori dla rozwi ↪azania problemu semidyskretnego

Kolejnym krokiem w analizie Problemu (P )E jest uzyskanie oszacowań a-priori dla
ci ↪agu {wkτ}Nk=0 b ↪ed ↪acego rozwi ↪azaniem Problemu (Pτ )E oraz dla ci ↪agu {ukτ}Nk=0 okre-
ślonego wzorem (66). Punktem wyj́scia do uzyskania tych oszacowań jest równanie
powsta le z (64) po wstawieniu v = wkτ . Lewa strona tak otrzymanego równania jest
szacowana z do lu z wykorzystaniem warunku H(A)(iii), warunku wzrostu H(J)(ii)
oraz za lożenia Haux. Prawa strona jest szacowana z góry za pomoc ↪a nierówności〈
fkτ , w

k
τ

〉
V ∗×V ≤ ‖f

k
τ ‖V ∗‖wkτ‖V ≤ ε‖wkτ‖2

V + 1
4ε
‖fkτ ‖2

V ∗ (por. (69)). Otrzymana w ten
sposób nierówność jest sumowana dla k = 1, ..., N , co pozwala ostatecznie otrzymać
nast ↪epuj ↪ace oszacowania

max
k=1,...,N

‖wkτ‖H ≤ C, (71)

τ
N∑
k=1

‖wkτ‖2
V ≤ C, (72)

max
k=1,...,N

‖ukτ‖V ≤ C, (73)

gdzie C > 0 oznacza sta l ↪a niezależn ↪a od τ . W uzyskaniu oszacowań (71)-(73)
kluczow ↪a rol ↪e odgrywa nierówność Gronwalla.

2.4.5 Problem przybliżony do Problemu (P )E

Niech {wkτ}Nk=0 ⊂ V b ↪edzie rozwi ↪azaniem Problemu (Pτ )E, zaś {ηkτ}Nk=0 ⊂ U∗ i
{ukτ}Nk=0 ⊂ V b ↪ed ↪a określone odpowiednio wzorami (65) i (66). Przyjmijmy ozna-
czenie Ik = ((k − 1)τ, kτ ], k = 1, ..., N i wprowadźmy funkcje kawa lkami sta le
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w̄τ , ūτ , : [0, T ] → V , η̄τ : (0, T ] → U∗, f̄τ : (0, T ] → V ∗ oraz kawa lkami liniowe
wτ , uτ : [0, T ]→ V , określone wzorami

w̄τ (t) = wkτ dla t ∈ Ik, k = 1, ..., N, w̄τ (0) = u1
τ ,

ūτ (t) = ukτ dla t ∈ Ik, k = 1, ..., N, ūτ (0) = u0
τ ,

η̄τ (t) = ηkτ dla t ∈ Ik, k = 1, ..., N,

f̄τ (t) = fkτ dla t ∈ Ik, k = 1, ..., N,

wτ (t) = wkτ + (
t

τ
− k)(wkτ − wk−1

τ ) dla t ∈ Ik, k = 1, ..., N, wτ (0) = u1
τ ,

uτ (t) = ukτ + (
t

τ
− k)(ukτ − uk−1

τ ) dla t ∈ Ik, k = 1, ..., N, uτ (0) = u0
τ .

 Latwo zauważyć, że funkcja w̄τ jest pochodn ↪a dystrybucyjn ↪a funkcji uτ , tzn. u′τ (t) =
w̄τ (t) dla p.w. t ∈ (0, T ). Z kolei pochodna dystrybucyjna funkcji wτ określona jest

wzorem w′τ (t) = wkτ−w
k−1
τ

τ
dla p.w. t ∈ (0, T ), k = 1, ..., N . Wobec tego z równania

(64) i inkluzji (65) otrzymujemy.

(w′τ (t), v)H + 〈Aw̄τ (t), v〉V ∗×V + 〈Būτ (t), v〉V ∗×V + 〈η̄τ (t), ιv〉U∗×U
= 〈fτ (t), v〉V ∗×V ∀ v ∈ V, p.w. t ∈ (0, T ), (74)

η̄τ (t) ∈ ∂ClJ(ιūτ (t)) ∀ t ∈ (0, T ). (75)

Nast ↪epnie wprowadzamy operatory Niemyckiego A,B : V → V∗ określone wzorami
(Av)(t) = A(v(t)), (Bv)(t) = B(v(t)) dla v ∈ V , t ∈ (0, T ) i ῑ : V → U określony
wzorem (ῑv)(t) = ιv(t) dla v ∈ V , t ∈ (0, T ). Teraz problem (74)-(75) można zapisać
w nast ↪epuj ↪acej równoważnej formie

(w′τ , v)H + 〈Aw̄τ , v〉V∗×V + 〈Būτ , v〉V∗×V + 〈η̄τ , ῑv〉U∗×U
= 〈fτ , v〉V∗×V ∀ v ∈ V , (76)

η̄τ (t) ∈ ∂ClJ((ῑ ūτ )(t)) ∀ t ∈ (0, T ). (77)

Naszym celem jest przej́scie do granicy w równaniu (76) i inkluzji (77) tak, aby w
efekcie otrzymać relacje wyst ↪epuj ↪ace w definicji Problemu (P )∗E. Wcześniej jednak
musimy znaleźć funkcje u, w, η, które mog lyby być ,,kandydatami” na rozwi ↪azanie
Problemu (P )∗E. Mog ↪a to być s labe granice (przy τ → 0) zdefiniowanych powyżej
funkcji kawa lkami sta lych i kawa lkami liniowych odpowiednio w przestrzeniach V i
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U∗. Istnienie tych granic wynika z nast ↪epuj ↪acych oszacowań a-priori.

‖ūτ‖L∞(0,T ;V ) ≤ C, (78)

‖uτ‖V ≤ C, (79)

‖w̄τ‖L∞(0,T ;H) ≤ C, (80)

‖wτ‖C(0,T ;H) ≤ C, (81)

‖w̄τ‖V ≤ C, (82)

‖wτ‖V ≤ C, (83)

‖Aw̄τ‖V∗ ≤ C, (84)

‖η̄τ‖U∗ ≤ C, (85)

‖w′τ‖V∗ ≤ C, (86)

‖w̄τ‖M2,2(0,T ;V,V ∗) ≤ C, (87)

‖ūτ‖M2,2(0,T ;V,V ∗) ≤ C, (88)

gdzie C > 0 jest sta niezależn ↪a od τ . Oszacowania (78)-(83) wynikaj ↪a bezpośrednio
z wcześniejszych oszacowań (71)-(73). Oszacowania (84)-(85) otrzymujemy z wa-
runków wzrostu H(A)(ii) i H(J)(ii). Nierówność (86) jest konsekwencj ↪a zastoso-
wania poprzednich oszacowań w równaniu (76). Wreszcie, bior ↪ac pod uwag ↪e (82),
widać, że do uzyskania (87) wystarczy wykazanie, że seminorma ‖w̄τ‖BV q(0,T ;V ∗) jest
ograniczona przez sta l ↪a niezależn ↪a od τ . Kluczowym jest przy tym sprawdzenie, że
seminorma ta szacuje si ↪e z góry przez wyrażenie zależne tylko od ‖w′τ‖V∗ , co wo-
bec (86) pozwala nam oszacować ‖w̄τ‖BV q(0,T ;V ∗) i w konsekwencji otrzymać (87).
Analogiczna argumentacja prowadzi do oszacowania (88).

2.4.6 Przej́scie graniczne

Dysponuj ↪ac powyższymi oszacowaniami i bior ↪ac pod uwag ↪e refleksywność prze-
strzeni V i U otrzymujemy nast ↪epuj ↪ace zbieżności.

ūτ → u s labo* w L∞(0, T ;V ), (89)

uτ → u s labo w V , (90)

w̄τ → w s labo w V i s labo* w L∞(0, T ;H), (91)

wτ → w s labo w V i s labo* w L∞(0, T ;H), (92)

w′τ → w′ s labo w V∗, (93)

η̄τ → η s labo w U∗. (94)

Ze zbieżności (90) i (91) oraz z faktu, że u′τ = w̄τ wynika, że

u′ = w. (95)

Zajmiemy si ↪e teraz przej́sciem do granicy w równaniu (76) analizuj ↪ac wszystkie jego
sk ladniki osobno. Po pierwsze dla v ∈ V , otrzymujemy, korzystaj ↪ac z (93)

(w′τ , v)H = 〈w′τ , v〉V∗×V → 〈w
′, v〉V∗×V = (w′, v)H. (96)
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Z za lożenia H(B) wynika, że operator B : V → V∗ jest liniowy i ci ↪ag ly, wi ↪ec jest
również s labo ci ↪ag ly (ci ↪ag ly w topologii (w-V)×(w-V∗)). Wobec tego z (89) otrzy-
mujemy Būτ → Bu s labo w V∗, czyli

〈Būτ , v〉V∗×V → 〈Bu, v〉V∗×V . (97)

Ze s labej zbieżności (94) otrzymujemy

〈η̄τ , ῑv〉U∗×U → 〈η, ῑv〉U∗×U . (98)

Wiadomo również (por. [20], Remark 8.15), że f̄τ → f silnie w V∗, wi ↪ec tym bardziej

〈fτ , v〉V∗×V → 〈f, v〉V∗×V . (99)

Pozostaje wi ↪ec wykazać, że

〈Aw̄τ , v〉V∗×V → 〈Aw, v〉V∗×V . (100)

W tym celu wyprowadzamy oszacowanie

lim sup
τ→0

〈Aw̄τ , w̄τ − w〉V∗×V ≤ 0,

oraz korzystamy z (91), (87) i Wniosku 37. Używaj ↪ac (96)-(100), możemy przej́sć
do granicy w (76) i otrzymać

(w′, v)H + 〈Aw, v〉V∗×V + 〈Bu, v〉V∗×V + 〈η, ῑv〉U∗×U = 〈f, v〉V∗×V ∀ v ∈ V . (101)

Podstawmy teraz v = zϕ w (101), gdzie z ∈ V i ϕ ∈ C∞0 (0, T ). Otrzymujemy
wówczas ∫ T

0

〈w′(t), z〉V ∗×V ϕ(t)dt =

∫ T

0

(w′(t), z)Hϕ(t)dt (102)

=

∫ T

0

〈Aw(t) +Bu(t) + ι∗η(t)− f(t), z〉V ∗×V ϕ(t) dt,

czyli w′(t) = Aw(t) + Bu(t) + ι∗η(t) − f(t) p.w. t ∈ (0, T ). Bior ↪ac dodatkowo
pod uwag ↪e (95) widzimy, że trójka (u,w, η) spe lnia dwa pierwsze równania w Pro-
blemie (P )∗E. Nast ↪epnie, bior ↪ac pod uwag ↪e za lożenie H(ι), Uwag ↪e 46, ogranicze-
nie a-priori (88) oraz s labe zbieżności (89) i (94), możemy skorzystać z Wniosku
40 i wykonać przej́scie graniczne w inkluzji (77) otrzymuj ↪ac w rezultacie inkluzj ↪e
η(t) ∈ ∂ClJ(ιu(t)) dla p.w. t ∈ (0, T ). Aby wykazać, że funkcja u jest rozwi ↪azaniem
Problemu (P )∗E wystarczy jeszcze sprawdzić, że spe lnia ona warunki pocz ↪atkowe. W
tym miejscu kluczow ↪a rol ↪e odgrywa nast ↪epuj ↪acy lemat (por. [17], Proposition 2.46
(v) i Proposition 2.54 (ii)).

Lemat 49 Nast ↪epuj ↪ace w lożenia s ↪a ci ↪ag le

1. {v ∈ V | v′ ∈ V} ⊂ C(0, T ;V ),

2. W ⊂ C(0, T ;H),
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gdzie, przypomnijmy, W = {v ∈ V | v′ ∈ V∗}.

Punkt (a) Lematu 49 oznacza, że ze zbieżności vn ⇀ v w V i v′n ⇀ v′ w V wynika
zbieżność vn ⇀ v w C(0, T ;V ). Ta ostatnia z kolei implikuje zbieżność vn(t) ⇀
v(t) w V dla każdego t ∈ [0, T ]. Podobnie punkt (b) Lematu 49 oznacza, że ze
zbieżności vn ⇀ v w V i v′n ⇀ v′ w V∗ wynika zbieżność vn ⇀ v w C(0, T ;H), a ta
ostatnia implikuje zbieżność vn(t) ⇀ v(t) w H dla każdego t ∈ [0, T ]. Wobec tego
ze zbieżności (90) i (91) wynika w szczególności, że

u0
τ = uτ (0) ⇀ u(0) w V.

Podobnie ze zbieżności (92) i (93) otrzymujemy

u1
τ = wτ (0) ⇀ w(0) w H.

Porównuj ↪ac ostatnie dwie zbieżności z za lożeniami u0
τ ⇀ u0 w V oraz u1

τ → u1 w
H oraz bior ↪ac pod uwag ↪e jednoznaczność s labej granicy otrzymujemy u(0) = u0 i
u′(0) = w(0) = u1, co pokazuje, że funkcje u i w spe lniaj ↪a warunki pocz ↪atkowe
zadane w Problemie (P )∗E.

2.5 Metoda dyskretyzacji przestrzennej i czasowo-przestrzen-
nej dla inkluzji ewolucyjnych

Metoda dyskretyzacji czasowej omówiona w poprzednim podrozdziale pozwala na
przybliżanie rozwi ↪azania u inkluzji ewolucyjnej za pomoc ↪a ci ↪agu rozwi ↪azań przy-
bliżonych uτ , o którym wiemy, że przynajmniej dla podci ↪agu zachodzi s laba zbieżność
uτ ⇀ u w V . Za pomoc ↪a tej metody w każdej z prac [A1]-[A6] udowodnione zo-
sta lo istnienie rozwi ↪azania u ewolucyjnej inkluzji typu Clarke’a w laśnie jako s labej
granicy podci ↪agu rozwi ↪azań przybliżonych uτ . Nie ma w nich natomiast rezultatów
dotycz ↪acych b l ↪edu przybliżenia uτ ' u. Z kolei w pracach [A7]-[A10] przedsta-
wione zosta lo nieco odmienne podej́scie. Po pierwsze, wykorzystane zosta ly inne
metody dyskretyzacji, mianowicie dyskretyzacja przestrzenna oraz pe lna dyskre-
tyzacja czasowo-przestrzenna. Po drugie, prezentowane w tych pracach rezultaty
koncentruj ↪a si ↪e w laśnie na oszacowaniach b l ↪edu przybliżenia rozwi ↪azania problemu
dok ladnego przez rozwi ↪azania obu schematów przybliżonych. Samo istnienie tych
rozwi ↪azań jest natomiast uzasadniane w oparciu o znane już rezultaty lub też pozo-
staje problemem otwartym.

2.5.1 Podstawowe techniki zwi ↪azane z oszacowaniem b l ↪edu

Aby zilustrować sposób post ↪epowania prowadz ↪acego do oszacowania b l ↪edu w pracach
[A7]-[A10], rozważmy na pocz ↪atek nast ↪epuj ↪acy prosty problem.

Problem (P ). Znaleźć u ∈ V , takie, że

Au = b, (103)

gdzie b ∈ V ∗. Przyjmujemy przy tym nast ↪epuj ↪ace za lożenia.

H(A) : Operator A : V → V ∗ spe lnia warunki
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(i) A jest lipszycowski, tzn. ‖Au−Av‖V ∗ ≤M‖u−v‖V ∀u, v ∈ V , gdzie M > 0.

(ii) A jest silnie monotoniczny, tzn. 〈Au− Av, u− v〉V ∗×V ≥ α‖u− v‖2
V ∀u, v ∈

V , gdzie α > 0.

Rozważmy teraz problem przybliżony.

Problem (P h). Znaleźć uh ∈ V h, takie, że〈
Auh, vh

〉
V ∗×V =

〈
b, vh

〉
V ∗×V ∀ vh ∈ V h, (104)

gdzie V h jest pewn ↪a skończenie wymiarow ↪a podprzestrzeni ↪a przestrzeni V , a h > 0
jest parametrem. Przyjmijmy teraz nast ↪epuj ↪ace za lożenie a-priori.

Hap : Każdy z Problemów (P ) i (P h) ma rozwi ↪azanie.

Interesować nas b ↪edzie oszacowanie b l ↪edu przybliżenia u ' uh wyrażonego przez
norm ↪e ‖u− uh‖V . Aby je uzyskać skorzystajmy najpierw z warunku H(A)(ii). Wy-
nika z niego, że

α‖u− uh‖2
V ≤

〈
Au− Auh, u− uh

〉
V ∗×V . (105)

Zauważmy teraz, że z (103) i (104) dla dowolnego vh ∈ V h mamy
〈
Au, vh

〉
V ∗×V =〈

b, vh
〉
V ∗×V oraz

〈
Auh, vh

〉
V ∗×V =

〈
b, vh

〉
V ∗×V , czyli〈

Au− Auh, vh
〉
V ∗×V = 0 ∀ vh ∈ V h. (106)

Stosuj ↪ac (106) do prawej strony równania (105) otrzymujemy dla dowolnego vh ∈ V h〈
Au− Auh, u− uh

〉
V ∗×V =

〈
Au− Auh, u− vh

〉
V ∗×V . (107)

Aby uzyskać (107), zast ↪apilísmy wyrażenie
〈
Au− Auh, uh

〉
V ∗×V wyrażeniem〈

Au− Auh, vh
〉
V ∗×V . Oba te wyrażenia s ↪a sobie równe, gdyż s ↪a równe 0 na mocy

(106). Porównuj ↪ac teraz (105) z (107) oraz korzystaj ↪ac z za lożenia H(A)(i) otrzy-
mujemy

α‖u− uh‖2
V ≤

〈
Au− Auh, u− vh

〉
V ∗×V ≤M‖u− uh‖V ‖u− vh‖V , (108)

a st ↪ad już wynika oszacowanie

‖u− uh‖V ≤
M

α
‖u− vh‖V . (109)

Ponieważ vh ∈ V h jest dowolne ostatecznie uzyskujemy

‖u− uh‖V ≤
M

α
inf

vh∈V h
‖u− vh‖V . (110)

Uwaga 50 Oszacowanie (110) stanowi tez ↪e lematu Cea (por. [5], Twierdzenie 2.4.1),
a rozumowanie przedstawione powyżej jest analogiczne do jego dowodu. Różnica po-
lega na tym, że w lemacie Cea, V jest przestrzeni ↪a Hilberta a zamiast operatora
A : V → V ∗ rozpatruje si ↪e form ↪e dwuliniow ↪a a(·, ·) : V × V → R oraz przyjmuje
si ↪e za lożenia gwarantuj ↪ace istnienie rozwi ↪azania Problemów (P ) i (P h). W naszym
przypadku przyjmujemy z góry za lożenie Hap.
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Wniosek 51 Nierówność (110) pokazuje, że oszacowanie interesuj ↪acego nas b l ↪edu
zależy od tego jak dobrze potrafimy aproksymować element u przestrzeni V elemen-
tami przestrzeni V h. W Podrozdziale 2.5.3 opisz ↪e bliżej sytuacj ↪e, gdy V jest podprze-
strzeni ↪a przestrzeni Sobolewa H1(Ω;Rd), Ω ⊂ Rd, natomiast V h jest przestrzeni ↪a
funkcji zdefiniowanych w oparciu o metod ↪e elementów skończonych. Wtedy praw ↪a
stron ↪e nierówności (110) można wyrazić jako O(hβ), gdzie h jest parametrem ma-
lej ↪acym wraz z g ↪estości ↪a triangulacji zbioru Ω, a β jest tym wi ↪eksze im bardziej
regularna jest funkcja u.

2.5.2 Oszacowanie b l ↪edu dla stacjonarnej inkluzji typu Clarke’a

W tym podrozdziale zwróc ↪e uwag ↪e na problemy pojawiaj ↪ace si ↪e przy oszacowaniu
b l ↪edu dla inkluzji typu Clarke’a. W tym celu przeanalizuj ↪e schemat post ↪epowania
dla inkluzji stacjonarnej podsumowuj ↪ac go wnioskiem, który pozostaje aktualny
również dla inkluzji ewolucyjnych.
Rozważmy problem analogiczny do Problemu (P )S omawianego w Podrozdziale 2.1.

Problem (Q). Znaleźć u ∈ V , takie, że

Au+ ι∗∂Clϕ(ιu) 3 f. (111)

Inkluzja (111) oznacza, że istnieje ξ ∈ ∂Clϕ(ιu), takie, że

Au+ ι∗ξ = f. (112)

Spróbujmy teraz powtórzyć rozumowanie przedstawione w Podrozdziale 2.5.1 dla
Problemu (Q). Rozważmy wi ↪ec problem przybliżony.

Problem (Qh). Znaleźć uh ∈ V h, takie, że istnieje ξh ∈ ∂Clϕ(ιuh) oraz〈
Auh, vh

〉
V ∗×V +

〈
ξh, ιvh

〉
U∗×U =

〈
f, vh

〉
V ∗×V ∀ vh ∈ V h, (113)

gdzie V h jest skończenie wymiarow ↪a podprzestrzeni ↪a przestrzeni V . Niech operator
A spe lnia za lożenia H(A) wprowadzone w Podrozdziale 2.5.1. Za lóżmy również, że

H(ϕ) : funkcja ϕ : U → R jest lokalnie lipszycowska oraz spe lnia warunki

(i) ‖ξ‖U∗ ≤ c(1 + ‖w‖U) ∀w ∈ U, ξ ∈ ∂Clϕ(w), gdzie c > 0.

(ii) 〈ξ1 − ξ2, w1 − w2〉U∗×U ≥ −d‖w1 − w2‖2
U ∀wi ∈ U, ξi ∈ ∂Clϕ(wi), i = 1, 2,

gdzie d > 0.

Warunki H(ϕ)(i) i H(ϕ)(ii) nazywamy odpowiednio warunkiem wzrostu i warunkiem
zrelaksowanej monotoniczności.

Ponadto przyjmijmy nast ↪epuj ↪ace za lożenie a-priori.

Hap : Każdy z Problemów (Q) i (Q)h ma rozwi ↪azanie odpowiednio u i uh. Ponadto,
istnieje sta la C > 0 niezależna od h, taka, że ‖u‖V < C i ‖uh‖V < C ∀h > 0.

Interesować nas b ↪edzie uzyskanie nierówności analogicznej do (105). Jednak w na-
szym przypadku musi ona zawierać elementy ξ i ξh wyst ↪epuj ↪ace w równaniach (112)
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i (113) tak, aby możliwe by lo później rozumowanie odpowiadaj ↪ace wyprowadzeniu
(107) z (106). Nierówność, która jest nam potrzebna ma postać

(α− d‖ι‖2)‖u− uh‖2
V ≤

〈
Au− Auh, u− uh

〉
V ∗×V +

〈
ξ − ξh, ιu− ιuh

〉
U∗×U (114)

i wynika z H(A)(ii) oraz z H(ϕ)(ii). Możemy teraz, skorzystać z faktu, że dla
każdego vh ∈ V h 〈

Au− Auh, vh
〉
V ∗×V +

〈
ξ − ξh, ιvh

〉
U∗×U = 0. (115)

Równanie (115) otrzymujemy testuj ↪ac równość (112) elementem vh i odejmuj ↪ac od
niej stronami (113). Dzi ↪eki temu praw ↪a stron ↪e nierówności (114) możemy zapisać
nast ↪epuj ↪aco 〈

Au− Auh, u− uh
〉
V ∗×V +

〈
ξ − ξh, ιu− ιuh

〉
U∗×U

=
〈
Au− Auh, u− vh

〉
V ∗×V +

〈
ξ − ξh, ιu− ιvh

〉
U∗×U . (116)

Aby otrzymać (116) zast ↪apilísmy wyrażenie
〈
Au− Auh, uh

〉
V ∗×V +

〈
ξ − ξh, ιuh

〉
U∗×U

wyrażeniem
〈
Au− Auh, vh

〉
V ∗×V +

〈
ξ − ξh, ιvh

〉
U∗×U . Oba wyrażenia s ↪a sobie równe,

gdyż s ↪a równe 0 na mocy (115). Porównuj ↪ac (114) i (116) otrzymujemy

(α− d‖ι‖2)‖u− uh‖2
V ≤

〈
Au− Auh, u− vh

〉
V ∗×V +

〈
ξ − ξh, ιu− ιvh

〉
U∗×U . (117)

Pierwszy sk ladnik prawej strony można oszacować tak samo, jak w (108), natomiast
w przypadku drugiego sk ladnika możemy zastosować oszacowanie〈
ξ − ξh, ιu− ιvh

〉
U∗×U ≤ ‖ξ − ξ

h‖U∗‖ιu− ιvh‖U ≤ (‖ξ‖U∗ + ‖ξh‖U∗)‖ιu− ιvh‖U .

≤ c(2 + ‖ιu‖U + ‖ιuh‖U)‖ιu− ιvh‖U ≤ c(2 + ‖ι‖(‖u‖V + ‖uh‖V ))‖ιu− ιvh‖U

≤ 2(c+ ‖ι‖C)‖ιu− ιvh‖U := C̄‖ιu− ιvh‖U . (118)

Nierówność (118) wynika z za lożeń H(ϕ)(i) oraz Hap. Stosuj ↪ac drug ↪a z nierówności
(108) oraz nierówność (118) w (117), otrzymujemy

(α− d‖ι‖2)‖u− uh‖2
V ≤M‖u− uh‖V ‖u− vh‖V + C̄‖ιu− ιvh‖U . (119)

Aby z nierówności (119) uzyskać oszacowanie b l ↪edu analogiczne do (110) musimy
zacz ↪ać od za lożenia

α > d‖ι‖2. (120)

Zauważmy też, że w przeciwieństwie do (108), nierówności (119) nie możemy skrócić
przez ‖u− uh‖V . Zamiast tego możemy skorzystać z nierówności (69) i otrzymać

M‖u− uh‖V ‖u− vh‖V ≤ ε‖u− uh‖2
V +

M

4ε
‖u− vh‖2

V . (121)

Przyjmuj ↪ac w (121) ε < α− d‖ι‖2 otrzymujemy z (119)

‖u− uh‖2
V ≤ O(‖u− vh‖2

V ) +O(‖ιu− ιvh‖U), (122)
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lub równoważnie

‖u− uh‖V ≤ O(‖u− vh‖V ) +O(
√
‖ιu− ιvh‖U). (123)

Widzimy, że obecność pochodz ↪acego od subróżniczki Clarke’a sk ladnika ‖ιu− ιvh‖U
sprawia, że oszacowanie b l ↪edu w (123) może okazać si ↪e istotnie s labsze od oszaco-
wania (109). B ↪edzie tak na przyk lad w sytuacji, gdy (por. Wniosek 51)

inf
vh∈V h

‖u− vh‖V = O(hβ), inf
vh∈V h

‖ιu− ιvh‖U = O(hγ) (124)

oraz γ < 2β.

Powyższe rozważania podsumujmy nast ↪epuj ↪acym wnioskiem.

Wniosek 52 Oszacowaniu b l ↪edu dla inkluzji typu (111) towarzysz ↪a nast ↪epuj ↪ace
ograniczenia wynikaj ↪ace z obecności subróżniczki funkcji ϕ.

(i) Konieczne jest uzyskanie oszacowań a-priori dla rozwi ↪azań problemu dok ladnego
i przybliżonego przez sta l ↪a niezależn ↪a od parametru dyskretyzacji.

(ii) Subróżniczka ∂Clϕ funkcji ϕ musi spe lniać warunek wzrostu i warunek zrelak-
sowanej monotoniczności.

(iii) Sta le wyst ↪epuj ↪ace w warunku silnej monotoniczności operatora A i w warunku
zrelaksowanej monotoniczności subróżniczki funkcji ϕ musz ↪a spe lniać pewn ↪a
nierówność (por. (120)).

(iv) Aby obecność subróżniczki nie ,,popsu la” rz ↪edu oszacowania, przestrzenie V ,
V h i U musz ↪a być tak dobrane, by aproksymacja elementu ιu ∈ U elementami
ιvh, vh ∈ V h by la co najmniej kwadratowo lepsza, niż aproksymacja elementu
u ∈ V elementami przestrzeni vh ∈ V h. Innymi s lowy musi być γ ≥ 2β, gdzie
γ i β s ↪a wyk ladnikami we wzorach (124).

Uwaga 53 Schemat post ↪epowania prowadz ↪acy do oszacowania b l ↪edu dla inkluzji
ewolucyjnej, mimo iż jest znacznie bardziej skomplikowany od schematu dla pro-
blemu stacjonarnego, opiera si ↪e na podobnym rozumowaniu jak ten opisany powyżej.
W szczególności uwagi sformu lowane we Wniosku 52 pozostaj ↪a aktualne w przypadku
ewolucyjnym.

2.5.3 Oszacowanie b l ↪edu dla ewolucyjnej inkluzji typu Clarke’a

W tym podrozdziale zaprezentuj ↪e dwa podej́scia do problemu przybliżania rozwi ↪azań
ewolucyjnej inkluzji typu Clarke’a. Pierwsze z nich to tzw. metoda Faedo-Galerkina,
polegaj ↪aca na przybliżaniu funkcji u : [0, T ] → V b ↪ed ↪acej rozwi ↪azaniem inkluzji
wyj́sciowej funkcjami uh : [0, T ] → V h, b ↪ed ↪acymi rozwi ↪azaniami tzw. schematu
semidyskretnego odpowiadaj ↪acego danej inkluzji. Nazwa ,,semidyskretny” uzasad-
niona jest sposobem dyskretyzacji polegaj ↪acym na tym, że tylko przestrzeń V zo-
staje zdyskretyzowana (zast ↪apiona przestrzeni ↪a V h), natomiast zmienna czasowa
pozostaje ci ↪ag la. Drugi sposób opiera si ↪e na tzw. schemacie w pe lni dyskretnym, w
którym oprócz przestrzeni V zdyskretyzowany jest również przedzia l czasowy [0, T ].
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W tym przypadku funkcja u przybliżana jest ci ↪agiem {uhkn }Nn=0 ⊂ V h, b ↪ed ↪acym
rozwi ↪azaniem problemu w pe lni dyskretnego odpowiadaj ↪acego oryginalnej inkluzji
ewolucyjnej. W powyższym oznaczeniu N jest liczb ↪a kroków czasowych, na które
podzielony jest przedzia l [0, T ].

Aby zilustrować obie metody dyskretyzacji, rozważmy jako przyk lad Problem PV
wprowadzony w Podrozdziale 2.3.3. Przypomnijmy, że w problemie tym przestrzeń
V definiowana jest wzorem

V = {v ∈ H1 | v = 0 na ΓD, vν = 0 na ΓC}.

Niech V h b ↪edzie skończenie wymiarow ↪a podprzestrzeni ↪a przestrzeni V i niech uh0 ,
uh1 ∈ V h b ↪ed ↪a przybliżeniami u0 i u1, spe lniaj ↪acymi warunki〈

uh0 − u0,v
h
〉
V ∗×V = 0, (uh1 − u1,v

h)H = 0 ∀vh ∈ V h. (125)

Schematem semidyskretnym dla Problemu PV nazywamy nast ↪epuj ↪acy problem.

Problem PhV . Znaleźć uh ∈ L2(0, T ;V h), ξh ∈ L2(0, T ;L2(ΓC ;Rd)) takie, że
u̇h, üh ∈ L2(0, T ;V h) oraz〈

ρ üh(t) + A(t, u̇h(t)) +Buh(t)− f(t),vh
〉
V ∗×V

=

∫
ΓC

ξhτ (t) · vhτ dΓ ∀vh ∈ V h, p.w. t ∈ (0, T ),

− ξhτ (t) ∈ ∂Clj(u̇hτ (t)) p.w. na ΓC × (0, T ),

uh(0) = uh0 , u̇h(0) = uh1 .

Do oznaczenia pierwszej i drugiej pochodnej czasowej funkcji uh w Problemie PhV
używamy symboli u̇h i üh, gdyż oznaczenia uh

′
i uh

′′
by lyby mniej czytelne. Aby

zachować zgodność oznaczeń, w tym podrozdziale używać b ↪edziemy tej samej kon-
wencji również dla innych funkcji zależnych od czasu.

Wprowadźmy teraz oznaczenia pozwalaj ↪ace na sformu lowanie schematu w pe lni
dyskretnego dla Problemu PV . Oprócz dyskretyzacji przestrzennej polegaj ↪acej na
wprowadzeniu przestrzeni V h, potrzebna nam b ↪edzie dyskretyzacja czasowa. Niech
N ∈ N i niech k = T/N b ↪edzie d lugości ↪a kroku czasowego. Rozważmy podzia l
odcinka [0, T ] za pomoc ↪a równooddalonych punktów 0 = t0 < t1 < ... < tN = T ,
gdzie tn = nk dla n = 0, ..., N . Dla dowolnej funkcji ci ↪ag lej g określonej na prze-
dziale [0, T ] oznaczmy gn = g(tn) dla n = 0, ..., N . Dla dowolnego ci ↪agu {zn}Nn=0,
oznaczmy δzn = (zn − zn−1)/k dla n = 1, . . . , N . Schematem w pe lni dyskretnym
dla Problemu PV nazywamy nast ↪epuj ↪acy problem.

Problem PkhV . Znaleźć {whk
n }Nn=0 ⊂ V h i {ξhkn }Nn=0 ⊂ L2(ΓC ;Rd), takie, że〈

ρ δwhk
n + A(tn,w

hk
n ) +Buhkn − fn,vh

〉
V ∗×V

=

∫
ΓC

ξhkn τ · v
h
τ dΓ ∀vh ∈ V h,

− ξhkn τ ∈ ∂Clj(whk
n τ ) p.w. na ΓC , n = 0, . . . , N,

whk
0 = uh1 ,
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gdzie ci ↪ag {uhkn }Nn=0 ⊂ V h zdefiniowany jest wzorem

uhkn = uh0 +
n∑
j=1

kwhk
j . (126)

Aby sformu lowanie Problemu PhkV by lo poprawne, przyjmujemy za lożenia

A(·,v) ∈ C(0, T ;V ∗) ∀v ∈ V, f ∈ C(0, T ;V ∗).

Wtedy wartości A(tn,w
hk
n ) i fn maj ↪a sens.

Niech u, uh i {whk
n }Nn=0 b ↪ed ↪a rozwi ↪azaniami odpowiednio Problemów PV , PhV i PkhV

oraz niech ci ↪ag {uhkn }Nn=0 b ↪edzie zdefiniowany wzorem (126). B l ↪edami schematów
semidyskretnego i w pe lni dyskretnego b ↪edziemy nazywali odpowiednio wyrażenia

eh := ‖u− uh‖C(0,T ;V ) + ‖u̇− u̇h‖C(0,T ;H) + ‖u̇− u̇h‖V . (127)

ehk := max
1≤n≤N

{‖un − uhkn ‖V + ‖u̇n −whk
n ‖H}. (128)

Z Lematu 49 wynika, że wyrażenia eh i ehk s ↪a dobrze zdefiniowane.

W Rozdziale 3 omówi ↪e wyniki prac [A7]-[A10], poświ ↪econe oszacowaniu b l ↪edów
analogicznych do eh i ehk. Procedura prowadz ↪aca do tych rezultatów sk lada si ↪e
z dwóch etapów. Pierwszy z nich polega na wyprowadzeniu nierówności analogicz-
nych do (122), w których b l ↪ad schematu oszacowany jest przez różnic ↪e u−vh mi ↪edzy
rozwi ↪azaniem Problemu PV , a dowolnym elementem vh ∈ L2(0, T ;V h) w pewnej
normie zwi ↪azanej z przestrzeni ↪a V oraz różnic ↪e ιu− ιvh w pewnej normie zwi ↪azanej
z przestrzeni ↪a U := L2(ΓC ;Rd). (W Problemie PV rol ↪e operatora ι pe lni operator
śladu γ : V → L2(ΓC ;Rd) z lożony z operatorem brania cz ↪eści stycznej wektora na
brzegu ΓC). Drugi etap polega na oszacowaniu różnic u − vh oraz ιu − ιvh przez
wielkości zależne od parametru h, przy czym jakość tego oszacowania jest tym lepsza,
im lepiej potrafimy przybliżać element u elementami vh ∈ V h w przestrzeni V oraz
element ιu = uτ elementami ιv = vτ w przestrzeni L2(ΓC ;Rd). Efektywność tych
przybliżeń zależy oczywíscie od dwóch rzeczy, mianowicie od tego, jak zdefiniowana
jest przestrzeń V h oraz jakie w lasności ma element u. Rozważmy zatem konkretn ↪a
sytuacj ↪e w której V h jest przestrzeni ↪a funkcji zdefiniowanych w oparciu o metod ↪e ele-
mentów skończonych. Za lóżmy, że Ω jest wielok ↪atem w R2 albo wielościanem w R3.
Wtedy każdy z fragmentów brzegu ΓD, ΓN , ΓC jest sum ↪a odcinków (w przypadku
gdy Ω ⊂ R2) lub wielok ↪atów (gdy Ω ⊂ R3), o wzajemnie roz l ↪acznych wn ↪etrzach, tj.

Γ̄j =

Nj⋃
i=1

Γj,i, j ∈ {D,N,C}.

Niech {T h} b ↪edzie regularn ↪a rodzin ↪a triangulacji zbioru Ω̄ o średnicy h (por. [5],
Rozdzia l 3, § 3.1), która dzieli Ω̄ na trójk ↪aty/czworościany zgodnie z podzia lem
brzegu ∂Ω na fragmenty Γj,i, 1 ≤ i ≤ Nj, j ∈ {D,N,C}, w tym sensie, że jeżeli
kraw ↪edź trójk ↪ata/ściana czworok ↪ata należ ↪acego do T h ma z którymś ze zbiorów Γj,i
przeci ↪ecie o dodatniej mierze brzegowej, to ca la kraw ↪edź/ściana zawiera si ↪e w Γj,i.
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Dla elementu T ∈ T h niech P1(T ) oznacza przestrzeń wielomianów stopnia 1 na
T . Wtedy V h definiujemy jako przestrzeń funkcji ci ↪ag lych, kawa lkami afinicznych
na elementach T ∈ T h, czyli

V h = {vh ∈ C(Ω̄;Rd) | vh|T ∈ [P1(T )]d ∀T ∈ T h} ∩ V. (129)

Niech vh = Πhu, gdzie Πh : V → V h jest operatorem interpolacji w metodzie
elementów skończonych (zob. [5], (2.3.29)). Wtedy vhτ = (Πhu)τ jest ci ↪ag lym,
kawa lkami liniowym interpolantem elementu uτ na ΓC oraz zachodzi nast ↪epuj ↪ace
twierdzenie wynikaj ↪ace ze standardowych oszacowań b l ↪edu dla interpolacji w meto-
dzie elementów skończonych ([1, 4, 5]).

Twierdzenie 54 Jeżeli u ∈ H2(Ω;Rd) i uτ ∈ H2(ΓC ;Rd), to

‖u− vh‖V ≤ ch‖u‖H2(Ω;Rd),

‖uτ − vhτ‖L2(ΓC ;Rd) ≤ ch2‖uτ‖H2(ΓC ;Rd).

Wniosek 55 Z Twierdzenia 54 wynika, że rz ↪ad przybliżenia uτ przez vhτ w nor-
mie L2(ΓC ;Rd) jest ,,kwadratowo” lepszy od rz ↪edu przybliżenia u przez v w normie
V . Dzi ↪eki temu obecność subróżniczki w problemie nie wp lywa negatywnie na rz ↪ad
oszacowania (por. Wniosek 52 (iv)).

3 Szczegó lowe omówienie osi ↪agni ↪etych rezultatów

W tym rozdziale omówi ↪e osobno wyniki uzyskane w poszczególnych pracach wcho-
dz ↪acych w sk lad prezentowanego cyklu. Oznaczenia wprowadzone w poprzednich
rozdzia lach pozostaj ↪a aktualne, chyba że zostan ↪a zmienione w opisie poszczególnych
artyku lów w celu zachowanie zgodności z oznaczeniami oryginalnymi.

3.1 [A1] Numerical methods for evolution hemivariational
inequalities

W pracy tej rozważane s ↪a równolegle dwa problemy oznaczone symbolami (P 1) i
(P 2). Pierwszy z nich jest tożsamy z Problem (P )E a drugi z Problemem (P ′)E
wprowadzonymi w Podrozdziale 2.2. Różnica mi ↪edzy Problemami (P 1) i (P 2) po-
lega na tym, że w pierwszym z nich sk ladnikiem wielowartościowym jest wyrażenie
ι∗∂ClJ(ιu(t)) (subróżniczka zależy od szukanej funkcji u), natomiast w drugim wyst ↪e-
puje wyrażenie ι∗∂ClJ(ιu′(t)) (subróżniczka zależy od pochodnej szukanej funkcji u).
W analizie obu problemów przyj ↪ete s ↪a za lożenia H(A), H(B), H(J), H0, H(ι) i Haux

wprowadzone w Podrozdziale 2.4.1. Przy powyższych za lożeniach wykazane zosta lo
istnienie rozwi ↪azania obu problemów ([A1], Twierdzenie 5.19). Dowód przeprowa-
dzony zosta l metod ↪a dyskretyzacji czasowej opisan ↪a szczegó lowo w Podrozdziale 2.4.
Oprócz tego przy odpowiednio wzmocnionych za lożeniach wykazana zosta la silna
zbieżność ci ↪agu rozwi ↪azań przybliżonych uτ do rozwi ↪azania dok ladnego u Problemu
(P i), i = 1, 2 w przestrzeni C(0, T ;V ) ([A1], Twierdzenie 5.22). Ponadto, dla Pro-
blemu (P 2) wykazana zosta la jednoznaczność rozwi ↪azania ([A1], Twierdzenie 5.21).
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Aby sformu lować powyższe rezultaty, wprowadźmy nast ↪epuj ↪ace za lożenia.

H(A)1 : Spe lnione s ↪a za lożenia H(A) oraz zachodzi warunek
〈Av1 − Av2, v1 − v2〉V ∗×V ≥ m1‖v1 − v2‖2

V − m2‖v1 − v2‖2
H

∀ v1, v2 ∈ V , gdzie m1 ≥ 0, m2 ≥ 0.

H(A)2 : Spe lnione s ↪a za lożenia H(A) i dodatkowo operator Niemyckiego
A : V → V∗ jest typu (S+) wzgl ↪edem przestrzeni M2,2(0, T ;V, V ∗),
tzn. jeżeli vn ⇀ v w V , lim supn→∞ 〈Avn, vn − v〉V∗×V ≤ 0 oraz vn
jest ograniczony w M2,2(0, T ;V, V ∗), to vn → v w V .

H(J)1 : Spe lnione s ↪a za lożenia H(J) i dodatkowo 〈η1 − η2, z1 − z2〉U∗×U ≥
−m3‖z1− z2‖2

U ∀ z1, z2 ∈ U , ηi ∈ ∂ClJ(zi), i = 1, 2, gdzie m3 ≥ 0.

Hconst : Spe lniony jest warunek Haux lub warunek m1 ≥ m3‖ι‖2.

Uwaga 56 Stosuj ↪ac Twierdzenie 33 dla trójki przestrzeni V ⊂ H ⊂ V ∗ oraz dla
p = q = 2,  latwo zauważyć, że warunek H(A)1 jest silniejszy od warunku H(A)2,
tzn. H(A)1 implikuje H(A)2.

Podamy teraz wspomniane już twierdzenia o silnej zbieżności ci ↪agu funkcji uτ zdefi-
niowanego w Podrozdziale 2.4.5 do rozwi ↪azania dok ladnego u Problemu (P i), i = 1, 2
oraz o jednoznaczności rozwi ↪azania Problemu (P 2).

Twierdzenie 57 Jeżeli spe lnione s ↪a za lożenia H(A)2, H(B), H(J), H0 i Haux, oraz
u0
τ → u0 w V przy τ → 0, to uτ → u w C(0, T ;V ) przy τ → 0.

Twierdzenie 58 Jeżeli spe lnione s ↪a za lożenia H(A)1, H(B), H(J)1, H0 i Hconst, to
Problem (P 2) ma dok ladnie jedno rozwi ↪azanie.

W pracy [A1] podany zosta l też wynik dotycz ↪acy oszacowań b l ↪edu mi ↪edzy rozwi ↪a-
zaniem dok ladnym Problemu (P 2), a jego rozwi ↪azaniami przybliżonymi uzyskanymi
w oparciu o schematy semidyskretny i w pe lni dyskretny. Wynik ten udowodniony
zosta l w pracy [A7], a w pracy [A1] zosta l jedynie zacytowany. Omówiony też zo-
sta l problem mechaniki kontaktowej PM tożsamy z Problemem P sformu lowanym
pod koniec Podrozdzia lu 2.3.2, przy za lożeniu, że użyte w nim prawo tarcia może
mieć charakter niemonotoniczny (por. Uwaga 42). Wskazane zosta lo, że wariacyjne
sformu lowanie Problemu P jest tożsame z Problemem (P 2), w zwi ↪azku z czym re-
zultat dotycz ↪acy istnienia i jednoznaczności jego rozwi ↪azania implikuje istnienie i
jednoznaczność s labego rozwi ↪azania Problemu PM .

3.2 [A2] Variable time-step theta-scheme for nonlinear se-
cond order evolution inclusion

Rezultat otrzymany w pracy [A2] stanowi uogólnienie rezultatu otrzymanego w
pracy [A1] dla Problemów (P 1) i (P 2). Uogólnienie to wynika z nast ↪epuj ↪acych
różnic mi ↪edzy Problemami (P i), i = 1, 2 badanymi w pracy [A2] w stosunku do ich
odpowiedników w pracy [A1].
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1. W pracy [A2] szukan ↪a jest funkcja u z przestrzeni V = Lp(0, T ;V ), 1 < p <
∞. W zwi ↪azku z tym, pozosta le przestrzenie zdefiniowane s ↪a jako V∗ =
Lq(0, T ;V ∗), 1

p
+ 1

q
= 1, W = {v ∈ V | v′ ∈ V∗}, H = L2(0, T ;H), U =

Lp(0, T ;U), U∗ = Lq(0, T ;U∗) (por. Podrozdzia l 2.2). Dla porównania w
pracy [A1] przyjmuje si ↪e p = q = 2.

2. Zamiast operatora A : V → V ∗ w Problemach (P i), i = 1, 2 wyst ↪epuje operator
A : [0, T ] × V → V ∗. Jest wi ↪ec on także zależny od czasu. Ponadto, zamiast
wyrażeń wielowartościowych ∂ClJ(ιu(t)) w Problemie (P 1) i ∂ClJ(ιu′(t)) w
Problemie (P 2), wyst ↪epuj ↪a odpowiednio wyrażenia M(t, ιu(t)) i M(t, ιu′(t)),
gdzie M : [0, T ]×U → 2U

∗
jest dowoln ↪a multifunkcj ↪a, przy czym za lożenia o M

s ↪a tak dobrane, że w szczególności spe lnia je subróżniczka ∂ClJ(ι·) wyst ↪epuj ↪aca
w Problemach (P i), i = 1, 2 w pracy [A1]. Jednak najistotniejsze uogólnienie
polega na zależności multifunkcji M od zmiennej czasowej, podobnie jak w
przypadku operatoraA. Wprowadzenie tego uogólnienia wi ↪aże si ↪e ze znacz ↪acym
utrudnieniem w realizacji metody dyskretyzacji czasowej.

3. Metoda dyskretyzacji czasowej oparta jest na podziale odcinka [0, T ] na pod-
przedzia ly, które nie musz ↪a mieć równej d lugości. Zak ladamy o nich jedynie,
że limn→∞ τ

max
n = 0 oraz τmaxn ≤ Kτminn dla każdego n ∈ N, gdzie τmaxn i τminn

oznaczaj ↪a odpowiednio d lugość najd luższego i najkrótszego podprzedzia lu w
n-tym podziale, a sta la K > 0 nie zależy od n. Dla porównania w pracy [A1]
zastosowany jest równomierny podzia l przedzia lu czasowego (por. (63)).

4. Metoda dyskretyzacji czasowej oparta jest na tzw. schemacie Θ. Liczba Θ ∈
[0, 1] jest parametrem, a schemat opiera si ↪e na wprowadzeniu nast ↪epuj ↪acych
przybliżeń

u(tk−1+Θ) ' Θuk−1
τ + (1−Θ)ukτ , w(tk−1+Θ) ' Θwk−1

τ + (1−Θ)ukτ ,

u′(tk−1+Θ) ' 1
τ
(ukτ − uk−1

τ ), w′(tk−1+Θ) ' 1
τ
(wkτ − wk−1

τ ),

η(tk−1+Θ) ' ηkτ , f(tk−1+Θ) ' fkτ .

(130)

We wzorach (130) tk−1+Θ := tk−1 + Θ(tk − tk−1) jest punktem należ ↪acym do
przedzia lu [tk−1, tk], k = 1, ..., N . W pracy [A2] schemat dyskretny (Pm

n ),
m = 1, 2 otrzymujemy zapisuj ↪ac ewolucyjn ↪a inkluzj ↪e różniczkow ↪a oznaczon ↪a
jako Problem (Pm), m = 1, 2 w punktach tk−1+Θ, k = 1, ..., N i używaj ↪ac
przybliżeń (130).  Latwo zauważyć, że dla Θ = 1 wzory (130) redukuj ↪a si ↪e do
wzorów (67).

Podobnie jak w pracy [A1], g lównym rezultatem pracy [A2] jest wykazanie istnie-
nia rozwi ↪azania badanych inkluzji ewolucyjnych w oparciu o metod ↪e dyskretyzacji
czasowej ([A2], Twierdzenie 24). W Rozdziale 6 pracy [A2] wskazane zosta lo za-
stosowanie uzyskanego rezultatu do dwóch brzegowych nierówności hemiwariacyj-
nych określanych jako Problemy HVI1 i HVI2 ([A2], Twierdzenie 26). Problemy
te by ly badane w pracy [15], ale tylko w przypadku p = 2. Oprócz tego w pracy
[15] zak ladane by ly ograniczenia (H1) i (H̃1), dotycz ↪ace sta lych wyst ↪epuj ↪acych w
problemie. W pracy [A2] uda lo si ↪e tych ograniczeń unikn ↪ać w przypadku p = 2.
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By lo to możliwe dzi ↪eki za lożeniu H(U), które jest odpowiednikiem za lożenia Haux

wprowadzonego w Podrozdziale 2.4.1 (por. Wniosek 48). Ponadto w pracy [A2]
użyte jest s labsze za lożenie dotycz ↪ace koercytywności operatora A niż w pracy
[15]. Mianowicie zamiast warunku 〈A(t, v), v〉V ∗×V ≥ α‖v‖p, α > 0, zak ladamy,
że 〈A(t, v), v〉V ∗×V ≥ α‖v‖p − β‖v‖2

H , dla każdego v ∈ V , α, β > 0. Dzi ↪eki temu,
otrzymany wynik ma zastosowanie dla problemu kontaktowego z cia lem swobodnym
(por. Wniosek 45). Podsumowuj ↪ac, wynik otrzymany w pracy [A2] stanowi istotne
poprawienie wyników otrzymanych w [15].

3.3 [A3] Modeling and analysis of a contact problem for a
viscoelastic rod

Punktem wyj́scia w pracy [A3] jest nast ↪epuj ↪acy abstrakcyjny problem.

Problem P. Znaleźć u ∈ W, takie, że ut ∈ W i utt ∈ W∗ oraz

utt(t) + Aut(t) +Bu(t) + Cu(t) + γ∗M(γut(t)) 3 F (t) dla p.w. t ∈ [0, T ],

u(0) = u0, ut(0) = v0.

Zanim wyjaśni ↪e znaczenie operatorów i przestrzeni wyst ↪epuj ↪acych w Problemie P ,
opisz ↪e stoj ↪ac ↪a za nim motywacj ↪e fizyczn ↪a. Problem ten stanowi s labe sformu lowa-
nie zagadnienia matematycznego opisuj ↪acego zachowanie jednowymiarowego lepko-
spr ↪eżystego pr ↪eta zajmuj ↪acego odcinek (0, L), L > 0, na który dzia la si la zewn ↪etrzna
o g ↪estości f . Pr ↪et jest przymocowany w punkcie x = 0 natomiast w punkcie x = L
rozpatrujemy jego kontakt z przeszkod ↪a. Ponadto, pr ↪et jest po l ↪aczony z urz ↪adzeniem
t lumi ↪acym jego odkszta lcenie. Sk lada si ↪e ono z dwóch elementów: spr ↪eżyny, której
opór jest reakcj ↪a na odkszta lcenie pr ↪eta ε = ux, oraz amortyzatora, którego reakcja
jest zależna od pr ↪edkości εt = uxt (aby zachować zgodność oznaczeń z prac ↪a [A3],
dla dowolnej funkcji w = w(x, t) oznaczamy wx = ∂w/∂x i wt = ∂w/∂t). Prawo
konstytutywne użyte w modelu ma postać

σ(x, t) = η|uxt(x, t)|p−2uxt(x, t) + Eux(x, t), (131)

gdzie η > 0 jest wspó lczynnikiem lepkości, E > 0 modu lem Young’a, a p ≥ 2.
Ponadto równanie zachowania b ↪ed ↪ace jednowymiarowym odpowiednikiem równania
(28) ma postać

ρ(x)utt(x, t) = σx(x, t) + F(x, t) ∀x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ]. (132)

W równaniu (132) ρ = ρ(x) oznacza g ↪estość masy, a F = F(x, t) g ↪estość si ly
dzia laj ↪acej na pr ↪et. Zgodnie z wcześniejszym opisem uk ladu, F jest sum ↪a trzech
sk ladowych: g ↪estości si ly zewn ↪etrznej f , si ly reakcji ψ pochodz ↪acej od amortyzatora
oraz si ly reakcji ξ pochodz ↪acej od spr ↪eżyny. A zatem

F(x, t) = f(x, t) + ψ(x, t) + ξ(x, t) ∀x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ]. (133)

Zak ladamy, że reakcje amortyzatora i spr ↪eżyny opisane s ↪a za pomoc ↪a nieliniowych
funkcji odpowiednio g i h, mianowicie

ψ(x, t) = −g(ut(x, t)) ∀x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ], (134)

51



ξ(x, t) = −h(u(x, t)) ∀x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ]. (135)

Bior ↪ac pod uwag ↪e warunki (131)-(135) otrzymujemy nast ↪epuj ↪ace równanie równowagi

utt(x, t)− (η|uxt(x, t)|p−2uxt(x, t))x − Euxx(x, t) (136)

+g(ut(x, t)) + h(u(x, t)) = f(x, t) ∀x ∈ [0, L], t ∈ [0, T ].

Przejdźmy teraz do opisu warunków brzegowych. Ponieważ pr ↪et jest przytwierdzony
w punkcie x = 0, przemieszczenie w tym punkcie nie wyst ↪epuje, a wi ↪ec

u(0, t) = 0 ∀ t ∈ [0, T ]. (137)

Ponadto kontakt prawego końca pr ↪eta x = L z przeszkod ↪a modelujemy za pomoc ↪a
inkluzji w postaci

−σ(L, t) ∈ ∂Clj(ut(L, t)) ∀ t ∈ [0, T ], (138)

gdzie j może być funkcj ↪a niewypuk l ↪a. Wreszcie określamy warunki pocz ↪atkowe w
postaci

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = v0(x) ∀ t ∈ [0, T ], (139)

gdzie u0 i v0 s ↪a danymi funkcjami. W oparciu o powyższe warunki formu lujemy
nast ↪epuj ↪acy problem.

Problem P . Znaleźć funkcj ↪e przemieszczenia u : [0, L] × [0, T ] → R spe lniaj ↪ac ↪a
równanie równowagi (136), warunki brzegowe (137), (138) oraz warunki pocz ↪atkowe
(139).

W analizie Problemu P wprowadzamy oznaczenia 2 ≤ p < ∞, 1 < q ≤ 2 takie, że
1
p

+ 1
q

= 1 oraz przyjmujemy nast ↪epuj ↪ace za lożenia o funkcjach g, h, j i f .

H(g) : g : R→ R spe lnia warunki

(i) g jest ci ↪ag la.

(ii) g := inf
s∈R

g(s)s > −∞.

(iii) |g(s)| ≤ cg(1 + |s|p−1) ∀ s ∈ R, gdzie cg > 0.

H(h) : h : R→ R spe lnia warunki

(i) |h(s)| ≤ ch(1 + |s|
2
q ) ∀ s ∈ R gdzie ch > 0.

(ii) |h(r) − h(s)| ≤ h̄ (max{|r|, |s|}) |s − r|
1
q ∀ r, s ∈ R, gdzie h̄ : R → R jest

funkcj ↪a niemalej ↪ac ↪a.

H(j) : j : R→ R spe lnia warunki

(i) j jest lokalnie lipszycowska.

(ii) |ξ| ≤ cj(1 + |s|p−1) ∀ ξ ∈ ∂j(s), gdzie cj > 0.
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H(f) : f ∈ Lq([0, T ]× [0, L]).

Nast ↪epnie wprowadzamy przestrzenie

W = { v ∈ W 1,p(0, L) | v(0) = 0 }, V = { v ∈ H1(0, L) | v(0) = 0 }, H = L2(0, L)

z normami

‖v‖pW =

∫ L

0

|vx|p dx, ‖v‖2
V =

∫ L

0

|vx|2 dx, ‖v‖2
H =

∫ L

0

|v|2 dx

i definiujemy operatory A : W → W ∗, B : V → V ∗ i C : V → W ∗ określone wzorami

〈Au, v〉W ∗×W = η

∫ L

0

|ux|p−2uxvx dx+

∫ L

0

g(u)v dx ∀u, v ∈ W,

〈Bu, v〉V ∗×V = E

∫ L

0

uxvxdx ∀u ∈ V, v ∈ V,

〈Cu, v〉W ∗×W =

∫ L

0

h(u)v dx ∀u ∈ V, v ∈ W.

Definiujemy również funkcjona l F : [0, T ]→ W ∗ określony wzorem

〈F (t), v〉W ∗×W =

∫ L

0

f(t)v dx ∀ v ∈ W.

Ponadto wprowadzamy przestrzenie W = Lp(0, T ;W ), V = Lp(0, T ;V ), H =
L2(0, T ;H) i U = Lp(0, T ). Przestrzenie do nich dualne maj ↪a postać odpowied-
nio W∗ = Lq(0, T ;W ∗), V∗ = Lq(0, T ;V ∗) i U∗ = Lq(0, T ).
Możemy teraz wprowadzić poj ↪ecie s labego rozwi ↪azania Problemu P .

Definicja 59 Funkcj ↪e u ∈ W nazywamy s labym rozwi ↪azaniem Problemu P , jeżeli
ut ∈ W, utt ∈ W∗ i

〈utt(t) + Aut(t) +Bu(t) + Cu(t), v〉W ∗×W + ξ(t)v(L) = 〈F (t), v〉W ∗×W
∀ v ∈ W, p.w. t ∈ (0, T ),

ξ(t) ∈ ∂j(ut(L, t)) dla p.w. t ∈ (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = v0(x) dla p.w. x ∈ (0, L).

S labe sformu lowanie użyte w Definicji 59 można uzyskać z równania (136) w Pro-
blemie P przez pomnożenie go przez funkcj ↪e testow ↪a v ∈ W i wykonanie ca lkowania
przez cz ↪eści.
Zdefiniujmy teraz multifunkcj ↪e M : R→ 2R jako M(s) = ∂j(s) dla s ∈ R oraz ope-
rator γ : W → R jako γv = v(L) dla v ∈ W . Zauważmy, że W ⊂ C(0, L) i wartość
v(L) jest rozumiana jako wartość funkcji b ↪ed ↪acej ci ↪ag lym reprezentantem v ∈ W w
punkcie L. Dzi ↪eki temu oprator γ jest dobrze zdefiniowany.

Przy tych oznaczeniach rozważmy ponownie Problem P sformu lowany na pocz ↪atku
podrozdzia lu i zauważmy, że w myśl Definicji 59, każde jego rozwi ↪azanie jest s labym
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rozwi ↪azaniem Problemu P . Dlatego też g lówna cz ↪eść pracy [A3] poświ ↪econa jest
wykazaniu istnienia rozwi ↪azania Problemu P . Aby przytoczyć rezultat dotycz ↪acy
tej kwestii, wprowadźmy dodatkowe za lożenia.

H0 : u0 ∈ V , v0 ∈ H.

Hconst : η > cj‖γ‖p.
Nast ↪epuj ↪ace twierdzenie ([A3], Twierdzenie 5.13) gwarantuje istnienie rozwi ↪azania
Problemu P .

Twierdzenie 60 Za lóżmy, że spe lnione s ↪a warunki H(g), H(h), H(j), H(f) i H0.
Ponadto, za lóżmy, że p = 2 albo że spe lniony jest warunek Hconst. Wtedy Problem
P ma rozwi ↪azanie (tym samym Problem P ma s labe rozwi ↪azanie).

Dowód Twierdzenia 60 przeprowadzony zosta l metod ↪a dyskretyzacji czasowej opi-
san ↪a w Podrozdziale 2.4. Zwróćmy jednak uwag ↪e na różnice mi ↪edzy analizowanym
tam Problemem (P )E, a Problemem P z pracy [A3]. Aby móc dok ladnie porównać
oba problemy, warto przyjrzeć si ↪e warunkom, które wynikaj ↪a z za lożeń H(g), H(h),
H(j), H(f) na temat operatorów wyst ↪epuj ↪acych w Problemie P . Mówi ↪a o tym
nast ↪epuj ↪ace lematy pochodz ↪ace z pracy [A3].

Lemat 61 Jeżeli spe lnione s ↪a za lożenia H(g), to operator A : W → W ∗ spe lnia
warunki

(i) ‖Au‖W ∗ ≤ cA(1 + ‖u‖p−1
W ) ∀u ∈ W , gdzie cA = η + cg.

(ii) 〈Au, u〉W ∗×W ≥ η‖u‖pW + Lg ∀u ∈ W .

(iii) A jest pseudomonotoniczny.

Lemat 62 Operator B : V → V ∗ jest liniowy, ograniczony, symetryczny i silnie
dodatni, przy czym

〈Bu, u〉V ∗×V = E‖u‖2
V , ‖Bu‖V ∗ = E‖u‖V ∀u ∈ V.

Lemat 63 Jeżeli spe lnione s ↪a za lożenia H(h), to operator C : V → W ∗ spe lnia
warunki

(i) ‖Cv‖W ∗ ≤ βC(1 + ‖v‖
2
q

V ) ∀ v ∈ V , gdzie βC > 0.

(ii) Istnieje niemalej ↪aca funkcja C̄ : R+ → R+ taka, że

‖Cv − Cw‖W ∗ ≤ C̄(max{‖v‖V , ‖w‖V })‖v − w‖
1
q

H ∀ v, w ∈ V.

(iii) C jest silnie ci ↪ag ly.

Lemat 64 Jeżeli spe lnione s ↪a za lożenia H(j), to operator M spe lnia warunki

(i) Dla wszystkich u ∈ R, M(u) jest zbiorem niepustym, domkni ↪etym i wypuk lym.

(ii) M jest górnie pó lci ↪ag ly.
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(iii) |ξ| ≤ cj(1 + |s|p−1) ∀w ∈ R, ξ ∈M(s).

Lemat 65 Operator γ : W → R jest liniowy i silnie ci ↪ag ly.

Lemat 66 Operator γ∗M(γ(·)) : W → 2W
∗

jest pseudomonotoniczny.

Porównuj ↪ac powyższe warunki z za lożeniami sformu lowanymi w Podrozdziale
2.4.1 widać, że jedyna istotna różnica mi ↪edzy Problemami P i (P )E wynika z
obecności operatora C. Z drugiej jednak strony jego w lasności wynikaj ↪ace z Le-
matu 63, w szczególności silna ci ↪ag lość, sprawiaj ↪a, że mimo oczywistych utrudnień
technicznych, możliwa jest realizacja schematu opisanego w Podrozdzia lach 2.4.2-
2.4.6.

3.4 [A4] Convergence of a time discretization for nonlinear
second order inclusion

W pracy rozważany jest nast ↪epuj ↪acy problem.

Problem P. Znaleźć u ∈ W takie, że u′ ∈ W, u′′ ∈ W∗ oraz

u′′(t) + A(t, u′(t)) +B(t, u(t)) + γ∗M(γu′(t)) 3 f(t) dla p.w. t ∈ (0, T ), (140)

u(0) = u0, u′(0) = v0.

Aby opisać wyst ↪epuj ↪ace w nim przestrzenie i operatory, wprowadźmy nast ↪epuj ↪ace
oznaczenia. Niech W i V b ↪ed ↪a refleksywnymi przestrzeniami Banacha, a H prze-
strzeni ↪a Hilberta oraz niech W ⊂ V ⊂ H, gdzie wszystkie w lożenia s ↪a g ↪este i ci ↪ag le.
Zak ladamy również, że w lożenie W ⊂ H jest zwarte. Bior ↪ac pod uwag ↪e przestrzenie
W ∗ i V ∗ dualne odpowiednio do W i V otrzymujemy relacj ↪e

W ⊆ V ⊆ H ⊆ V ∗ ⊆ W ∗.

Niech U b ↪edzie refleksywn ↪a przestrzeni ↪a Banacha, dla której istnieje zwarty operator
γ : W → U . Dla T > 0, p ≥ 2 definiujemy przestrzenie W = Lp(0, T ;W ), V =
Lp(0, T ;V ), H = L2(0, T ;H), U = Lp(0, T ;U). Przestrzeniami dualnymi do nich
s ↪a odpowiednio W∗ = Lq(0, T ;W ∗), V∗ = Lq(0, T ;V ∗), U∗ = Lq(0, T ;U∗), gdzie
1
p

+ 1
q

= 1.
Przyjmujemy nast ↪epuj ↪ace za lożenia na temat operatorów wyst ↪epuj ↪acych w Pro-

blemie P .

H(A) : A : [0, T ]×W → W ∗ spe lnia warunki

(i) Odwzorowanie t 7→ A(t, v) jest ci ↪ag le ∀ v ∈ W .

(ii) ‖A(t, v)‖W ∗ ≤ βA
(
1 + ‖v‖p−1

W

)
dla p.w. t ∈ (0, T ), ∀ v ∈ W , gdzie βA > 0.

(iii) 〈A(t, v), v〉W ∗×W ≥ µA‖v‖pW − β‖u‖2
H − λ ∀ v ∈ W , gdzie µA > 0, β, λ ∈ R.

(iv) Operator v 7→ A(t, v) jest pseudomonotoniczny ∀ t ∈ [0, T ].
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Operator B : [0, T ]× V → W ∗ ma postać sumy B(t, v) = B0(v) + C(t, v), gdzie

H(B0) : B0 ∈ L(V, V ∗) jest symetryczny i silnie dodatni ze sta lymi µB, βB > 0
takimi, że

〈B0v, v〉 ≥ µB‖v‖2
V , ‖B0v‖ ≤ βB‖v‖V ∀ v ∈ V.

H(C) : C : [0, T ]× V → W ∗ spe lnia warunki

(i) Funkcja t 7→ C(t, v) jest ci ↪ag la ∀ v ∈ V .

(ii) ‖C(t, v)‖W ∗ ≤ βC(1 + ‖v‖
2
q

V ) ∀ v ∈ V , p.w. t ∈ (0, T ), gdzie βC > 0.

(iii) ‖C(t, v) − C(t, w)‖W ∗ ≤ α(max(‖v‖V , ‖w‖V ))‖v − w‖
1
q

H ∀t ∈ [0, T ], v, w ∈ V ,
gdzie α : R+ → R+ jest funkcj ↪a niemalej ↪ac ↪a.

H(M) : M : U → 2U
∗

spe lnia warunki

(i) Dla każdego u ∈ U , M(u) jest zbiorem niepustym, domkni ↪etym i wypuk lym.

(ii) M jest górnie pó lci ↪ag la w topologii (s-U)× (w-U∗).

(iii) ‖η‖U∗ ≤ cM(1 + ‖w‖p−1
U ), ∀w ∈ U , η ∈M(w).

H(f) : f ∈ W∗.

H(γ) : γ : W → U jest liniowy, ci ↪ag ly i zwarty. Ponadto odpowiadaj ↪acy mu operator
Niemyckiego γ̄ : Mp,q(0, T ;W,W ∗)→ Lq(0, T ;U∗) jest zwarty.

H0 : µA > cM‖γ‖pL(W,U).

Bior ↪ac pod uwag ↪e rozk lad B(t, v) = B0(v) +C(t, v), na pierwszy rzut oka widać
podobieństwo Problemu P do problemu z pracy [A3]. Również za lożenia dotycz ↪ace
operatorów w Problemie P odpowiadaj ↪a warunkom z pracy [A3]. Różnica polega
na tym, że w pracy [A4] operatory A i C s ↪a dodatkowo zależne od czasu. Jednak
mimo oczywistych podobieństw na poziomie sformu lowania abstrakcyjnego moty-
wacja kryj ↪aca si ↪e za Problemem P w pracy [A4] jest ca lowicie odmienna niż w
przypadku pracy [A3].
Inspiracj ↪a do badania Problemu P w pracy [A4] by l zamiar uogólnienia rezultatu
uzyskanego w pracy [9], w której zamiast inkluzji (140) rozpatrywane jest równanie
drugiego rz ↪edu nie zawieraj ↪ace wyrażenia wielowartościowego. Dodanie przez nas
sk ladnika wielowartościowego znacz ↪aco zwi ↪eksza trudność problemu i powoduje ko-
nieczność zastosowania technik analizy wielowartościowej opisanych w Rozdziale 2.
Ponadto, w pracy [9] zak lada si ↪e, że operator A jest hemici ↪ag ly i monotoniczny ze
wzgl ↪edu na drug ↪a zmienn ↪a. W naszym przypadku jest on pseudomonotoniczny, co
jest za lożeniem s labszym i pozwalaj ↪acym na odniesienie naszego rezultatu do szer-
szej klasy problemów. Z drugiej strony operator pseudomonotoniczny wyst ↪epuj ↪acy
w problemie wymaga znacznie subtelniejszego podej́scia niż operator monotoniczny
i hemici ↪ag ly (por. Uwaga 3). Os labienie za lożenia z pracy [9] dotycz ↪acego operatora
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A podnosi wi ↪ec jeszcze bardziej stopień trudności problemu.

G lównym rezultatem pracy jest nast ↪epuj ↪ace twierdzenie o istnieniu rozwi ↪azania Pro-
blemu P ([A4], Twierdzenie 5.2).

Twierdzenie 67 Jeżeli spe lnione s ↪a za lożenia H(A), H(B0), H(C), H(γ), H0 oraz
u0 ∈ V, v0 ∈ H, f ∈ Lq(0, T ;W ∗), to Problem P ma rozwi ↪azanie.

Dowód Twierdzenia 67 przebiega w oparciu o metod ↪e dyskretyzacji czasowej.
Jednak w przypadku omawianego problemu wykorzystalísmy nieco inny schemat
dyskretyzacji niż ten opisany w Podrozdziale 2.4.2. Skorzystalísmy mianowicie ze
schematu zastosowanego w [9], którego realizacja opiera si ↪e na nast ↪epuj ↪acym przy-
bliżeniu Problemu P .

2

τn+1 + τn

(
un+1 − un

τn+1

− un − un−1

τn

)
+ A

(
tn,

un+1 − un

τn+1

)
+B(tn, u

n) + γ∗M

(
γ
un+1 − un

τn+1

)
3 fn, n = 1, ..., N − 1. (141)

Wyzanczaj ↪ac rozwi ↪azanie problemu dyskretnego (141), podobnie jak w Podrozdziale
2.4.3, w każdym ustalonym kroku czasowym analizowalísmy pomocniczy problem
stacjonarny, którego rozwi ↪azanie uzyskalísmy w oparciu o Twierdzenie 11. Kolejne
etapy, czyli oszacowanie a-priori i przej́scie graniczne zrealizowane zosta ly podobnie
jak w pracy [A3].

W pracy [A4] zaprezentowane zosta ly dwa przyk lady równań różniczkowych, których
s laba postać odpowiada Problemowi P . Aby je sformu lować, wprowadźmy nast ↪epu-
j ↪ace oznaczenia.

Niech Ω b ↪edzie otwartym, ograniczonym podzbiorem RN , N ∈ N z brzegiem lipszy-
cowskim ∂Ω podzielonym na dwie cz ↪eści Γ1, Γ2 takie, że Γ̄1 ∪ Γ̄2 = ∂Ω oraz N -1
wymiarowa miara Γ1 jest dodatnia. Niech ν oznacza zewn ↪etrzny wersor normalny
do ∂Ω. Niech p ≥ 2, T > 0 i niech dane b ↪ed ↪a funkcje g : R → R, j1 : Γ2 → R,
j2 : Ω→ R, f1 : [0, T ]× Ω→ R i f2 : [0, T ]× Ω→ R. Sformu lujmy nast ↪epuj ↪ace dwa
problemy.

Problem P1. Znaleźć u : [0, T ]× Ω→ R takie, że
u′′ − α1div (|∇u′|p−2∇u′) + g(u′)−∆u+ |u|δu = f1 w Ω× (0, T ),

u = 0 na Γ1,
∂u
∂ν

+ ν · (|∇u′|p−2∇u′) = η ∈ ∂Clj1(γu′) na Γ2 × (0, T ),

u(0) = u0, u′(0) = v0.

Problem P2. Znaleźć u : [0, T ]× Ω→ R takie, że
u′′ − α2div (|∇u′|p−2∇u′) + g(u′)−∆u+ |u|δu+ γ∗η = f2 w Ω× (0, T ),

η ∈ ∂Clj2(u′) w Ω× (0, T ),

u = 0 na ∂Ω× (0, T ),

u(0) = u0, u′(0) = v0.
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W obu problemach zak ladamy, że δ ≤ 1− 2/p. Aby sprowadzić je do postaci s labej
definiujemy nast ↪epuj ↪ace przestrzenie, operatory i funkcjona ly.

W1 = {v ∈ W 1,p(Ω) | v = 0 on Γ1}, W2 = W 1,p
0 (Ω),

‖v‖W1 = ‖v‖W2 =

(∫
Ω

|∇v(x)|p dx
) 1

p

.

V1 = {v ∈ H1(Ω) | v = 0 on Γ1}, V2 = H1
0 (Ω),

‖v‖V1 = ‖v‖V2 =

(∫
Ω

|∇v(x)|2 dx
) 1

2

.

H = L2(Ω), U1 = Lp(Γ1), U2 = Lp(Ω).

Operatory A1 : W1 → W ∗
1 , A2 : W2 → W ∗

2 , B1 : V1 → W ∗
1 i B2 : V2 → W ∗

2 oraz
funkcjona ly F1 ∈ W ∗

1 i F2 ∈ W ∗
2 zdefiniowane s ↪a wzorami

〈A1u, v〉W ∗1×W1 = α1

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx+

∫
Ω

g(u) · v dx ∀u, v ∈ W1,

〈A2u, v〉W ∗2×W2 = α2

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx+

∫
Ω

g(u) · v dx ∀u, v ∈ W2,

〈B1u, v〉W ∗1×W1 =

∫
Ω

∇u · ∇vdx+

∫
Ω

|u|δu · v dx ∀u ∈ V1, v ∈ W1,

〈B2u, v〉W ∗2×W2 =

∫
Ω

∇u · ∇vdx+

∫
Ω

|u|δu · v dx ∀u ∈ V2, v ∈ W2,

F1(v) =

∫
Ω

f1 · v dx ∀ v ∈ W1, F2(v) =

∫
Ω

f2 · v dx ∀ v ∈ W2.

Nast ↪epnie definiujemy przestrzenie funkcji zależnych od czasu W1 = Lp(0, T ;W1),
W2 = Lp(0, T ;W2), V = Lp(0, T ;V ), H = L2(0, T ;H), U1 = Lp(0, T ;U1) i U2 =
Lp(0, T ;U2).

Wprowadzimy teraz poj ↪ecie s labego rozwi ↪azania dla Problemów P1 i P2.

Definicja 68 Mówimy, że funkcja u ∈ W1 jest s labym rozwi ↪azaniem Problemu P1,
jeżeli u′ ∈ W1, u′′ ∈ W∗1 oraz

〈u′′(t) + A1u
′(t) +B1u(t), v〉W1

∗×W1
+
∫

Γ2
η(x)v(x) dΓ = F1(v)

∀ v ∈ W1, p.w. t ∈ (0, T ),

η(x) ∈ ∂j1(u′(x)) dla p.w. x ∈ Γ2,

u(0) = u0, u′(0) = v0.

Definicja 69 Mówimy, że funkcja u ∈ W2 jest s labym rozwi ↪azaniem Problemu P2,
jeżeli u′ ∈ W2, u′′ ∈ W∗2 oraz

〈u′′(t) + A2u
′(t) +B2u(t), v〉W2

∗×W2
+
∫

Ω
η(x)v(x) dx = F2(v)

∀ v ∈ W2, p.w. t ∈ (0, T ),

η(x) ∈ ∂j2(u′(x)) dla p.w. x ∈ Ω,

u(0) = u0, u′(0) = v0.
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Pierwsze równanie każdego z powyższych s labych sformu lowań otrzymujemy mnoż ↪ac
pierwsze równanie każdego z Problemów Pi, i = 1, 2 przez funkcj ↪e testow ↪a v ∈ Wi,
cakuj ↪ac po zbiorze Ω, stosuj ↪ac wzór Greena oraz wykorzystuj ↪ac warunki brzegowe
wyst ↪epuj ↪ace w Problemach Pi, i = 1, 2.

Nast ↪epnie wprowadzamy dwa pomocnicze funkcjona ly J1 : U1 → R i J2 : U2 → R
zdefiniowane wzorem

Ji(v) =

∫
Γ2

ji(x, v(x)) dΓ ∀ v ∈ Ui, i = 1, 2.

Definiujemy również multifunkcje M1 : U1 → 2U
∗
1 i M2 : U2 → 2U

∗
2 określone wzo-

rami Mi(v) = ∂Ji(v) dla każdego v ∈ Ui, i = 1, 2. Wreszcie niech γ1 : W1 → U1

oznacza operator śladu, a γ2 : W2 → U2 operator w lożenia. Przy tych oznaczeniach
formu lujemy nast ↪epuj ↪ace problemy.

Problem P1. Znaleźć u ∈ W1, takie, że u′ ∈ W1, u′′ ∈ W∗1 oraz

u′′(t) + A1(u′(t)) +B1(u(t)) + γ∗1M1(γ1u
′(t)) 3 f1(t) dla p.w. t ∈ (0, T ),

u(0) = u0, u′(0) = v0.

Problem P2. Znaleźć u ∈ W2, takie, że u′ ∈ W2, u′′ ∈ W∗2 oraz

u′′(t) + A2(u′(t)) +B2(u(t)) + γ∗2M2(γ2u
′(t)) 3 f2(t) dla p.w. t ∈ (0, T ),

u(0) = u0, u′(0) = v0.

Z w lasności subróżniczki Clarke’a funkcjona lów Ji, i = 1, 2 (por. [17], Twierdzenie
3.47 (v)) oraz z Definicji 68 i 69 wynika, że każde rozwi ↪azanie Problemu Pi jest
również s labym rozwi ↪azaniem Problemu Pi, i = 1, 2. Poza tym widać, że każdy
z Problemów Pi, i = 1, 2 odpowiada Problemowi P sformu lowanemu na pocz ↪atku
podrozdzia lu. W zwi ↪azku z tym Twierdzenie 67 można wykorzystać do wykaza-
nia istnienia s labych rozwi ↪azań Problemów Pi, i = 1, 2. W pracy [A4] za lożenia
dotycz ↪ace funkcji i sta lych wyst ↪epuj ↪acych w Problemach Pi, i = 1, 2 zosta ly tak do-
brane, aby odpowiadaj ↪ace im abstrakcyjne operatory Ai, Bi, i Mi, i = 1, 2 spe lnia ly
za lożenia Twierdzenia 67.

3.5 [A5] The Rothe method for variational-hemivariational
inequalities with applications to contact mechanics

W tym podrozdziale wracamy do oznaczeń dotycz ↪acych nazw przestrzeni wprowa-
dzonych na pocz ↪atku Podrozdzia lu 2.2 tuż przed sformu lowaniem Problemu (P )E.
Przyjmujemy przy tym p = q = 2. Ponadto, niech dane b ↪ed ↪a operatory A,B : V →
V ∗, funkcjona ly J : U → R, Φ: V → R ∪ {+∞} i funkcja f : [0, T ] → V ∗. Problem
rozpatrywany w pracy [A5] ma nast ↪epuj ↪ac ↪a postać.
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Problem P. Znaleźć u ∈ W takie, że u(0) = u0 i∫ T

0

〈Au′(t) +Bu(t) + ι∗ξ(t)− f(t), v(t)− u(t)〉V ∗×V dt (142)

+

∫ T

0

(
Φ(v(t))− Φ(u(t))

)
dt ≥ 0 ∀ v ∈ V ,

gdzie
ξ(t) ∈ ∂ClJ(ιu(t)) dla p.w. t ∈ (0, T ).

W analizie Problemu P przyjmujemy nast ↪epuj ↪ace za lożenia.

H(A) : Operator A : V → V ∗ jest liniowy, ograniczony, koercytywny i symetryczny,
tzn.

(i) A ∈ L(V, V ∗).

(ii) 〈Av, v〉V ∗×V ≥ α‖v‖2
V ∀ v ∈ V , gdzie α > 0.

(iii) 〈Av,w〉V ∗×V = 〈Aw, v〉V ∗×V ∀ v, w ∈ V .

H(B) : Operator B : V → V ∗ jest liniowy, ograniczony i koercytywny, tzn.

(i) B ∈ L(V, V ∗).

(ii) 〈Bv, v〉V ∗×V ≥ β‖v‖2
V ∀ v ∈ V , gdzie β > 0.

H(J) : Funkcjona l J : U → R spe lnia warunki

(i) J jest lokalnie lipszycowski.

(ii) ∂ClJ spe lnia warunek wzrostu ‖ξ‖U∗ ≤ c (1 + ‖u‖U) ∀u ∈ U , ξ ∈ ∂ClJ(u),
gdzie c > 0.

(iii) Istnieje m ≥ 0, takie, że

〈ξ − η, u− v〉U∗×U ≥ −m‖u− v‖2
U

∀u, v ∈ U, ξ ∈ ∂ClJ(u), η ∈ ∂ClJ(v).

H(Φ) : Funkcjona l Φ: V → R ∪ {+∞} jest wypuk ly, w laściwy i dolnie pó lci ↪ag ly.

H(ι) : Operator ι : V → U jest liniowy, ci ↪ag ly i zwarty. Ponadto odpowiadaj ↪acy mu
operator Niemyckiego ῑ : M2,2(0, T ;V, V ∗) → U zdefiniowany jako (ῑv)(t) = ι(v(t))
dla każdego v ∈M2,2(0, T ;V, V ∗), p.w. t ∈ [0, T ] jest również zwarty.

H(0) : f ∈ H1(0, T ;V ∗), u0 ∈ dom(Φ) oraz istniej ↪a ξ0 ∈ ∂ClJ(ιu0) i η0 ∈ ∂ConvΦ(u0)
takie, że

Bu0 + ι∗ξ0 + η0 − f(0) ∈ V.
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H(s) : Spe lniona jest nierówność β > m, gdzie β i m s ↪a sta lymi wyst ↪epuj ↪acymi w
za lożeniach H(B) i H(J)(iii).

Symbol dom(Φ) w za lożeniu H(0) oznacza efektywn ↪a dziedzin ↪e funkcjona lu Φ, czyli

dom(Φ) = {v ∈ V | Φ(v) < +∞}.

G lównym wynikiem pracy [A5] jest nast ↪epuj ↪ace twierdzenie dotycz ↪ace istnienia i
jednoznaczności rozwi ↪azania Problemu P ([A5], Twierdzenie 3.1).

Twierdzenie 70 Jeżeli spe lnione s ↪a za lożenia H(A), H(B), H(J), H(Φ), H(ι),
H(0) i H(s), to Problem P ma dok ladnie jedno rozwi ↪azanie u ∈ H1(0, T ;V ).

Dowód Twierdzenia 70 przeprowadzony jest metod ↪a dyskretyzacji czasowej wed lug
procedury opisanej w Podrozdziale 2.4, a punktem wyj́scia jest w tym przypadku
nast ↪epuj ↪acy schemat semidyskretny.

Problem Pτ . Znaleźć ci ↪ag {ukτ}Nk=0 ⊂ V taki, że u0
τ = u0 i

1

τ

〈
A(ukτ − uk−1

τ ), v − ukτ
〉
V ∗×V +

〈
Bukτ , v − ukτ

〉
V ∗×V +

〈
ξkτ , ι(v − ukτ )

〉
U∗×U

+ Φ(v)− Φ(ukτ ) ≥
〈
fkτ , v − ukτ

〉
V ∗×V ∀ v ∈ V,

gdzie

ξkτ ∈ ∂ClJ(ιukτ ),

dla k = 1, . . . , N .

Najwi ↪eksza trudność w analizie Problemu Pτ wynika z obecności funkcjona lu Φ. Po
pierwsze powoduje on, że rozwi ↪azuj ↪ac Problem Pτ , w każdym ustalonym kroku cza-
sowym, musimy poradzić sobie ze stacjonarn ↪a inkluzj ↪a subróżniczkow ↪a zawieraj ↪ac ↪a
dwa różne typy subróżniczek: subróżniczk ↪e Clarke’a ∂ClJ(ι·) i subróżniczk ↪e ∂Φ w
sensie Definicji 17. Wi ↪aże si ↪e to z konieczności ↪a zastosowania Twierdzenia 14 (por.
Wniosek 26). Po drugie, obecność funkcjona lu Φ wymusza na nas na lożenie na ope-
rator A zdecydowanie silniejszych za lożeń niż w Podrozdziale 2.4.1. Bez nich nie
by loby możliwe wyprowadzenie odpowiednich oszacowań a-priori. Wreszcie na eta-
pie przej́scia granicznego opisanego w Podrozdziale 2.4.6 konieczne jest dodatkowo
skorzystanie z Lematu Fatou w celu przej́scia do granicy w sk ladniku zwi ↪azanym
funkcjona lem Φ.
Na koniec porównajmy nierówność (142) z równaniem (101). W obu przypadkach

wszystkie wyrażenia wyst ↪epuj ↪a pod ca lk ↪a
∫ T

0
. Jednak z równania (101) można (po-

przez równanie (102)) otrzymać drugie równanie Problemu (P )∗E zachodz ↪ace punk-
towo dla p.w. t ∈ (0, T ). Inaczej mówi ↪ac, można si ↪e pozbyć ca lki po czasie. Niestety,
ze wzgl ↪edu na obecność sk ladnika Φ, nie da si ↪e uzyskać podobnego efektu w naszym
problemie.

Wniosek 71 W sformu lowaniu Problemu P nie można pomin ↪ać ca lki po przedziale
czasowym, gdyż stosowana przez nas metoda jest niewystarczaj ↪aca do wykazania
relacji analogicznej do (142), lecz zachodz ↪acej punktowo dla p.w. t ∈ (0, T ).
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Przejdźmy teraz do opisu zjawiska kontaktowego mechaniki b ↪ed ↪acego motywacj ↪a
do badania Problemu P . Zachowuj ↪ac oznaczenia z Podrozdzia lu 2.3.2 rozważmy
nast ↪epuj ↪acy normalny warunek kontaktowy na fragmencie brzegu ΓC .

σν = σ1
ν + σ2

ν ,

−σ1
ν ∈ ∂Clj(uν),

uν ≤ g, σ2
ν ≤ 0, σ2

ν(uν − g) = 0.

(143)

Warunek (143) opisuje kontakt cia la z idealnie sztywnym pod lożem, pokrytym
warstw ↪a materia lu o grubości g, który w przeciwieństwie do samego pod loża nie jest
idealnie sztywny, w zwi ↪azku z czym cia lo może si ↪e w t ↪a warstw ↪e zag l ↪ebiać. Waru-
nek uν ≤ g oznacza, że przemieszczenie w kierunku normalnym nie może przekro-
czyć grubości zewn ↪etrznej warstwy, gdyż po osi ↪agni ↪eciu tej wartości cia lo napotyka
na idealnie tward ↪a warstw ↪e pod loża. Napr ↪eżenie normalne σν sk lada si ↪e z dwóch
cz ↪eści σ1

ν i σ2
ν . Pierwsza z nich stanowi reakcj ↪e zewn ↪etrznej warstwy pod loża, druga

zaś reakcj ↪e warstwy sztywnej. Z ostatniego równania w warunku (143) wynika,
że jeżeli przemieszczenie jest mniejsze niż grubość zewn ↪etrznej warstwy, napr ↪eżenie
pochodz ↪ace od sztywnej warstwy pod loża nie pojawia si ↪e (σ2

ν = 0), gdyż cia lo tej
warstwy nie dotyka. Wtedy σν = σ1

ν , a prawo kontaktowe podyktowane jest inkluzj ↪a
uwzgl ↪edniaj ↪ac ↪a subróżniczk ↪e ∂Clj. Relacja ta może mieć charakter niemonotoniczny
i może na przyk lad opisywać sytuacj ↪e, w której materia l pokrywaj ↪acy pod loże sam
sk lada si ↪e z kilku warstw o różnej twardości. W miar ↪e zag l ↪ebiania si ↪e cia la w od-
kszta lcalne warstwy materia lu, mog ↪a one p ↪ekać wywo luj ↪ac niemonotoniczne skoki
napr ↪eżenia. Wreszcie, gdy u = g, napr ↪eżenie σ2

ν może być nieujemne, przy czym wa-
runek (143) nie daje górnego ograniczenia na −σ2

ν . Oznacza to, że reakcja sztywnej
cz ↪eści pod loża jest nieograniczona. Warunek σ2

ν ≤ 0 nazywamy ograniczeniem uni-
lateralnym (jednostronnym). W szczególności warunek (143) nazywamy niemono-
tonicznym prawem kontaktowym z normaln ↪a odpowiedzi ↪a (reakcj ↪a) i ograniczeniem
unilateralnym.

Rozważmy nast ↪epuj ↪acy quasistatyczny problem kontaktowy.

Problem PM. Znaleźć przemieszczenie u : Ω × [0, T ] → Rd i napr ↪eżenie σ : Ω ×
[0, T ]→ Sd spe lniaj ↪ace warunki (29), (31), (33), (34), (36), (143) i u(0) = 0.

Przejdziemy teraz do sformu lowania wariacyjnego Problemu PM. W tym celu przyj-
mujemy przestrzeń V określon ↪a wzorem (49), w którym zbiór WK określony jest
wzorem (48). Rozpatrzmy też przestrzeń U = L2(ΓC) i zdefiniujmy operatory
ν : L2(ΓC ;Rd) → U określony wzorem νv = vν dla v ∈ L2(ΓC ;Rd) oraz ι : V → U
określony wzorem ι = ν ◦ γ, gdzie γ : V → L2(ΓC ;Rd) jest operatorem śladu. Roz-
patrujemy również operatory A,B : V → V ∗ określone wzorami (56) i (57), funkcj ↪e
f : (0, T ) → V ∗ określon ↪a wzorem (58) oraz funkcjona l J : L2(Γ3) → R określony
wzorem

J(w) =

∫
Γ3

j(w) dΓ ∀w ∈ L2(ΓC).

Wreszcie, niech Φ: V → R ∪ {+∞} b ↪edzie funkcj ↪a wskaźnikow ↪a zbioru

K = {v ∈ V | vν ≤ g p.w. na ΓC},
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tzn.

Φ(v) =

{
0 dla v ∈ K,
+∞ w przeciwnym przypadku.

Oznaczmy
−σν(t) = ξ(t).

S labe sformu lowanie Problemu PM ma postać.

Problem P ′M. Znaleźć u ∈ W, takie, że u(0) = 0 oraz

〈Au′(t) +Bu(t) + ι∗ξ(t)− f(t),v(t)− u(t)〉V ∗×V

+Φ(v(t))− Φ(u(t)) ≥ 0 dla p.w. t ∈ (0, T ),

gdzie
ξ(t) ∈ ∂ClJ(ιu(t)) dla p.w. t ∈ (0, T ).

Nierówność w Problemie P ′M otrzymujemy mnoż ↪ac równanie (29) przez funkcj ↪e
próbn ↪a v − u, v ∈ K, ca lkuj ↪ac po zbiorze Ω, stosuj ↪ac wzór Greena (55) i uwzgl ↪e-
dniaj ↪ac warunki brzegowe wyst ↪epuj ↪ace w Problemie PM. Ca lkuj ↪ac nierówność w
Problemie P ′M po przedziale [0, T ] otrzymujemy sformu lowanie odpowiadaj ↪ace Pro-
blemowi P postawionemu na pocz ↪atku podrozdzia lu. Ze wzgl ↪edu na obecność ca lki
po zmiennej czasowej, Problem P nazywamy bardzo s labym sformu lowaniem Pro-
blemu PM.
W pracy [A5] za lożenia dotycz ↪ace danych w Problemie PM zosta ly tak dobrane,
aby spe lnione by ly za lożenia Twierdzenia 70. Dzi ↪eki temu (przy odpowiednich
za lożeniach) z Twierdzenia 70 wynika istnienie i jednoznaczność bardzo s labego
rozwi ↪azania Problemu PM. Natomiast z uwagi na Wniosek 71, istnienie rozwi ↪azania
Problemu P ′M (b ↪ed ↪acego s labym rozwi ↪azaniem Problemu PM) pozostaje problemem
otwartym.

3.6 [A6] Convergence of Rothe scheme for a class of dynamic
variational inequalities involving Clarke subdifferential

Praca ta zamyka seri ↪e moich publikacji dotycz ↪acych zastosowania metody Rothe
(metody dyskretyzacji czasowej) w rozwi ↪azywaniu inkluzji typu Clarke’a. W po-
równaniu z pracami [A1]-[A5] artyku l ten zawiera kilka udoskonaleń, czyni ↪acych
prac ↪e bardziej przejrzyst ↪a. Po pierwsze uda lo mi si ↪e w nim zrezygnować z za lożenia
o zwartości operatora Niemyckiego ῑ : Mp,q(0, T ;V, V ∗) → U , które by lo wykorzy-
stywane w poprzednich pracach. Wad ↪a tego za lożenia jest to, że nie odnosi si ↪e ono
bezpośrednio do danych zadania, lecz do abstrakcyjnej przestrzeni Mp,q(0, T ;V, V ∗).
Do zweryfikowania tego za lożenia potrzebna jest wi ↪ec wiedza, która nie wynika
wprost ze sformu lowania problemu, lecz opiera si ↪e na znajomości zaawansowanych
rezultatów z analizy funkcjonalnej, w szczególności Twierdzenia 33. Aby ten problem
omin ↪ać, zamiast za lożenia o zwartości operatora Niemyckiego ῑ, w pracy [A6] wyko-
rzysta lem za lożenie H(ι) wprowadzone przeze mnie w Podrozdziale 2.2. Za lożenie to
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odnosi si ↪e tylko do przestrzeni V , U i H wyst ↪epuj ↪acych w sformu lowaniu problemu,
przez co jest bardziej przejrzyste, a przy okazji implikuje ono poż ↪adan ↪a zwartość
operatora Niemyckiego ῑ (por. Lemat 39).
Kolejne uproszczenie wynika z faktu, iż w pracy [A6] w ogóle nie wyst ↪epuje wspo-
mniana wyżej przestrzeń Mp,q(0, T ;V, V ∗). Uda lo mi si ↪e unikn ↪ać konieczności korzy-
stania z niej dzi ↪eki nast ↪epuj ↪acej obserwacji. Otóż w poprzednich pracach g lównym
powodem korzystania z przestrzeni Mp,q(0, T ;V, V ∗) jest konieczność uzyskania sil-
nej zbieżności ῑw̄τ → ῑw w U przy τ → 0, gdzie w̄τ jest ci ↪agiem funkcji kawa lkami
sta lych skonstruowanych w oparciu o metod ↪e dyskretyzacji czasowej. Zbieżność ta
umożliwia z kolei skorzystanie z Twierdzenia 38 i w konsekwencji przej́scie do granicy
w inkluzji analogicznej do (19), w której odpowiednikiem ci ↪agu un jest ci ↪ag w̄τ . Kla-
sycznym narz ↪edziem umożliwiaj ↪acym uzyskanie silnej zbieżności ci ↪agu funkcyjnego
w przestrzeni typu Lp(0, T ;X), jest twiedzenie Lionsa-Aubina (por. Twierdzenie
31). Wymaga ono jednak odpowiedniej regularności pochodnych badanego ci ↪agu
funkcji, której nie maj ↪a omawiane przez nas funkcje ,,schodkowe” w̄τ . Aby ten pro-
blem rozwi ↪azać, w pracach [A1]-[A5] zamiast twierdzenia Lionsa-Aubina, stosujemy
Twierdzenie 33, które pozwala uzyskać siln ↪a zbieżność funkcji kawa lkami sta lych w̄τ ,
ale wymaga ,,umieszczenia” ich w przestrzeni Mp,q(0, T ;V, V ∗). W pracy [A6] zasto-
sowa lem natomiast inny sposób przej́scia do granicy w inkluzji typu (19) nie wyma-
gaj ↪acy odwo lywania si ↪e do przestrzeni Mp,q(0, T ;V, V ∗). Opiera si ↪e on na obserwacji,
że różnica wτ − w̄τ mi ↪edzy funkcjami kawa lkami liniowymi a funkcjami kawa lkami
sta lymi d ↪aży do 0 silnie w V ([A6], Lemma 4.5) i tym samym ῑwτ − ῑw̄τ → 0 w U .
Natomiast funkcje wτ s ↪a już na tyle regularne, że można do nich zastosować kla-
syczne twierdzenie Lionsa-Aubina i uzyskać siln ↪a zbieżność ῑwτ → ῑw w U .  L ↪acz ↪ac
te dwa fakty otrzymujemy siln ↪a zbieżność ῑw̄τ → ῑw ([A6], Lemat 4.9).

Omówi ↪e teraz rezultat uzyskany w pracy [A6] używaj ↪ac oznaczeń dotycz ↪acych nazw
przestrzeni wprowadzonych na pocz ↪atku Podrozdzia lu 2.2, tuż przed sformu lowaniem
Problemu (P )E. Przyjmujemy przy tym, że p = q = 2. Problem rozpatrywany w
pracy ma nast ↪epuj ↪ac ↪a postać.

Problem P. Znaleźć u ∈ V, takie, że u′ ∈ W, u(0) = u0, u′(0) = u1 oraz∫ T

0

〈u′′(t) + Au′(t) +Bu(t) + ι∗ξ(t)− f(t), v(t)− u′(t)〉V ∗×V dt

+

∫ T

0

(
Φ(v(t))− Φ(u′(t))

)
dt ≥ 0 ∀ v ∈ V ,

gdzie
ξ(t) ∈ ∂ClJ(ιu′(t)) dla p.w. t ∈ (0, T ).

Operatory A,B : V → V ∗, oraz funkcje f : [0, T ] → V ∗, J : U → R i Φ: V →
R∪{+∞} spe lniaj ↪a za lożenia podobne do przyj ↪etych w pracy [A5]. Różnice polegaj ↪a
na tym, że zamiast warunku H(A)(ii) zak ladamy s labszy warunek: 〈Au, u〉V ∗×V ≥ 0
oraz 〈Au, u〉V ∗×V ≥ α‖u‖2

V −β‖u‖2
H dla u ∈ V , gdzie α, β > 0, w warunku H(B)(ii)

przyjmujemy β = 0 oraz dodatkowo zak ladamy, że operator B jest symetryczny.
Ponadto warunek, który w pracy [A5] oznaczony jest symbolem H(ι) zast ↪apiony zo-
sta l wspomnianym już warunkiem H(ι) z Podrozdzia lu 2.2. Dodatkowo zak ladamy,
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że u0 ∈ V, u1 ∈ dom(Φ) i spe lniony jest nast ↪epuj ↪acy warunek zgodności: istnieje
ξ0 ∈ ∂ClJ(ιu1) i η0 ∈ ∂ConvΦ(u1) takie, że

Au1 +Bu0 + ι∗ξ0 + η0 − f(0) ∈ H.

G lównym wynikiem pracy jest Twierdzenie 4.10, które przy powyższych za lożeniach
gwarantuje istnienie i jednoznaczność rozwi ↪azania u Problemu P . Rozwi ↪azanie to
określone jest jako s laba granica ci ↪agu uτ rozwi ↪azań przybliżonych skonstruowanych
w oparciu o metod ↪e dyskretyzacji czasowej (por. Podrozdzia l 2.4). Dodatkowo, przy
tych samych za lożeniach uda lo si ↪e wykazać siln ↪a zbieżność uτ → u w H1(0, T ;V )
(Twierdzenie 4.11).

W Rozdziale 5 pracy omówiony jest nast ↪epuj ↪acy problem mechaniki kontaktowej
stanowi ↪acy motywacj ↪e fizyczn ↪a dla Problemu P .

Problem PM. Znaleźć u : Ω× [0, T ]→ Rd i σ : Ω× [0, T ]→ Sd spe lniaj ↪ace warunki
(28), (31), (34), (36), (42) oraz warunek pocz ↪atkowy (46) w którym u0 = u1 = 0.

W warunku (28) w Problemie PM przyjmujemy dla uproszczenia ρ = 1. Warto
podkreślić, że w Problemie PM nie wyst ↪epuje warunek (33), co oznacza, że mamy do
czynienia z modelem cia la swobodnego. W zwi ↪azku z tym przestrzeń V wyst ↪epuj ↪aca
w sformu lowaniu wariacyjnym zdefiniowna jest wzorem (52), a wyst ↪epuj ↪acy w nim
zbiór WK określony jest wzorem (48), natomiast norma przestrzeni V zadana jest
wzorem (53). Krótko mówi ↪ac oznacza to, że V = H1. Ponadto przestrzeń U ,
operatory ι, A i B oraz funkcja f zdefiniowane s ↪a tak jak w Podrozdziale 3.5. Przy
tych oznaczeniach definiujemy poj ↪ecie s labego rozwi ↪azania Problemu PM.

Definicja 72 Mówimy, że funkcja u ∈ V jest s labym rozwi ↪azaniem Problemu PM,
jeżeli u(0) = u′(0) = 0 oraz∫ T

0

〈u′′(t) + Au′(t) +Bu(t),v(t)− u′(t)〉V ∗×V dt

+

∫ T

0

∫
ΓC

j0(ιu′(t); ιv(t)− ιu′(t))dΓdt

+

∫ T

0

∫
ΓC

I(−∞,g](vν(t))dΓdt−
∫ T

0

∫
ΓC

I(−∞,g](u
′
ν(t))dΓdt

≥
∫ T

0

〈f(t),v(t)− u′(t)〉V ∗×V dt ∀v ∈ V . (144)

Nierówność (144) otrzymujemy mnoż ↪ac równanie (31) przez funkcj ↪e testow ↪a v−u′,
ca lkuj ↪ac po zbiorze Ω × (0, T ), korzystaj ↪ac ze wzoru Greena (55), warunków brze-
gowych (34), (42), (36) i korzystaj ↪ac z inkluzji (43).

Aby wyjaśnić zwi ↪azek mi ↪edzy abstrakcyjnym Problemem P , a s labym sformu lowaniem
Problemu PM wprowadźmy funkcjona ly J : U → R i Φ: V → R ∪ {+∞} określone
wzorami

J(w) =

∫
ΓC

j(w) dΓ ∀w ∈ U,

Φ(v) =

∫
ΓC

I(−∞,g](vν) dΓ ∀v ∈ V,
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i rozważmy nast ↪epuj ↪acy problem pomocniczy.

Problem PV . Znaleźć u ∈ V takie, że u(0) = u′(0) = 0 i∫ T

0

〈u′′(t) + Au′(t) +Bu(t) + ι∗ξ(t)− f(t),v(t)− u′(t)〉V ∗×V dt

+

∫ T

0

(
Φ(v(t))− Φ(u′(t))

)
dt ≥ 0 ∀v ∈ V ,

gdzie
ξ(t) ∈ ∂ClJ(ιu′(t)) dla p.w. t ∈ (0, T ).

Lemat 5.3 w pracy [A6] zapewnia, że przy wprowadzonych przez nas za lożeniach
każde rozwi ↪azanie Problemu PV jest s labym rozwi ↪azaniem Problemu PM. Z drugiej
strony Problem PV jest analogiczny do Problemu P , wi ↪ec można do niego odnieść
rezultaty wynikaj ↪ace z Twierdzeń 4.10 i 4.11 w pracy [A6]. W efekcie otrzymujemy
istnienie i jednoznaczność s labego rozwi ↪azania u problemu mechaniki kontaktowej
PM oraz siln ↪a zbieżność odpowiadaj ↪acego mu schematu Rothe do rozwi ↪azania u.

Istnienie s labego rozwi ↪azania problemu analogicznego do PM zosta lo dowiedzione
inn ↪a metod ↪a w pracy [10], lecz tylko w przypadku cia la przymocowanego, a wi ↪ec
przy dodatkowym warunku (33). Model taki jest  latwiejszy w analizie niż ten oma-
wiany w pracy [A6] (por. Wniosek 45). Ponadto rezultat uzyskany w pracy [10]
opiera si ↪e na za lożeniu dodatkowej nierówności na sta le wyst ↪epuj ↪acych w proble-
mie (por. [10], (4.2)). W naszym przypadku takie ograniczenie jest niepotrzebne.
W tym sensie praca [A6] stanowi pewne uogólnienie wyników uzyskanych w [10],
choć z drugiej strony za lożenia dotycz ↪ace operatorów lepkości i spr ↪eżystości s ↪a nieco
bardziej restrykcyjne w pracy [A6] niż w [10].

3.7 [A7] Numerical analysis of a hyperbolic hemivariational
inequality arising in dynamic contact

Praca [A7] otwiera cykl moich artyku lów poświ ↪econych oszacowaniu b l ↪edu dla ewo-
lucyjnych inkluzji typu Clarke’a opisuj ↪acych problemy kontaktowe mechaniki. W
pracy rozważany jest problem mechaniki kontaktowej PM tożsamy z Problemem P
sformu lowanym pod koniec Podrozdzia lu 2.3.2, przy za lożeniu, że użyte w nim prawo
tarcia może mieć charakter niemonotoniczny (por. Uwaga 42). Punktem wyj́scia
do analizy numerycznej jest jego s labe sformu lowanie maj ↪ace postać Problemu PV
w Podrozdziale 2.3.3. Dla problemu tego sformu lowane zosta ly dwa schematy nu-
meryczne opisane w Podrozdziale 2.5.3, tj. schemat semidyskretny maj ↪acy postać
Problemu PhV oraz schemat w pe lni dyskretny maj ↪acy postać Problemu PhkV . Za-
chowuj ↪ac oznaczenia z Podrozdzia lu 2.5.3 opisz ↪e teraz najważniejsze aspekty analizy
numerycznej przeprowadzonej w pracy [A7].
Na pocz ↪atek warto zwrócić uwag ↪e na za lożenia dotycz ↪ace danych w Problemie PM
w pracy [A7], w szczególności na siln ↪a monotoniczność tensora lepkości (warunek
H(A)(e)), zrelaksowan ↪a monotoniczność funkcji µ (warunek H(µ)(c)) oraz nierów-
ność mA > SλC2

0 (wzór (3.22)) wi ↪aż ↪ac ↪a ze sob ↪a sta le wyst ↪epuj ↪ace w warunkach
H(A)(e) i H(µ)(c). Otóż samo istnienie s labego rozwi ↪azania Problemu PM można
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udowodnić bez tych trzech za lożeń. S ↪a one natomiast kluczowe w dowodzie jed-
noznaczności rozwi ↪azania oraz w oszacowaniu b l ↪edu obu schematów numerycznych
(por. Wniosek 52 i Uwaga 53). Nie jest to zreszt ↪a przypadek, gdyż sprawdzanie
jednoznaczności rozwi ↪azania oraz analiza b l ↪edu to dwa dzia lania opieraj ↪ace si ↪e na
podobnej idei. Pierwsze z nich polega na oszacowaniu różnicy mi ↪edzy dwoma hi-
potetycznymi rozwi ↪azaniami danego problemu, drugie zaś na oszacowaniu różnicy
mi ↪edzy rozwi ↪azaniem problemu dok ladnego i rozwi ↪azaniem problemu przybliżonego.

Powyższe spostrzeżenia dotycz ↪ace za lożeń w pracy [A7] zwracaj ↪a uwag ↪e na podo-
bieństwo omawianych zagadnień do tematyki poruszonej w Podrozdziale 2.5.2. Na
tym jednak nie koniec analogii. Kolejnym problemem dyskutowanym w Podroz-
dziale 2.5.2 jest kwestia istnienia rozwi ↪azania problemu dok ladnego i problemu przy-
bliżonego, jak również oszacowanie a-priori tych rozwi ↪azań przez sta l ↪a niezależn ↪a od
parametrów dyskretyzacji (por. Wniosek 52 (i) i Uwaga 53). W pracy [A7] istnienie
rozwi ↪azania problemu dok ladnego wynika z Twierdzenia 3.3. To samo twierdzenie
gwarantuje jednoznaczność rozwi ↪azania oraz jego oszacowanie przez sta l ↪a zależn ↪a
tylko od warunków pocz ↪atkowych i funkcji f (wzór (3.23)). W pracy znajduje
si ↪e również stwierdzenie, dotycz ↪ace istnienia i jednoznaczności rozwi ↪azania uh pro-
blemu semidyskretnego PhV oraz jego oszacowania analogicznego do wzoru (3.23).
Wed lug wiedzy autorów rezultaty te wynikaj ↪a z rozumowania identycznego z do-
wodem Twierdzenia 3.3. Istnienie rozwi ↪azania schematu PhkV , ze wzgl ↪edu na jego
skończenie wymiarowy charakter, również nie budzi naszych w ↪atpliwości, dlatego
w tej kwestii ograniczamy si ↪e do krótkiego komentarza zamieszczonego tuż przed
sformu lowaniem Twierdzenia 5.1. Natomiast samo Twierdzenie 5.1 gwarantuje nam
odpowiednie oszacowanie rozwi ↪azania PhkV przez sta l ↪a niezależn ↪a od parametrów
dyskretyzacji.
Pierwszy etap analizy schematu semidyskretnego polega na wyprowadzeniu oszaco-
wania ([A7], Twierdzenie 4.1) postaci

‖u− uh‖2
C(0,T ;V ) + ‖u̇− u̇h‖2

C(0,T ;H) + ‖u̇− u̇h‖2
V

≤ c
(
‖u0 − uh0‖2

V + ‖u1 − uh1‖H‖u1 − vh(0)‖H
+‖u̇− vh‖2

V + ‖ü− v̇h‖2
V∗ + ‖u̇τ − vhτ‖L2(0,T ;L2(Γ3;Rd))

)
,

w którym vh jest dowolnym elementem przestrzeni L2(0, T ;V h)∩W . Nierówność ta
jest uogólnieniem nierówności (122) i stanowi punkt wyj́scia do oszacowania b l ↪edu
eh określonego wzorem (127) mi ↪edzy rozwi ↪azaniem dok ladnym u, a rozwi ↪azaniem
przybliżonym uh. Jeżeli przestrzeń V h określona jest wzorem (129), a rozwi ↪azanie
u wraz z warunkami pocz ↪atkowymi spe lniaj ↪a dodatkowe za lożenia podwyższonej
regularności sprecyzowane we Wniosku 4.3 w [A7], wówczas b l ↪ad ten oszacowany jest
liniowo ze wzgl ↪edu na h ([A7], (4.29)). Podstaw ↪a do uzyskania liniowego oszacowania
b l ↪edu jest Twierdzenie 54 oraz Wniosek 55.
W przypadku schematu w pe lni dyskretnego, punktem wyj́scia do oszacowania b l ↪edu
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jest nierówność

max
1≤n≤N

{‖wn −whk
n ‖2

H +
n∑
j=1

k‖wj −whk
j ‖2

V }

≤ c

[
k

N∑
j=1

(
‖ẇj − δwj‖2

H + ‖wj − vhj ‖2
V

)
+ max

1≤n≤N
‖wτn − vhτn‖L2(Γ3;Rd) +

1

k

N−1∑
j=1

‖(wj − vhj )− (wj+1 − vhj+1)‖2
H

+ max
1≤n≤N

‖wn − vhn‖2
H + ‖u0 − uh0‖2

V + k2‖u‖2
H2(0,T ;V ) + ‖w0 − uh1‖2

H

]
,

w której {vhj }Nj=1 oznacza dowolny ci ↪ag elementów przestrzeni V h. Jej uzyskanie
możliwe jest przy za lożeniu podwyższonej regularności rozwi ↪azania u (zob. [A7],
(5.12)). Pozwala ona na liniowe oszacowanie b l ↪edu ehk zdefiniowanego wzorem (128)
ze wzgl ↪edu na parametry dyskretyzacji czasowej i przestrzennej h i k w sytuacji, gdy
V h jest zdefiniowana wzorem (129) oraz przy za lożeniu podwyższonej regularności
rozwi ↪azania dok ladnego (zob. [A7], Wniosek 5.3). Podobnie jak w przypadku osza-
cowania b l ↪edu dla schematu semidyskretnego, tak i tu kluczow ↪a rol ↪e odgrywa Twier-
dzenie 54 oraz Wniosek 55.
W Rozdziale 6 pracy [A7] opisane zosta ly wyniki symulacji komputerowej dla Pro-
blemu PM w przestrzeni R2. W konkretnym modelu, Ω jest prostok ↪atem [0, 1] ×
[0, 0.5], tensory lepkości i spr ↪eżystości s ↪a liniowe, a funkcja µ w warunku (37) zde-
finiowana jest wzorem (39), czyni ↪ac prawo tarcia niemonotonicznym. Rozwi ↪azanie
numeryczne uhk zosta lo wyznaczone w oparciu o metod ↪e elementów skończonych
przy dyskretyzacji dziedziny siatk ↪a o średnicy h i dyskretyzacji przedzia lu czaso-
wego podzia lem jednostajnym o d lugości kroku czasowego k. Pierwsze obliczenia
zosta ly wykonane dla h = k = 1

2
, a w nast ↪epnych krokach oba parametry by ly

stopniowo dzielone na pó l aż do uzyskania h = k = 1
256

. Rozwi ↪azanie numeryczne
uzyskane dla ostatniego, najg ↪estszego podzia lu dziedziny czasowo-przestrzennej, zo-
sta lo przez nas potraktowane jako rozwi ↪azanie dok ladne stanowi ↪ace punkt odnie-
sienia do wszystkich wcześniejszych rozwi ↪azań. Porównuj ↪ac kolejne rozwi ↪azania
z rozwi ↪azaniem ,,dok ladnym”, wyznaczylísmy b l ↪ad ehk i zaobserwowalísmy jego
zależność od wielkości (h + k), stwierdzaj ↪ac, że ma ona charakter liniowy (zob.
[A7], Fig.4). Nasza obserwacja stanowi numeryczne potwierdzenie teoretycznych
wyników uzyskanych we wcześniejszych rozdzia lach pracy.

Rezultat uzyskany w pracy [A7] stanowi uogólnienie dwóch wcześniejszych rezul-
tatów opisanych odpowiednio w pracach [3] oraz [B9]. W pierwszej z ww. prac prze-
prowadzona zosta la analiza b l ↪edu dla problemu kontaktowego mechaniki zbliżonego
do Problemu PM z pracy [A7]. Model badany w [3] jest z jednej strony ciekawszy od
naszego, gdyż dotyczy kontaktu lepkospr ↪eżystego z uwzgl ↪ednieniem zjawiska piezo-
elektrycznego. Wi ↪aże si ↪e to z obecności ↪a dodatkowej niewiadomej w problemie, jak ↪a
jest potencja l elektryczny, oraz dodatkowego tensora w prawie konstytutywnym. Z
drugiej jednak strony warunek kontaktowy w [3] jest znacznie prostszy od naszego.
Nie uwzgl ↪ednia on bowiem tarcia (por. (36)), natomiast, co najistotniejsze, warunek
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na cz ↪eść normaln ↪a ma charakter monotoniczny. Decyduje to o zasadniczej różnicy
mi ↪edzy problemem z pracy [3], a rozważanym przez nas Problemem PM , w którym
niemonotoniczny warunek kontaktowy stanowi źród lo trudności.
W pracy [B9] analizowany jest natomiast model z takim samym warunkiem kontak-
towym jak w Problemie PM , lecz w wersji stacjonarnej (szukana funkcja nie zależy
od czasu). Praca [A7] uogólnia wi ↪ec rezultat otrzymany w [B9] na przypadek dy-
namiczny, który jest znacznie bardziej skomplikowany. Ponadto oszacowanie b l ↪edu
uzyskane w [A7] jest lepsze niż w [B9], gdzie uzyskalísmy wynik (por. [B9], Twier-
dzenie 3)

‖u− uh‖V ≤ O(
√
r), r = inf

vh∈V h
‖u− vh‖V . (145)

Aby wyjaśnić z czego wynika różnica mi ↪edzy liniowym oszacowaniem b l ↪edu w pracy
[A7], a s labszym rezultatem (145) w pracy [B9], należy zwrócić uwag ↪e na obliczenia
z Podrozdzia lu 2.5.2, maj ↪ace analogiczn ↪a postać do tych z pracy [B9]. Otóż źród lem
problemu, który stan ↪a l na drodze do uzyskania liniowego oszacowania b l ↪edu w pracy
[B9] jest drugi sk ladnik prawej strony nierówności (123), który w modelu mechaniki
kontaktowej przyjmuje postać

O(
√
‖uτ − vhτ‖L2(ΓC ;Rd)). (146)

W pracy [B9] oszacowalísmy norm ↪e znajduj ↪ac ↪a si ↪e pod pierwiastkiem za pomoc ↪a
nierówności (54) wynikaj ↪acej z ci ↪ag lości operatora śladu. Tym samym uzyskalísmy
oszacowanie ‖uτ − vhτ‖L2(ΓC ;Rd) ≤ C0‖u − vh‖V (por. [B9], (43)), w wyniku czego
wyrażenie (146) wnios lo do oszacowania b l ↪edu sk ladnik rz ↪edu

√
r. Tymczasem do

oszacowania sk ladnika brzegowego w pracy [A7] skorzystalísmy z Twierdzenia 54
oraz Wniosku 55 otrzymuj ↪ac oszacowanie ‖uτ − vhτ‖L2(ΓC ;Rd) ≤ ch2 co da lo liniowy
przyczynek do oszacowania b l ↪edu pochodz ↪acy od (146). Pomys lodawc ↪a takiego
rozwi ↪azania jest trzeci z autorów pracy [A7], b ↪ed ↪acy światowej s lawy ekspertem w
dziedzinie oszacowania b l ↪edu. W tym przypadku jego drobna wskazówka pozwoli la
nam na istotne poprawienie rezultatu otrzymanego w [B9].

3.8 [A8] Numerical analysis of a dynamic bilateral thermo-
viscoelastic contact problem with nonmonotone friction
law

Praca [A8] stanowi kontynuacj ↪e, a zarazem uogólnienie pracy [A7] na przypadek
modelu kontaktowego uwzgl ↪edniaj ↪acego temperatur ↪e θ : Ω × [0, T ] → R. Wielkość
ta opisana jest w modelu nast ↪epuj ↪acymi warunkami.

ρcpθ̇ − div (K∇θ) = cij
∂u̇i
∂xj

+ g w Ω× (0, T ), (147)

θ = 0 na ΓD ∪ ΓN × (0, T ), (148)

−K(x, t,∇θ(t)) · ν ∈ ∂Cljθ(θ(t))− hτ (x, t, ‖u̇τ (x, t)‖Rd) na ΓC × (0, T ), (149)

θ(0) = θ0 w Ω. (150)
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Pierwszy z warunków to równanie przep lywu ciep la, w którym cp jest wspó lczyn-
nikiem pojemności cieplnej, K : Ω × [0, T ] × Rd → Rd operatorem przewodnictwa
cieplnego, C = (cij) tensorem rozszerzalności cieplnej, a g : Ω × [0, T ] g ↪estości ↪a
źród la ciep la. Warunek (148) wyraża fakt, że temperatura jest ustalona na frag-
mencie brzegu ΓD ∪ ΓN , natomiast warunek (149) opisuje wymian ↪e ciep la mi ↪edzy
cia lem a pod lożem przez brzeg kontaktowy. Warunek ten uwzgl ↪ednia wytwarzanie
ciep la spowodowane tarciem, za co odpowiada sk ladnik inkluzji zależny od pr ↪edkości
w kierunku stycznym do pod loża. Funkcja jθ : R → R w warunku (148) jest dan ↪a
funkcj ↪a lokalnie lipszycowsk ↪a. Wreszcie (150) jest warunkiem pocz ↪atkowym.

Problem mechaniki kontaktowej badany w pracy [A8] ma nast ↪epuj ↪ac ↪a postać.

Problem PM. Znaleźć przemieszczenie u : Ω × [0, T ] → Rd, napr ↪eżenie σ : Ω ×
[0, T ]→ Sd oraz temperatur ↪e θ : Ω× [0, T ]→ R spe lniaj ↪ace warunki (28), (32), (34),
(35), (38), (46) oraz (147)-(150).

W pracy [A7] funkcja j wyst ↪epuj ↪aca w warunku (38) oznaczona jest symbolem jτ ,
a funkcja jθ wyst ↪epuj ↪aca w warunku (149) oznaczona jest symbolem j. Ponadto
w ogólnym sformu lowaniu Problemu PM funkcja j z warunku (38) jest pewn ↪a za-
dan ↪a funkcj ↪a lokalnie lipszycowsk ↪a, nie koniecznie określon ↪a wzorem (40). Dopiero
w symulacjach numerycznych za funkcj ↪e j = jτ w warunku (38) przyjmujemy t ↪e
określon ↪a wzorem (40), a za funkcj ↪e µ wyst ↪epuj ↪ac ↪a we wzorze (40) przyjmujemy t ↪e
określon ↪a wzorem (39).
Analiza numeryczna Problemu PM przebiega wed lug schematu zastosowanego w
pracy [A7] i opisanego w poprzednim podrozdziale, choć w naszym przypadku ob-
liczenia s ↪a bardziej skomplikowane ze wzgl ↪edu na obecność dodatkowej niewiado-
mej jak ↪a jest temperatura. Mimo oczywistych różnic mi ↪edzy dwoma modelami,
komentarze dotycz ↪ace teoretycznych i numerycznych aspektów analizy poczynione
w poprzednim podrozdziale pozostaj ↪a aktualne również w naszym przypadku. W
zwi ↪azku z powyższym w kwestii oszacowania b l ↪edu dla schematu semidyskretnego i
w pe lni dyskretnego ogranicz ↪e si ↪e do zacytowania ostatecznych wyników pracy [A8].
I tak dla schematu semidyskretnego otrzymalísmy nast ↪epuj ↪ace oszacowanie b l ↪edu
([A8], Wniosek 13)

‖u− uh‖C(0,T ;E) + ‖u̇− u̇h‖C(0,T ;H) + ‖u̇− u̇h‖E
+ ‖θ − θh‖C(0,T ;L2(Ω)) + ‖θ − θh‖V ≤ ch. (151)

W pracy [A8], a w szczególności w nierówności (151) przestrzeń E jest zdefiniowana
tak jak przestrzeń V we wzorze (49), w którym zbiórWK określony jest wzorem (47).
Przestrzeń E jest zdefiniowana analogicznie jak przestrzeń V w Podrozdziale 2.2.
Natomiast przestrzeń V wyst ↪epuj ↪aca w (151) określona jest jako V = L2(0, T ;V ),
gdzie

V =
{
η ∈ H1(Ω) | η = 0 na ΓD ∪ ΓN

}
.

Funkcje u i θ wyst ↪epuj ↪ace w (151) s ↪a s labymi rozwi ↪azaniami Problemu PM, a od-
powiadaj ↪ace im funkcje uh i θh rozwi ↪azaniami schematu semidyskretnego.
Dla schematu w pe lni dyskretnego otrzymalísmy oszacowanie ([A8], Wniosek 16)

max
1≤n≤N

{‖un−uhkn ‖E +‖wn−whkn ‖H +‖θn− θhkn ‖L2(Ω) +k
n∑
j=1

‖θj− θhkj ‖2
V } ≤ c(h+k),
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w którym w = u′, natomiast {uhkn }Nn=0, {whkn }Nn=0 i {θhkn }Nn=0 s ↪a dyskretnymi przy-
bliżenia odpowiednio przemieszczenia u, pr ↪edkości w i temperatury θ uzyskanymi ze
schematu w pe lni dyskretnego.
Podobnie jak w pracy [A8] wynik teoretyczny dotycz ↪acy liniowego oszacowania b l ↪edu
dla schematu w pe lni dyskretnego zosta l poparty wynikami symulacji komputero-
wych dla modelu dwuwymiarowego.
Problem mechaniki kontaktowej opisany w pracy [A8] by l już wcześniej badany przez
trzeciego z jej autorów, a wynikom tych badań poświ ↪econa jest praca [16]. W praw-
dzie omawiany tam model różni si ↪e od naszego obecności ↪a sk ladnika zależnego od
,,historii” procesu w prawie konstytutywnym oraz charakterem warunku kontakto-
wego dla cz ↪eści normalnej, niemniej jednak niemonotoniczne prawo tarcia oraz prawo
wymiany ciep la mi ↪edzy cia lem a pod lożem s ↪a w obu modelach takie same. G lównym
wynikiem pracy [16] jest wykazanie istnienia s labego rozwi ↪azania omawianego tam
problemu kontaktowego.
Źród lem inspiracji do napisania pracy [A8] by ly wyniki uzyskane przez pierwszego z
jej autorów we wcześniejszej pracy [A7] oraz ch ↪eć przeniesienia zdobytych na tej dro-
dze doświadczeń na model bardziej skomplikowany zaproponowany przez trzeciego
autora. Uzyskany przez nas wynik nie by lby jednak w pe lni wartościowy, gdyby
nie symulacje komputerowe przeprowadzone przez drugiego autora. Praca jest wi ↪ec
efektem po l ↪aczenia różnych doświadczeń w celu realizacji wspólnego zadania.

3.9 [A9] Numerical analysis of an evolutionary variational-
hemivariational inequality with application in contact
mechanics

Praca [A9] stanowi kontynuacj ↪e pracy [A5]. Jej tematem jest numeryczna analiza
Problemu PM badanego w [A5]. Za lożenia dotycz ↪ace danych wyst ↪epuj ↪acych w pro-
blemie s ↪a w obu pracach identyczne. Punktem wyj́scia w analizie numerycznej jest
Problem P ′M postawiony w Podrozdziale 3.5 b ↪ed ↪acy s labym sformu lowaniem Pro-
blemu PM (w pracy [A9] jest on oznaczony symbolem (PMV,∗)). Dla Problemu
(PMV,∗) rozważamy nast ↪epuj ↪acy w pe lni dyskretny schemat numeryczny.

Problem (PMV,hk). Znaleźć uhk = {uhkn }Nn=0 ⊂ V h takie, że uhk0 = uh0 i dla
n = 1, 2, . . . , N ,〈

Aδuhkn +Buhkn + ι∗ξhkn ,v
h − uhkn

〉
V×V ∗ + Φ(vh)− Φ(uhkn )

≥ 〈fn,vh − uhkn 〉V×V ∗ ∀vh ∈ V h,

ξhkn ∈ ∂J(ιuhkn ),

gdzie V h jest przestrzeni ↪a zdefiniowan ↪a wzorem (129), a uh0 jest elementem zdefinio-
wanym wzorem (125).
B l ↪ad schematu w pe lni dyskretnego definiujemy w tym przypadku jako wyrażenie
ehk określone wzorem

e2
hk := max

0≤n≤N
‖un − uhkn ‖2

V + k
N∑
n=1

‖un − uhkn ‖2
V .
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G lównym wynikiem pracy jest Wniosek 4.1, który orzeka, że przy za lożeniu od-
powiedniej podwyższonej regularności rozwi ↪azania u i odpowiadaj ↪acego mu pola
napr ↪eżeń σ, spe lniona jest nierówność

e2
hk ≤ c

(
k2 + h2

)
z dodatni ↪a sta l ↪a c niezależn ↪a od k i h. Powyższy wynik oznacza liniowe oszacowanie
b l ↪edu ehk wzgl ↪edem parametrów dyskretyzacji.
Podobnie jak w pracach [A7] i [A8], wynik uzyskany w cz ↪eści teoretycznej pracy
[A9] zosta l poparty symulacjami komputerowymi wskazuj ↪acymi na liniow ↪a zależność
b l ↪edu od parametrów h i k.

3.10 [A10] Analysis of a dynamic contact problem with non-
monotone friction and non-clamped boundary condi-
tions

W pracy rozważany jest dynamiczny problem kontaktowy cia la swobodnego (w ma-
tematycznym opisie zjawiska nie wyst ↪epuje brzeg kontaktowy Dirichleta ΓD, co sta-
nowi pewne utrudnienie (por. Wniosek 15)). W modelu przyjmujemy nast ↪epuj ↪ace
prawo kontaktowe

− σν = p(uν) +
1

r
(uν − g)+ na ΓC × (0, T ), (152) ‖στ‖Rd ≤ µ(‖u̇τ‖Rd) (−σν)

−στ = µ(‖u̇τ‖Rd) (−σν) u̇τ
‖u̇τ‖Rd

dla u̇τ 6= 0
na ΓC × (0, T ). (153)

Warunki (152)-(153) modeluj ↪a kontakt cia la z pod lożem sk ladaj ↪acym si ↪e z od-
kszta lcalnej warstwy g lównej pokrytej cienk ↪a warstw ↪a spr ↪eżystego materia lu o gru-
bości g. Równanie (152) oznacza, że dopóki przemieszczenie normalne nie prze-
kracza wartości g, warunek kontaktowy na cz ↪eść normaln ↪a opisany jest zależności ↪a
−σν = p(uν), w której funkcja p nie musi być monotoniczna. Gdy g l ↪ebokość pe-
netracji przekroczy grubość zewn ↪etrznej warstwy g, pojawia si ↪e dodatkowy opór
1
r
(uν − g) pochodz ↪acy od wewn ↪etrznej warstwy pod loża. Ponieważ nie jest ona ide-

alnie sztywna, dopuszczalna jest jej penetracja, natomiast wspó lczynnik 1/r > 0
jest tym wi ↪ekszy im twardsze jest pod loże. Warunek (153) staje si ↪e równoważny
warunkowi (37), gdy napr ↪eżenie normalne S we wzorze (37) zadane jest wzorem
(152). Funkcja µ w warunku (153) nie musi być monotoniczna, w zwi ↪azku z czym,
warunek ten opisuje niemonotoniczne prawo tarcia.
Pe lne sformu lowanie problemu kontaktowego ma nast ↪epuj ↪ac ↪a postać.

Problem PM. Znaleźć przemieszczenie u : Ω× [0, T ]→ Rd oraz napr ↪eżenie σ : Ω×
[0, T ]→ Sd spe lniaj ↪ace warunki (28), (31), (34), (46) oraz (152)-(153).

W pracy zbadana zosta la wariacyjna postać Problemu PM maj ↪aca form ↪e ewolucyj-
nej inkluzji typu Clarke’a. Jej analiza obejmuje dowód istnienia i jednoznaczności
s labego rozwi ↪azania Problemu PM ([A10], Twierdzenie 3.3) oraz oszacowanie b l ↪edu
dla schematów semidyskretnego ([A10], Wniosek 4.2) oraz w pe lni dyskretnego

72



([A10], Wniosek 5.2) liniowe ze wzgl ↪edu na parametry dyskretyzacji czasowej i prze-
strzennej. W dowodzie twierdzenia o istnieniu s labego rozwi ↪azania wykorzystany
zosta l pomocniczo rezultat z pracy [A2] dotycz ↪acy istnienia rozwi ↪azania abstrakcyj-
nej inkluzji typu Clarke’a z niekoercytywnym opertorem lepkości. W oszacowniu
b l ↪edu obu schematów dyskretnych uda lo si ↪e natomiast unikn ↪ać nak ladania za lożeń
maj ↪acych postać nieróności mi ↪edzy sta lymi wyst ↪epuj ↪acymi w problemie, takich jak
(3.22) w [A7], (16)-(18) w [A8] lub warunek H(s) w [A9]. By lo to możliwe dzi ↪eki
skorzystaniu z Lematu 3.1 w pracy [A10], którego teza jest analogiczna do warunku
Haux wprowadzonego w Podrozdziale 2.4.1 (por. Wniosek 48).
Praca zawiera rónież wyniki symulacji komputerowych uwierzytelniaj ↪ace liniowe
oszcowanie b l ↪edu uzyskane w cz ↪eści teoretycznej.
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5. Omówienie pozosta lych osi ↪agni ↪eć naukowo - badawczych

Poniżej przedstawiam informacje o moich pozosta lych publikacjach. Prace
[B1]-[B11] zosta ly opublikowane po uzyskaniu przeze mnie stopnia doktora.
Praca [C1] ukaza la si ↪e przed moim doktoratem.

[B1] K. Bartosz, T. Janiczko, P. Szafraniec, M. Shillor, Dynamic thermovisco-
elastic thermistor problem with contact and nonmonotone friction, 2017,
Applicable Analysis, DOI: 10.1080/00036811.2017.1403586

Podobnie jak w pozosta lych pracach poświ ↪econych zjawiskom kontakto-
wym mechaniki, rozważamy kontakt cia la fizycznego z pod lożem, przy
czym w naszym modelu cia lem tym jest urz ↪adzenie elektroniczne zwane
termistorem. Jego zadanie polega na kontrolowaniu przep lywu pr ↪adu
elektrycznego w obwodzie w taki sposób, aby pojawienie si ↪a zbyt wyso-
kiej temperatury skutkowa lo ograniczeniem przep lywu pr ↪adu. Proces ma
charakter dynamiczny, a wielkościami szukanymi w modelu s ↪a odpowied-
nio: przemieszczenie u : Ω × [0, T ] → Rd, napr ↪eżenie σ : Ω × [0, T ] → Sd,
temperatura θ : Ω× [0, T ]→ R oraz potencja l elektryczny φ : Ω× [0, T ]→
R. W modelu matematycznym opisuj ↪acym zjawisko wyst ↪epuj ↪a trzy ro-
dzaje warunków: ewolucyjna inkluzja drugiego stopnia typu Clarke’a dla
przemieszczenia, równanie paraboliczne dla temperatury oraz równanie
eliptyczne dla potencja lu, przy czym warunek opisuj ↪acy każd ↪a z nie-
wiadomych zawiera w sobie pozosta le niewiadome. W efekcie otrzy-
mujemy uk lad wzajemnie sprz ↪eżonych warunków trzech różnych typów.
G lównym rezultatem pracy jest Twierdzenie 3.2 gwarantuj ↪ace istnienie
s labego rozwi ↪azania opisanego powyżej problemu kontaktowego. Dowód
preprowadzony jest w oparciu o metod ↪e retardacji czasowej.

[B2] K. Bartosz, M. Sofonea, Subdifferential inclusions for stress formulations
of unilateral contact problems, 2017, Mathematics and Mechanics of So-
lids, 1-19, DOI: 10.1177/1081286517709518

W pracy rozważane s ↪a dwa modele mechaniki kontaktowej, które różni ↪a
si ↪e od pozosta lych badanych przeze mnie modeli charakterem prawa kon-
stytutywnego. Otóż we wszystkich moich pozosta lych pracach ma ono
postać σ = σ(ε(u)), która ilustruje fakt, że napr ↪eżenie jest funkcj ↪a prze-
mieszczenia. W pracy [B2] zależność jest odwrotna, tzn. zak ladamy
warunek ε(u) ∈ A(σ) + ∂Clj(σ), gdzie A jest danym operatorem, a j
dan ↪a funkcj ↪a lokalnie lipszycowsk ↪a. Tym razem wi ↪ec to napr ↪eżenie trak-
tujemy jako zmienn ↪a niezależn ↪a, odkszta lcenie zaś jako jego funkcj ↪e, a
dok ladnie multifunkcj ↪e, gdyż powyższe, prawo konstytutywne ma postać
inkluzji uwzgl ↪edniaj ↪acej subróżniczk ↪e typu Clarke’a. Dla porównania, we
wszystkich pozosta lych badanych przeze mnie inkluzjach typu Clarke’a
modeluj ↪acych problemy mechaniki kontaktowej, subróżniczka Clarke’a
pochodzi od jednego z warunków brzegowych, tu natomiast od prawa
konstytutywnego. Poza tym w obu problemach w pracy [B2] prawo kon-
taktowe na cz ↪eść normaln ↪a opisane jest warunkiem Signoriniego, który
prowadzi do pojawienia si ↪e w sformu lowaniu wariacyjnym subróżniczki w
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sensie analizy wypuk lej pewnej funkcji wskaźnikowej. W efekcie postać
wariacyjna ma charakter inkluzji zawieraj ↪acej dwa typy subróżniczek, wy-
puk l ↪a i Clarke’a. W zwi ↪azku z tym dla wykazania istnienia jej rozwi ↪azania
kluczow ↪a rol ↪e odgrywa Twierdzenie 14 (por. Wniosek 26).
Pierwszy z dwóch problemów badanych w pracy [B2] ma charakter stacjo-
narny, a jego sformu lowanie wariacyjne, jak już wspomnia lem, ma postać
stacjonarnej inkluzji typu Clarke’a uwzgl ↪edniaj ↪acej subróżniczk ↪e funkcji
wypuk lej. W drugim problemie szukana funkcja zależy od czasu, a w
prawie konstytutywnym wyst ↪epuje dodatkowy sk ladnik zależny od ,,hi-
storii procesu” (ang. memory term). W zwi ↪azku z tym inkluzja sta-
nowi ↪aca s labe sformu lowanie problemu zawiera analogiczny sk ladnik, a
do wykazania istnienia jej rozwi ↪azania stosujemy wynik dotycz ↪acy istnie-
nia rozwi ↪azania inkluzji stacjonarnej po l ↪aczony z argumentacj ↪a opart ↪a na
twierdzeniu Banacha o punkcie sta lym.

[B3] K. Bartosz, M. Sofonea, A dynamic contact model for viscoelastic plates,
2017, Quarterly Journal of Mechanics and Applied Mathematics, vol. 70,
1-19, DOI: 10.1093/qjmam/hbw013

W pracy rozważamy dynamiczny proces kontaktowy cia la z odkszta lcal-
nym pod lożem bez uwzgl ↪ednienia tarcia. W naszym modelu cia lo ma
postać p lyty zdefiniowanej jako B = (0, L)× (−h, h)× (−∞,+∞) ⊂ R3.
Warunek kontaktowy na cz ↪eść normaln ↪a ma postać niemonotonicznej in-
kluzji typu Clarke’a. Zak ladamy, że si ly dzia laj ↪ace na cia lo nie zależ ↪a od
trzeciej zmiennej z, oraz postulujemy, że t ↪e w lasność ma również poszu-
kiwane odkszta lcenie u. Pozwala to sprowadzić powyższy trójwymiarowy
problem, do problemu dwuwymiarowego, w którym dziedzin ↪a jest zbiór
Ω = (0, L) × (−h, h) b ↪ed ↪acy poprzecznym przekrojem p lyty. S labe sfor-
mu lowanie problemu ma postać ewolucyjnej inkluzji typu Clarke’a rz ↪edu
drugiego. G lównym rezultatem pracy jest Twierdzenie 4.1 zapewniaj ↪ace
istnienie s labego rozwi ↪azania badanego problemu kontaktowego.

[B4] K. Bartosz, P. Kalita, S. Migórski, A. Ochal, M. Sofonea, 2016, History-
dependent problems with applications to contact models for elastic be-
ams, Applied Mathematics and Optimization, vol. 73, 71-98,
DOI: 10.1007/s00245-015-9292-6

Tematem pracy jest matematyczna analiza problemu kontaktowego jed-
nowymiarowej belki zajmuj ↪acej odcinek [0, L] z równoleg lym do niej pod-
 lożem znajduj ↪acym si ↪e w odleg lości g. Proces odbywa si ↪e w przedziale
czasowym [0, T ], a szukan ↪a jest funkcja u : [0, L]×[0, T ]→ R, oznaczaj ↪aca
poprzeczne wychylenie belki w punkcie x ∈ [0, L] w chwili t ∈ [0, T ] po-
wsta le w wyniku dzia lania si ly zewn ↪etrznej f skierowanej prostopadle do
belki. Do opisu zjawiska stosujemy prawo Eulera-Bernoulliego, w myśl
którego napr ↪eżenie wewn ↪etrzne belki zależy od czwartej pochodnej prze-
strzennej funkcji u. G lównym warunkiem w modelu jest równanie opi-
suj ↪ace równowag ↪e mi ↪edzy tym napr ↪eżeniem a si lami dzia laj ↪acymi na cia lo.
Oprócz napr ↪eżenia wewn ↪etrznego i si ly f w równaniu wyst ↪epuj ↪a jeszcze
dwa rodzaje si l. Pierwsz ↪a z nich jest reakcja pod loża, a jej zależność od
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przemieszczenia opisana jest za pomoc ↪a inkluzji typu Clarke’a. Druga
uwzgl ↪ednia tzw. efekt ,,pami ↪eci” pod loża, a jej wielkość w chwili t u-
zależniona jest od przebiegu procesu kontaktowego poprzedzaj ↪acego t.
S labe sformu lowanie problemu ma postać nierówności hemiwariacyjnej
uwzgl ↪edniaj ↪acej sk ladnik pochodz ↪acy od efektu pami ↪eci (memory term).
G lównym rezultatem teoretycznym pracy jest Twierdzenie 12 dotycz ↪ace
istnienia i jednoznaczności s labego rozwi ↪azania badanego przez nas pro-
blemu. Dowód twierdzenia oparty jest na rezultatach dotycz ↪acych sur-
jektywności wielowartościowych operatorów pseudomonotonicznych oraz
na wykorzystaniu twierdzenia Banacha o punkcie sta lym. Oprócz wyniku
abstrakcyjnego, w pracy znajduj ↪a si ↪e wyniki obliczeń numerycznych po-
zwalaj ↪ace ustalić przybliżony kszta lt belki przy ustalonych wartościach
parametrów i w ustalonej chwili czasowej. Nasze obliczenia wykonane s ↪a
w oparciu o metod ↪e elementów skończonych.

[B5] K. Bartosz, Z. Denkowski, P. Kalita, Sensitivity of optimal solutions to
control problems for second order evolution subdifferential inclusions,
2015, Applied Mathematics and Optimization, vol. 71, 379-410, DOI:
10.1007/s00245-014-9262-4,

W pracy tej rozważamy ewolucyjn ↪a inkluzj ↪e typu Clarke’a b ↪ed ↪ac ↪a po-
 l ↪aczeniem Problemów (P )E i (P ′)E z Podrozdzia lu 2.2. Po l ↪aczenie to
polega na uwzgl ↪ednieniu w inkluzji dwóch wyrażeń wielowartościowych:
wyrażenia ι∗∂ClJ

1(ιu(t)) charakterystycznego dla Problemu (P )E i wy-
rażenia ι∗∂ClJ

2(ιu′(t)) charakterystycznego dla Problemu (P ′)E. Dalsze
uogólnienie polega na odrzuceniu warunku p = q = 2, oraz na dodaniu
do prawej strony inkluzji sk ladnika zawieraj ↪acego dodatkow ↪a zmienn ↪a
steruj ↪ac ↪a (sterowanie). W pracy [B5] zmienna steruj ↪aca oznaczona jest
symbolem u, natomiast niewiadoma w inkluzji symbolem y. Aby unikn ↪ać
konfliktu oznaczeń z materia lem prezentowanym do tej pory, w opisie re-
zultatów pracy [B5] b ↪ed ↪e używa l oznaczeń zgodnych z oryginalnymi. W
szczególności zbiór sterowań dopuszczalnych oznaczamy symbolem U , a
rozważan ↪a inkluzj ↪e ewolucyjn ↪a nazywamy Problemem (P ). Oprócz Pro-
blemu (P ) rozważamy problem sterowania optymalnego oznaczony sym-
bolem (CP )R, polegaj ↪acy na znalezieniu minimum zadanego funkcjona lu
F , który zależy od czterech zmiennych: danego sterowania u, danych
punktów y0 i y1 oraz funkcji y, przy za lożeniu, że zmienne te s ↪a ze sob ↪a
powi ↪azane w ten sposób, że y jest rozwi ↪azaniem Problemu (P ), w którym
u jest danym sterowaniem, a warunki pocz ↪atkowe maj ↪a postać y(0) = y0,
y′(0) = y1.

Nast ↪epnie zajmujemy si ↪e wrażliwości ↪a rozwi ↪azań Problemów (P ) i (CP )R
na zaburzenia danych problemu. W tym celu zamiast Problemu (P ) roz-
patrujemy ci ↪ag problemów zaburzonych (P )k, k ∈ N̄ := N ∪ {+∞}, zde-
finiowany w ten sposób, że przy k → ∞ parametry Problemów (Pk)k∈N
d ↪aż ↪a (w pewnym precyzyjnie ustalonym sensie) do parametrów problemu
granicznego (P )∞. Do zbioru parametrów zaliczamy przy tym zarówno
warunki pocz ↪atkowe, sterowanie u, funkcj ↪e f , jak również wszystkie ope-
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ratory i funkcjona ly wyst ↪epuj ↪ace w inkluzji. Pierwszym rezultatem pracy
jest wykazanie istnienia rozwi ↪azania Problemu (P )k, k ∈ N̄ w najogólniej-
szej postaci (Twierdzenie 14). W zwi ↪azku z tym rozważamy (niepusty)
zbiór Sk(uk) rozwi ↪azań Problemu (P )k, k ∈ N̄, gdzie uk := (uk, y

0
k, y

1
k).

Wówczas Twierdzenie 20 gwarantuje, że górna granica Kuratowskiego
rodziny zbiorów Sk(uk) zawiera si ↪e w zbiorze S∞(u∞). Ponadto, jeżeli
Problem (P )∞ ma jednoznaczne rozwi ↪azanie, wówczas rodzina Sk(uk)
d ↪aży do S∞(u∞) w sensie Mosco. W kolejnej cz ↪eści pracy rozpatrujemy
zaburzenie Problemu (CP )R. Mianowicie zamiast funcjona lu F bierzemy
pod uwag ↪e rodzin ↪e funkcjona lów Fk, k ∈ N̄, i odpowiadaj ↪ac ↪a jej rodzin ↪e
Problemów (CP )Rk , k ∈ N̄, oraz definiujemy szczególny rodzaj zbieżności
(oparty g lównie na Γ zbieżności) ci ↪agu Fk do F∞. Wówczas z Twierdzenia
23 otrzymujemy nast ↪epuj ↪ace rezultaty. Po pierwsze dla każdego k ∈ N̄,
istnieje rozwi ↪azanie optymalne (u∗k, y

0∗
k , y

1∗
k , y

∗
k) Problemu (CP )Rk . Po

drugie, jeżeli rozwi ↪azanie Problemu (CP )R∞ jest jednoznaczne, to ci ↪ag
(u∗k, y

0∗
k , y

1∗
k , y

∗
k), k ∈ N, ma punkt skupienia, który jest rozwi ↪azaniem

optymalnym Problemu (CP )R∞ . Po trzecie, mk → m∞ przy k → ∞,
gdzie mk oznacza najmniejsz ↪a wartość funkcjona lu Fk, k ∈ N̄.

[B6] K. Bartosz, X. Cheng, P. Kalita, Y. Yu. C. Zeng, Rothe method for
parabolic variational-hemivariational inequalities, 2015, Journal of Ma-
thematical Analysis and Applications, 423, 841-862,
DOI: 10.1016/j.jmaa.2014.09.078

G lównym rezultatem pracy jest Twierdzenie 5.1 mówi ↪ace o istnieniu roz-
wi ↪azania nast ↪epuj ↪acego problemu.

Problem (V). Znaleźć u ∈ W takie, że u(0) = u0 oraz dla wszystkich
v ∈ V, zachodzi nierówność∫ T

0

〈u′(t) + Au(t) + ι∗ξ(t)− f(t), v(t)− u(t)〉V ∗×V

+ Φ(v(t))− Φ(u(t)) dt ≥ 0,

gdzie ξ ∈ U∗ spe lnia warunek ξ(t) ∈ ∂ClJ(ιu(t)) dla p.w. t ∈ (0, T ).

Przestrzenie wyst ↪epuj ↪ace w Problemie (V) s ↪a zdefiniowane tak samo jak
na pocz ↪atku Podrozdzia lu 2.2 tuż przed sformu lowaniem Problemu (P )E
i podobnie jak tam przyjmujemy p = q = 2. Podobieństwo Problemu
(V) do Problemu P z pracy [A5] nie jest przypadkowe, choć w tym ostat-
nim wyst ↪epuj ↪a dwa operatory A i B. Otóż doświadczenia wynikaj ↪ace z
badania nierówności wariacyjno-hemiwariacyjnej w pracy [B6] sta ly si ↪e
dla mnie inspiracj ↪a do przeprowadzenia podobnej analizy dla nierówności
wyst ↪epuj ↪acej w pracy [A5]. W obu przypadkach do wykazania istnie-
nia rozwi ↪azania wykorzystana zosta la metoda Rothe opisana w Podroz-
dziale 2.4. Również w obu przypadkach na etapie procedury opisanym
w Podrozdziale 2.4.3 w każdym ustalonym kroku czasowym mielísmy do
czynienia z pomocniczym problemem stacjonarnym maj ↪acym form ↪e in-
kluzji uwzgl ↪edniaj ↪acej dwa rodzaje subróżniczek, subróżniczk ↪e Clarke’a
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funkcji J oraz subróżniczk ↪e wypuk l ↪a funkcji Φ. Aby wykazać istnie-
nie rozwi ↪azania tej inkluzji, w pracy [B6] skorzystalísmy z aproksyma-
cji Yosidy funkcji Φ funkcjami Φε, ε > 0, różniczkowalnymi w sensie
Gâteaux. Dzi ↪eki ich regularności moglísmy skorzystać z Twierdzenia 11
do udowodnienia istnienia rozwi ↪azania problemu przybliżonego z para-
metrem ε. Taka strategia wymaga la jednak wykonania przej́scia granicz-
nego z problemu przybliżonego do problemu wyj́sciowego przy ε → 0.
Dla porównania w pracy [A5] skorzysta lem z bardziej ogólnego Twier-
dzenia 14 (por. Wniosek 26), które pozwoli lo od razu wykazać istnienie
rozwi ↪azania problemu wyj́sciowego bez stosowania aproksymacji Yosidy.
W pracy [B6] wykazalísmy również, że przy za lożeniach Twierdzenia 5.1
rozwi ↪azanie Problemu (V) jest jedyne (Twierdzenie 6.1) i hölderowsko
ci ↪ag le z wyk ladnikiem 1/2 jako funkcja zmiennej t (Twierdzenie 6.2). W
ostatnim rozdziale przeprowadzone zosta ly symulacje komputerowe dla
problemu fizycznego, którego matematyczny opis w swoim s labym sfor-
mu lowaniu odpowiada Problemowi (V). W przyk ladzie tym rozważamy
równanie przep lywu ciep la w obszarze Ω b ↪ed ↪acym kwadratem. Na jed-
nym z jego boków zadany jest warunek brzegowy uzależniaj ↪acy wielkość
przep lywu ciep la w kierunku normalnym zewn ↪etrznym od temperatury
na brzegu. Zależność ta ma charakter inkluzji uwzgl ↪edniaj ↪acej dwa typy
subróżniczek różnych potencja lów, subróżniczk ↪e Clarke’a i subróżniczk ↪e
wypuk l ↪a. Na pozosta lym fragmencie brzegu zadany jest warunek Diri-
chleta, a równanie uzupe lnione jest jednorodnym warunkiem pocz ↪atko-
wym.

[B7] M. Barboteu, K. Bartosz, P. Kalita, A. Ramadan, Analysis of a contact
problem with normal compliance, finite penetration and nonmonotone
slip dependent friction, 2014, Communications in Contemporary Mathe-
matics, 16, 1350016 [29 pages], DOI: 10.1142/S0219199713500168

W pracy rozważamy stacjonarny problem kontaktowy z prawem kontak-
towym opisanym warunkami

σν + p(uν) ≤ 0, uν − g ≤ 0

(σν + p(uν))(uν − g) = 0

‖στ‖Rd ≤ µ(‖uτ‖Rd)N(uν) dla uτ = 0

−στ = µ(‖uτ‖Rd)N(uν)
uτ

‖uτ‖Rd
dla uτ 6= 0

na ΓC , (154)

gdzie g oznacza odleg lość cia la od pod loża, z którym może zachodzić kon-
takt, a p, µ i N s ↪a zadanymi funkcjami. Pe lne sformu lowanie problemu
ma nast ↪epuj ↪ac ↪a postać.

Problem PM . Znaleźć przemieszczenie u : Ω→ Rd i napr ↪eżenie σ : Ω→
Sd spe lniaj ↪ace warunki (29), (30), (33), (34) i (154).

W porównaniu z modelami omawianymi w Rozdziale 3, prawo kontak-
towe (154) jest znacznie bardziej skomplikowane od praw kontaktowych
używanych w tamtych modelach, gdyż oba wyst ↪epuj ↪ace w nim warunki
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kontaktowe: na cz ↪eść normaln ↪a i na cz ↪eść styczn ↪a s ↪a nietrywialne. Dodat-
kowo przemieszczenie normalne wyst ↪epuje w warunku na cz ↪eść styczn ↪a,
co powoduje, że oba warunki s ↪a ze sob ↪a sprz ↪eżone. Zwróćmy też uwag ↪e,
że warunkek na cz ↪eść normaln ↪a jest równoważny relacji

−σν ∈ p(uν) + ∂I(−∞,g](uν), (155)

gdzie I(−∞,g] oznacza funkcj ↪e wskaźnikow ↪a przedzia lu (−∞, g] określon ↪a
wzorem (44), natomiast warunek na cz ↪eść styczn ↪a jest równoważny relacji

−στ ∈ N(uν)∂Cljτ (uτ ), gdzie jτ (η) =

∫ ‖η‖Rd
0

µ(s) ds ∀η ∈ Rd.

Obecność dwóch różnych typów subróżniczek, subróżniczki Clarke’a i
subróżniczki wypuk lej powoduje, że s labe sformu lowanie Problemu PM
ma postać nierówności wariacyjno-hemiwariacyjnej (por. Uwaga 22). Aby
omin ↪ać wynikaj ↪ac ↪a z tego faktu trudność, w pracy rozpatrujemy najpierw
problem przybliżony PnM z parametrem n ∈ N, w którym warunek (155)
przybliżamy warunkiem

−σν = p(uν) + nc2 + nc3(uν − g)+,

gdzie c2 i c3 s ↪a dowolnymi sta lymi nieujemnymi, takimi, że c2 + c3 > 0.
G lównym rezultatem naszej pracy dotycz ↪acym problemu przybliżonego
jest Twierdzenie 4.1, które gwarantuje istnienie s labego rozwi ↪azania Pro-
blemu PnM dla każdego n ∈ N. Jego dowód opiera si ↪e na zastosowaniu
Twierdzenia 11. Natomiast g lównym rezultatem ca lej pracy jest Twier-
dzenie 5.1, z którego wynika istnienie s labego rozwi ↪azania Problemu PM
b ↪ed ↪acego s lab ↪a granic ↪a podci ↪agu s labych rozwi ↪azań Problemu PnM przy
n → ∞. W pracy opisany też zosta l algorytm pozwalaj ↪acy rozwi ↪azywać
numerycznie zarówno Problem PnM , jak również Problem PM . Algo-
rytm oparty jest na metodzie elementów skończonych. Zosta l on za-
implementowany dla modelu dwuwymiarowego, w którym zbiór Ω jest
prostok ↪atem, operator elastyczności jest liniowy, a funkcja µ w niemono-
tonicznym prawie tarcia określona jest wzorem (39). Przeanalizowalísmy
też norm ↪e różnicy mi ↪edzy rozwi ↪azaniem numerycznym Problemu PnM a
rozwi ↪azaniem numerycznym Problemu PM i zaobserwowalísmy, że zależy
ona liniowo od n (im wi ↪eksze n, tym mniejsza różnica mi ↪edzy dwoma
rozwi ↪azaniami).

[B8] K. Bartosz, P. Kalita, M. Barboteu, A dynamic viscoelastic contact pro-
blem with normal compliance, finite penetration and nonmonotone slip
rate dependent friction, 2015, Nonlinear Analysis: Real World Applica-
tions, 22, 452-472, DOI: 10.1016/j.nonrwa.2014.08.009

Problem kontaktowy badany w pracy [B8] jest uogólnieniem Problemu
PM z pracy [B7] na przypadek dynamiczny. Rozważamy w nim nast ↪epu-
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j ↪acy warunek kontaktowy

σν + p(uν) ≤ 0, uν − g ≤ 0

(σν + p(uν))(uν − g) = 0

‖στ‖Rd ≤ µ(‖u̇τ‖Rd)p(uν) dla u̇τ = 0

−στ = µ(‖u̇τ‖Rd)p(uν) u̇τ
‖u̇τ‖Rd

dla u̇τ 6= 0

na ΓC × [0, T ], (156)

natomiast pe lne sformu lowanie problemu ma postać.

Problem PM . Znaleźć przemieszczenie u : Ω× (0, T )→ Rd i napr ↪eżenie
σ : Ω × (0, T ) → Sd spe lniaj ↪ace warunki (28), (31), (33), (34), (46) i
(156).

Podobnie jak w poprzedniej pracy, dla Problemu PM rozważamy problem
przybliżony z parametrem λ > 0, w którym warunek kontaktowy na cz ↪eść
normaln ↪a (równoważny z (155)) zast ↪epujemy warunkiem przybliżonym

−σν = p(uν) +
1

λ
(uν − g)+, λ > 0.

Najważniejszym rezultatem pracy dotycz ↪acym problemu przybliżonego
jest Twierdzenie 4.5, które gwarantuje, że dla każdego λ > 0 problem
przybliżony posiada s labe rozwi ↪azanie. Dowód twierdzenia przeprowa-
dzony jest w oparciu o Twierdzenie 11. Natomiast g lównym rezultatem
pracy jest Twierdzenie 5.1 zapewniaj ↪ace istnienie s labego rozwi ↪azania
Problemu PM . Jego dowód opiera si ↪e na przej́sciu granicznym ze s labymi
rozwi ↪azaniami problemu przybliżonego przy λ → 0. Jako granic ↪e otrzy-
mujemy s labe rozwi ↪azanie Problemu PM . Podobnie jak w pracy [B7],
również w omawianym przypadku dynamicznym opracowany zosta l al-
gorytm bazuj ↪acy na metodzie elementów skończonych oraz dyskretyzacji
czasowej pozwalaj ↪acy wyznaczyć numeryczne przybliżenie zarówno pro-
blemu dok ladnego, jak i problemu przybliżonego z parametrem λ. Wyniki
implementacji algorytmu przedstawione s ↪a ostatnim rozdziale pracy.

[B9] M. Barboteu, K. Bartosz, P. Kalita, An analytical and numerical ap-
proach to a bilateral contact problem with nonmonotone friction, 2013,
International Journal of Applied Mathematics and Computer Science, 23,
263-276, DOI:10.2478/amcs-2013-0020

W pracy rozważamy stacjonarny problem mechaniki kontaktowej z niemo-
notonicznym warunkiem kontaktowym na cz ↪eść styczn ↪a maj ↪acym postać{

‖στ‖Rd ≤ µ(0)S dla uτ = 0

−στ = µ(‖uτ‖Rd)S uτ/‖uτ‖Rd dla uτ 6= 0
na ΓC . (157)

Pe lne sformu lowanie problemu ma postać.

Problem PM . Znaleźć przemieszczenie u : Ω→ Rd i napr ↪eżenie σ : Ω→
Sd spe lniaj ↪ace warunki (29), (30), (33), (34), (35) i (157).
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Zwróćmy uwag ↪e, że warunek (157) jest odpowiednikiem warunku (37)
w przypadku stacjonarnym (funkcja u nie zależy od czasu). Problem
b ↪ed ↪acy s labym sformu lowaniem Problemu PM jest w pracy [B9] ozna-
czony symbolem P1

V . Okazuje si ↪e, że ma on struktur ↪e analogiczn ↪a do
Problemu (Q) postawionego na pocz ↪atku Podrozdzia lu 2.5.2 (rol ↪e prze-
strzeni U pe lni w tym przypadku przestrzeń L2(ΓC ;Rd), a rol ↪e operatora
ι operator śladu z lożony z operatorem brania cz ↪eści stycznej wektora).
W pracy rozważamy też Problem PhV b ↪ed ↪acy przybliżeniem Galerkina
Problemu P1

V , który z kolei jest analogiczny do Problemu (Qh) z Podroz-
dzia lu 2.5.2. W pierwszej cz ↪eści pracy udowadniamy (przy odpowiednich
za lożeniach) istnienie i jednoznaczność rozwi ↪azania Problemu P1

V (Twie-
dzenia 1 i 2). W drugiej cz ↪eści badamy b l ↪ad przybliżenia u ' uh, gdzie u
i uh s ↪a rozwi ↪azaniami odpowiednio Problemów P1

V i PhV . Przeprowadzone
obliczenia prowadz ↪a do oszacowania analogicznego do (123). W rezulta-
cie otrzymujemy oszacowanie b l ↪edu przybliżenia określone wzorem (145)
przytoczonym w Podrozdziale 3.7. Tam też znajduje si ↪e wyt lumaczenie
dlaczego nie uda lo si ↪e uzyskać optymalnego, tj. liniowego oszacowania
b l ↪edu.
W dalszej cz ↪eści pracy stawiamy sobie za cel wyznaczenie w sposób nu-
meryczny rozwi ↪azania skończenie wymiarowego Problemu PhV . Po od-
powiednim przeformu lowaniu sprowadzamy go do problemu minimaliza-
cji pewnego niewypuk lego funkcjona lu energii na przestrzeni Rn, gdzie
n jest wymiarem, który zależy od g ↪estości triangulacji dziedziny (prze-
strzeń V h jest określona wzorem (129)). Stosujemy do tego celu metod ↪e
wi ↪azki proksymalnej opisan ↪a w pracach Mäkeli i Miettinena cytowanych w
[B9]. Algorytm zosta l zaimplementowany dla modelu dwuwymiarowego,
w którym zbiór Ω jest prostok ↪atem, operator elastyczności jest liniowy, a
funkcja µ w niemonotonicznym prawie kontaktowym określona jest wzo-
rem (39). Ostatni rozdzia l pracy zawiera wyniki realizacji algorytmu
uzyskane na drodze symulacji komputerowych.

[B10] K. Bartosz, Hemivariational inequalities modeling dynamic contact pro-
blems with adhesion, 2009, Nonlinear Analysis, Theory, Methods and
Applications vol. 71, 1747-1762, DOI: 10.1016/j.na.2009.01.011

W pracy rozważany jest dynamiczny proces kontaktowy uwzgl ↪edniaj ↪acy
lepkie przyleganie cia la do pod loża. Warunek kontaktowy ma nast ↪epuj ↪ac ↪a
postać. −σν(t) ∈ ∂jν(t, β(t), uν(t))

−στ (t) ∈ ∂jτ (t, β(t),uτ (t))
na ΓC × (0, T ). (158)

Funkcja β : ΓC × (0, T ) → [0, 1] oznacza intensywność lepkiego oddzia-
 lywania mi ↪edzy cz ↪eści ↪a kontaktow ↪a ΓC powierzchni cia la a powierzchni ↪a
pod loża. W szczególności gdy β = 1 oddzia lywanie jest pe lne, gdy β = 0,
oddzia lywanie nie wyst ↪epuje, natomiast gdy β ∈ (0, 1), jest ono cz ↪eściowe.
W czasie trwania procesu kontaktowego, intensywność wi ↪azania może
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ulegać zmianie, wi ↪ec zak ladamy, że funkcja β zmienia si ↪e w czasie, a
jej ewolucja opisana jest równaniem różniczkowym zwyczajnymβ

′(t) = F (t,u(t), β(t))

β(0) = β0

na ΓC × (0, T ). (159)

Pe lne sformu lowanie problemu ma nast ↪epuj ↪ac ↪a postać.

Problem P. Znaleźć przemieszczenie u : Ω × [0, T ] → Rd, napr ↪eżenie
σ : Ω→ Sd oraz lepkość β : ΓC × (0, T )→ [0, 1] spe lniaj ↪ace warunki (28),
(31), (33), (34), (46), (158) i (159).

G lównym rezultatem pracy jest Twierdzenie 4 zapewniaj ↪ace istnienie
s labego rozwi ↪azania Problemu P . Dowód twierdzenia podzielony jest na
dwa najważniejsze etapy. W pierwszym z nich wykazane zosta lo istnienie
i jednoznaczność rozwi ↪azania problemu Cauchye’ego (159) przy każdym
ustalonym elemencie z w miejscu u. W oparciu o ten rezultat, zdefinio-
wany zosta l operator rezolwenty z → Rz := β, gdzie β jest (jedynym)
rozwi ↪azaniem (159) przy ustalonym z w miejscu u. Nast ↪epnie w s labym
sformu lowaniu Problemu P w miejsce β wstawione zosta lo Ru, co po-
zwoli lo na wyeliminowanie niewiadomej β z problemu. Dzi ↪eki temu w
drugim etapie dowodu rozważany jest już problem, w którym wyst ↪epuje
tylko jedna niewiadoma u. Istnienie rozwi ↪azania tego problemu zosta lo
dowiedzione w oparciu o twiedzenie dotycz ↪ace surjektywności operatorów
L-pseudomonotonicznych (por. [8], Twierdzenie 6.3.73).

[B11] K. Bartosz, P. Kalita, Optimal control for a class of dynamic viscoelastic
contact problems with adhesion, 2012, Dynamic Systems and Applica-
tions, 21, 269-292

Praca stanowi kontynuacj ↪e pracy [B10] i dotyczy zagadnienia sterowa-
nia optymalnego dla rozważanego tam Problemu P . W szczególności
rozważamy s labe sformu lowanie Problemu P (Problem (AVFC)) i określa-
my zestaw zmiennych steruj ↪acych φ = (f ,u0,u1, β0), gdzie f jest praw ↪a
stron ↪a s labego sformu lowania Problemu P zdefiniowan ↪a analogicznie do
(58), u0, u1 s ↪a elementami wyst ↪epuj ↪acymi w warunku pocz ↪atkowym (46),
a β0 jest wartości ↪a wyst ↪epuj ↪ac ↪a w warunku pocz ↪atkowym w (159). Sym-
bolem Φ̄ad oznaczamy zbiór wszystkich sterowań dopuszczalnych φ, a
symbolem S(φ) zbiór wszystkich s labych rozwi ↪azań Problemu P przy
ustalonych danych φ = (f ,u0,u1, β0). Problem sterowania optymalnego
polega na znalezieniu sterowania φ∗ ∈ Φ̄ad i rozwi ↪azania y∗ ∈ S(φ∗) ta-
kich, że

F(φ∗, y∗) = inf{F(φ, y) : φ ∈ Φ̄ad, y ∈ S(φ)},
gdzie F jest zadanym funkcjona lem. G lównym rezultatem pracy jest
Twierdzenie 5.4 gwarantuj ↪ace istnienie rozwi ↪azania rozważanego problemu
sterowania optymalnego.

[C1] K. Bartosz, Hemivariational inequality approach to the dynamic visco-
elastic sliding contact problem with wear, Nonlinear Analysis, Theory,
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Methods and Applications 65 (2006) 546-566,
DOI:10.1016/j.na.2005.09.027

W pracy rozważany jest dynamiczny proces kontaktowy z warunkiem
kontaktowym na cz ↪eść normaln ↪a w postaci

−σν ∈ ∂jCl(u′ν) na ΓC , (160)

gdzie j : R→ R jest zadan ↪a funkcj ↪a lokalnie lipszycowsk ↪a. Motywacj ↪a do
rozważania warunku (160) by l zamiar uogólnienia warunku

−σν = θ|u′ν |, (161)

gdzie θ > 0 jest dane. Jeżeli funkcja j określona jest wzorem j(ξ) = 1
2
θ|ξ|ξ

dla każdego ξ ∈ R, to ∂Clj(ξ) = {θ|ξ|} i warunek (160) redukuje si ↪e do
(161). Ostatni warunek wyst ↪epuje w modelach opisuj ↪acych kontakt bila-
teralny (w którym cia lo przylega do pod loża) uwzgl ↪edniaj ↪acy zniszczenie
(ścieranie si ↪e) powierzchni kontaktowej. Zjawisko to opisane jest za po-
moc ↪a funkcji w : ΓC × (0, T ) → R określaj ↪acej grubość warstwy, która
uleg la zużyciu, a wi ↪ec g l ↪ebokość penetracji cia la w pod loże. Wynika st ↪ad
zależność

uν = −w. (162)

Ponadto uwzgl ↪edniamy prawo Archarda, w myśl którego pr ↪edkość ściera-
nia materia lu jest proporcjonalna do si ly nacisku w kierunku normalnym
σν i do pr ↪edkości pod loża v∗. St ↪ad mamy warunek

w′ = −kwσνv∗, (163)

gdzie kw > 0 jest ustalone. Podstawiaj ↪ac θ = 1/(kwv
∗) do (162) i (163)

otrzymujemy
σν = θu′ν .

Ponieważ napr ↪eżenie normalne na powierzchni kontaktowej jest nidodat-
nie (σν ≤ 0 na ΓC), z warunku (163) otrzymujemy w′ ≥ 0, co oznacza,
że zużycie materia lu rośnie w czasie. Dodatkowo z (162) mamy u′ν ≤ 0,
a ponieważ σν ≤ 0, otrzymujemy warunek (161).
Podsumowuj ↪ac, warunek (160) stanowi uogólnienie warunku kontakto-
wego odpowiadaj ↪acego ścieraniu materia lu. Dla cz ↪eści stycznej przyj ↪ety
zosta l warunek kontaktowy

uτ = 0 na ΓC × [0, T ]. (164)

Pe lne sformu lowanie problemu rozważanego w pracy [C1] ma postać.

Problem P. Znaleźć przemieszczenie u : Ω × [0, T ] → Rd i napr ↪eżenie
σ : Ω→ Sd spe lniaj ↪ace warunki (28), (31), (33), (34), (46), (160) i (164).

W równaniu (28) dla uproszczenia przyj ↪eto ρ = 1.
G lównym rezultatem pracy jest Twierdzenie 11 gwarantuj ↪ace istnienie
s labego rozwi ↪azania Problemu P . Dowód twierdzenia opiera si ↪e na rezul-
tacie dotycz ↪acym surjektywności operatorów L-pseudomonotonicznych
(por. [8], Twierdzenie 6.3.73).
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6. Plany dotycz ↪ace dalszych badań naukowych.
W najbliższej przysz lości zamierzam kontynuować badania dotycz ↪ace analizy
numerycznej modeli kontaktowych mechaniki. W szczególności zamierzam
uogólnić wyniki uzyskane w pracach [A7]-[A9]. Uogólnienia te opieraj ↪a si ↪e
na nast ↪epuj ↪acych refleksjach.

1. Praca [A7] stanowi uogólnienie pracy [3], na przypadek z niemonotonicz-
nym prawem tarcia. Jednak model omawiany w [3] jest bardziej z lożony,
gdyż uwzgl ↪ednia dodatkowo zjawisko piezoelektryczne. Dla uproszczenia,
w pracy [A7] by lo ono pomini ↪ete. Tym razem jednak zamierzam uogólnić
wyniki pracy [A7] na model kontaktu piezoelektrycznego.

2. W pracach [A7] i [A8] wykorzystane by ly pewne nierówności na sta le
(por. Wniosek 52 (iii)). Wiadomo już (por. Wniosek 48), że zastoso-
wanie warunku Haux wprowadzonego w Podrozdziale 2.4.1 lub bardziej
ogólnego warunku H(ι) wprowadzonego w Podrozdziale 2.2 (por. Uwaga
47) pozwala w pewnych sytuacjach zrezygnować z tego typu restrykcyj-
nych za lożeń. Wszystko wskazuje na to, że jest tak również w przypadku
analizy numerycznej przezentowanej w pracach [A7] i [A8].

3. W pracach [A7] i [A8] korzystalísmy z za lożenia o koercytywności opera-
tora lepkości. Natomiast w pracach [A1], [A2] i [A6] uda lo si ↪e to za lożenie
os labić (zob. np. H(A)(iii) z Podrozdzia lu 2.4.1), co otwiera drog ↪e do
analizy modelu cia la swobodnego (zob. Wniosek 45). Wszystko wskazuje
na to, że analiza numeryczna przeprowadzona w pracach [A7] i [A8] jest
możliwa również przy tak os labionym za lożeniu o operatorze A.

4. Uwzgl ↪edniaj ↪ac dwa poprzednie spostrzeżenia planuj ↪e przeprowadzić ana-
liz ↪e numeryczn ↪a dla modelu cia la swobodnego bez zak ladania nierówności
na sta le problemu. Dotyczyć to b ↪edzie zarówno problemu lepkospr ↪eżyste-
go z uwzgl ↪ednieniem zjawiska piezoelektrycznego jak również problemu
termolepkospr ↪eżystego, jak w pracy [A8].

5. W pracy [A9] przeprowadzona jest analiza numeryczna problemu bada-
nego w [A5]. Tymczasem problem rozważany w [A6] jest w pewnym sensie
jego uogólnieniem na przypadek dynamiczny. Bior ↪ac pod uwag ↪e analogie
mi ↪edzy dwoma modelami, uważam, że możliwa jest analiza numeryczna
problemu z pracy [A6] oparta na podobnej technice jak zastosowana w
pracy [A9].
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