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Recenzja
poprawionej wersji rozprawy doktorskiej mgr Krzysztofa Turka
pt. "Wycena opcji na rynku nieptynnym”

Rozprawa doktorska mgr Krzysztofa Turka dotyczy probleméw zwigzanych z
analiza modeli rynku instrumentéw pochodnych. Rozprawa ztozona jest z 3 roz-
dziatéw oraz 3 dodatkéw. Zasadniczym celem pracy jest znalezienie optymalne;j
strategii zabezpieczajacej (strategii hedgingu) dla opcji na pewien instrument ba-
zowy z uwzglednieniem kosztéw braku ptynnos$ci rynku.

Opisany powyzej problem jest rozwigzany w rozdziale 3. Problem finansowy
jest w nim sprowadzony do matematycznego zadania sterowania stochastyczne-
go. Rozwiazanie zadania sterowania stochastycznego dokonane jest standardowa
metoda: wykorzystujac zasad¢ Bellmana problem znalezienia optymalnej strate-
gii sprowadza si¢ do rozwigzania nieliniowego réwnania Hamiltona-Jacobiego-
Bellmana (HJB). Rozwiazania réwnania HJB (funkcji wartoSci) poszukuje si¢
w postaci kwadratowej funkcji strategii inwestycyjnej, co prowadzi do uktadu
rownan na wspotczynniki tej funkcji. Zasadnicza trudnos$¢ polega wigc na roz-
wiazaniu réwnan wyznaczajacych wspoétczynniki w funkcji wartosci. Postaé tych
réwnaf opisuje Lemat 3.8. W poprawionej wersji pracy lemat ten zostat rozsze-
rzony o informacjg, ze funkcja wartosci jest nieujemna. Wymagato to dowodu, ze
funkcja a > 0 oraz b*> — 4ac < 0. Dowody obu faktéw sa zrobione bardzo po-
mystowo w oparciu o Twierdzenie 2.31 i umieszczone w dowodzie Twierdzenia
3.9. Warunek a > 0 jest takze istotny w dowodzie zasadniczego wyniku pracy —
istnienia strategii optymalnej wykazanej takze w Twierdzeniu 3.9. Dowdd istnie-
nia strategii optymalnej sprowadza si¢ do wykazania istnienia rozwigzan rownan
dla wspoétczynnikow funkcji wartoSci. Wybierajac wlasciwa kolejnos$¢ rozwiazan,
kazde z réwnai mozna rozwiazac niezaleznie. Tylko jedno z tych réwnaf jest row-
naniem nieliniowym (jest ono pétliniowe). Do dowodu istnienia jego rozwiaza-
nia autor wykorzystuje udowodniony przez siebie pomocniczy wynik o istnieniu
rozwigzan dla pétliniowych réwnan parabolicznych (Twierdzenie 2.31). Dzigki
udowodnieniu, ze a > 0 spetniony jest Warunek 2.3, czyli funkcja f (nielinio-
wa funkcja w pétliniowym réwnaniu parabolicznym) jest globalnie ograniczona z
dotu. Pozostate réwnania sg liniowe i dowody istnienia rozwiazan sa otrzymywa-
ne z udowodnionego przez doktoranta uogdlnienia twierdzenia Feynmana-Kaca
(Twierdzenie 1.60).

Dalsza cz¢s¢ rozdziatu 3 zajmuja ilustracje, jak otrzymany wynik teoretyczny
dziata dla kilku konkretnych modeli rynku finansowego. Autor opisuje wyniki dla



modeli CEV oraz SABR (w pewnym miejscu pracy wspomniany jest takze mo-
del Hestona, ale ten model nie jest analizowany i jest do$¢ oczywiste, ze modelu
Hestona nie da si¢ tatwo dopasowaé do przyjetych zatozen). Dowdd, ze modele
CEV 1 SABR spetniaja zatozenia Twierdzenia 3.9 zostal oparty na twierdzeniu z
pracy Andersena i Piterbarga z 2007 roku. Twierdzenie 3.13 z rozprawy jest po-
wtérzeniem Proposition 5.1 z pracy Andersena i Piterbarga. W poprawionej wersji
pracy doktorant zacytowal poprawnie to twierdzenie. Stwierdzenie 3.14 bazujace
na Twierdzeniu 3.13 gwarantuje spelnienie zalozen Twierdzenia 3.9 dla modelu
CEV. Lemat 3.15 dowodzi, ze takze model SABR spetnia zatozenia Twierdze-
nia 3.9. W poprawionej wersji pracy istnienie rozwigzania oraz oszacowania na
momenty dla réwnania opisujacego dynamike zmiennos$ci w modelu SABR otrzy-
mano z ogdlnej teorii rozwigzan réwnan stochastycznych. Majac to rozwiazanie
autor wykorzystal Twierdzenie 3.13 do wykazania, ze takze rownanie dynamiki
cen instrumentu bazowego posiada odpowiednie oszacowania. Dowodzi to spet-
niania zatozen Twierdzenia 3.9.

Reszta pracy, ktdra jest objetoSciowo znacznie wigksza niz rozdziat 3, poswig-
cona jest podaniu pomocniczych faktéw z teorii réwnan rézniczkowych oraz pro-
cesow stochastycznych. W rozdziale 1 udowodnione jest rozszerzenie twierdzenia
Feynmana-Kaca na przypadek procesow osiagajacych brzeg (Twierdzenie 1.60).
Twierdzenie to jest udoskonalong wersja twierdzenia udowodnionego w pracy He-
atha 1 Schweizera z 2000 roku. Nowy wynik polega na rozszerzeniu zatozen, tak
aby obejmowaty one proces stochastyczny opisujacy model CEVz —1/2 < 5 < 0
(oryginalny wynik Heatha i Schweizera jest prawdziwy tylko dla 5 > 0). Rozdziat
2 zawiera 2 nowe twierdzenia o istnieniu rozwigzan dla nieliniowych réwnan pa-
rabolicznych oraz szereg faktoéw pomocniczych. Twierdzenie 2.29 podaje dowod
istnienia jednoznacznego rozwigzania dla pétliniowych réwnan parabolicznych
przy zatozeniu, ze wyraz nieliniowy jest funkcja rosnaca i wklesta. Dowdd tego
twierdzenia wykorzystuje bardzo pomystowa, ale rzadko wykorzystywana kon-
strukcje przyblizef rozwiagzania z gory oraz z dotu (oczywiscie konstrukcja ta-
kiego ciagu przyblizen jest mozliwa dzigki zalozeniom o wyrazie nieliniowym).
W poczatkowym zamysle doktorant chciat wykorzystaé to twierdzenie do dowo-
du istnienia rozwiazan dla modelu CEV (w nim wtasnie wyraz nieliniowy jest
rosnacy i wklesty). W koncowej redakcji ten pomyst zostat zarzucony i dowéd
dla CEV otrzymano z Twierdzenia 3.13. Drugim twierdzeniem o istnieniu i jed-
noznacznosci jest Twierdzenie 2.31, ktdre nie zaktada specjalnej postaci nielinio-
wosci. Dowdd tego twierdzenia wykorzystuje twierdzenie Schaudera o punkcie
stalym. Nalezy podkresli¢, ze dowdd jest skomplikowany i wymaga wielu faktéw
pomocniczych: wybor wlasciwej przestrzeni, w ktérej poszukuje si¢ punktu sta-
tego, a nastgpnie wykazanie, ze skonstruowane odwzorowanie przeprowadza te
przestrzen w siebie i jest ciagle. Recenzentowi dalej nie podoba si¢ brak odniesie-
nia w rozprawie do fundamentalnej w teorii nieliniowych réwnan parabolicznych
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monografii: Ladyzhenskaya O. A., Solonnikov V. A., Uraltseva N. N. — Linear
and Quasilinear Equations of Parabolic Type, Amer. Math. Soc. 1968. Wydaje
si¢, ze przy zalozeniu Warunku 2.3 w monografii tej sa twierdzenia (tez dowo-
dzone przy pomocy twierdzenia Schaudera o punkcie stalym), ktére odpowiadaja
Twierdzeniu 2.31. Chociaz zamieszczony w rozprawie dowdd Twierdzenia 2.31
jest oryginalny, to wykorzystanie wynikéw z monografii Ladyzhenskaya, Solon-
nikov, Uraltseva mogtoby znacznie prace skrocic.

Od strony redakcyjnej nowa wersja pracy jest znacznie lepsza niz wersja po-
czatkowa. OczywiScie autor poprawil redakcje Lematu 3.8 i usunat btedy wy-
tknigte w poprzedniej recenzji. Poprawione zostalo takze wiele innych bledow.
Jednak ciagle mozna znaleZ¢ rézne niepoprawne (lub niezupeinie poprawne) na-
pisy. W dalszym ciagu autor pozostawit zapis twierdzeri w formie jednego zdania
w konwencji "Jesli ..., to ... . W przypadku twierdzen, gdzie zaréwno zaloze-
nia jak tezy sa rozbudowanymi stwierdzeniami zawierajacymi wiele punktéw, taki
spos6b formutowania rezultatéw jest bardzo trudny do logicznego rozbioru.

Recenzowana rozprawa dowodzi nieztego przygotowania matematycznego au-
tora i znacznej wiedzy w zakresie procesOw stochastycznych i teorii rownan roz-
niczkowych czastkowych. Autor pokazat tez, ze potrafi wnies$¢ do tej teorii ory-
ginalne wyniki. Reasumujac uwazam, ze praca mgr Krzysztofa Turka spetnia w
obecnej postaci wymogi Ustawy O stopniach naukowych i tytule naukowym” i
wnoszg¢ o dopuszczenie autora do dalszego toku przewodu doktorskiego.

Warszawa, 18 stycznia 2018 r.
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