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Recenzja
rozprawy doktorskiej mgr Krzysztofa Turka
pt. ”Wycena opcji na rynku nieptynnym”

Rozprawa doktorska mgr Krzysztofa Turka dotyczy probleméw zwigzanych z
analiza modeli rynku instrumentéw pochodnych. Rozprawa ztozona jest z 3 roz-
dziatéw oraz 3 dodatkéw. Zasadniczym celem pracy jest znalezienie optymalnej
strategii zabezpieczajacej (strategii hedgingu) dla opcji na pewien instrument ba-
zowy z uwzglednieniem kosztéw braku ptynnosci rynku.

Opisany powyzej problem jest rozwigzany w rozdziale 3. Problem finansowy
jest w nim sprowadzony do matematycznego zadania sterowania stochastyczne-
go. Rozwigzanie zadania sterowania stochastycznego dokonane jest standardowa
metoda: wykorzystujac zasad¢ Bellmana problem znalezienia optymalnej strate-
gii sprowadza si¢ do rozwigzania nieliniowego réwnania Hamiltona-Jacobiego-
Bellmana (HJB). Rozwiazania rownania HJB (funkcji wartosci) poszukuje si¢ w
postaci kwadratowej funkcji strategii inwestycyjnej, co prowadzi do uktadu row-
nan na wspoétczynniki tej funkcji. Zasadnicza trudnos¢ polega wigc na rozwigza-
niu réwnan wyznaczajacych wspétczynniki w funkcji wartosci. Postac tych réw-
nan opisuje Lemat 3.8. Niestety dowdd tego lematu jest niekompletny. Autor nie
wykazal, ze funkcja wartosci jest funkcja nieujemna, czego wymagaja zatozenia
Lematu 3.6 (twierdzenia weryfikacyjnego). Oznacza to brak dowodu, ze funkcja
a > 0 oraz b> — 4ac < 0. Warunek a > 0 jest takze istotny w dowodzie za-
sadniczego twierdzenia pracy — Twierdzenia 3.9, ktére pokazuje istnienie strategii
optymalnej. Jego dowdd sprowadza si¢ do wykazania istnienia rozwigzan réwnan
dla wspoétczynnikéw funkcji warto$ci. Wybierajac wiasciwa kolejnos¢ rozwiagzan,
kazde z réwnafh mozna rozwiazac niezaleznie. Tylko jedno z tych rownar jest row-
naniem nieliniowym (jest ono pétliniowe). Do dowodu istnienia jego rozwigza-
nia autor wykorzystuje udowodniony przez siebie pomocniczy wynik o istnieniu
rozwiazan dla potliniowych réwnan parabolicznych (Twierdzenie 2.31). Niestety
w tym dowodzie ponownie wystgpuja braki. Warunek 2.3 wymaga, aby funkcja
f (nieliniowa funkcja w pétliniowym réwnaniu parabolicznym) byta globalnie
ograniczona z dotu. W réwnaniu (3.2.30) f = % Jak dobrze wiadomo, funk-
cja liniowa nie jest ograniczona z dotu globalnie. To ograniczenie jest prawdziwe
jedynie, jesli a > 0. Pozostate réwnania sa liniowe i dowody istnienia rozwia-
zan sa otrzymywane z udowodnionego przez doktoranta uogdlnienia twierdzenia
Feynmana-Kaca (Twierdzenie 1.60).



Dalsza czg$¢ rozdziatu 3 zajmuja ilustracje, jak otrzymany wynik teoretyczny
dziata dla kilku konkretnych modeli rynku finansowego. Autor opisuje wyniki dla
modeli CEV oraz SABR (w pewnym miejscu pracy wspomniany jest takze mo-
del Hestona, ale ten model nie jest analizowany i jest doS¢ oczywiste, ze modelu
Hestona nie da si¢ tatwo dopasowaé do przyjetych zatozen). Dowdd, ze modele
CEV i SABR spelniaja zatozenia Twierdzenia 3.9 zostal oparty na twierdzeniu z
pracy Andersena i Piterbarga z 2007 roku. Twierdzenie 3.13 z rozprawy jest po-
taczeniem dwdch twierdzen z pracy Andersena i Piterbarga (Proposition 5.1 oraz
Lemma 5.2). Niestety doktorant nie zacytowat tych twierdzen w sposéb komplet-
ny. Podane w Twierdzeniu 3.13 zatozenie —1 < § < 0 wymaga uzupetniajace-
go warunku brzegowego w zerze dla procesu S; (dla § < —1/2 rozwiazanie jest
niejednoznaczne, dla jednoznaczno$ci potrzebny jest dodatkowy warunek brzego-
wy). Jesli uzupetni¢ Twierdzenie 3.13 warunkiem, ze proces S; ma pochlaniajaca
barier¢ w zerze, to Stwierdzenie 3.14 bazujace na Twierdzeniu 3.13 gwarantuje
spetnienie zatozen Twierdzenia 3.9 dla modelu CEV. Lemat 3.15 jest czgScig do-
wodu, ze model SABR spetnia zatozenia Twierdzenia 3.9. Niestety dowdd tego
lematu w jawny sposéb wykorzystuje fakt sprzeczny z zalozeniami Twierdzenia
3.13. Wykonane jest bowiem podstawienie o = —%62, co daje o« < 0, gdy w
Twierdzeniu 3.13 zaktada si¢ o > 0. Co prawda w pracy Andersona i Piterbar-
ga jest uwaga, ze oszacowanie (3.3.1) jest prawdziwe takze dla ujemnych «, ale
jest to jedynie luZna uwaga bez dowodu. Co wigcej, dowdd istnienia rozwiaza-
nia (Lemma 5.2) jest robiony przy ogdlnych zatozeniach z pracy (w tym o > 0).
Oczywiscie fakt istnienia silnego rozwigzania dla réwnania (3.3.6) wynika z ogdl-
nej teorii rozwigzan rownan stochastycznych, ale w dowodzie Lematu 3.15 nalezy
wykorzystac t¢ 0og6lng teorie a nie powotywac si¢ na Twierdzenie 3.13. Poza tym
nie wydaje si¢ wlasciwe przyjecie na wiarg uwagi Andersena i Piterbarga o ogra-
niczonoSci wszystkich momentéw rozwiazania dla modelu SABR - ten fakt tez
wymaga dowodu.

Reszta pracy, ktdra jest objetosciowo znacznie wigksza niz rozdzial 3, po-
Swigcona jest podaniu pomocniczych faktéw z teorii rownan rézniczkowych oraz
procesoéw stochastycznych. W rozdziale 1 udowodnione jest rozszerzenie twier-
dzenia Feynmana-Kaca na przypadek proceséw osiagajacych brzeg (Twierdze-
nie 1.60). Twierdzenie to jest udoskonalong wersja twierdzenia udowodnionego
w pracy Heatha i Schweizera z 2000 roku. Nowy wynik polega na rozszerzeniu
zatozen, tak aby obejmowaly one proces stochastyczny opisujacy model CEV z
—1/2 < B < 0 (oryginalny wynik Heatha i Schweizera jest prawdziwy tylko dla
£ > 0). Rozdziat 2 zawiera 2 nowe twierdzenia o istnieniu rozwiazan dla nieli-
niowych réwnan parabolicznych oraz szereg faktéw pomocniczych. Twierdzenie
2.29 podaje dowdd istnienia jednoznacznego rozwigzania dla potliniowych row-
nan parabolicznych przy zalozeniu, ze wyraz nieliniowy jest funkcja rosnaca i
wklgsta. Dowdd tego twierdzenia wykorzystuje bardzo pomystowa, ale rzadko
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wykorzystywana konstrukcje przyblizen rozwiazania z géry oraz z dotu (oczy-
wiscie konstrukcja takiego ciagu przyblizen jest mozliwa dzigki zatozeniom o
wyrazie nieliniowym). W poczatkowym zamysle doktorant chcial wykorzystac to
twierdzenie do dowodu istnienia rozwigzan dla modelu CEV (w nim wtasnie wy-
raz nieliniowy jest rosnacy i wklgsty). W konicowej redakcji ten pomyst zostat za-
rzucony i dowdd dla CEV otrzymano z Twierdzenia 3.13. Drugim twierdzeniem o
istnieniu i jednoznacznosci jest Twierdzenie 2.31, ktére nie zaktada specjalnej po-
staci nieliniowoSci. Dowdd tego twierdzenia wykorzystuje twierdzenie Schaudera
o punkcie statym. Nalezy podkresli¢, ze dowdd jest skomplikowany 1 wymaga
wielu faktéw pomocniczych: wyboér wtasciwej przestrzeni, w ktérej poszukuje si¢
punktu statego, a nastgpnie wykazanie, ze skonstruowane odwzorowanie przepro-
wadza t¢ przestrzen w siebie i jest ciagle. Recenzenta niepokoi brak odniesienia w
rozprawie do fundamentalnej w teorii nieliniowych réwnan parabolicznych mo-
nografii: Ladyzhenskaya O. A., Solonnikov V. A., Uraltseva N. N. — Linear and
Quasilinear Equations of Parabolic Type, Amer. Math. Soc. 1968. Wydaje sig, ze
przy zatozeniu Warunku 2.3 w monografii tej sa twierdzenia, ktére odpowiadaja
Twierdzeniu 2.31. Chociaz zamieszczony w rozprawie dowdd Twierdzenia 2.31
jest oryginalny to brak odniesienia do wynikow z tej monografii jest niewatpliwa
staboscig pracy.

Od strony redakcyjnej praca napisana jest fatalnie. Gdyby czytac tekst literal-
nie, to wiele umieszczonych wynikéw jest nieprawdziwych, bo opuszczono na-
wiasy, albo znaki przestankowe, albo umieszczono te znaki niewlasciwie, ewen-
tualnie popetniono razace bledy gramatyczne. OczywiScie §wiadomy czytelnik
potrafi tatwo takie btedy poprawic, ale utrudniaja one bardzo lekture tekstu. Poza
tym autor postanowit wigkszoS$¢ twierdzen zapisa¢ jednym zdaniem w konwen-
cji "Jesli ..., to...”. W przypadku twierdzen na pograniczu proceséw stocha-
stycznych i réwnan rézniczkowych, gdzie zaréwno zatozenia jak tezy sa rozbu-
dowanymi stwierdzeniami zawierajacymi wiele punktéw, taki sposob formutowa-
nia rezultatow jest bardzo trudny do logicznego rozbioru i oddzielenia zatozen
twierdzenia od jego tezy. Do tego nalezy dodal, ze praca napisana jest bardzo
nieporzadnie. Wspomniatem juz wczes$niej o Twierdzeniu 3.13, w ktérym dokto-
rant opuscit jedno z istotnych zatozer. Takich i gorszych przypadkow jest duzo
wigcej. Aby nie by¢ golostownym, przeanalizuj¢ dla przyktadu sformutowanie
Lematu 3.8. Lemat ten dotyczy funkcji a, b, ¢ bedacych funkcjami zmiennych
(t,S). W zatozeniach lematu postuluje si¢, aby funkcje te byty klasy C2?(D).
Problem polega na tym, ze obszar D jest obszarem zmienno$ci wytacznie zmien-
nej S (poprawnie powinno by¢ C12([0, T] x D)). Taki blad mozna jeszcze fatwo
poprawic, bo jest oczywiste, co zostato opuszczone. Ale dalej dalej autor postu-
luje, aby funkcje te byly "ciqgtymi na (ﬁ U D)” i tu nie jest oczywiste, czy maja
by¢ to ciagte funkcje zmiennej S, jak jest napisane, czy moze ciagle funkcje pary
zmiennych (¢, S). Dalej w tym samym lemacie powiada sig, ze funkcje a, b, ¢ ma-
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ja spetniaé réwnania (3.2.30), (3.2.31) i (3.2.32), tylko zaden z tych napiséw nie
jest réwnaniem, a jedynie jedng ze stron réwnania (brakuje znaku réwnos$ci oraz
drugiej strony réwnania). To jest przyktad jednego tylko lematu. Niestety takich
przyktadéw mozna znalez¢ w pracy co najmniej kilkanascie.

Recenzowana rozprawa dowodzi nieztego przygotowania matematycznego au-
tora i znacznej wiedzy w zakresie procesOw stochastycznych i teorii réwnan roz-
niczkowych czastkowych. Autor pokazat tez, ze potrafi wnies¢ do tej teorii ory-
ginalne wyniki. Jednak w realizacji podjetego problemu autorowi zabrakto dys-
cypliny niezbednej w pracy matematycznej, co doprowadzito do przedstawienia
niekompletnych dowodéw. Reasumujac uwazam, ze praca mgr Krzysztofa Tur-
ka nie spelnia w obecnej postaci wymogdéw Ustawy O stopniach naukowych i
tytule naukowym”. Uwazam, ze autor powinien dopracowaé brakujace w pracy
dowody, radykalnie poprawié strong¢ redakcyjna pracy a nastgpnie przedstawic ja
do ponownej recenzji.

Warszawa, 8 listopada 2017 r.
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