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Pan mgr Van Thien N guyen przedstawil bardzo obszerng rozprawe doktorska
dotyczacy zespolonego operatora m-Hessianu w m-hiperwypuktych obszarach
Qcc

Przedstawiona praca zawiera szereg wynikow, ktére mogg by¢ rozumiane jako
uogdlnienie wezesnie znanych wynikéw dla operatora Monge’a -Ampére’a (mo-
nografia [2]). Z drugiej strony, wyniki Autora koncentrujace sie na operatorze
m-Hessianu mozna odezytywaé jako budowanie teori m-Hessianu dla mozliwie
najszerszej klasy (niekoniecznie ograniczonych) funkcji m-subharmonicznych.

Jest to wiec wartosciowy tekst, nie tylko porzadkujacy, ale tez bioracy istotny
udzial w rozbudowaniu teorii operatora m- Hessianuy.

Praca jest oparta na kilku tekstach autorstwa, (Wspé}autorstwa) doktoranta, z
ktérych trzy zostaly opublikowane w dobrych czasopismach (Comptes Rendus
Math. (praca wspélna z promotorem), Ann. Polon. Math., Complex Var.
Elliptic Equ.), a kilka nastepnych ma status preprintoéw, wiec mozna spodziewacé
sig¢ ze bedg zlozone do publikacji.

Struktura pracy jest przejrzysta; kazdy z pleciu rozdziatow skupia sie na
dobrze opisanym zagadnieniu. Ponizej omawiam i komentuje zawartosé wyniki
pracy.

Bardzo obszerny (ponad 40 stron) rozdzial 1 wprowadza czytelnika w pro-
blematyke operatora m-Hessianu, najpierw w klasie ograniczonych funkeji m-
subharmonicznych, a dalej — na odpowiednio zdefiniowanych "klasach Cegrella”
na m- hiperwypuklych obszarach w C™. Autor zdecydowal si¢ przytoczy¢ w
rozdziale 1 najwazniejsze wyniki zawarte w pracy doktorskiej H-Ch Lu, obro-
nionej w 2012 roku w Université Paul Sabatier, Toulouse, [3]. Przytoczy! tez,
czasami w skrécie, wazniejsze dowody. Praca Lu uogolnia wezesniejsze wyniki
Cegrella dotyczace operatora Monge’a -Ampére’a na operator m- Hessianu,

Chociaz wlaczenie przedstawienia wynikow pracy [3] do rozprawy bardzo ja
wydtuzyto, uwazam ten krok za celowy; bez niego dalsza CzS¢ rozprawy bylaby
niezrozumiala dla czytelnika,

Podrozdziat 1.8 w bracy rozpoczyna prezentacje wynikéw Autora, Twierdze-

nie 1.8.1 oraz wnioski 1.8.211.8.3 formutujg ciekaws, charakteryzacje przestrzeni
1
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Cegrella F,,,(Q) | F(82) oraz €, () w Jgzyku szacowania (tempa ubywania)
m— pojemnosci zbioréw (pod) poziomic .

Rozdziat 2 rozpoczyna sie od dobrze i klarownie napisanego wstepu. Autor
zaproponowal nowa klase Cegrella, oznaczang N, dla ktorej w rozdziale 2
wykazano szereg klasycznych istotnych rezultatéw.

W szczegolnosei, Autor dowodz twierdzenie, ktére uogélinia wezesniejsze wy-
niki Z Blockiego. Twierdzenie 2151 hastepujacy po nim wniosek charakte-
ryzujg maksymalne funkcje m-subharmoniczne w klasie Cegrella Em (W pracy
Blockiego rozwazane byty lokalnie ograniczone funkcje m- subharmoniczne).

Kolejna seria wynikow rozdziatu 2 jest motywowana wynikami uzyskanymi w
pracy [1] dla operatora Monge’a - Ampere’a. W szczegolnosci, wniosek 2.9.7
daje tadng charakteryzacje klasy &£,,: niedodatnia funkcja m-subharmoniczna
jet w klasie &, jesli "wzgledna pojemnogé Cn kazdego zbioru Zwartego jest
skoniczona.

Rozdziat 2.3 pracy zawiera szereg wynikéw dotyczacych wprowadzonej przez
Autora klasy funkceji m- subharmonicznych, oznaczanej przez A,

W szczegolnosci, Autor dowodzi ciekawej charakteryzaciji funkeji klasy Fm
w jezyku wprowadzonej klasy A/, Wynik ten rozumiem jako odpowiednik
znanego wezesniej wyniku dla pluripotencjatu (opisanego w Theorem 4.13 w
monografii [2]).

Z kolei eleganckie w sformutowaniu Twierdzenie 2.4.9 wyraza warunki dosta-
teczne na to aby nieujemna miara borelowska na hiperwypuklym obszarze
byta postaci H,,(u) dla pewnej funkeji u w klasie A, Wynik ten jest uogdlnie-
niem twierdzenia, Cegrella na przypadek operatora m—-Hessiany.

Moja uwage zwrécito Twierdzenie 2.5.3 ¢ » odrozwigzaniach” . uo Slniajace
AL € ) ]
wezesniejsze wyniki N, Nguvena oraz S. Kotodzieja.,

Rozdzial 3 pracy dotyczy konstrukeji naturalnych "miar brzegowych” zZwig-
zanych z funkcjami m— subharmonicznymi w klasie Cegrella F,,. Odezytuje
te wyniki jako interesujace odpowiedniki m.in wynikéw Cegrella i wspolpra-
cownikéw (mowa tu m.in. o wynikach opisanych w Theorem 7.4 w monografi
2]).

W serii interesujgcych wynikéw zaciekawilo mnie Twierdzenie 3.2.5, i nieoczy-
wisty wniosek z tego twierdzenia (Corollary 3.2.6) mowiacy o tym ze miary u,,
u € F,, () maja ten sam nosnik S

Eleganckie i nielatwe w dowodzie Twierdzenie 3.3.9 réwniez odczytuje jako
uogdlnienie (z przypadku réwnania Monge’a Ampeére’a na przypadek m- Hes-
stanu ) twierdzenia Cegrella i wspotpracownikéw ( Theorem 7.9 w monografii
2)).

Rozdziat 3 jest uzupelniony szeregiem naturalnych i dobrze opisanych przy-
kladow. ktére bardzo przydajy sie czytelnikows.
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Rozdzial 4 rozwija teori¢ zapoczatkowana w pracach Ahaga, Czyza i Cegrella.
Podobnie jak w rozdziale 3. Autor koncentruje Si¢ na przeniesieniu, a takze na
rozwinieciu wynikow z tych wczesniejszych prac na przypadek m~ Hessianu,
Wyniki tego rozdziatu zostaly juz opublikowane w pracy Autora (Ann. Polon.
Math. 118(2016)).

W szczegolnosci, na uwage zastuguje wprowadzenie nieoczywistego porzadku
W przestrzeniach wektorowych 08 m i 5/\/[?,,,” . Twierdzenie 4.1.8 orzeka ze
otrzymujemy w ten SposOb przestrzenie Riesza i se przestrzen 6&,,, jest o-
zupetna w sensie Dedekinda,

Wazne Twierdzenie 4.2.7 orzeka Ze przestrzer 0, m jest przestrzenia quasi-
Banacha, a dla, p = l otrzymujemy przestrzen Banacha. Dowod tego twierdzenia-
i caly rozdzial 4.2 - wykorzystuje w nietrywialny sposéb szczegolowe szacowania
otrzymane bgdz zacytowane w rozdziale 1 pracy.

Rozdzial 4.5 jest oparty na wspélnej pracy z promotorem ([31]), opublikowa-
nej w Comptes Rendues Math. (2017). Wynik tego rozdziatu - to pomystowe
szacowallie z dolu najlepszej stalej w nieréwnogei dla p energii. Wynik ten-
zawarty w Twierdzeniu 4.5.2- pokazuje ze ta stala Jest ostro wieksza od 1. Jak
stusznie zauwaza, Autor, stata D(p,m) =1 pozwolitaby na uproszczenie dowo-
dow wezesniejszych twierdzen rozdziatu 4.

Dowod Twierdzenia 4.5.2 jest elegancki i starannie zapisany.

Rozprawe zamyka rozdzial 5. Wyniki rozdziaty 5 zostaly juz opublikowane.
Glowny wynik “ilodciowy” tego rozdziaty to Twierdzenia, 5.1.6 1 5.1.7. Twier-
dzenia dotycza klasy radialnie symetrycznych funkeji m- subharmonicznych.
Faktycznie wiec, ze wzgledu na symetri¢, mamy do czynienia z funkcja, zalezng,
tylko od promienia, u(r). Okazuje sie ze wypuklo$é funkeji 4 wzgledem r2-2
Jest zwigzana z m- subha,rmonicznos’ciq radialnie symetryczne] funkcji .

Ten ladny i wazny wynik jest uogdlnieniem - ale nje prostym przeniesie-
niem - wezesniejszych wynikéw otrzymanych przez Ahaga i Czyza dla operatora
Monge’a Ampere’a, W szczegblnoscl otrzymuje sie wypuklogé wzgledem innej
funkeji promienia niz we wspomnianej wczesniejszej pracy.

Sporg trudnoscig byt dla mnie bardzo techniczny charakter pracy, uspra-
wiedliwiony do pewnego stopnia charakterem badanych zagadnier. Jak wSpo-
mniatam, pewna czesé faktéw dowodzonych w Pracy ma swoje odpowiedniki we
wezesniejszych wynikach innych autoréw, dotyczacych réwnania Monge’a Am-
pére-a, badz rownania m-Hessiany dla wezszych klas funkeji. W pracy troche
brakowalo mi poréwnujacego komentarza, wskazania gtéwnych réznic i nowych
trudnosci w dowodach.

W tak dlugiej rozprawie trudno ustrzec sie usterek. Ponadto, w kilku wskaza-
nych ponizej miejscach uzupelnienie szczegolow dowodow wymagato ode mnie
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pewnego wysitku. Omawiam ponize] zauwazone usterki. Wypisuje je jednak
réwniez po to, aby zwrécié uwage ze nie sa to powazne bledy ani istotne uchy-
bienia, i ze nie majg one wplywu na poprawnosé¢ dowodow zamieszczonych w
pracy, ani na jej ostateczng ocene.

str 9, Prop. 1.2.9. - nie wyjasniono czym jest "localization principle” | ani w
ktorym miejscu pracy [50] ta zasada jest sformutowana.

str 11 Remark 1.2.12. Stormutowanie Jest niefortunne. Zgaduje ze chodzi
0 to ze Theorem 1.2.7 Jjest prawdziwe dla monotonicznego ciggu funkeji m-
subharmonicznych. Poza, tym, nie wyjasniono wystarczajaco jak to stwierdzenie
ma si¢ do Proposition 1.2.9.

str 19, Theorem 1.4.2. Prawdopodobnie omytkowo podana referencja. Jak
sie wydaje, przynajmniej w przypadku P 2 1 jest to powtérzenie Lematu 1.7.8,
I dowodu tego lematu z pracy [Lu|. Prawdopodobnie wiec referencja zostala tu
podana omyltkowo, tym bardziej ze praktycznie caly rozdzial 1 Jest, jak wspo-
mniatam, poswiecony omoéwieniy wynikéw pracy Lu.

str 31. Twierdzenie 1.6.7 jest uogélnieniem podobnego wyniku uzyskanego
wezesniej przez Khue i Hiep dla funkcji plurisubharmoncznych.

Brakuje tu komentarza: czy to uogélnienie pochodzi od Autora?

str 46 1-8. Powinno by¢ lim,_, ., s™cap,, o({u < —s}).

str 53 i nastepne. Czy o zbiorze E zakladamy ze jest borelowski? Wydaje sie
ze tak, ale np Def. 2.2.1 i Prop. 2.2.2 nie zawieraja takiego zalozenia,

str. 53. Definicja 2.2.1 zawiera omytke redaktorsky, ktéra czyni te definicje
niezrozumiaty. Powinno by¢ zapewne (tak jak w pracy Cegrella, Kotodzieja,
Zeriahi) ¢ < u outside an m-polar set on F.

str 53. Dowod Proposition 2.2.9 korzysta zapewne z Lematu 2.1,27 brakuje
tu takiego komentarza.

str. 57, Tekst miedzy Definicja 2.3.1 i Wnioskiem 2.3.2 nie jest dla mnie
wystarczajaco jasny: w szezegblnoscei nie wyjasniono dlaczego sg spelnione za-
tozenia Twierdzenia 2.1.5.

str. 65, 1-2 . "The construction implies that v € Np(9); przydaloby sie
lepsze uzasadnienie.

str. 67 1-3. Usterka redakcyjna. Ponadto, czytelnikowi przydatoby sie wyja-
$nienie ze s11ppHm(u§/) cU.

str. 70 1. 4. Oczywista usterka redakeyjna: brakuje funkeji podcatkowej
(=9). Poza tym, przydatoby sie wyrazniejsze wskazanie jak w dowodzie ingeruje
zalozenie ciaglosci .

str. 77 1. 4. Zbyt skape wyJasnienie dlaczego 7 € En() (jak to wynika z
Twierdzenia 1.4.3).

str. 92 i nastepne, Czytelnikowi przydaloby sie tu doktadniejsze wskazanie
momentoéw w ktorych wykorzystujemy fakt ze rozwazane funkcje sa w klasie
Epm.

!
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str. 98, dowdd Twierdzenia, 4.2.8. Czytelnik mus; uzupelnié argumentacje ze
vt = (uh)r oy = (u=)*,

str.99, Lemat 4.2.10. Wydaje sie ze brakuje zalozenia, HEOM, .7

str 110. Bardzo krotki, i lokujacy sie z boku nurtu pracy podrozdzial 4.4
Jjest, moim zdaniem, niewystarczajqco klarownie napisany. Pojawienie sie w
rachunkach funkeji Greena, (wielowymiarowej? Wielozespolonej?) i laplasjanu
nie byto dla mnie zrozumiate. Ten rozdzial nje ma jednak wptywu na reszte
pracy, 1 jest tylko krotkim, uzupelniajacym komentarzem.

Podsumowanie

Praca zawiera, szereg nietatwych i Zaawansowanych wynikéw.

Wyniki dotyczg aktualnej tematyki badawcze;.

Wprowadzenie odpowiednich klas Cegrella i zbadanie ich wlasnosci dla, opera-
tora m- Hessianu jest istotnym, potrzebnym i naturalnym krokiem w opisywane;
teorii,

Autor wykazat sie bardzo duzg erudycjg i bardzo dobrg znajomoscis, bogatej
teorii pluripotencjatu i - w szczegdlnosel - operatora Hessianu.

Autor jest juz autorem trzech prac opublikowanych w uznanych czasopismach;
kolejne wyniki bracy doktorskiej tez Powinny zostaé opublikowane.

wymagania stawiane rozprawom doktorskim, i wnosze o dopuszczenie pana Van
Thien Nguyena do dalszych etapow przewodu doktorskiego.
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