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Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Michala Swietka
“Regular subspaces of Bourgain-Delbain Spaces”

Przedstawiona rozprawa doktorska dotyczy struktury podprzestrzeni i
algebry ciaglych operatoréw w nieskoficzenie wymiarowych przestrzeniach
Banacha. Od lat matematykéw zajmujacych sie analiza funkcjonalng inte-
resowaly fundamentalne pytania - czy kazda przestrzein Banacha zawiera
regularng podprzestrzeh (np. cg, I, lub przestrzefi z baza bezwarunkowa,),
czy ma bazg Schaudera lub chociaz ciag bazowy, czy istnieje na niej nie-
trywialny rzut, czy istnieje operator, ktéry nie jest zwartym zaburzeniem
wielokrotnosci operatora identycznoéciowego? Wszystkie te pytania zosta-
ty rozstrzygnigte w sposéb negatywny — na przestrzeni kilku dekad kon-
struowano pomystowe i stopniowo coraz bardziej skomplikowane technicznie
przykiady przestrzeni o bardzo nieoczekiwanych wiasnoéciach.

Boris Tsirelson w 1974 podal przyklad przestrzeni Banacha, ktéra nie
zawierala kopii I, i ¢p. Konstrukcja Tsirelsona byta modyfikowana, w szcze-
golnosci Thomas Schlumprecht w 1991 uzyt klasy tzw. mieszanych przestrze-
ni Tsirelsona by rozwigzaé problem zaburzalnoéci normy na przestrzeniach
Banacha (“distortion problem”).

Jean Bourgain i Freddy Delbaen podali w 1980 nowy schemat konstrukeji
osrodkowych przestrzeni typu L, ktéry okazat sig bardzo przydatny do bu-
dowania ciekawych przykiladéw przestrzeni Banacha. Konkretna przestrzen
skonstruowana przez Bourgaina i Delbaena byla predualna do /; i nie zawie-
rata kopii cg, byla tez nasycona przestrzeniami refleksywnymi (tzn. kazda
nieskofczenie wymiarowa podprzestrzen zawierala podprzestrzen refleksyw-
ng, pozniej Haydon wykazal, ze mozna jg nawet nasycié¢ przestrzeniami by z
odpowiednio dobranym p).

Bazujac na konstrukcji Schlumprechta, Timothy Gowers and Bernard
Maurey w 1993 roku skonstruowali dziedzicznie nierozkladalng przestrzen
Banacha, tzn. przestrzef w ktérej wszystkie podprzestrzenie nie sg izomor-
ficzne z suma prosta swoich nieskoficzenie wymiarowych podprzestrzeni. Po-



nadto kazdy operator na przestrzeni Gowersa-Maureya jest postaci AId+ S,
gdzie S jest operatorem Sciéle singularnym.

Spiros Argyros i Richard Haydon poprawili wynik Gowersa i Maureya,
rozwigzujac dlugo otwarty problem istnienia przestrzeni o wlasnosci skalar-
plus-zwarty. W.opublikowanej w roku 2011 przelomowej pracy skonstruowa-
li nieskoficzenie wymiarowa przestrzenn Banacha typu BD, na ktérej kazdy
ciagly operator liniowy jest zwartym zaburzeniem skalarnej wielokrotnosci
operatora identyczno$ciowego. Przestrzen z pracy Argyrosa i Haydona by-
la dziedzicznie nierozkladalna. Byla tez pierwszym przykiadem przestrzeni
Banacha, w ktérym kazdy ograniczony operator liniowy ma nietrywialng
podprzestrzen niezmiennicza.

W 2012 Argyros, Freeman, Haydon, Odell, Raikoftsalis, Schlumprecht
i Zisimopoulou wykazali, ze kazdg ofrodkowa, jednostajnie wypukla prze-
strzen mozna, zanurzy¢ w przestrzenn Banacha z wlasnoscig skalar-plus-zwarty.
Wynik ten pokazuje, ze przestrzen z malg algebra operatoréw moze mieé
bardzo regularne podprzestrzenie (np hilbertowskie). Podobne pytania sa
zadawane w doktoracie - jakie podprzestrzenie moga nasysaé przestrzen
typu BD, czy wlasnoéé¢ skalar-plus-zwarty wymusza pewna nieregularno$é
podprzestrzeni?

Musze zaznaczy¢, ze nie jestem specjalistg w tematyce nieskorficzenie wy-
miarowych przestrzeni Banacha. Jako uczestnik warszawskiego seminarium
z analizy funkcjonalnej oraz kilku konferencji obejmujacych swoim zakre-
sem réwniez teorie przestrzeni Banacha, oczywidcie styszalem o przestrze-
niach typu Tsirelsona oraz o stynnym wyniku Argyrosa i Haydena. Trudno
mi jednak w pelni ocenié¢ niuanse techniczne zwigzane z modyfikacjami po-
przednich konstrukcji i rozumowan. O ile w Polsce grupa oséb zajmujacych
sig zblizong tematyka jest niewielka, to na $wiecie jest kilka silnych grup
podejmujacych podobne zagadnienia. Rozprawa zostala napisana w jezyku
angielskim i mozna byto ja przesta¢ do duzo bardziej kompetentnego zagra-
nicznego recenzenta.

Rozprawa doktorska powstala w oparciu o dwa artykuly naukowe:

1] A. Manoussakis, A. Pelczar-Barwacz, M. Swigtek, An uncontitional-
ly saturated Banach space with the scalar-plus-compact property, J.
Funct. Anal 272 (2017), 4944-4983

[2] M. Swietek, Regular subspaces of a Bourgain-Delbaen space Bpr,
arXiv:1709.06841.

W marcu zostaly mi dostarczone zeskanowane oéwiadczenia wspodtautorow
[1] - w obu swéj wklad wspélautorzy oceniajg na 33%.



Rozprawa sklada sie ze wstepu i trzech rozdziatéw. W rozdziale pierw-
szym zebrano podstawowe definicje i sformulowano kilka faktéw, do kté-
rych odwoluja sig dalsze czeSci. W szczegélnosci zdefiniowano tam kluczows
przestrzen typu Bourgaina-Delbaena Xf, ktéra jest modyfikacja przestrzeni
B,

Rozdziat drugi jest oparty o samodzielna, wg mojej najlepszej wiedzy nie-
opublikowang, pracg Doktoranta [2]. Gléwny wynik tej czeéci to Twierdzenie
2.10, méwiacy o nasyconosci przestrzeni Xy ciggami bazowymi réwnowazny-
mi odpowiednim $rednim wazonym ciggu bazowego w mieszane]j przestrzeni
Tsirelsona T[(.Anj,mj_l)j]. Metoda dowodu (jak zauwazono w Uwadze 2.13)
implikuje, Ze przestrzen Xy jest ciggowo minimalna.

Rozdzial trzeci zawiera wyniki z [1]. Definiuje sie w nim odpowiednia
podprzestrzen ilorazowa Xg.s przestrzeni Xp i dowodzi jej wiasnosci. Gléw-
ny wynik tego rozdzialu, a zarazem calego doktoratu to Twierdzenie 3.1.
Wymienia ono trzy podstawowe wlasnosci skonstruowanej przestrzeni:

i) Kazdy operator ciagly na Xgs jest postaci T' = Md + K, gdzie K jest
operatorem zwartym,

ii) przestrzefl X iy, jest nasycona przestrzeniami z bazg bezwarunkowa (tzn.
w kazdej nieskoficzenie wymiarowe] podprzestrzeni da sie znalezé bezwarun-
kowy ciag bazowy)

ili) przestrzen dualna do Xy jest izomorficzna z przestrzenia £1.

Najciekawsze jest tu polaczenie i) i ii). Oczywiécie kazda przestrzeh o
wiasnosci skalar plus zwarty jest nierozkladalna, czyli nie ma nietrywialnych
rzutéw. Przestrzen skonstruowana przez Argyrosa i Haydona byla dziedzicz-
nie nierozkladalna, tzn. kazda z jej nieskoficzenie wymiarowych podprze-
strzeni byla nierozkladalna. Tymeczasem X5, a nawet kazda jej podprze-
strzeft, ma duzo podprzestrzeni z bazg bezwarunowa, czyli o bardzo bogatej
strukturze nietrywialnych rzutéw.

Dowody sg oparte o bardzo techniczna analize funkcjonaléw normuja-
cych. Podobnie tez jak w poprzednich pracach dotyczacych mieszanych prze-
strzeni Tsirelsona kluczowym narzedziem sa tak zwane szybko rosnace ciagi,
Doktorant w rozdziale 2 wprowadza tez klase dwupoziomowych szybko ro-
snacych ciggdéw.

Autor rozprawy nie ulatwil zadania recenzentowi i nie dochowal nale-
zyte] starannosci w redakcji. Juz kilka pierwszych definicji i sformutowah
zawiera bledy. Oto lista uwag dotyczacych sekeji 1.1.

e Autor przypomina co to jest noénik wektora, ale mniej oczywistej de-
finicjej definicji zakresu (range) juz nie podaje.

e W Definicji 1.1 brakuje zalozenia, ze ciag przestrzeni F, jest rosnacy.



e W Definicji 1.2 oczywiscie M, to nie zwarte podzbiory N, ale zwarte
rodziny podzbioréw N.

e Podane sformulowanie Theorem 1.5 jest mocno nieczytelne i niepra-
widlowe — w drugim czlonie alternatywy z pierwszsej czesci tezy nie
wystepuje bowiem zaden ciag .

e W ostatniej wlasnoéci Definicji 1.6 brakuje warunku o odpowiednim
ustawieniu no$nikéw wektoréw (fs)ses,

e W wydzielonym wzorze Faktu 1.8 powinno byé %}f zamiast %Jl

e W Definicji 1.9 operator wlozenia ¢ dziala z £oo (o) W £o(I'1) & nie z
I'yp w I'y (podobna uwaga dotyczy operatoréw 44 z Definicji 1.10).

¢ Autor nie moze sie zdecydowaé czy zbidr liczb naturalnych N zaczyna
sie od 0 czy 1 (Definicja 1.11 sugeruje, ze od 1, a Definicja 1.16, ze od
0).

Nie bede tej listy kontynuowal i wypisywal wszystkich znalezionych w
dalszej czeéci literowek czy pomylek. Jest ich nieco mniej w czedciach po-
chodzacych z opublikowanej pracy [1] (choé tam tez od poczatku ich nie
brakuje - np. podane ciagi m; n; i I; nie spelniajg warunku (3) Zalozenia
1.20 dla j = 1, funcjonal &, jest okreslony wzorem (21) dla v € Aq.,_l, a nie
v € Ay, przestrzen M, powinna by¢ zdefiniowana za pomocg operatora ig4,
a nie 4., A, itp). Recenzowalem juz w swoim Zyciu kilka doktoratéw i nie
pamietam zadnego z takim nagromadzeniem usterek. Jest to tym bardziej
nieprzyjemne, ze podane rozumowania sg bardzo techniczne i jednoczesna
kontrola kilku wlasnosci i korygowanie niedcistodci jest bardzo trudne.

Nie bylem w stanie sprawdzié szczegdléw wszystkich rozumowan — gdy-
bym chcial to zrobié skofczylbym pisanie recenzji z przynajmniej péirocz-
nym opoOznieniem. Prze§ledzilem kilka wybranych rozumowan oraz, na ile
moglem, staralem sie zrozumie¢ koncepcje gtéwnych dowoddéw. Powaznych
bledéw nie znalazlem, ale nie moge reczyé, ze ich tam nie ma. Praca [1] zosta-
1a opublikowana w renomowanym piémie, przykladajacym wage do rzetelno-
§ci recenzji, co daje dodatkows, gwarancje prawdziwosci wynikéw z rozdziatu
trzeciego. Warto tez zaznaczy¢, ze Promotor rozprawy dr hab. Anna Pelczar-
Barwacz jest uznanym specjalista w teorii przestrzeni Banacha i, o ile mogla
nie zwrdcié uwagi na proste pomytki dotyczace oczywistych dla ekspertéw
szczegblow, to z pewnodcig kontrolowala calodciowa strategie dowodéw.

Tematyka rozprawy jest ciekawa i wymagajaca. Od konstrukeji specjal-
nych przestrzeni Banacha zaczynali swoja kariere pdzniejsi laureaci medalu



Fieldsa Jean Bourgain i Timothy Gowers. Problemy rozwazane w rozprawie
sa naturalne, a gléwne twierdzenia majg relatywnie proste sformulowania.
Sama, jednak konstrukcja odpowiednich przestrzeni juz nie jest taka prosta,
a modyfikowanie réznych parametréw i kontrolowanie wlasnoéci ciagéw wek-
toréw oraz rozmaite rozkladanie funkcjonaléw wymaga juz sporej biegloéci
technicznej.

Podsumowujac uwazam, ze, mimo powaznych usterek redakcyj-
nych, przedstawiona rozprawa doktorska spelnia ustawowe oraz
zwyczajowe warunki i uzasadnia nadanie magistrowi Michalowi
Swiqtkowi stopnia naukowego doktora nauk matematycznych. Wno-

sz¢ o jej przyjecie oraz dopuszczenie kandydata do dalszej czesci
przewodu doktorskiego.






