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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Pawla Pietrzyckiego
pt. ,,O multiplikatywnosci moduléw poteg operatoréw w przestrzeniach
Hilberta”

Rozprawa doktorska mgr. Pawta Pietrzyckiego liczy 77 stron, sktada si¢ z pigciu rozdzialéw oraz
bibliografii zawierajacej 72 pozycje. Zostata napisana pod kierunkiem prof. dr. hab. Jana Stochela.

Tematem przewodnim pracy jest problem charakteryzacji operatoréw na przestrzeni Hilberta (nie-
koniecznie ograniczonych, chociaz czasem jest to zaktadane), ktére spetniaja warunek normalnosci
lub jego ostabienia takie jak quasinormalno$¢ czy hyponormalnoéé. Punktem wyjscia do badari pana
Pietrzyckiego jest twierdzenie Embry méwiace, Ze operator ograniczony jest quasinormalny wtedy i
tylko wtedy, gdy modut dowolnej potegi naturalnej tego operatora jest réwny potedze jego modutu.
Warunek ten okreslany jest w pracy jako multiplikatywno§¢ modutéw operatora. Autor stawia sobie
pytanie, czy mozna ostabié ten warunek, zaktadajac, ze multiplikatywno§¢ zachodzi tylko dla niekt6-
rych potgg. Powstaje pytanie, czy taki ostabiony warunek multiplikatywnosci (by¢ moze wzbogacony
o inne dodatkowe zatozenia) w dalszym ciggu implikuje normalno$¢ lub quasinormalno$¢. Problem
ten autor nazywa w swojej pracy problemem zredukowanej multiplikatywnoSci

Jako przyktad rozwazan tego typu, autor przywotuje wynik Uchiyamy, ktéry wykazal, ze przy zato-
zeniu zwarto$ci lub subnormalno$ci operatora warunkiem wystarczajacym dla jego normalnosci jest
multiplikatywno§¢ modutéw dla tylko jednej potegi z wyktadnikiem wigkszym od 1. Ten sam au-
tor pokazat réwniez, Ze przy zatozeniu hyponormalnosci, wystarczy, aby warunek multiplikatywnosci
modutéw byt spelniony tylko dla dwéch kolejnych poteg, aby operator byt quasinormalny. Z ko-
lei, jesli zatozy si¢ o§rodkowos¢ przestrzeni Hilberta, na ktérej operator dziata, do quasinormalnosci
wystarczy multiplikatywno§¢ dla uktadu trzech lub czterech specyficznie dobranych poteg.

Jednym z celéw, jakie autor sobie stawia, jest ostabienie zalozeft w twierdzeniach Uchiyamy. Innym
celem jest podanie pewnych kontrprzyktadéw na to, ze w ogdlnym przypadku multiplikatywnos¢
modutéw ograniczona tylko do jednej potegi nie jest warunkiem wystarczajagcym quasinormalnosci.

Rozdziat 1 rozprawy zawiera wstgp, w ktérym autor stawia problem i opisuje gléwne motywacje,
jak réwniez oznaczenia i terminologi¢ stosowana w pracy. W szczeg6lnosci autor definiuje tu rézne
warunki ostabiajgce definicj¢ normalnosci operatora.

W Rozdziale 2 opisane sa whasnosci rozktadu polarnego operatoréw oraz elementy teorii funkcji
operatorowo monotonicznych. W szczegdlnosci przytoczone jest twierdzenie Lownera o reprezen-
tacji catkowej funkcji operatorowo monotonicznych oraz wynikajaca z tej reprezentacji nier6wnos$¢
Hansena.

Rozdzial 3 po§wigcony jest przedstawieniu wybranych klas operatoréw. Autor przytacza twier-
dzenie spektralne dla operatoréw normalnych i jego konsekwencje. Nastepnie opisuje klase ope-
rator6w quasinormalnych, ktére za Stochelem i Szafraficem zdefiniowane sa jako te operatory A,

ktére komutujg z miarg spektralng operatora |A|. Przytacza tutaj (wraz z dowodami) twierdzenie
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Stochela-Szafrafica o charakteryzacji nieograniczonych operatoréw quasinormalnych jako takich ope-
ratoréw, dla ktérych czynniki rozktadu polarnego komutuja, jak réwniez twierdzenie Jabtoriskiego-
Junga-Stochela o réwnowaznoSci definicji Stochela i Szafrafica z definicja Kaufmana (czyli warun-
kiem zaktadajacym komutowanie operatoréw A i A*A). Kolejng klasg opisywang przez autora sg
operatory klasy A(k) oraz operatory hyponormalne. Ostatnia cze$¢ tego rozdziatu po§wigcona jest
przesunigciom wazonym na drzewach skierowanych. Autor przytacza wyniki charakteryzujace prze-
sunigcia spelniajace warunek multiplikatywno$ci modutéw dla pewnej pojedynczej potegi, jak réw-
niez przesunigcia bedace operatorami quasinormalnymi

Rozdzial 4 przedstawia szczegétowe wprowadzenie do problemu zredukowanej multiplikatywno-
Sci. W rozdziale tym autor przedstawia aktualny stan wiedzy i wyniki dotychczas opisane w literatu-
rze. W szczegblnosci przytacza warunki wystarczajgce dla quasinormalnoSci uzyskane przez Uchy-
iame (twierdzenia4.1.5, 4.1.7, 4.1.8) oraz charakteryzacj¢ nieograniczonych operatoréw quasinormal-
nych w jezyku problemu multiplikatywnoS$ci uzyskang przez Jabtoriskiego, Junga i Stochela (twier-
dzenie 4.1.10). Przytacza tez opisany przez tych samych autoréw przyktad przesunigcia wazonego na
drzewie z korzeniem, ktére spetnia warunek warunek multiplikatywno§ci modutéw z wyktadnikiem 2,
ale nie spelnia tego warunku dla innych wyktadnikéw i nie jest operatorem quasinormalnym (przyktad
4.2.2).

Opisane dotychczas rozdziaty stanowig forme rozbudowanego wprowadzenia. Zawieraja materiat,
z ktérego autor intensywnie korzysta opisujac wtasne wyniki. Wyniki te przedstawione s3 w ostatnim
Rozdziale 5. Stanowig one tre§¢ dwéch prac autorstwa pana mgr. Pietrzyckiego, z ktérych jedna jest
opublikowana, a druga jest w formie manuskryptu.

Pierwsza czgéc€ tego rozdziatu po§wigcona jest analizie wlasno$ci przesunigé wazonych na drzewach
skierowanych. W Twierdzeniu 5.1.3 autor pokazuje, ze jesli ograniczymy si¢ do ograniczonych injek-
tywnych wazonych operator6w przesunigcia na £2(Z), to warunek multiplikatywnosci modutéw dla
jednego wyktadnika jest wystarczajacy dla quasinormalno$ci. Wspomniane operatory przesuni¢cia na
£*(Z) autor nazywa przesunigciami wazonymi klasycznymi. Powstaje pytanie, czy to ograniczenie
do przesunigé klasycznych jest istotne. Twierdzenie 5.2.5 podaje przyktad drzewa skierowanego bez
korzeni, na ktérym istnieje ograniczone injektywne przesunigcie wazone spelniajace warunek mul-
tiplikatywnos$ci modutéw dla pojedynczego wyktadnika i nie-quasinormalne. W konstrukcji tej w
bardzo ciekawy sposéb zastosowane jest klasyczne twierdzenie Lindemanna-Weierstrassa.

Kolejne wyniki podane przez autora dotycza nowych charakteryzacji operatoréw normalnych i qu-
asinormalnych. W Twierdzeniu 5.3.2 pokazane jest, ze mozna usuna¢ zatozenie o o§rodkowosci prze-
strzeni Hilberta we wspomnianym wcze$niej twierdzeniu Uchiyamy. W Twierdzeniach 5.3.4, 5.3.5,
5.3.7, 5.3.9 autor podaje nowe przyklady skonczonych podzbioréw S C N, o tej wlasnosci, ze waru-
nek multiplikatywnoséci modutéw dla wyktadnikéw ze zbioru S (plus czasami dodatkowe zalozenia,
np. injektywno$é, czy specjalna postaé rozktadu polarnego operatora |A||A*|) jest warunkiem réw-
nowaznym quasinormalno$ci. Z kolei w twierdzeniu 5.3.13 autor pokazuje, ze jeSli jednoczeénie
operatory A i A* spetniajg warunek multiplikatywnoséci modutéw dla dwéch wyktadnikéw bedacych
kolejnymi liczbami naturalnymi, to operator A jest normalny. W Twierdzeniu 5.3.15 wykazano, ze
jesli operator ograniczony injektywny spetnia warunek multiplikatywnogci modutéw dla wykladnika
2, to jest iloczynem izometrii i pierwiastka kwadratowego z uogélnionego operatora Toeplitza.
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Ostatnia czg$¢ rozdzialu 5 przedstawia wyniki dotyczace nieréwnoS§ci migdzy modutami poteg i
ich zastosowania do problemu zredukowanej multiplikatywnoéci. Kluczowe twierdzenia to 5.4.7 i
5.4.8. Pokazujg one, ze warunki multiplikatywno$ci modutéw dla pewnych specyficznych uktadéw
wyktadnikéw implikuja nieréwnosci migdzy modutami bedace wzmocnieniem nieréwnosci opisanych
w literaturze (np. referencja [38]). Pozwala to autorowi podaé w Twierdzeniu 5.4.9 jeszcze jeden uktad
wyktadnikéw dla warunku multiplikatywnosci modutéw wystarczajacego dla normalno§ci operatora.

Od strony merytorycznej rozprawa pana mgr. Pietrzyckiego reprezentuje bardzo przyzwoity po-
ziom naukowy. Autor uzyskuje cieckawe nowe charakteryzacje operatoréw normalnych i quasinor-
malnych. Zaletg jest systematyczne podejScie do problemu. Przeprowadzona jest dyskusja réznych
przypadkéw, znajdujemy tu zaréwno wyniki pozytywne, jak i kontrprzyktady. W dowodach uzywane
sg zaawansowane narzedzia dostarczane przez analize funkcjonalng, algebre liniowg czy teorig liczb.
Pan Pietrzycki sprawnie postuguje si¢ tymi narzgdziami, a niektére dowody (np. w Twierdzeniu 5.2.5)
sg bardzo pomystowe.

Niestety, rozprawa ma réwniez pewne mankamenty. Gtéwnym jest strona edytorska pracy. Wydaje
mi sig, Ze autor nie zrobil koficowej korekty. Przyktadem jest tutaj sformutowanie jednego z kluczo-
wych dla tej pracy pojecia miary spektralnej na stronie 21. Uzyto tam co najmniej niestandardowych
oznaczefi na sumeg i iloczyn operatoréw. Czytanie pracy bardzo utrudnia zjawisko naglej zmiany ozna-
czef w trakcie dowodu, np. zmiana duzych liter na mate (dowéd Lematu 3.2.4), zmiana greckich liter
na laciniskie (dowéd Twierdzenia 4.1.5). Z kolei w Twierdzeniu 4.1.10 mowa jest o réwnowazno-
§ci czterech warunkéw, podczas gdy w dowodzie wykazywana jest réwnowazno$¢ pigciu warunkéw.
Pewnym uchybieniem sg réwniez zdarzajace si¢ powazne btedy gramatyczne.

Jesli chodzi o rzeczy bardziej merytoryczne, to znalaztem w pracy jedna niejasno$¢. Chodzi mia-
nowicie o uwage poczyniong przez autora w ostatnim akapicie Rozdziatu 4 na stronie 44. Dotyczy
ona Przyktadu 4.2.3, ktéry opisuje przesunigcie wazone na drzewie skierowanym. Autor stwierdza,
ze ten przyktad nie pozwala na skonstruowanie ograniczonego injektywnego operatora kompozycji na
L?(p), ktéry spelniatby warunek multiplikatywnosci modutéw dla pojedynczego wyktadnika, ale nie
bylby quasinormalny, poniewaz pojawiajace si¢ tam drzewo skierowane ma korzen. Jak rozumiem, ta
uwaga przedstawia gtéwng motywacje dla Twierdzenia 5.2.5. Tymczasem wydaje sie, ze drzewo T o
nie ma korzenia. Przyktad opisany przez autora zaczerpnigty jest z referencji [44]. W pracy tej znaj-
dujemy uwage (Remark 5.4), ktéra jest doktadnym zaprzeczeniem uwagi poczynionej przez autora.
Od razu jednak zaznaczam, ze powyzszy wytyk nie umniejsza moim zdaniem warto$ci Twierdzenia
5.2.5. Dzigki pomystowosci konstrukcji jest to jedno z najciekawszych twierdzent w tej pracy.

Generalnie moja opinia o recenzowanej pracy jest bardzo pozytywna. Wyniki sg oryginalne i sta-
nowia wktad w rozwéj wiedzy o operatorach normalnych i quasinormalnych. Autor stosuje zaawan-
sowane techniki dowodzenia, okazuje sprawno§¢, pomystowos¢ i bez watpienia duzg kulture matema-
tyczng. Uwazam, Ze praca ta spetnia wszelkie ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane rozpra-
wom doktorskim. Dlatego wnosz¢ o dopuszczenie pana mgr. Pawta Pietrzyckiego do dalszych etapow
przewodu doktorskiego.
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