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Niniejsza prezentacja oprocz omoOwienia wynikow powyzszych prac zawiera opis na-
stepujacych $cisle z nimi zwiazanych preprintow. Preprinty te zostaly zawarte w mojej
rozprawie habilitacyjnej na Uniwersytecie w Zurychu i zostaly sprawdzone przez jej re-
cenzentow.
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Wstep do rozprawy stuzy nam do omoéwienia kontekstu powyzszych artykutow, zaryso-
wania ich gtéwnych wynikow oraz ich znaczenia dla rozwoju dziedziny. Bardziej szczego-
towe omoéwienie znajduje sie w dalszych jej czesciach.

WSTEP

Tematem przewodnim omawianych prac jest badanie explicite tréjwymiarowych rozma-
itosci nieog6lnego typu. Koncentrujemy sie gtéwnie na badaniu trzy-rozmaitosci Calabi—-
Yau oraz rozmaitosci Fano.

Badanie explicite rozumiemy w duchu Cortiego oraz Reida (zob. [39]) jako takie bada-
nie, ktore nie zatrzymuje sie na otrzymaniu ogélnych abstrakcyjnych twierdzen, ale idzie
dalej szukajac konkretnego opisu rozmaitosci, na przyktad za pomoca réwnan, w celu
wydobycia jak najjasniejszego obrazu ich wtasnosci geometrycznych.

Wyniki niniejszej rozprawy sa podzielone na dwie czesci. Pierwsza dotyczy badania
rozmaitos$ci Calabi—Yau, ktore nie sg pelnymi przecieciami w rozmaitosciach torycznych.
Druga cze$¢ natomiast rozpatruje rozmaitosci Fano oraz powierzchnie K3 wraz z prze-
strzeniami moduli wiazek wektorowych na nich poprzez badanie tzw. rozmaitosci Mukai.
Obie czesci maja wspolne korzenie historyczne wywodzace sie z badan na temat geome-
trii powierzchni K3 oraz ich przestrzeni moduli. Ponadto teorie rozmaitosci Calabi—Yau,
rozmaito$ci Fano oraz powierzchni K3 przenikaja sie i wspotgraja na wielu poziomach:
poczawszy od najbardziej podstawowych relacji pomiedzy ich konstrukcjami takimi jak
fakt, ze wiele rozmaitosci Calabi—Yau oraz powierzchni K3 powstaje jako anty-kanoniczne
ciecia rozmaitos$ci Fano, az po bardziej zaawansowane relacje, jak na przyktad hipoteza
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symetrii lustrzanej ktéra ma swoja interpretacje dla kazdej z tych klas rozmaitosci. Wza-
jemna zaleznos$¢ pomiedzy rozmaitosciami Calabi—Yau oraz Fano réznych wymiaréw jest
wszechobecna w omawianej rozprawie. Co wiecej, stanowi ona gléwny drogowskaz w ca-
tej naszej pracy badawczej. Zwroémy uwage na kilka relacji pojawiajacych sie w naszych
pracach:

e badanie zanurzen powierzchni del Pezzo w rozmaitosciach Calabi—Yau jest gtow-
nym sktadnikiem naszych konstrukeji za pomoca odrzutowan;

e nasze studium wyznacznikowych rozmaitosci Calabi—Yau jest oparte na analogii
z opisami wyznacznikowymi powierzchni del Pezzo;

e nasze podejscie do klasyfikacji rozmaitosci Calabi-Yau w IPS opiera sie na powig-
zaniu tych rozmaitosci ze zrzutowanymi powierzchniami del Pezzo oraz del Pezzo
trzy-rozmaitosciami;

e badamy rozmaito$ci Calabi-Yau z listy Borcea, rozpatrujac rozmaitosci Mukai,
ktorych sa one kwadratowymi cieciami;

e uzywamy idei geometrycznych przej$é pomiedzy rozmaitosciami Calabi—Yau do
studiowania modeli Landaua—Ginburga trzy-rozmaitosci Fano—-Mukai.

Pomimo, ze obie czesci rozprawy wzajemnie sie przenikaja, zachowujemy podziat na dwie
czesci, oparty na réznicy w motywacjach i charakterze otrzymanych wynikéw. Dodatkowo
wyrézniamy trzecig czesé rozprawy dotyczaca klasyfikacji rozmaitosci Calabi—Yau w P?,
ze wzgledu na jej rozmiar oraz dodatkowe motywacje. Reszta niniejszego omoéwienia jest
podzielona na trzy adekwatne czesci.

RozMAITOSCI CALABI-YAU

Rozmaitosci Calabi-Yau sa rozmaitosciami o trywialnej pierwszej klasie Cherna i zni-
kajacych posrednich kohomologiach snopa strukturalnego. Stanowia one jedno z uogol-
nienn powierzchni K3 na wyzsze wymiary. Ponadto Twierdzenie Beauville’a-Bogomolova
[13, 20| mowi, ze za pomoca rozmaitosci Calabi-Yau, rozmaitosci hiper-Kahlerowskich i
zespolonych toruséw, poprzez branie produktéw oraz nakryé étalnych, mozna otrzymac
kazda gladka zespolong rozmaito$¢ Kéhlerowska o trywialnej pierwszej klasie Cherna.
Natomiast w klasyfikacji rozmaitosci zespolonych rozmaitosci ze znikajaca pierwsza kla-
sa Cherna znajduja sie w bardzo szczegélnym miejscu: na granicy pomiedzy uporzad-
kowanym $wiatem rozmaitosci typu Fano oraz $wiatem rozmaitosci typu ogodlnego zbyt
obszernym i chaotycznym, by mozna go byto w ogélnosci zrozumieé. Z tego powodu rozma-
itodci Calabi-Yau stanowiag centralne obiekty z punktu widzenia klasyfikacji rozmaitosci
zespolonych. Klasyfikacje rozmaitosci Calabi-Yau mozna prowadzi¢ w réznym stopniu
doktadnosci:

z doktadnoscig do homeomorfizmu topologicznego;
z doktadnoscia do deformacji;

z dokladnoscia do biwymiernosci;

z doktadnoscia do izomorfizmu.

Podstawowymi niezmiennikami topologicznymi rozmaitosci Calabi—Yau sa ich liczby Hod-
ge'a

AU X) = dim HY(X,Q%), AY*(X) =dim H'(X,Q%),
oraz topologiczna charakterystyka Eulera y(X) powiazana z nimi wzorem:

X(X) = 2(hMH(X) — KM (X)).

Liczby h'1(X) oraz h'?(X) maja réwniez swoja interpretacje algebraiczna odpowiednio
jako rzad grupy Picarda (liczba Picarda) oraz wymiar przestrzeni deformacji.
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Najprostsze pytania dotyczace rozmaitosci Calabi—Yau pozostaja szeroko otwarte. Nie
wiemy w szczegdlnosci, czy liczby Hodge’a lub charakterystyki Eulera rozmaitosci Calabi—
Yau sa ograniczone, ani czy jest skonczenie wiele rodzin deformacyjnych rozmaitosci
Calabi—Yau. Zdania ekspertow w tych kwestiach sa mocno podzielone. W szczegdlno-
Sci sam Yau uwaza, ze jest skoriczenie wiele rodzin rozmaitosci Calabi—Yau, natomiast
Reid (zob. [136]) jest zdania przeciwnego.

Jednym z najciekawszych podej$¢ do klasyfikacji rozmaitosci Calabi—Yau jest tzw. hipo-
teza sieci (zob. [135, 63]). Proponuje ona zaaranzowac wszystkie trzy-rozmaitosci Calabi-
Yau w olbrzymi zorientowany graf, ktorego wierzchotkami sg rodziny deformacyjne roz-
maitosci Calabi—Yau, natomiast strzatkami sg tzw. geometryczne przejscia pomiedzy ele-
mentami tych rodzin. Hipoteza postuluje, ze tak stworzony graf jest spojny. Do tej pory
pokazano, ze wickszo$é standardowych przykladéw jest polaczona siecig z kwintyka w P4
(zob. [60, 38]). Mamy zatem olbrzymi spojny fragment grafu, ktory nazywamy siecia i
pytamy czy wszystkie trzy-rozmaito$ci Calabi—Yau mozna do tej sieci podtaczyé.

Badanie trzy-rozmaitosci Calabi-Yau jest dodatkowo silnie umotywowane zastosowa-
niami w fizyce teoretycznej, a doktadniej w teorii super-strun. W tej teorii podstawowym
budulcem wszechswiata sa malutkie struny, ktérych wibracje determinuja rodzaj czastek,
ktore te struny reprezentuja. Zeby taka teoria byla spojna z wiedza jaka posiadamy, stru-
ny te musza wibrowa¢ wewnatrz malych trzy-rozmaitosci Calabi-Yau. Z tego punktu
widzenia znajdywanie dobrze opisanych trzy-rozmaitosci Calabi—Yau jest istotne, ponie-
waz stanowi ono zrodlo przyktadéw testujacych hipotezy majace swoje odzwierciedlenie
w fizyce. Najistotniejszymi sposrod nich sa hipotezy symetrii lustrzanej.

Symetria lustrzana jest w istocie gléwnym Zrodlem zainteresowania trzy-rozmaitosciami
Calabi-Yau. Jest ona réwniez motorem jednego z najbardziej spektakularnych postepow
w nowoczesnej matematyce. Z punktu widzenia fizyki (zob. [61]) postuluje ona, ze trzy-
rozmaitosci Calabi—Yau pojawiaja sie w parach, ktore indukuja te samg teorie strun. Ob-
serwacja ta ma gleboko idace konsekwencje w calej teorii trzy-rozmaitosci Calabi—Yau.
Konsekwencje te formutowane sa na réznych poziomach ogélnosci. Na poziomie topologicz-
nym lustrzana para rozmaito$ci Calabi—Yau ma zamienione liczby Hodge’a. Najbardziej
intrygujace dla matematykéw zajmujacych sie symetrig lustrzana jest jednak to, ze istnieje
konkretne powigzanie umozliwiajace policzy¢ liczbe krzywych wymiernych danego stop-
nia na rozmaitosci Calabi-Yau za pomoca badania tzw. okresu, czyli pewnej kanonicznej
multisekcji wiazki wektorowej indukowanej przez srodkowe kohomologie na przestrzeni
deformacji jej lustra (zob. [30]).

Ogolna teoria rozmaitosci Calabi—Yau jest wciaz na poczatku swojego rozwoju i nadal
stawia wiecej pytan niz odpowiedzi. Dlatego teoria ta ma mocno rozwinieta czesé po-
swiecong konstrukcji, badaniu przykladow oraz relacji pomiedzy nimi, celem ktorej jest
zrozumienie prawdziwego znaczenia gtéwnych hipotez oraz podtozenie podwalin pod przy-
szta ogolng teorie. Jest to rowniez punkt widzenia jaki przyjmujemy w naszych badaniach
naukowych.

Rozmaitosci Calabi-Yau sa gtownym obiektem badari niniejszej rozprawy, ktory de-
terminuje kierunek badan wszystkich omawianych prac. Naszym nadrzednym celem jest
rozszerzenie klasy dobrze opisanych trzy-rozmaito$ci Calabi—Yau; cel ten zawiera zarow-
no konstruowanie nowych przyktadow, jak i doglebniejsze badanie tych przyktadow, o
ktorych wiadomo, ze istnieja, jednak nasza wiedza o ich wtasno$ciach geometrycznych
jest wciaz niewystarczajaca. Kladziemy specjalny nacisk na to, zeby rozmaitosci byty
dobrze opisane; majac na mysli, ze musza mie¢ doglebnie zrozumiang geometrie (w ter-
minach réwnar, niezmiennikow, stozkow Kéhlera, deformacji), ale réwniez by¢ wygodne
do badania z punktu widzenia hipotez zwiazanych z fizyka. Z takim zamiarem w |[H7|
wprowadzamy nowa metode konstrukcji konkretnie opisanych rozmaitosci Calabi—Yau,
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bazujac na teorii geometrycznych przejs¢ oraz tzw. odrzutowan Kustina—Millera. Jest to
uogolnienie metod z prac [D3, 86|, posiadajace te zalete, ze dzieki wykorzystaniu teorii od-
rzutowan, otrzymywane przyktady posiadaja opisy explicite. Oprocz konstrukeji nowych
przyktadéw, metoda ta jest rowniez skuteczna w badaniu juz znanych rozmaitosci Calabi—
Yau. Okazuje sie bowiem, ze wiele rozmaitosci Calabi—Yau opisanych innymi metodami
powstaje rowniez w wyniku naszej konstrukcji. Otrzymujemy w ten sposéb nowe narze-
dzie do ich badania. Na przyktad w pracy [H8|, uzywajac metody geometrycznych przejsé
opartych na odrzutowaniach, przeprowadzamy dogtebna analize trzy-rozmaitosci Calabi—
Yau opisanych jako miejsca degeneracji odwzorowan pomiedzy rozkladalnymi wigzkami
wektorowymi (czyli tzw. wyznacznikowych rozmaitosci Calabi-Yau, ktore pojawily sie
po raz pierwszy w pracy [65]). Wynikiem naszych staran jest rozszerzenie klasy dobrze
zrozumianych przyktadéow rozmaitosci Calabi—Yau, ktora dotad sktadata si¢ prawie wy-
tacznie z pelnych przecie¢ w rozmaitosciach torycznych. W szczegdlnosci dodajemy do
nich rozmaitoéci zadane przez Pfaffiany w wazonych przestrzeniach rzutowych oraz wy-
znacznikowe rozmaitosci Calabi-Yau. Co prawda liczba nowych dobrze zbadanych przez
nas przyktadow, jest mala w stosunku do liczebnosci klasy rozmaitosci Calabi-Yau po-
chodzacych z konstrukeji torycznych. Sa to jednak przyktady nie mniej wazne. W tej
teorii bowiem kluczowe jest rozréznienie tych hipotez ktore sa prawdziwe dla wszystkich
rozmaitosci Calabi—Yau od tych, ktore zalezne sg od specyfiki konstrukcji pochodzacych z
geometrii torycznej. Rzeczywiscie, w ostatnim czasie rosnie zainteresowanie, zaréwno od
strony matematyki jak i fizyki, badaniem takich trzy-rozmaitosci Calabi—Yau, ktore maja
opis wyznacznikowy lub Pfaffianowy (por. [151, 85, 81, 82, 144, 78, 12|) i wiekszos¢ tych
prac wykorzystuje nasze wyniki z [H8|, [H7] lub [HP1]. Zainteresowanie to wzmocnione
jest przekonaniem, ze powinno byé¢ wiecej rozmaitosci Calabi—Yau, ktore nie sa pelnymi
przecieciami w rozmaitosciach torycznych niz tych, ktore nimi sa. Szczegdlnie istotne jest
zrozumienie symetrii lustrzanej dla takich rozmaitosci. Majac to na mysli, w pracy [HP1],
robimy krok w kierunku konstrukeji lustrzanych rodzin dla czterech nowych przyktadow
odkrytych po raz pierwszy w [H7] (oraz niezaleznie [85|) oraz opisanych za pomoca rownan
Pfaffianowych.

Zwroémy uwage na fakt, ze niektére rozmaitosci skonstruowane przez nas w pracach
objetych rozprawa stuza nie tylko jako modele do testowania ogdlnych hipotez, ale wy-
kazuja tez wlasnosci, ktore sa bardzo nietypowe wsréd rozmaitosci Calabi-Yau. W szcze-
golnosci rozmaitosci wyznacznikowe i Pfaffianowe stanowia, jak dotad, jedyne zrodto par
rozmaito$ci Calabi-Yau, ktoére nie sa biwymierne, a mimo to ich kategorie pochodne sg
rownowazne ([138, 68, 81, 82]). Jest to zjawisko interpretowane w fizycznej teorii GLSM.
Ponadto uzywajac naszego przykladu, w pracy [80] zostata skonstruowana para rozma-
itosci Calabi-Yau, ktorych roznica anihiluje klase prostej afinicznej w pierscieniu Gro-
thendiecka rozmaitosci dajac kontrprzyktad do stynnej hipotezy skracania w pierécieniu
Grothendiecka. Jest to réwniez jedyny znany obecnie kontrprzyktad do ostabionej wersji
hipotezy skracania, ktora implikowataby (zob [56]) niewymiernosé ogolnej czterowymia-
rowej kubiki.

RozMAITOSCT CALABI-YAU W P9

Drugim celem naszych badari nad rozmaitosciami Calabi—Yau jest rozwigzanie naste-
pujacego problemu:

Problem 1 (Okonek [124]). Sklasyfikowaé z doktadnosciq do izomorfizmu wszystkie
rozmaitosci Calabi—Yau, ktdre posiadajq zanurzenie w PC.

Zeby zobrazowaé znaczenie rozmaitosci Calabi-Yau posiadajacych zanurzenie w PS w
teorii rozmaitosci Calabi—Yau zwr6¢my uwage na nastepujacy fakt: dla wiekszosci znanych



6

przyktadow (skonstruowanych w [151, 18| i ponownie rozwazanych w [H4, HP3, H3|) po-
mimo posiadania przez nich dokladnego opisu zaréwno z punktu widzenia algebraicznego
jak 1 geometrycznego, nie istnieje w calej ogromnej bazie danych rownan typu Calabi—
Yau [152] takie rownanie, ktére mogtoby by¢ kandydatem na rownanie opisujace okres ich
ewentualnego lustra.

Oprocz wplywania zaréwno na klasyfikacje rozmaitosci Calabi-Yau, jak i na problem
konstrukeji nowych niestandardowych przyktadow, ten projekt wpisuje sie w diuga hi-
storie badan zmierzajacych do klasyfikacji rozmaitosci rzutowych wymiaru bedacego po-
towa wymiaru przestrzeni otaczajacej. Naturalno$é¢ takich rozmaitosci wynika z faktu,
ze kazda gladka rzutowa rozmaito$¢ wymiaru n mozna zanurzy¢ w przestrzei rzutowa
wymiaru 2n -+ 1, wiec te rozmaitosci, ktore posiadaja zanurzenie w P?", stanowia najwick-
sza klase specjalna z tego punktu widzenia. W rozwazaniach takich rozmaitosci (patrz
[53, 141, 127, 16, 49, 48, 5]) mozna spotka¢ dwa kierunki badan: pierwszy polega na pro-
bie klasyfikacji takich rozmaitosci poczawszy od niskiego stopnia, druga na probie klasy-
fikacji tych rozmaitosci ktore nie sa typu ogolnego. Klasyfikacja rozmaitosci nieogélnego
typu wymiaru 3 stopnia co najmniej 11 w P% jest pierwszym nierozwigzanym proble-
mem, natomiast rozmaitosci Calabi-Yau leza na jego brzegu. W tym przypadku mamy
mozliwos¢ skorzystania z ogolnego twierdzenia strukturalnego Waltera [158], dotyczacego
podkanonicznych rozmaito$ci kowymiaru 3. W naszym przypadku twierdzenie Waltera
implikuje, ze rozwazane rozmaitosci sg tzw. rozmaitosciami Pfaffianowymi. Problem kon-
strukeji Pfaffianowych rozmaitosci Calabi—Yau zostal podjety w pracach [151, 18|. Nasze
wyniki odnosza sie do tych konstrukcji.

Rezultaty dotyczace tematu klasyfikacji rozmaitosci Calabi-Yau posiadajacych zanu-
rzenie w P® sa zawarte w pracach [H4, HP3, H3|. Publikacja [H4| przedstawia ogolny
zarys wynikéw otrzymanych w kierunku czesciowej klasyfikacji tych rozmaitosci; zawie-
ra ona klasyfikacje rozmaito$ci Calabi—Yau zawartych w pieciowymiarowych kwadrykach
oraz takich, ktére majg stopienn < 14. Ponadto dowodzimy wyniku dotyczacego deforma-
cji Pfaffianowych rozmaitosci Calabi—Yau, z ktérego wynika miedzy innymi, ze inaczej
niz w przypadku pelnych przecie¢, minimalny stopieri generatoréw ideatu jednorodnego
rozmaitos$ci Pfaffianowej moze sie zmienia¢ w gtadkich rodzinach deformacyjnych.

W pracy [HP3| zarysowujemy program pelnej klasyfikacji rozmaitosci Calabi-Yau w P
bazujac na zaobserwowanej analogii pomiedzy opisami Pfaffianowych rozmaitosci Calabi—-
Yau oraz opisami rzutéw kanonicznych zanurzen powierzchni del Pezzo na P5. W szcze-
golnosci ponownie rozwazamy przyklady skonstruowane w [151] otrzymujac ich prosta i
w pelni geometryczng charakteryzacje, unikajac podnoszenia z charakterystyki dodatnie;j.
Te przyktady sa teraz tatwe do konstruowania i podatne na dalsze badania. Przedstawia-
my réowniez relacje pomiedzy rozmaitosciami Calabi-Yau w P® oraz rozmaitosciami Fano
indeksu 2 w terminach tzw. biliaison. Nasze konstrukcje w kontekscie badania rozmaitosci
Calabi-Yau kowymiaru 3 sa uogélnieniem konstrukeji z [H7|. Idea interpretacji odrzuto-
wan jako specjalnych biliaison jest nowa koncepcja ogdlna, ktora jest dla nas réwniez
punktem wyjscia do omawianej dalej pracy [H2|.

W pracy [H3| przedstawiamy pierwszy krok prowadzacy do konstrukcji rozmaitosci
Calabi-Yau stopnia 18 w P%. Wedtug naszej hipotezy jest to potencjalnie jedyny braku-
jacy przyktad Pfaffianowej rozmaitosci Calabi—Yau. Punktem wyjscia naszych rozwazan
jest zauwazenie, ze ogdlnym hiperptaskim cieciem takiej hipotetycznej rozmaitosci musi
by¢ powierzchnia ogélnego typu stopnia 18 w swoim zanurzeniu kanonicznym w P°. Kon-
strukcja takich powierzchni jest wiec istotnym krokiem w kierunku znalezienia rozmaito-
$ci Calabi-Yau stopnia 18 w P®. W pracy [H3| otrzymujemy rodzine takich powierzchni
kanonicznych stopnia 18 w P° uzywajac metody biliaison dla specjalnych rzutowan roz-
maitosci Veronese. Zwroémy uwage, ze powierzchnie kanoniczne niskiego genusu leza w
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kregu zainteresowan wielu geometrow algebraicznych zajmujacych sie klasyczna geome-
trig. W szczegolnosci powierzchnie kanoniczne genusu 6, czyli takie, ktérych odwzorowanie
kanoniczne zadaje morfizm w P°; zostaly sklasyfikowane do stopnia 17 w pracy [31]. Ja-
ko komentarz do hipotezy zawartej w [H3|, w pracach [32, 33| pojawily sie konstrukcje
takich powierzchni wyzszych stopni, jednak wszystkie one zostaty wykluczone z naszych
rozwazan wynikami z [H4|, jako na pewno nie rozszerzajace sie do rozmaitosci Calabi—Yau.

Praca [H2| jest kontynuacja naszych rozwazan dotyczacych rozmaitosci Calabi—Yau
dopuszczajacych specjalne zanurzenia. Rozwazamy w niej rozmaitosci Calabi—Yau, ktore
posiadajg zanurzenie jako rozmaitosci rzutowo normalne w P7, czyli takie, ktére nie sa rzu-
tami z wazonych przestrzeni rzutowych wyzszego wymiaru. W tym przypadku sytuacja
jest nieco odmienna od sytuacji kowymiaru 3 ze wzgledu na brak twierdzenia struktu-
ralnego w kowymiarze 4. Niemniej, otrzymujemy podobnymi metodami do przypadku
kowymiaru 3 hipotetycznie pelna liste takich rozmaitosci. W szczegélnosci wypeliamy
wszystkie mozliwe stopnie ich zanurzenia. Otrzymane przyktady stuza z jednej strony do
wypelnienia zadan pierwszej czedci rozprawy, z drugiej moga stuzy¢ za drogowskaz do
znalezienia ogdlnej struktury rozmaitosci Gorensteina kowymiaru 4, rozwijajac metody

[137].

RozMAITOSCI MUKAI

Czesé badan przedstawionej rozprawy prowadzona jest w kontekscie rozmaitosci Mukai,
rozmaito$ci uzywanych przez Mukai do klasyfikacji trzy-rozmaitoéci Fano-Mukai. Rozma-
itoéci Fano-Mukai sa rozmaito$ciami pierwszymi o koindeksie Fano rownym 3. Doktad-
niej znaczy to, ze sa to rozmaitosci F' wymiaru n o liczbie Picarda 1 na ktorych istnieje
dywizor szeroki H taki, ze zachodzi —Kx = (n — 2)H (tu Kx jest dywizorem kano-
nicznym). Istotnym niezmiennikiem rozmaitosci Fano-Mukai jest ich genus ,czyli genus
krzywej powstajacej jako petne przeciecie dywizoréow z systemu H lub réwnowaznie liczba
g=3(H*+2).

Geometria rozmaitosci Mukai stata si¢ istotna dla ogélnego badania rozmaitosci Fano
oraz przestrzeni moduli powierzchni K3 po cyklu prac Mukai [110, 112, 113, 115, 111, 109]
oraz ich uzpekieniu [102] autorstwa Melli.

W tej czedci omawianej rozprawy rozwijamy pickne geometryczne idee Mukai, Ku-
znetsova, Ilieva, Markushevicha i Ranestada, dotyczace badania powierzchni K3, Fano
trzy-rozmaitosci oraz geometrii przestrzeni moduli wiazek na tych rozmaitosciach. Idee te
oparte zostaly na rozwazaniu relacji pomiedzy rozmaito$ciami Mukai. Punktem wyjscio-
wym calej teorii jest twierdzenie Mukai moéwiace, ze niektore przestrzenie moduli wigzek
wektorowych na powierzchniach K3 sg rowniez powierzchniami K3. Konstrukeja ta indu-
kuje zatem tzw. transformacje Fourier-Mukai, czyli rownowaznos$é kategorii pochodnych
pomiedzy réznymi powierzchniami K3. Uzywajac twierdzenie Torelliego, Mukai znalazt
kilka takich rownowaznosci. Nastepnie w [94, 92, 91| Kuznetsov rozwazal kategorie po-
chodne rozmaitosci Fano—Mukai sekcyjnego genusu g < 12 w kierunku badania zjawiska
homologicznej rzutowej dualnosci. W tym celu Kuznetsov za pomoca metod algebry homo-
logicznej skonstruowat na kazdym liniowym cieciu rozmaitosci Mukai wiazki wektorowe,
ktore odgrywaly kluczows role w jego dowodzie homologicznej rzutowej dualnosci.

Od strony geometrycznej w |75, 76|, lliev, Markushevich i Ranestad podali geometrycz-
ne konstrukcje przestrzeni moduli wiazek wektorowych na powierzchniach K3 oraz trzy-
rozmaito$ciach Fano sekcyjnego genusu 7 oraz 9. W szczegélnosci podali oni geometryczng
interpretacje transformacji Fourier-Mukai w tych przypadkach oraz geometryczng kon-
strukcje wiazek znalezionych w [92|. Gtéwnym sktadnikiem konstrukeji w [76] jest dowod
twierdzenia moéwiacego, ze ogdlne ciecie rozmaitosci Mukai genusu sekcyjnego 9 posiadaja-
ce jeden zwyktly punkt osobliwy, zrzutowane z tego punktu osobliwego jest izomorficzne z
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pewnym cieciem liniowym rozmaito$ci Mukai genus o jeden mniejszego. Otrzymany wynik
umozliwit przyporzadkowanie kazdej wigzce wektorowej z pewnym ustalonym wektorem
Mukai na rozmaitosci Mukai M, dla g = 9 punktu na rozmaitosci rzutowo dualnej do M,.
W ten sposob badana przestrzen moduli wiazek zostata skonstruowana jako liniowe ciecie
rozmaitosci rzutowo dualnej do M,. Ponadto w pracach [134, 76| autorzy przedstawili
hipoteze, ze wynik dotyczacy rzutowania osobliwych cie¢ rozmaitosci Mukai rozszerza sie
na wszystkie przypadki.

W pracy [HP2|, dowodzimy powyzszej hipotezy Ilieva i Ranestada. Nasze metody opie-
raja sie na teorii reprezentacji i pozwalaja skonstruowaé¢ explicite szukane izomorfizmy.
Nastepnie rekonstruujemy wiazki Kuznetsova cofajac wigzke uniwersalng docelowej roz-
maitosci Mukai przez restrykcje do liniowego ciecia, a nastepnie przez nasz izomorfizm.
W szcezegolnosei odtwarzamy wyniki |75, 76] z naszego alternatywnego punktu widzenia.
Podobnie jak w pracach [76], otrzymujemy konsekwencje dotyczace przestrzeni moduli
pewnych wiagzek wektorowych na cieciach rozmaito$ci Mukai wszystkich genusow.

Z punktu widzenia naszych badan dotyczacych rozmaitosci Calabi-Yau otrzymany wy-
nik ma jeszcze jedng motywacje. Mianowicie umozliwia on nam konstrukcje kaskady geo-
metrycznych dwuprzej$é opartych na odrzutowaniach, jak w opisanej wyzej pracy [H7],
taczacej wszystkie rozmaitosci Calabi-Yau z listy Borcea. W ten sposob praca [HP2| wpi-
suje sie w gtowne motywacje naszej rozprawy. Otrzymujemy rowniez analogiczng kaskade
taczaca trzy-rozmaitosci Fano Mukai genus co najwyzej 10. Takie polaczenia rozmaitosci
Fano za pomoca przejs¢ sktadajacych sie z degeneracji ztozonych z rzutowaniami a na-
stepnie wygladzeniami poszukiwane sa przez matematykoéw zajmujacych sie teorig modeli
Landaua-Ginzburga, bedaca instancja hipotezy symetrii lustrzanej dla trzy-rozmaitosci
Fano.

W pracy [H5| skupiamy sie na najciekawszym z przypadkow hipotezy Ilieva i Ranestada.
Jest to przypadek osobliwych cie¢ rozmaitosci Mukai genus 10 oznaczanej jako Mig. Z
pracy [HP2| wiemy, ze ogdlne osobliwe ciecie liniowe Mo rzutuje sie na liniowe ciecie
rozmaitosci Mg. W pracy [H5| idziemy krok dalej dowodzac, ze ogdlne gladkie ciecie
rozmaitosci My dopuszceza jedyne zanurzenie w Grassmannian G(3,6). W ten sposob nie
tylko konstruujemy geometrycznie wiazki z pracy Kuznetsova [92], ale dowodzimy rowniez
ich jedynosci.

Z naszych rozwazan wynika rowniez geometryczna konstrukcja przestrzeni moduli wia-
zek o wektorze Mukai (3, L, 3) na powierzchni K3 genusu 10 jako powierzchni K3 genusu
2. W tym przypadku nasza konstrukcja daje rownowaznos$¢ pomiedzy kategoria pochodng
powierzchni K3 genusu 10 ze skrecong kategoria pochodnag pewnej powierzchni K3 genusu
2 skreconej przez pewna specjalng dwutorsyjng klase Brauera. Badanie konkretnej klasy
Brauera, ktora bierze udzial w naszej konstrukeji jest przedmiotem pracy [101], opartej
na naszych wynikach. Jest to jeden z trzech typow, sklasyfikowanych przez van Geemena
w [154], dwutorsyjnych klas Brauera pojawiajacych sie na powierzchni K3 stopnia 2. Inny
rodzaj zwiazany jest z klasycznag dualno$cia pomiedzy powierzchniami K3 stopni 8 oraz
2. Interpretacja geometryczna ostatniego typu dwutorsyjnych klas Brauera w terminach
rownowaznosci kategorii pochodnych jest przedstawiona w omawianej nizej pracy [OP1].

Nasze wyniki zawarte w [H5] oparte sa na doglebnym zbadaniu geometrii rozmaitosci
Mukai My, najbardziej tajemniczej z rozmaito$ci Mukai.

W pracy [H6| kontynuujemy nasze badania rozmaitosci Mg, z mysla o zastosowaniu
wynikow do symetrii lustrzanej rozmaitosci Calabi—Yau zgodnie z gléwnymi motywacja-
mi naszej rozprawy. Doktadniej, praca [H6| dotyczy konstrukeji tzw. matych degeneracji
torycznych rozmaitosci Mukai M. Pojecie malych degeneracji torycznych zostato wpro-
wadzone przez Batyreva |7] jako narzedzie do konstruowania rodzin lustrzanych rozmaito-
Sci Calabi-Yau, ktore nie sa pelnymi przecieciami w rozmaitosciach torycznych. Metoda
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ta zostala nastepnie uogoélniona do tzw. torycznych degeneracji Gorensteina. Z mys$la o
potencjalnych zastosowaniach w symetrii lustrzanej wiele wysitku zostato wtozone w zna-
lezienie takich degeneracji dla réznych klas rozmaito$ci Fano. W szczegdlnodci toryczne
degeneracje Gorensteina zostaly skonstruowane dla wiekszosci tzw. rozmaitosci sferycz-
nych w [2]. Posréd rozmaitosci jednorodnych Mg jest jedna z kilku rozmaitosci, dla ktorej
metody [2] zawodza. Sposrod rozmaitosci Mukai jest to jedyna taka rozmaitosé. W pracy
[H6| rozwiagzujemy ten problem konstruujac niezalezng mala toryczna degeneracje roz-
maitosci M. Jako zastosowanie naszych wynikéw otrzymujemy dobrze opisana rodzine
ktora jest kandydatem na lustro rozmaito$ci Calabi—Yau stopnia 36 z listy Borcea.

Praca [H1| uzupelnia nasze wyniki o badanie geometrii rozmaitosci Fano-Mukai genu-
su 12. Rozmaitosci te nie powstaja jako ciecia liniowe wyzej wymiarowych rozmaitosci.
Weciaz jednak stowarzyszone sa z nimi rozmaito$ci Calabi-Yau bedace ich podwojnymi
nakryciami. W ten sposob otrzymujemy pewne rozszerzenie listy Borcea o rozmaitosci
Calabi-Yau stopnia 44, ktorych polaryzacja jest hipereliptyczna. Nasze prace w tym te-
macie sag motywowane dodatkowo pochodzacym z analizy zespolonej problemem istnienia
tzw. metryk Kéhlera—Einsteina na tych rozmaitosciach. W toku badan uzyskujemy opi-
sy explicite ciekawych gladkich degeneracji rozmaitosci Fano-Mukai genusu 12 z duza
grupa automorfizméw oraz opis dywizoréw niezmienniczych ze wzgledu na te grupe. W
ten sposob otrzymujemy specjalne degeneracje rozmaitosci Calabi—Yau stopnia 44, ktore
docelowo powinny pomoéc w rozstrzygnieciu symetrii lustrzanej dla tej kolejnej niestan-
dardowej rodziny trzy-rozmaitosci Calabi—Yau.

POBOCZNE WYNIKI I ROZWINIETE NARZEDZIA

OpisaliSmy powyzej zarys gtéwnych motywacji naszych badan w tej rozprawie. Warto
jednak zaznaczy¢, ze kazda z podjetych prac doprowadzita nas do rozwiniecia nowych
narzedzi ktoére niezaleznie moga by¢ wykorzystane w innych tematach. Na przyklad w
pracach [H8, H7, H2| rozwijamy ogdlna teorie odrzutowan przydatna w badaniu réznych
typow rozmaitosci. W pracach [H4, HP3, H3, H2| powickszamy nasze pojmowanie ogolnej
teorii biliaison oraz jej powigzan z odrzutowaniami. Ponadto otrzymujemy wyniki doty-
czace ogolnej klasyfikacji powierzchni ogélnego typu z p, = 6. W pracy [H5|, otrzymujemy
wiele niezaleznych wynikoéw dotyczacych geometrii Grassmannianow G(3,6) oraz G(2,7),
oraz ich liniowych sekcji. W szczegolnodci opisujemy ich schematy Hilberta prostych oraz
stozkowych, wpisujac sie w zainteresowania klasycznej geometrii algebraicznej. Wyniki
[H6| znajduja zastosowanie w klasyfikacji powierzchni K3 genusu 10. Natomiast w pracy
[H1] podejmujemy problem istnienia metryk Kdhlera—Finsteina na rozmaitosciach Fano.

Istnienie specjalnych rzutowan rozmaitosci Veronese, ktorych uzywamy w [H3] do kon-
strukeji powierzchni generalnego typu w IP°, jest bardzo zaskakujace i wpisuje sie w pro-
blemy klasycznej geometrii algebraicznej. Maja one rowniez zaskakujace zwiazki z teoriag
wygladzalnosci schematow skoniczonych na przestrzeni rzutowej, co bedzie przedmiotem
naszych dalszych badan.

Przejdzmy teraz do bardziej szczegdtowego omowienia naszych wynikow.

ROZMAITOSCI CALABI-YAU I SYMETRIA LUSTRZANA

Nasze badania na temat trzy-rozmaitosci Calabi—Yau zmierzaja do zrozumienie nowych
klas przyktadéw, szczegdlnie choé nie jedynie, rozmaitosci Calabi—Yau o liczbie Picarda 1.
Nasze cele w tej czesci rozprawy mozna podsumowacé nastepujaco:

(1) Znalezienie nowych metod konstrukeji oraz opisu rodzin rozmaitosci Calabi-Yau
o liczbie Picarda 1 za pomoca rownan w przestrzeniach rzutowych z wagami.
(2) Badanie geometrii oraz hipotezy sieci dla juz opisanych rozmaitosci Calabi—Yau.
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(3) Studiowanie symetrii lustrzanej dla jeszcze niezbadanych klas rozmaitosci Calabi-
Yau, ktore nie sa pelnymi przecieciami w rozmaitosciach torycznych.

Pozostata cze$é rozdziatu bedzie podzielona adekwatnie do powyzszych celow.

KONSTRUKCJE I REKONSTRUKCJE ZA POMOCA ROWNAN

Z punktu widzenia geometrii explicite, rozmaitosci Calabi-Yau o liczbie Picarda 1 sg
szczegblnie wazna podklasg wszystkich rozmaitosci Calabi—Yau. Przede wszystkim ma-
ja najmniejsza liczbe Picarda i przez to sa pierwsze do badania. Ponadto, zwazajac na
doswiadczenie z teorii rozmaitosci Fano, powinny by¢ najtrudniejsze do skonstruowania.
Roéwniez, z punktu widzenia hipotezy sieci, rozmaitosci te sa tzw. prymitywnymi rozma-
itociami Calabi—Yau, czyli takimi rozmaitosciami, ktore leza na koricach grafu geome-
trycznych przeksztatcen; wynika to z tego, ze ze wzgledu na zbyt niska liczbe Picarda
nie dopuszczaja one kontrakeji. Co wiecej, na podstawie rozwazan [63] mozna przypusz-
czaé, ze jest jedynie kilka sporadycznych rodzin prymitywnych rozmaito$ci Calabi—Yau,
ktore maja wyzsza liczbe Picarda. Mozna zatem stwierdzi¢, ze do klasyfikacji rozmaitosci
Calabi—Yau wystarczy sklasyfikowaé¢ wszystkie rozmaitosci Calabi—Yau o liczbie Picar-
da 1, a pozostale otrzymamy z nich przez geometryczne przejscia. Podobnie teoria Mo-
ri umozliwita klasyfikacje wszystkich trzy-rozmaitosci Fano startujac z klasyfikacji Fano
trzy-rozmaitosci o liczbie Picarda 1 o tagodnych osobliwosciach. W koricu rozmaitosci o
liczbie Picarda 1 sa rowniez wyr6znione z punktu widzenia symetrii lustrzanej, poniewaz
ich lustra maja jednoparametrowa rodzine deformacji. Lustra te moga zatem by¢ studio-
wane explicite w terminach rownan Picarda-Fuchsa, ktére w tym wypadku sa rownaniami
rozniczkowymi jednej zmiennej.

Do tej pory znaleziono tysiace rodzin rozmaitosci Calabi-Yau (zob m.in. [8, 18, 24,
28, 40, 41, 42, 85, 84, 86, D1, 140, 88, 98, 96, 125, 133, 151]), a nowe konstrukcje wciaz
pojawiaja sie w literaturze. Za pomocg rownan opisano jednak jedynie nastepujace rodziny
rozmaitos$ci Calabi—Yau o liczbie Picarda jeden:

(1) Pelne przeciecia w przestrzeniach rzutowych z wagami;

(2) Pelne przeciecia w rozmaitosciach jednorodnych (Borcea [22]);

(3) Rozmaitosci Pfaffianowe w szesciowymiarowej przestrzeni rzutowej (Tonoli [151],
Rodland [138));

(4) Niektore rozmaitosci wyznacznikowe (Gross—Popescu [65]);

(5) Podwojne nakrycia Q-Fano trzy-rozmaitosci (Lee [96]).

Oprocz powyzszego jest tez szeroka klasa przykladow, ktorych istnienie zostato udo-
wodnione, ale ich efektywne konstrukcje nie sa znane. Co prawda z samych wynikow
dotyczacych istnienia mozna czesto wywnioskowa¢ pewne informacje o ich geometrii, ale
pracowanie z takimi przyktadami jest bardzo trudne. Z drugiej strony jest bardzo nie-
wiele dobrze opisanych przyktadéw, ktore nie sa pelnymi przecieciami w rozmaitos$ciach
torycznych.

Majac na mysli powyzsze motywacje, w pracy [H7| wprowadzamy metode konstrukeji
nowych rodzin rozmaitosci Calabi—Yau, ktéra réwniez stuzy nam do opisania juz znanych
przyktadow za pomoca réwnan. Metoda jest zainspirowana programem Takagiego klasyfi-
kacji Q-Fano trzy-rozmaitosci (patrz [4, 148, 149]). Oparta jest ona na teorii odrzutowan
Kustina—Millera, teorii rozwinietej przez Papadakisa i Reida w [128, 129] oraz ideach prac
[D3, 86]. Konstrukeje, ktore wprowadzamy w [H7| sa w rzeczywistosci uogélnieniem wyni-
kow zawartych w [D3, 86]. Naszym glownym celem nie jest jednak konstrukeja duzej liczby
nowych przyktadéw w stosunku do tych znalezionych przez G. Kapustke w [86]. Glownym
celem, dla ktorego korzystamy z odrzutowan jest otrzymanie przyktadéw wraz z ich opi-
sem za pomoca rownan. Podkreslmy réwniez fakt, ze pomimo, iz praca [H7| nie zawiera
wielu ogolnych wynikéw, jej idee stuza nam jako drogowskaz w wickszosci prac zawartych
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w tej rozprawie. Precyzujac, nasza praca [H7| prezentuje ogoélna metode konstrukeji roz-
maitosci Calabi—Yau za pomoca odrzutowan i pokazuje jak metoda dziata w najprostszych
przypadkach, takich jak pelne przeciecia oraz Pfaffiany wiazek rozktadalnych. Zeby me-
toda miata szerszy zakres dziatania w kontekscie doprowadzania do konkretnych réwnan
potrzebujemy rozszerzenia wynikow dotyczacych teorii odrzutowari. Robimy to miedzy
innymi w pracach [H8, HP3, H3, H2, HP2].

Zanim przejdziemy do omdwienia naszej konstrukeji, zacznijmy od wprowadzenia pod-
stawowych faktow na temat odrzutowan (detale mozna znalezé w pracach, [128, 129)]).
Odrzutowanie jest to odwzorowanie odwrotne do pewnego biwymiernego rzutowania. Be-
dziemy rozwaza¢ odrzutowania powstajace w nastepujacy sposob.

Niech D € X C P" beda dwiema rozmaitosciami rzutowo Gorensteina takimi, ze
D ma kowymiar 1 w X. Niech wx = Opn(kx)|x oraz wp = Opn(kp)|p beda snopami
dualizujacymi X oraz D odpowiednio, tak, ze kx,kp € Z. Przypusémy, ze kx > kp.
Na podstawie [129, Thm 5.2| istnieje wtedy sekcja wymierna s wiazki Ox(kx — kp) z
biegunami wzdtuz D, ktora definiuje odwzorowanie biwymierne

¢: X --»Y C ProjClzg, ..., z,,s]

Sciagajace D do punktu Py := (0 : --- : 0 : 1). Ponadto Y jest réwniez rozmaitoscia
rzutowo Gorensteina. Odwzorowaniem odwrotnym do ¢ jest rzutowanie Y z punktu F;.

Definicja 2. Powyzej opisane odwzorowanie p nazywamy odrzutowaniem Kustina—Millera
o dywizorze wyroznionym D oraz odrzutowanej rozmaitosSci X .

Bazujac na powyzszej definicji odrzutowania, w pracy |H7| wprowadzamy nastepujaca
relacje pomiedzy rozmaitosciami Calabi—Yau.

Definicja 3 ([H7]). Geometrycznym dwuprzejsciem z trzy-rozmaitosci Calabi—Yau X do
trzy-rozmaito$ci Calabi—Yau'Y , opartym na odrzutowaniu, jest para dwdch geometrycznych
przejsé z pewnej rozmaitosci Calabi—Yau Z do X oraz Y odpowiednio takie, zZe kontrakcje
rozmaito$ci Z w obu przejSciach tworzg rezolwente pewnego odrzutowania. Doktadniej

mamy diagram:
Z
y &
F T

X " Ay X - D EEVaVaVava '

gdzie p, q sq kontrakcjami o obrazach X', Y' odpowiednio; 7 jest odrzutowaniem natomiast
F oraz 9 sq wygtadzeniami rozmaitosci X' oraz Y.

Powyzsza relacja pomiedzy rozmaitosciami Calabi-Yau jest wzmocnieniem wtasnosci
bycia potaczonym przez przejscia geometryczne. Geometryczne dwuprzejscia oparte na od-
rzutowaniach konstruujemy w nastepujacy sposob. Zaczynamy od powierzchni del Pezzo
D zanurzonej w (wazonej) przestrzeni rzutowej 1" w taki sposob, ze zawezenia hiperptasz-
czyzn z T tworza pelny anty-kanoniczny system liniowy na D (powierzchnia D moze by¢
zawarta w hiperptaszczyznie). Rozwazamy ponadto rodzine 2~ trzy-rozmaitosci Calabi—
Yau zanurzonych w tej samej przestrzeni T'. Zaktadamy, ze istnieje rozmaito$¢ rzutowo
Gorensteina X otrzymana jako ptaska granica rodziny 2 taka, ze D C X. Poniewaz
zarowno D jak i X sa rzutowo Gorensteina, z teorii odrzutowan Kustina-Millera istnieje
wymierna sekcja wiazki Ox (1) z biegunami wzdtuz D. Domkniecie wykresu tej sekcji (w
stozku Cone(T)) jest rozmaitoscia rzutowo Gorensteina Y biwymierna z X, ktéra ma
trywialny snop dualizujacy oraz izolowana osobliwos¢ analitycznie rownowazng ze stoz-
kiem nad powierzchnie del Pezzo D. W wielu przypadkach Y jest opisane explicite za
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pomoca réwnaii w Cone(7") oraz mozemy znalezé wygladzenie w tej samej przestrzeni.
Otrzymujemy wtedy nowg rodzine trzy-rozmaitosci Calabi—Yau.
Za pomoca powyzszej metody:
e konstruujemy nowe rodziny trzy-rozmaito$ci Calabi—Yau;
e opisujemy explicite rodziny ktorych istnienie byto udowodnione;
e rekonstruujemy znane rodziny.

NOWE PRZYKLADY

Pierwsze niestandardowe rodziny rozmaitosci Calabi—Yau otrzymane w naszej konstruk-
cji to nastepujace rodziny.

Przyktad 1 ([H7]). Rodziny 25, Z7, Z10 sktadajq sie z trzy-rozmaitosci Calabi—Yau stop-
ni 5, 7, 10 w przestrzeniach rzutowych z wagami P(14,23), P(1°,22), P(15,2). Opisane sq
one za pomocq rownan bedgcych Pfaffianami ogdlnych skosnie-symetrycznych macierzy
5 X 5 o wyrazach bedgcych ogolnymi wielomianamsi stopni wazonych opisanych odpowied-
nio diagramami:

N DO

DO DO DN
DO DO DN DD
—_ =

N DN DN
W DN NN
DO =

DN DN =
NN DN

Przykiad 2 ([H7]). Rodzina 23 oznaczajgca rodzine rozmaitosci w P2 otrzymanych
jako przeciecie dwdch rozmaitosci liniowo réwnowaznych z Grassmannianem G(2,5) w
zanurzeniu Pliickera jest rowniez rodzing rozmaitosci Calabi—Yau.

Obserwacja 4. Istnienie rodzin 255 oraz 27, zostalo pokazane w [86], natomiast w
[H7] zostal podany ich opis. Rodzina 27 po raz pierwszy pojawila sie wraz z opisem w
pracy |[H7|. Rodzina 25 pojawila sie po raz pierwszy w [85] (zostala przeoczona w [H7] a
nastepnie opisana w terminach geometrycznych dwuprzejs¢ opartych na odrzutowaniach w
[HP1]), gdzie pozostate z powyzszych rodzin zostaty wynalezione niezaleznie bezposrednio
rozwazajac rezolwenty Pfaffianowe w przestrzeniach rzutowych z wagami. [H7|

Ponadto w pracy [H7| dowodzimy, ze wszystkie 15 nowych rodzin rozmaitosci Calabi—
Yau, ktorych istnienie zostalo pokazane w [86] mozna otrzymac startujac z pelnych prze-
cie¢ za pomoca geometrycznych dwuprzejsé opartych na odrzutowaniach. Teoria odrzuto-
wan moze zatem zosta¢ uzyta do odkrycia ich opisu za pomoca réwnan. Do zrealizowania
tego celu w wysokim kowymiarze potrzebny bedzie dalszy postep efektywnej teorii odrzu-
towan.

GEOMETRIA I TEORIA SIECI

Powyzej wprowadzilismy metode konstrukeji rozmaitosci za pomoca geometrycznych
dwuprzejs¢ opartych na odrzutowaniach. Okazuje sie, ze metoda ta moze zosta¢ rowniez
uzyta do badania geometrii juz znanych rozmaitosci. Zeby w ten sposob rozwazaé rodzine
rozmaito$ci Calabi—Yau mozna potaczy¢ ja za pomoca ciggu dwuprzejsé geometrycznych
opartych na odrzutowaniach do znanego i dobrze opisanego przyktadu. Okazuje sie, ze w
ten sposob zaczynajac na przyklad od kwintyki w P* mozna otrzymywaé szerokie klasy
przyktadow: od pelnych przecie¢ przez Pfaffiany rozmaito$ci wyznacznikowe oraz Borcea
po bardziej skomplikowane rozmaitoéci Calabi-Yau w P7. Zalety skorzystania z takiego
polaczenia sa nastepujace:
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e dwuprzejscie jest sposobem na dotaczenie badanej rodziny do sieci rozmaitosci
Calabi—Yau;
e mozna przesledzi¢ jak geometria (np. niezmienniki) rozmaitosci zmienia sie przy
dwuprzejsciu.
e dwuprzejscia sa hipotetycznie kompatybilne z symetrig lustrzana (zob. [107]).
Ponizej omawiamy szczegoly zastosowania niestandardowych geometrycznych dwuprzejsé

opartych na odrzutowaniach do studiowania rozmaitosci Calabi—Yau. Omawiane wyniki
dotycza prac [H8|, [H7|, [HP2] oraz [H3].

Niezmienniki polaryzacji. Niezmienniki polaryzacji rozmaitosci Calabi-Yau potaczo-
nych geometrycznym dwuprzejsciem sa opisane nastepujacym lematem.

Lemat 5. Niechm: Xg — Y} bedzie odrzutowaniem tgczgcym dwie rodziny trzy-rozmaitoscs
Calabi-Yau 2~ oraz % tak, ze w $cigga powierzchnie Del Pezzo D stopnia d. Niech
X € X orazY € ¥ bedg ogolnymi elementami odpowiednich rodzin. Wtedy zachodzg
nastepujgce relacje pomiedzy niezmiennikami X oraz Y :
(i) dim(|Hy|) = dim(|Hx|) + 1;
(iii) e2(Y) - Hy = co(X) - Hx — 12 + 2d.

Liczenie liczb Hodge’a jest nieco delikatniejsze i bedzie robione osobno w zalezno$ci od
badanych klas przyktadow.

Rozmaitosci Calabi—Yau Borcea. W [H7| opierajac sie na wynikach [HP2|, dowodzi-
my, ze rozmaitosci Borcea Calabi-Yau opisane w [22] sa polaczone z kwintyka za pomo-
ca geometrycznych dwuprzejsé opartych na odrzutowaniach. Doktadniej dowodzimy, ze
tworza one tzw. kaskade (taricuch w grafie) geometrycznych dwuprzej$é oparta na od-
rzutowaniach powierzchni del Pezzo stopnia 4. Przypomnijmy, ze rozmaito$ci Borcea sa
przecieciami czterowymiarowych rozmaitosci Mukai z kwadrykami. Otrzymujemy naste-
pujaca tabele, zawierajaca w szczegolnosci niezmienniki polaryzacji H generujacej grupe
Picarda.

|H?| x |c-H|dim|H]|| Description |

4 |1-256| 52 5 Xos CP(1,1,1,1,1,3)

8 [-176| 56 6 Xo4 CP°

12 | -144 60 7 X272,3 Cc P

16 | -128 | 64 8 X929 CP7

20 |-120 | 68 9 X922 C G(2,5)

24 | -116 72 10 X17171,1717172 C Sho

28 |-116 | 76 11 Xi11112 C G(2,6)

32 [-116 | 80 12 X112 C LG(3,6)

36 |-120 | &4 13 X112 C Gy
Tabela 1: Trzy-rozmaitosci Borcea Calabi-Yau oraz ich
niezmienniki

Indeksy przy X oznaczajg stopnie rownan, ktorych pelne przeciecie w rozmaitosci ota-
czajacej jest rozpatrywang rozmaitoscia Calabi—Yau. Dokladniej dowodzimy:

Propozycja 6 ([H7]). Dia 2 < k <9, trzy-rozmaitosé Borcea Calabi-Yau Xy stopnia 4k
jest potgczony z trzy-rozmaitosciq X4 stopnia 4k — 4 przez geometryczne dwuprzejscie
oparte na odrzutowaniu powierzchni del Pezzo stopnia 4.
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Dowéd dla £ < 5 wynika ze standardowej teorii odrzutowan Kustina—Millera. Da k > 6
propozycja jest bezposrednia konsekwencja omawianego dalej Twierdzenia 36 udowod-
nionego w pracy |[HP2|. W pracy [H5| natomiast zauwazamy, ze kaskady tej nie da sie
przedtuzyé uzywajac powierzchni del Pezzo stopnia 4. Jednak podczas naszych badan
nad degeneracjami rozmaitosci My = Gy w pracy |[H6| znajdujemy piekne geometrycz-
ne dwuprzejscie, ktore opiera sie kontrakcjach typu I (czyli malej kontrakeji prostych do
punktow) oraz typu III (kontrakcji powierzchni do krzywej) i zamyka nasza kaskade w
cykl. Dokladniej niech C' C P¥ C P5 bedzie skrecong kubika. Niech ponadto @, C P°
bedzie generyczng kwadryks zawierajaca C, a Q4 C P® ogdlng kwartyka osobliwg w C.
Wtedy X; = Q2 N Q4 jest osobliwg rozmaitoscia Calabi—Yau o zwyklych punktach po-
dwojnych. W koricu niech ¢ : P5 — P!3 bedzie odwzorowaniem zadanym przez kwadryki
zawierajace C. Obraz Xy = ¢(Q2 N Q4) jest réwniez osobliwa rozmaitosciag Calabi—Yau
stopnia 36 posiadajaca dwa zwykte punkty podwojne. W pracy [H6| dowodzimy, ze od-
wzorowanie ¢|g,ng, jest odwzorowaniem wymiernym rozwigzanym przez dwie kontrakcje
pewnej rozmaitosci Calabi-Yau Y: pierwsza pochodzi od rozdmuchania ¥ — X; skre-
conej kubiki €', natomiast druga od matego rozwigzania ¥ — X5 punktéw podwdjnych.
W |H6| dowodzimy ponadto, ze obrazy X; oraz X, obu kontrakcji maja wygladzenia: je-
den do ogodlnego pelnego przeciecia kwadryki z kwartyka, drugi natomiast do rozmaitosci
Calabi-Yau Borcea stopnia 36. W ten sposob skonstruowaliSmy geometryczne przejscie
pomiedzy drugim i ostatnim wierszem w Tabeli 1.

Wyznacznikowe rozmaitosci Calabi—Yau. W pracy [H8| badamy wyznacznikowe roz-
maitosci Calabi-Yau, wprowadzone w [65]. Uzywamy geometrycznych dwuprzej$é opar-
tych na odrzutowaniach, zeby potaczy¢ je z siecia rozmaitosci Calabi—Yau, nastepnie wy-
znaczamy nieznane dotad niezmienniki Hodge’a tych rozmaitosci. W konicu dla tych roz-
maitosci, ktére majg liczbe Picarda wyzsza od 1 badamy stozek Kéhlera oraz kontrakcje
odpowiadajace jego krawedziom. Otrzymane wyniki stanowia pierwszy istotny krok w kie-
runku badania symetrii lustrzanej dla wyznacznikowych rozmaitosci Calabi-Yau. Zwrdé-
my uwage, ze do tej pory lustra dla wyznacznikowych rozmaitosci Calabi—Yau nie zostaty
skonstruowane. Nowe podejscie do tej kwestii oparte miedzy innymi na wynikach pracy
pracy [H8| oraz ideach fizycznej teorii GLSM (odpowiadajacej homologicznej rzutowej du-
alnosci Kuznetsova rozwazanej miedzy innymi w naszych badaniach nad rozmaito$ciami
Mukai) jest przedmiotem prac [81, 82].

Punktem wyjscia naszych rozwazan nad wyznacznikowymi rozmaito$ciami Calabi-Yau,
jest tajemnicza analogia zauwazona przez Grossa i Popescu w [65] pomiedzy opisami
wyznacznikowych rozmaitosci Calabi—Yau oraz opisami powierzchni del Pezzo. Analogia
ta przedstawiona jest w Tabeli 2.

W Tabeli 2 w kolumnie ¢ podajemy stopienn powierzchni del Pezzo. Jako, ze sa dwie
powierzchnie del Pezzo stopnia 8 uzywamy dla nich oznaczen 8 oraz 8. Wyjasnienie ana-
logii w terminach odrzutowan znajduje sie w naszej pracy [H8]. Dowodzimy mianowicie
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7 ([H8|). Niech &; oznaczajg rodziny rozmaitosci Calabi—Yau opisane w
wierszu i tabeli. Wtedy dla kazdego i € {3,...,8} rodzina Z; jest potgczona z rodzing
9D;_1 przez dwuprzejcie geometryczne oparte na odrzutowaniu powierzchni del Pezzo D;
stopnia 1

Opisane odrzutowania tworza kaskade réwnoleglta do kaskady odrzutowan prostych na
powierzchniach del Pezzo. Jako, ze proste réwniez moga zosta¢ opisane wyznacznikowo,
tlumaczy to rozwazana analogie.
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i powierzchnie del Pezzo D’ trzy-rozmaitosci Calabi—Yau X’
1 Dg C P(1,1,2,3)
2 Dy CP(1,1,1,2) Xs C P(1,1,1,1,4)
3 Ds; C P3 X; Cc P2
4 D272 cP? X373 cP°
5 4 x 4 Pfaffiany 6 x 6 Pfaffiany
5 x 5 macierzy sko$nie-symetrycznej | 7 x 7 macierzy skosnie-symetrycznej
6 2 X 2 minory 3 x 3 macierzy 3 X 3 minory 4 X 4 macierzy
7 2 x 2 minory 3 X 4 macierzy 3 X 3 minory 4 X 5 macierzy
otrzymane przez wymazanie wiersza z | otrzymane przez wymazanie wiersza z
macierzy symetrycznej macierzy symetrycznej
8 2 X 2 minory 4 x 4 3 x 3 minors of a 5 x 5
macierzy symetrycznej macierzy symetrycznej
8’ 2 X 2 minory 3 X 5 3 X 3 minory 4 X 6
macierzy podwodjnie-symetrycznej macierzy podwojnie-symetrycznej

TABELA 2. Analogia pomiedzy wyznacznikowymi rozmaitosciami Calabi—
Yau a powierzchniami del Pezzo

Otrzymany wynik wykorzystujemy do badania rodzin %; dla ¢ > 6. Przypadek ¢ = 5
dotyczy rozmaitosci Pfaffianowych opisanych ponizej, natomiast pozostale sa standardo-
wymi dobrze zbadanymi przyktadami. Rodziny ¥; dla ¢ > 6 badamy za pomoca teorii
rozdmuchan Grassmannianowych oraz teorii Namikawy z pracy [116]. Otrzymujemy w
ten spos6b nastepujace liczby Hodge’a:

’ i ‘hl,l ‘ h1,2‘
6 2 | 34
T2 |25
81 1 | 26

Dowodzimy réwniez, ze rozmaitosci z rodziny Zs sa zawsze osobliwe. Ponadto, z Lema-
tu 5 dla rodzin rozmaitosci Calabi—Yau otrzymujemy nastepujace niezmienniki polaryzacji
zadajacej zanurzenie rozwazane w opisie.

i |H? | ¢y  H [dim[H] |
6| 20 o6 7
7|27 54 8
81 35 20 9

W szczegolnosci dwie z rozwazanych rodzin sa rodzinami o liczbie Picarda 2. Wyznacza-
my zatem ich stozki Kéhlera, oraz kontrakcje odpowiadajace jego brzegom tzw. kontrakcje
ekstremalne. W ten sposob jesteSmy w stanie znalezé¢ wszystkie modele biwymierne ba-
danych rozmaitosci. Dochodzimy do nastepujacych wnioskdw.

e W przypadku X € % kazda kontrakcja ekstremalna jest mata kontrakcja 56 pro-
stych do zwyktych punktéw podwéjnych na obrazie kontrakeji, ktory jest pelnym
przecieciem kwadryki z kwartyka w P°.

e Rozmaitosci z rodziny 2; maja jedna kontrakcje 63 prostych do punktéw po-
dwojnych pelnego przeciecia kwadryki i kwartyki w P°. Druga kontrakcja $ciaga
kwadryke do punktu na rozmaitosci bedacej degeneracja rozmaitosci z rodziny %s.
Oznacza to w szczeg6lnosci, ze dwuprzejécie geometryczne pomiedzy Z; a Ys jest
tak naprawde pojedynczym przejsciem geometrycznym.
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Jako wynik naszych rozwazan otrzymujemy rowniez stozki Kéahlera dla rozmaitosci o
liczbie Picarda 3, ktore wchodza w sktad naszych dwuprzej$é geometrycznych.

Pfaffianowe rozmaitosci Calabi—Yau. Geometryczne dwuprzejscia oparte na odrzu-
towaniach sg réowniez uzywane do potaczenia Pfaffianowych rozmaitosci Calabi—Yau do
sieci. Bedziemy tu uzywacé jezyka rozmaitosci Pfaffianowych wprowadzonego pokrotce ni-
zej w czesci dotyczacej rozmaitoéci Calabi—Yau w P® (np. Definicja 10). Nastepujacy wynik
opisuje odrzutowania rozmaitosci Pfaffianowych.

Propozycja 8 ([H7| oraz [H3|). Niech D bedzie rozmaitosciq Pfaffianowg P™ zadang
przez rozktadalng wigzke E. Niech X bedzie petnym przecieciem dwoch hiperpowierzchni
zawierajgcych D. Wtedy odrzutowanie D w X jest Pfaffianowq rozmaitoscig Calabi—Yau
w P odpowiadajgcq wigzce E @ Opnii(a1) ® Opnii (a) gdzie E jest rozktadalnym rozsze-
rzeniem wigzki E do P,

Jako, ze pelne przeciecie trzech hiperpowierzchni mozna réwniez zapisa¢ jako rozmaitosé
Pfaffianows wiazki rozktadalnej rangi 3, powyzszy wynik jest uogélnieniem standardowego
odrzutowania Kustina—Millera pelnego przeciecia D trzech hiperpowierzchni w pelnym
przecieciu X dwoéch hiperpowierzchni.

Z omawianej nizej pracy |H4|, wiemy, ze sa jedynie dwie rodziny Pfaffianowych rozma-
itosci Calabi—Yau w P?, ktére odpowiadaja rozkladalnym wigzkom. Sg to rodziny rozma-
itosci stopnia 13 oraz 14, zrekonstruowane za pomoca dwuprzej$é¢ opartych na odrzuto-
waniach w pracach [H7| oraz [H8| odpowiednio.

Propozycja 8 jest rowniez prawdziwa w przestrzeniach rzutowych z wagami. Jednak
poza przypadkiem gdy D jest pelnym przecieciem, ktory daje rodziny 25, 27, 2o,
nie znalezliSmy konstrukeji, ktéra by prowadzita do rozmaitosci Calabi-Yau. Uzywajac
Lematu 5 oraz wynikow pracy |D3| otrzymujemy nastepujaca tabele niezmiennikow

Li [ [P H [ ] x|
5] 1 |51 5 |38 ]-100
701 61| 7|46 |-120
10| 1|59 |10 52 |-116
25| 1 | 51|25 70 |-100

Powyzsze niezmienniki zostaly pozniej potwierdzone niezaleznie w pracy [85].

W pracy [H3|, podejmujemy rowniez probe konstrukeji Pfaffianowych rozmaitosci Calabi—
Yau, ktorych stowarzyszone wiazki nie sa rozktadalne. W takim wypadku potrzebna po-
wierzchnia del Pezzo D nie moze byé¢ rzutowo Gorensteina. W szczegolnosci, nie moze-
my przeprowadzi¢ odrzutowania Kustina-Millera. Mimo to mozemy przeprowadzi¢ kon-
strukcje analogiczna do tej opisanej w Propozycji 8, wynik bedzie wtedy rozmaitosciag Y,
ktora nie jest rzutowo Gorensteina. Odrzutowania takie nazywamy odrzutowaniami nie-
Gorensteina. Otrzymana rozmaito$¢ Y jako rozmaitos¢é nie-Gorensteina nie jest opisana
jako rozmaitosé Pfaffianowa. Nie ma jednak przeszkod do tego, zeby Y miato wygtadzenie
ktore juz jest Pfaffianowe.

W zwiazku z tym w pracy [H3| rozwazamy nastepujacy przyktad:

Przyktad 3 ([H3|). Niech D bedzie powierzchniq del Pezzo zanurzong w P° przez pod-
system systemu anty-kanonicznego. Niech X bedzie rozmaitoSciq bedgca petnym przecie-
ciem kubik zawierajgcych D. Istnieje rozmaitosé nie-Gorensteina Y C PS, otrzymana
jako odrzutowanie nie-Gorensteina D w X taka, ze Y dopuszcza wygtadzenie, ktore jest
trzy-rozmaitosciq Calabi—Yau Z stopnia 15 wPS. Ponadto rozmaitosé Z jest rozmaitosciq
Pfaffianowq stowarzyszong z wigzka Qe (1) & 30ps.
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MALE DEGENERACJE TORYCZNE I SYMETRIA LUSTRZANA

W niniejszej rozprawie zajmujemy sie réwniez badaniem nowo otrzymanych przykila-
dow trzy-rozmaitosci Calabi-Yau za pomoca metod symetrii lustrzanej. Geometryczne
dwuprzejscie pomiedzy rozmaito$ciami zgodnie z ogélna hipoteza Morrisona moze zostaé
rowniez uzyte do konstrukeji lustra. Hipoteza Morrisona méwi mianowicie, ze kazde przej-
Scie geometryczne pomiedzy z rozmaitosci X do Y indukuje przejscie geometryczne z Y
do X, gdzie X iV sa odpowiednimi lustrami X oraz Y. Jednak, zeby to zrobié¢ efektywnie
potrzebne jest zrozumienie osobliwosci pojawiajacych si¢ w lustrzanym dwuprzejsciu, co w
przypadku osobliwosci pochodzacych z kontrakcji powierzchni del Pezzo nie jest nawet hi-
potetycznie zbadane. Zamiast i8¢ ta droga, dla rodzin 25, Z7, 219, Z13, Z25 oraz rodziny
Borcea 236 konstruujemy nowe przejscia geometryczne tzw. conifold, ktére tacza badane
przez nas rozmaitosci z juz zrozumianymi przyktadami. Przejscia conifold sa przej$ciami
geometrycznymi, w ktorych kontrakcja wchodzaca w ich sktad jest mata kontrakcja czyli
Sciagnieciem pewnej liczby prostych do prostych punktéw podwojnych. Przejscia conifold
zarowno w fizyce jaki i matematyce zajmuja specjalne miejsce wérod przejéé geometrycz-
nych (zob [147, 145]). Dla nas gléwna zaleta korzystania z takich przejsé¢ jest wzmocniona
hipoteza Morrisona, ktorej dowdd zostal zapowiedziany przez Ruddata i Seiberta i kto-
ra pozwala przewidzie¢ lustrzane przejscie conifold réwniez jako przejécie conifold. Scigle
zwiazany z ta hipoteza (de facto nieco ostabiona wersja tej hipotezy) jest "ansatz" Batyre-
va dotyczacy konstrukeji luster przez tzw. mate toryczne degeneracje (zob [7]), czyli takie
degeneracje toryczne, ktére w szczegdlnosci dopuszczaja jedynie proste punkty podwojne.
Podejscie to okazalo sie skuteczne w wielu przypadkach (zob. np [9, 10, 11]).

Symetria lustrzana dla wazonych Pfaffianow. W pracy [HP1] przedstawiamy kon-
strukcje luster dla rodzin 25, 27, 210, 213 Za25 wprowadzonych w Przyktadach 1 oraz 2,
opisanych za pomoca Pfaffianowych rownan w wazonych przestrzeniach z wagami. Roz-
wazamy rowniez klasyczna rodzine 273 rozmaitoéci stopnia 13 w P°. Rozwazanie akurat
tych rozmaitosci jest istotne, poniewaz sg to najprostsze rozmaitosci Calabi—Yau, ktore nie
sa pelnymi przecieciami w rozmaitosciach torycznych. Poza tym sa to rozmaitosci, ktore
nie sa polaczone przez pojedyncze przejscia conifold z hiperpowierzchniami w rozmaito-
Sciach torycznych. Tworzg one zatem klase rozmaitosci, ktora jest nastepna do zbadania
z punktu widzenia symetrii lustrzane;j.

Pewne wyniki w kierunku konstrukcji luster powyzszych przykladéw zostalty otrzyma-
ne w pracy [85] za pomoca metody tropikalizacji wprowadzonej w [23]. W pracy [HP1|
wracamy do podejscia do symetrii lustrzanej za pomoca przej$é conifold opisanego w pra-
cy. Gléwnym naszym wynikiem jest konstrukcja przejsé conifold pomiedzy powyzszymi
piecioma rodzinami a pewnymi pelnymi przecieciami w rozmaitosciach torycznych Go-
rensteina.

Propozycja 9 (|[HP1|). Dla kazdego i € {5,7,10,13,25}, istnieje pltaska rodzina f; : %; —
A nad dyskiem jednostkowym A taka, ze dlat € A\ {0} wlokno f;'(t) nad t jest trzy-
rozmaitosciq Calabi—Yau z rodziny Z;, a wtokno nad t = 0 jest osobliwg trzy-rozmaitosciq
Calabi-Yau X o osobliwosciach bedacych zwyktymi punktami podwdinymi, ktéra jest izo-
morficzna z rozmaitoscig bedgcq pelnym przecieciem w terminalne) rozmaitosci torycznej
Fano Gorensteina F; o liczbie Picarda 1. Ponadto, X posiada mate rozwigzanie induko-
wane przez mate rozwigzanie rozmaitosci F;.

Otrzymujemy konkretnie opisane rodziny f;. Dla ¢ = 5,7,10,13 uogélniamy metode
degeneracji Grassmannianu znaleziona przez Sturmfelsa i opisang w [146] do wazonych
Grassmannianéw. Degeneracja dla ¢ = 25 jest nieco bardziej skomplikowana. Rozpatrujac
ten przypadek wprowadzamy ogélna metode matych degeneracji rozmaitosci, ktore sa
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otrzymane jako transwersalne przeciecie dwoch rozmaitosci, z ktérych kazda dopuszcza
malag degeneracje toryczna.

Majac rozmaitosci F; opisane za pomoca rownan otrzymujemy opis ich wachlarza. Na-
stepnie korzystamy z metod |7] do opisania kandydata na rodzine lustrzana. Za kazdym
razem otrzymujemy rodzine rozmaitosci osobliwych, ktérych ogélny element hipotetycznie
posiada jedynie zwykte punkty podwdjne i ktory posiada malte rozwiazanie osobliwodci,
ktore jest rozmaitoscig Calabi—Yau. Na podstawie hipotezy Morrisona (ktorej dowod zo-
stal zapowiedziany przez Ruddata i Seiberta) otrzymujemy wtedy rodzine lustrzana dla
Z;. W zestawieniu z konstrukcja Kanazawy (|85] ) nasze podejscie ma te zalete, ze opie-
ramy sie na hipotezie Morrisona, dzieki ktorej otrzymujemy rodzine gtadkich rozmaitosci
Calabi—Yau jako lustro. Natomiast w [85] rodzina kandydatow na lustro posiada skompli-
kowane osobliwoéci, ktérych rozwiazanie nie jest znane.

Niezaleznie od zapowiedzianego dowodu hipotezy Morrisona, jesteSmy w stanie obliczy¢
rownanie Picarda Fuchsa dla otrzymanych przez nas kandydatow na rodziny lustrzane. Dla
rodzin Z5, 27, Z10, Z13, otrzymujemy te same operatory co [85]. W przypadku 255 (nie
badanym w [85]) otrzymany przez nas operator jest rowniez zgodny z przewidywaniami
obszernej bazy danych [153]. Co ciekawe na podstawie naszej metody degeneracji przecieé
rozmaitosci Fano otrzymujemy réwniez wzor ogblny na réwnanie Picarda—Fuchsa lustra
takiego przeciecia.

Zwroéémy uwage, ze otrzymane przez nas rodziny lustrzane maja ciekawa dodatkowa
wlasnos$é: w przypadkach ¢ = 5,10, 13,25 posiadaja one dwa punkty maksymalnej uni-
potentnej monodromii. To znaczy, ze rodziny te sg hipotetycznymi lustrami dla dwoch
réznych rozmaitosci Calabi-Yau. Na podstawie homologicznej symetrii lustrzanej impli-
kuje to istnienie rozmaitosci o rownowaznych kategoriach pochodnych z rozmaito$ciami
z rodzin Z; dla i = 5,10,13,25 tzw. rozmaitosci do nich Fourier—-Mukai dualnych. Ta-
kie dualno$ci znajduja rowniez interpretacje w fizycznej teorii nieabelowych GLSM, ktore
sa obecnie w centrum zainteresowania teorii super-strun (zob. m.in. [81, 82|). Przypa-
dek Z55 jest szczegblnie interesujacy w tym kontekscie. Wynika to z tego, ze réwnanie
Picarda—Fuchsa, ktore otrzymaliémy w tym przypadku jest samo-dualne, co znaczy, ze po
odpowiedniej zmianie zmiennych zamieniajacej punkty maksymalnej unipotentnej mono-
dromii, otrzymujemy to samo réwnanie. Sugeruje to, ze rozmaitosci z rodziny 25 albo
posiadaja nietrywialne automorfizmy Fourier-Mukai albo pojawiaja sie w parach o row-
nowaznych kategoriach pochodnych. Przypuszczalnie samo-dualnosé rodziny 255 wynika
z samo-rzutowej-dualnosci Grassmannianu G(2,5) jednak doktadny opis tego zjawiska
wymaga dalszych badan. Wyjasnienie zjawiska samo-dualnosci rodziny 255 zostato zapo-
wiedziane przez Addingtona i Ottema. Wyjasnienie tego zjawiska w terminach tzw. teorii
GLSM jest rowniez jednym z gtéwnych celow doktoratu mojego podopiecznego Marco
Rampazzo (Uniwersytet w Stavanger). Zauwazmy dodatkowo, ze opierajac sie na wynikach
pracy [H4| dowodzimy réwniez w [HP1|, Zze rodzina 255 dopuszcza gladkie degeneracje
do rozmaitosci opisanych jako zera sekcji wiazki rangi 3 na Grassmannianie. Otrzymana
rodzine degeneracji mozemy traktowac¢ jako podrodzine Z55. Pozwala to na alternatywny
dowod hipotezy symetrii lustrzanej dla 255, opierajacy sie na zapowiedzianych wynikach
Galkina.

Symetria lustrzana dla rozmaito$ci Borcea Xj4. Kolejna rodzina znanych trzy-
rozmaitosci Calabi—Yau o liczbie Picarda 1, dla ktorych rodzina lustrzana nie byta do
tej pory znana jest rodzina Z3¢ rozmaitosci Borcea, otrzymanych jako pele przeciecia
kwadryki oraz formy liniowej z rozmaitoscia Mukai My oznaczang Go. W pracy [H6|
prezentujemy hipotetyczna konstrukcje ponownie opierajac sie na hipotezie Morrisona.
Doktadniej, konstruujemy mate toryczne degeneracje Ty oraz T, rozmaitosci Ga, kto-
re opiszemy doktadniej w czesci dotyczacej rozmaitosci Mukai. Rozmaitosci otrzymane
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przez przeciecie T, Ty C P*? z ogdlng kwadryka oraz hiperplaszczyzng, majg odpowiednio
6 oraz 8 prostych punktéw podwdjnych. Posiadajg one rozwigzania, ktore sa rozmaito-
Sciami Calabi—Yau opisanymi jako pelne przeciecia w pieciowymiarowych torycznych roz-
maito$ciach Fano. W ten sposéb za pomoca przejsé conifold taczymy rodzine 236 z po-
wyzszymi dwiema rodzinami pelnych przecie¢ w rozmaitosciach torycznych. Nastepnie
stosujemy metody [7] do wyznaczenia rodziny lustrzanej oraz odpowiadajacego jej rowna-
nia Picarda-Fuchsa. Otrzymane réwnanie jest stowarzyszone z operatorem przewidzianym
w [153] jako odpowiadajacym rozmaitosci Calabi-Yau Xsg.

RozMAITOSCI CALABI-YAU W P6

W pracach [H4, HP3, H3| przedstawiamy uzyskany postep w kierunku klasyfikacji roz-
maitoéci Calabi-Yau w P, Nasze wyniki sa podzielone na trzy rodzaje:

(1) Ogolne twierdzenia, skoriczonosé problemu oraz wtasnosci klasyfikowanych rozma-
itosci;

(2) Konstrukcje przyktadow;

(3) Zupemlosé klasyfikacji.
Zacznijmy od przypomnienia definicji rozmaito$ci Pfaffianowych oraz Twierdzenia struk-
turalnego Waltera. Przypomnijmy, ze rozmaitos¢ X C P" nazywamy podkanoniczng jezeli
snop dualizujacy wy = Ox(kH), dla pewnego k € Z. Ponadto mamy nastepujaca defini-
cje:

Definicja 10. Rozmaitosé kowymiaru 3 X w przestrzeni rzutowej nazywamy Pfaffiano-
wq, jezeli opisana jest jako zbior degeneracji X = Do, 1(9), gdzie ¢ : EY — E(t) jest
odwzorowaniem lintowym anty-symetrycznym pomiedzy wigzkq E rangi 2r + 1 oraz jej
wiqzkq dualng skrecong a t € Z. Piszemy wtedy X = Pf(¢).

Twierdzenie Waltera mowi:

Twierdzenie 11 (Walter [158]). Jezeli X jest rozmaitosciq podkanoniczng kowymiaru 3
w PNT3 oraz N € N jest liczbg naturalng niepodzielng przez 4, to X jest rozmaitoscig

Pfaffianowq.

Poniewaz rozmaitosci Calabi—Yau sa podkanoniczne, to dzieki twierdzeniu Waltera, kla-
syfikacja trzy-rozmaitosci Calabi-Yau w P° sprowadza sie do klasyfikacji wigzek wektoro-
wych, posiadajacych okreslone cechy. Zwréémy uwage, ze zastepujac E przez jej skrecenie,
w przypadku rozmaitosci Calabi-Yau w P, wystarczy rozwaza¢ t = 1 zgodnie z oznacze-
niami definicjil0. Zanim przejdziemy do naszych wynikéw przypomnijmy w nastepujacej
tabeli znane konstrukcje rozmaitosci Calabi-Yau w P% przez podanie odpowiadajacych im
wiazek wektorowych.

d E

12 ﬁ]p(j @ 2ﬁp6(1)

13 40ps @ Ops(1)

14 7@[{»6 or 91%6(1) D ﬁ]pG(l)

15 Ql%,ﬁ(l) @ 30ps

16 | ker(v)), gdzie ¢ : 130ps — 20ps(1) jest ogdlnym odwzorowaniem

17 | ker(v)), gdzie ¥ : 160ps — 30ps(1) jest jednym z trzech rodza-
jow odwzorowan podanych w [151]

Tabela 4: Wiazki wektorowe stowarzyszone z trzy-
rozmaito$ciami Calabi—Yau w P¢
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OGOLNE WYNIKI

Zacznijmy od przedstawienia naszych ogdlnych wynikow dotyczacych wtasnosci rozma-
itosci Calabi—Yau w P%, a takze teorii bilinkage w kowymiarze 3.

Skoriczono$é. Nasze rozwazania nad trzy-rozmaitosciami Calabi—Yau w P® zaczynamy od
obserwacji podstawowych ich wtasnosci. Nastepujacy wynik jest wnioskiem z klasyfikacji
Fujity trzy-rozmaitosci nie liniowo normalnych w PS.

Propozycja 12 ([H4|). Niech X C PS bedzie trzy-rozmaitosciq Calabi—Yau. Wtedy X jest
liniowo normalne tzn. naturalna restrykcja H°(Ops (1)) — H°(Ox (1)) jest surjektywna.

Nastepnie pokazujemy, ze jest skoriczenie wiele rodzin rozmaitosci Calabi-Yau w IPS.
Do tego zauwazamy najpierw, ze wielomian Hilberta (X, H), gdzie X jest zawezeniem
hiperplaszczyzny z P, wyznaczony jest przez liczby d = H? oraz H - co(X). Liczby te z
kolei wyznaczone sa przez stopien d oraz wymiar h’(Ox (H)) przestrzeni rozpietej przez X.
By udowodni¢ skonczono$é liczby rodzin wystarczy zatem ograniczy¢ stopien rozmaitosci
Calabi-Yau w PS.

Propozycja 13 ([H4|). Stopien d trzy-rozmaitosci Calabi-Yau X C PS, ktora nie jest
zawarta w hiperptaszczyinie, jest ograniczony pomiedzy 11 < d < 42.

Dowdd opiera sie na twierdzeniu Riemanna—Rocha oraz nieréwnosci Bogomolova—Miyaoki—
Yau.

Zwroémy uwage, ze rozmaitosci Calabi-Yau , ktore sg zawarte w P zostaly sklasyfiko-
wane w [6] i sa zawsze pelnymi przecieciami.

Rodziny deformacyjne i ich wymiary. Jako, ze badamy deformacyjne rodziny trzy-
rozmaitosci Calabi—Yau istotne jest zrozumienie relacji pomiedzy opisem Pfaffianowym
a deformacjami. Rozwazmy zatem mozliwe plaskie deformacje rozmaitosci Pfaffianowe;
X = Pf(E, $) C P dla pewnej wiazki wektorowej E na PS oraz sekcji o € HO(\* E(1)),
zadajacej morfizm antysymetryczny ¢ : EY(—1) — E. Otrzymujemy ptaska rodzine,
zachowujac wiazke, a zmieniajac sekcje w otwartym podzbiorze (tak by wymiar miejsca
degeneracji sie zachowal). Przy dodatkowych zalozeniach na temat wiazki mozemy rowniez
policzy¢ wymiar otrzymanej rodziny deformacyjnej rozmaitosci. W niniejszej rozprawie
interesuja nas wiazki otrzymane jako jadro ker(k@pn — [O0pn (1)) odwzorowania zadanego
przez macierz form liniowych.

Propozycja 14 ([HP3|). Wymiar rodziny spolaryzowanych Pfaffianowych rozmaitosci
Calabi-Yau stowarzyszonych z wigzkq E = ker(kOpn — 1Opn(1)), dla k,l € N wynosi
hO(A\? E(1)) — dim Hom(E, E).

Rodziny stowarzyszone z jedna wiazka nie sa ogodlnie lokalnie pelnymi rodzinami roz-
maitosci, czyli nie wypelniaja otwartego podzbioru w przestrzeni moduli spolaryzowanych
rozmaitosci. W szczegdlnosci mozna czesto rozszerzy¢ takie rodziny przez ruszanie wiazki.
Najprostszy sposob opisany jest nastepujacym lematem.

Lemat 15 ([HP3|). Niech & bedzie wigzkq wektorowg na P*xU dla pewnej gtadkiej rozma-
itosci afinicznej U. Rozwazmy dla kazdego x € U wigzke zaweziong & |pnyizy 1 0znaczmy
ja &,. Zatéimy, ze dla pewnego podzbioru otwartego V- C HO((N\*&)(1)) kaida sekcja
s € V zawezona do kazdego wickna s|pny(zy definiuje rozmaitosé Pfaffianowq (czyli kowy-
miaru 3). Wtedy rodzina rozmaitosci Pfaffianowych wP", zdefiniowanych przez restrykcje
sekcji parametryzowanych przez V- x U, jest plaska.

W tym przypadku mamy nastepujacy rachunek wymiarow.
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Wnhniosek 16 ([HP3|). Niech U bedzie rozmaitosciq afiniczng oraz niech m: P* x U — U
bedziemy rzutowaniem na drugq wspdtrzedng. Niech & = ker(km*(Opn) — In*(Opn(1))),
dla k,1 € N bedzie rodzing stabilnych wigzek wektorowych, czyli & |pry 2y jest stabilna dla
wszystkich x € U . Przypusémy, ze V.= H((N>&)(1)) spetnia zatozenia Lematu 15.
Przypusémy ponadto, zZe rodzina %, skonstruowana za pomocq Lematu 15, jest rodzing
trzy-rozmaitosci Calabi—Yau. Wtedy wymiar dim(F) obrazu rodziny F w uniwersalnej
przestrzeni deformacji kazdego ze swoich widkien (lub réwnowaznie rzqd odwzorowania
Kodairy—-Spencera) liczymy nastepujgco:

2
dim(F) = dim(&) + dim(P(H°((\ £)(1)))),
gdzie dim(&) jest wymiarem rodziny & w przestrzeni moduli wigzek stabilnych.

Rozwazamy réwniez nastepujace rodziny deformacyjne. Niech E, F' beda wigzkami na
IPS, ktore tworza ciag dokladny:

(1) 0—FE—F— Ops(1) — 0.
Rozwazmy ciag doktadny ich poteg zewnetrznych skreconych o Ops (1)

(2) 0= (A\E)1) = (/\F)(1) = E2) =0,

oraz stowarzyszony cigg kohomologii

2 2 2
T 0
(3) 0 — H((/\ E)(1) & HO(N\F)(1) & HO(E@2) = H'((/\ E)(1)).
Zatozmy, ze odwzorowanie 7 jest suriektywne oraz, ze Pfaffianowe rozmaitosci Calabi—Yau
X, and X, p stowarzyszone z ogolnymi sekcjami s € HO((A\* E)(1) @ Ops(1)) oraz s’ €
HO((\® F)(1)), sa nierozktadalne i kowymiaru 3, bedacego kowymiarem oczekiwanym.

Propozycja 17 ([H4]). Przy powyzszych zatozeniach dla ogdlnej sekcji s € HO(N*(E &
Ops(1)))(1)) istnieje rodzina sekcji s € HO(N\* F)(1)) sparametryzowana przez X € C \
{0} taka, zZe rodzina

P Pf(s\,F) for A#0
YT\ Pt(s,E® Ops(1))  forA=0

jest ptaskq rodzing rozmaitosci w PC.

W ten sposob, opierajac sie na ciggu Eulera dla P®, otrzymujemy degeneracje klasyczne;
rodziny Rgdlanda Pfaffianowych trzy-rozmaito$ci Calabi-Yau stopnia 14 w P¢ do gladkich
trzy-rozmaitosci Calabi-Yau stowarzyszonych z wiazka Qe (1) @ Ops(1). Zwréémy uwage,
ze ta zaskakujaca degeneracja pelnita gtowna role w pracy [80].

Powyzsze konstrukcje majg réwniez zastosowanie gdy zamienimy P® przez inng gladka
rozmaitos$¢ oraz wiazke Ops (1) w ciagu (1) przez inna wiazke wektorowa. W szczegolnosei
w pracy [HP1]| stosujemy ten sam argument, opierajac sie na uniwersalnym ciagu dokltad-
nym dla Grassmannianu G(2,5) do konstrukeji degeneracji rozmaitosci z rodziny Zs5 do
gtadkich rozmaitosci, ktore sa zerami sekcji wiazki rangi 3 na Grassmannianie.

Biliaison w kowymiarze 3. Z mysla o zastosowaniu do badania rozmaitosci Calabi—Yau
w PS zglebiamy rowniez teorie biliaison rozmaitosci Pfaffianowych w petnych przecieciach.
Takie rozwazania maja swoja wartos¢ niezalezna od teorii rozmaitosci Calabi—Yau jako, ze
teoria biliaison ma swoje wyrobione miejsce w geometrii algebraicznej (zob. ksiazke [103|
i referencje w niej zawarte), a w kowymiarze trzy nie jest jeszcze dostatecznie zbadane.
Zacznijmy od definicji
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Definicja 18. Niech X C P" bedzie podrozmaitoscig wymiaru k. Niech Y bedzie petnym
przecieciem wymiaru k + 1 zawierajgecym X. Jezeli Z jest podrozmaitosScig w P™ takaq,
ze X U Z jest pelnym przecieciem Y z hiperpowierzchniq stopnia |, mowimy, ze Z oraz
X potgczone sq przez linkage w petnym przecieciu Y. Jezeli dla X oraz Z istnieje T,
ktore jest potgczone z X oraz Z przez linkage mowimy, ze X oraz Z sq potgczone przez
bilinkage.

Korzystajac z [67| wiemy, ze pojecie bilinkage w pelnym przecieciu jest rownowazne
pojeciu biliaison. Doktadniej, méwimy, ze X oraz Z polaczone sa przez biliaison, jeze-
li istnieje pelne przeciecie Y zawierajace X i Z, oraz liczba caltkowita k € 7Z takie, ze
| X| = |Z + kH]|, gdzie H jest klasa hiperplaskiego ciecia na Y. Metoda linkage oraz
bilinkage jest obecnie powszechnie wykorzystywana w geometrii algebraicznej do kon-
strukcji rozmaitosci réznych wymiaréw i kowymiaréw o zadanych wtasnosciach. Nasze
studium trzy-rozmaitoéci Calabi-Yau w P° uzywajac bilinkage jest pierwsza proba za-
stosowania tej teorii do szerszego badania rozmaitosci Calabi—Yau. Przedstawmy ponizej
wyniki otrzymane w pracy [H3| dotyczace teorii bilinkage w kowymiarze 3.

Niech X C P¥ bedzie rozmaitoscia Pfaffianows zdefiniowana przez sekcje o € HO( /\2 E®
Opn (1)), gdzie E jest wiazka wektorowa rangi 2r + 1 oraz t € Z. Niech s = ¢;(E) + rt.
Rozwazamy rezolwente Pfaffianowa

0= Ox(—2s—t) = E*(—s — 1) 5 E(—s) & 75 — 0.

Odwzorowanie ¢ jest tu utozsamiane z sekcja

2
pe H'PY, N E® Opn(1)),

natomiast 1 jest odwzorowaniem
2r+1

E(—s) = Ix =Im(¢)) C N\ E® Opu(rt — s) = Opn,

zdefiniowanym za pomoca iloczynu zewnetrznego
2r

1
AN Np) € H (PN, \ E @ Opn(rt)).

Zalozenie 1. Zatozmy, ze E jest otrzymana jako jadro odwzorowania pomiedzy wigzkamai
rozktadalnymi.

Zaktadajac 1 zauwazamy, ze kazda hiperpowierzchnia stopnia d zawierajaca X opisana
jest Pfaffianem sekcji wiazki /\2(E ® Opn(d — s —t)) ® Opn (t) rangi 2r + 2. Nastepujacy
lemat opisuje wynik bilinkage rozmaitos$ci Pfaffianowej przy naszych zalozeniach.

Lemat 19 ([H3|). Niech X, E, r, s, ¢ bedg jak wyzej (w szczegolnosci E spetnia zato-
zenie 1). Zatozmy, ze X zawarte jest w dwdch hiperpowierzchniach Hg, oraz Hy, stopni
odpowiednio dy, do. Niech s; bedzie sekcjg HP(E(d; — s)), odpowiadajgcqg Hy, dlai=1,2.
W takim wypadku Hy, N Hy, jest petnym przecieciem kowymiaru 2 wtedy 1 tylko wtedy,
gdy sekcja (¢, 81, 89,1) w rozktadzie

H(\(E & Opo(dy — 5 — t) © Opo(dy — 5 — 1))(t)) =
H(N\ E(t)) @ H(E(d — 5)) & H(E(dy — 5)) @& H*(Opo(dy + dy — 25 — 1))

zadage rozmaito$é Pfaffianowq kowymiaru 3, dla ogdlnych 1 € HO(Ops(dy + dy — 25 —
t)). Ponadto jezeli Y jest rozmaitosciq Pfaffianowq zdefiniowang przez sekcje (¢, s1,82,1),



23

wtedy Y jest potaczone z X przez bilinkage w petnym przecieciu hiperpowierzchni Hy, oraz
Hy

KONSTRUKCJE ROZMAITOSCI KOWYMIARU 3

o

Kolejnym etapem klasyfikacji rozmaitosci Calabi-Yau w P sg konstrukcje przyktadow.
Ponizej omawiamy nasze konstrukcje z prac [HP3, H3|.

Rekonstrukcje przykladéw Tonoliego. Przypomnijmy, ze w pracy [151] Tonoli skon-
struowal nowe ciekawe przyktady Pfaffianowych trzy-rozmaitoéci Calabi-Yau o liczbie
Picarda 1. Przyktady te sa stabo zbadane pomimo, ze wzbudzaja zainteresowanie eks-
pertow jako rozmaitosci, ktorych niezmienniki nie znajduja sie na liscie [153]. Glownym
problemem w ich badaniu jest zawitos¢ ich konstrukeji. W [HP3] probujemy naprawié¢ ten
problem, znajdujac proste alternatywne konstrukcje rozmaitosci Tonoliego, dzieki ktorym
rozmaitosci te staja sie bardziej dostepne. W konstrukeji Tonoliego (z [151]) wiazki, odpo-
wiadajace trzy-rozmaitogciom Calabi-Yau stopnia 17 w P, sg opisane jako jadra specjal-
nych odwzorowan ¢ : 160ps — 30ps(1). Charakteryzacja tych specjalnych odwzorowan
podana jest w terminach przestrzeni rozpietej przez kolumny macierzy form liniowych
zadajacej ¢ w 21 wymiarowej przestrzeni trojek form liniowych na P°. Urzutowienie tej
przestrzeni zawiera w szczegolnosci naturalny iloczyn Segre P2 x PS. Nasza charakteryzacja
rOwniez uzywa powyzszego opisu, przy czym przedstawia jak konstruowac explicite takie
wiazki. Dowodzimy mianowicie, ze E jest wiazka zadajaca rozmaito$é¢ Tonoliego stopnia
17, jezeli odpowiadajaca jej przestrzen rzutowa P'® rozpieta przez kolumny 1) przecina
iloczyn Segre P? x P® w rozmaitosci zawierajacej jedno z nastepujacych:

(1) wykres liniowego zanurzenia P? — P9,

(2) wykres podwojnego zanurzenia Veronese P? — PS;

(3) domkniecie wykresu odwzorowania biwymiernego P? — PY zdefiniowanego przez

system kubik przechodzacych przez punkt.

Powyzsze trzy rodziny odtwarzaja wszystkie trzy rodziny rozmaitosci stopnia 17 Tono-
liego z [151] odpowiadajace w notacji Tonoliego k = 11,9, 8. Liczymy ponadto, uzywajac
Whiosku 16, wymiar tych rodzin i poprawiamy wyniki Tonoliego w przypadku k£ = 11.
W szczegblnosei przypadek Tonoliego stopnia 17 z £ = 11 okazuje sie jedynym znanym
przypadkiem rozmaitosci Pfaffianowej, ktorej liczba Picarda jest wyzsza niz 1.

Rekonstrukcje za pomoca bilinkage. W pracy [HP3| interpretujemy réwniez znane
konstrukcje rozmaitosci Calabi—Yau w P® za pomocg bilinkage. Wprowadzamy w tym celu
nastepujaca konstrukcje:

Definicja 20 ([HP3|). Jezeli zachodzi
PO F =X~ XCP",

gdzie FF = X' oznacza, ze F oraz X' sq potgczone przez bilinkage natomiast X' ~~ X
oznacza, ze X' jest degeneracjg X, wtedy mowimy, ze X powstaje z F przez konstrukcje
bilinkage.

Zauwazmy, ze w przypadku kowymiaru 3 powyzsza definicja jest uogélnieniem definicji
geometrycznego przejscia opartego na odrzutowaniu. Mianowicie w [H2| dowodzimy, ze
jezeli X C PS jest wygladzeniem odrzutowania D C P® w pelnym przecieciu Y C P?,
wtedy jest rowniez wygladzeniem rozmaitosci otrzymanej przez bilinkage ze stozka nad
D w stozku nad Y w PS.

Otrzymujemy nastepujacy wynik wykorzystujacy Definicje 20.

Propozycja 21 ([HP3|). Dia d <7 kazda gtadka del Pezzo trzy-rozmaitosé Ty stopnia d
w PY jest potgczona konstrukcjq bilinkage z definicji 20 z gtadkq trzy-rozmaitoscig Calabi—
Yau stopnia d +9 w PS.
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Dla d = 8 sytuacja jest bardziej delikatna.

Propozycja 22 ([HP3|). Niech Ty bedzie trzy-rozmaitosciq del Pezzo stopnia 9 w PY.
Istnieje wtedy takie rzutowanie Ty — P9, ktore jest potgczone przez bilinkage w petnym
przecieciu dwdch kubik w PO z trzy-rozmaitosciq Calabi—Yau Gorensteina (niekoniecznie
normalng) X' stopnia 17. Ponadto, mozna tak wybraé X' zeby miato wygtadzenie rozma-
itosci Calabi—Yau Tonoliego z k = 9.

Powierzchnia kanoniczna stopnia 18 w P°. Gléwnym osiggnieciem naszych badan
nad rozmaitosciami Pfaffianowymi za pomoca metody bilinkage jest konstrukcja w [H3|
powierzchni ogolnego typu S takiej, ze p, = H%(S, Kg) = 6 oraz, ze Kg jest bardzo szeroka
stopnia K7 = 18. Jest to pierwsza taka powierzchnia, ktora sie udato skonstruowac. Jest to
rowniez kolejny krok w kierunku klasyfikacji wszystkich powierzchni kanonicznych w P,
problemu, ktory zajmuje klasycznych geometrow algebraicznych (zob. (31, 32, 33|).

Nasza konstrukcja opiera sie na bilinkage z powierzchnig del Pezzo stopnia 9 zanurzona
w P? za pomocg systemu anty-kanonicznego. Bilinkage w takim wypadku musi zostaé¢ prze-
prowadzony w dwoch pelnym przecieciu dwoch kubik. W przypadku ogélnego zanurzenia
w P nie ma jednak wystarczajacej przestrzeni kubik w ideale rozwazanej powierzchni del
Pezzo. Potrzebuje zatem rozwazaé¢ rodzine specjalnych zanurzen.

Propozycja 23 (|H3]). Niech Dy C P9 bedzie obrazem potrdjnego zanurzenia Veronese
P2, Istnieje wtedy 3 wymiarowa przestrzen liniowa A C P? definiujgca rzutowanie y :
PY — P5 takie, Ze zachodzq nastepujgce stwierdzenia:

(1) odwzorowanie zawezone ma|p, jest dobrze zdefiniowanym morfizmem, ktory jest
izomorfizmem na obraz;

(2) powierzchnia D) = wp(Dy) jest zawarta w petnym przecieciu Yy dwdch hiperpo-
wierzchni stopnia 3;

(8) osobliwosci Yy sktadajg sie z 60 izolowanych punktow.

Szukanie specjalnych rzutowan powierzchni Veronese wpisuje sie w klasyczne rozwaza-
nia geometrii algebraicznej oraz ma zwigzek z teoria schematow skonczonych wygtadzal-
nych na przestrzeni rzutowej. Jest to temat, ktéry kontynuujemy wspolnie z G. Kapustka
iJ. Jelisiejewem.

Gdy wybierzemy ogodlne A takie jak w Propozycji 23, mozemy przeprowadzi¢ bilinkage
w Yy. Otrzymujemy:

Twierdzenie 24 (|H3|). Powierzchnia D{ jest potaczona przez bilinkage w Yy z gtadkq
powierzchnig kanoniczng Sy stopnial8.

Dowodzi to w szczegolnosci, ze przestrzeri moduli powierzchni ogélnego typu z p, = 6
i stopnia 18 jest niepusta oraz, ze dywizor kanoniczny ogoélnej takiej powierzchni jest
bardzo szeroki. Otrzymana w ten sposéb rodzina nie wypetnia jednak calej przestrzeni
moduli, mimo to sama niepustos¢ rodziny dowodzi istnienie 36 wymiarowej rodziny takich
powierzchni.

CZESCIOWA KLASYFIKACJA ROZMAITOSCI CALABI-YAU W [P¢

Ponizej zbieramy otrzymane wyniki dotyczace klasyfikacji rozmaitosci Calabi-Yau w
PS zawarte w pracach [H4, HP3]. Rozwazamy rozmaitosci, ktore nie sa zawarte w hiper-
plaszczyznie.

Klasyfikacja w kwadrykach. Gléwnym technicznym twierdzeniem pracy [H4| jest na-
stepujacy wynik.

Twierdzenie 25 ([H4|). Stopieri rozmaitosci Calabi-Yau X C Q C P° gdzie Q jest
hiperpowierzchnig stopnia 2 wynosi 12, 13 lub 14.
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W szczegolnosci dowodzimy, ze nie ma trzy-rozmaitosci Calabi-Yau stopnia 11 w PS.
Dalej, badamy mozliwe rangi kwadryk zawierajacych rozmaitosci Calabi-Yau w IPS.

Propozycja 26 ([H4|). Jezeli Q jest kwadryka zawierajgcq rozmaitosé Calabi-Yau wte-
dy tk(Q) > 5. Ponadto gtadka kwadryka (i.e., czyli rangi 7) nie moze zawieraé trzy-
rozmaito$ci Calabi—Yau stopnia 13.

Prowadzi nas to do pelnej klasyfikacji rozmaito$ci Calabi-Yau zawartych w pieciowy-
miarowej kwadryce.

Twierdzenie 27 ([H4|). Niech X C P® bedzie trzy-rozmaitosciq Calabi—Yau takq, ze ist-
nieje kwadryka Q, ktora jg zawiera. Wtedy X jest albo petnym przecieciem dwdch kwadryk
1 kubiki albo jest rozmaitoscig Pfaffianowq stowarzyszong z sekcjq wigzki /\2 E(1) gdzie
E jest izomorficzna z 40ps @ Ops(1) lub Qpe(1) ® Opo(1). Trzy mozliwosci odpowiadajq
stopniu X bedgcemu 12, 13 oraz 14 odpowiednio.

Badamy dalej geometrie rozmaitosci Calabi-Yau stopnia 14 w kwadryce i otrzymuje-
my ich opis jako zero sekcji skreconej wiazki Cayleya (stynnej rodziny nierozkladalnych
wiazek, zob [126]) na gladkiej kwadryce wymiaru 5. Z tego punktu widzenia sa to bar-
dzo naturalne obiekty do badania. W szczegdlnosci, sg to jedyne gladkie trzy-rozmaitosci
Calabi-Yau zawarte w gladkiej kwadryce.

Klasyfikacja do stopnia 14. Otrzymujemy réowniez klasyfikacje wszystkich rozmaitosci
Calabi-Yau stopnia co najwyzej 14 w P°. Mianowicie mamy trzy mozliwe stopnie 12, 13
oraz 14, dla ktérych mamy nastepujace przypadki.

Propozycja 28 ([H4|). Kazda trzy-rozmaitosé Calabi—Yau stopnia 12 w PS jest petnym
przecieciem dwdoch kwadryk i kubiki. Kazda trzy-rozmaitosé Calabi—Yau stopnia 12 w P°
jest zadana przez zerowanie sie 4 X 4 Pfaffiandow skosnie symetrycznej macierzy 5 x5 form
lintowych poza jednym rzedem 1 kolumng wielomianow stopnia 2.

Dla stopnia 14 mamy:

Twierdzenie 29 ([H4]). Jezeli X C PSjest rozmaitosci Calabi—Yau stopnia 14 wPS, to X
jest rozmaitosciqg Pfaffianowq stowarzyszong z sekcjq /\2 E(1), gdzie E jest izomorficzne

z 7@]1)6 lub Qéﬁ(l) D ﬁ[pﬁ(l).

W pracy |[H4| podajemy rowniez pelna klasyfikacje trzy-rozmaitosci Calabi—Yau tzw.
quasi-Buchsbauma, czyli takich ktore maja prosty modut Hartshorne’a—Rao. Oprocz wszyst-
kich powyzszych dochodzi do niej rodzina rozmaitosci stopnia 15 stowarzyszonych z wiazka

Klasyfikacja deformacyjna do stopnia 14. Klasyfikacje do stopnia 14 uzupeknia-
my o klasyfikacje z doktadnoscia do deformacji. Propozycja 17 implikuje, ze kazda trzy-
rozmaito$¢ Calabi—Yau stopnia 14 skonstruowana w [18| jako rozmaitosé¢ Pfaffianowa sto-
warzyszona z wigzka Qps(1) @ Ope(1) jest gladka degeneracja rodziny trzy-rozmaitosci
Calabi—Yau stopnia 14 skonstruowanych przez Rgdlanda (odpowiadajacych wiazce 70ps).
W szczegdlnosci, inaczej niz w przypadku petlnych przecie¢, w przypadku Pfaffianéw naj-
mniejszy stopieri generatora idealu moze sie zmienia¢ w rodzinach deformacyjnych trzy-
rozmaitosci Calabi—Yau.

Wnhniosek 30 ([H4]|). Dla kazdego d < 14 istnieje doktadnie jedna rodzina trzy-rozmaitosci
Calabi-Yau stopnia d w PS.

PROGRAM PELNEJ KLASYFIKACJI

Koniczymy nasze rozwazania trzy-rozmaitoéci Calabi-Yau w P® przedstawiajac pro-
gram petnej ich klasyfikacji zarysowany w pracy |[HP3|. Opiera si¢ on na zaobserwowanej
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analogii pomiedzy znanymi opisami trzy-rozmaitosci Calabi-Yau w P® oraz opisami po-
wierzchni del Pezzo w P°. Dokladniej, znajdujemy nastepujacy opis powierzchni del Pezzo
zanurzonych przez podsystem systemu kanonicznego w P za pomoca Pfaffianow wiazek
i zauwazamy kompletna analogie ze znanymi opisami trzy-rozmaitosci Calabi-Yau w PS.

stopien wigzka stowarzyszona z powierzchnig del Pezzo P°
3 ﬁ]ps(—l) @26}}»5
4 20ps © Ops (1)
5 50ps
6 QllP5 (1) P 20ps
7 ker(1)), gdzie ©: 110ps — 20ps(1) jest ogdlnym odwzorowaniem
8 ker(v)), gdzie ©: 140ps — 30ps(1) jest specjalnym odwzorowaniem
9 ker(1)), gdzie ¢: 170ps — 40ps(1) jest bardzo specjalnym odwzorowaniem

Analogia jest opisana przez nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 31 ([HP3|). Niech X C P°® bedzie ogélnym elementem rodziny Pfaffiano-
wych trzy-rozmaitosci Calabi—Yau Tonoliego i niech E; bedzie odpowiadajgcg mu wigzkq.
Istnieje wtedy odwzorowanie Ey — 20ps takie, zZe jego jedro F zawezone do dowolnej
P° definiuje przez Pfaffian powierzchnie del Pezzo stopnia deg(X) — 9. Odwrotnie, dla
ogolnej powierzchni del Pezzo D C P° ze stowarzyszong wiqzkq Ep istnieje rozszerzenie
B, wigzki Ep do PS, takie, Ze ogdlna wigzka F € Ext'(E},,20) definiuje przez Pfaffian
trzy-rozmaitosci Calabi—Yau stopnia deg(D) + 9 w PC.

Roéwniez skonstruowana, przez nas rodzina powierzchni stopnia 18 w P? jest $cigle stowa-
rzyszona z powierzchnig del Pezzo stopnia 9 w P°. Jako wniosek z powyzszych obserwacji
formultujemy nastepujaca hipoteze:

Hipoteza 1 ([HP3|). Jezeli X jest rozmaitoscig Calabi—Yau w PY, to jej stopien dxy < 18.
RozMAITOSCI CALABI-YAU W P7

Problem klasyfikacji rozmaitosci Calabi-Yau w P® rozpatrywany w naszych pracach ma
naturalng kontynuacje do wyzszych kowymiaréw. Przypomnijmy, ze kazda gtadka trzy-
rozmaitosé, w szczegolnodci kazda trzy-rozmaitoéé Calabi-Yau posiada zanurzenie w P7.
Zanurzenie takie pochodzi jednak zazwyczaj z rzutowania zanurzenia w wieksza przestrzen
rzutowg. W takim wypadku P” nie moze zosta¢ uznane za naturalng przestrzen otacza-
jaca dla naszej rozmaitosci. Dobrym sposobem na sformalizowanie wlasnosci (wazonej)
przestrzeni rzutowej do bycia naturalna przestrzenia otaczajaca dla swojej podrozmaitosci
jest pojecie rzutowej normalnosci.

Definicja 32. Mowimy, ze X C P" jest rzutowo normalne, jezeli dla kazdego k € N
zawezenie:
HO(P", Opn (k) — H°(X, Ox(k)) jest suriektywne.

Pojawia sie zatem naturalny problem:

Problem 33. Sklasyfikowaé trzy-rozmaitosci Calabi—Yau, ktore sq rzutowo normalne w
P7.

Problem ma podobne motywacje do problemu klasyfikacji trzy-rozmaitosci Calabi—Yau
w IPS. Ponadto, oprocz dostarczania nowych niestandardowych trzy-rozmaitosci Calabi—
Yau problem ten wpisuje sie w proby zainicjowane przez Reida (zob. [137]) znalezienia
ogodlnego twierdzenia strukturalnego dla rozmaitosci Gorensteina kowymiaru 4. Twierdze-
nie takie stuzytoby jako uogoélnienie twierdzenia Buchsbauma-FEisenbuda w kowymiarze 3
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i mogloby potencjalnie zosta¢ dalej uogoélnione do odpowiednika twierdzenia struktural-
nego Waltera.

Jako czesciowa odpowiedZ na problem klasyfikacji, przedstawiamy hipotetycznie zu-
pelng liste trzy-rozmaitosci Calabi—Yau, ktére sa rzutowo normalne w P7. Nasze meto-
dy sa podobne do metod uzywanych przy klasyfikacji rozmaitosci Calabi-Yau w PS. W
szczegblnosci, szacujemy mozliwe stopnie za pomoca twierdzenia Riemanna-Rocha oraz
nieréwnosci Miyaoki—Yau.

Lemat 34 ([H2|). Stopien d rzutowo normalnej rozmaitosci Calabi-Yau w P7, ktdéra nie
zawiera sie w hiperptaszczyinie spetnia 14 < d < 20

Nastepnie, konstruujemy rozmaitosci za pomoca metody bilinkage oraz jako zera wia-
zek rangi dwa na skrollach. Otrzymana lista przyktadéw podsumowana jest nastepujaca
tabela.

No. Deg. At hb2 Opis
1 14 2 86 (2,4) dywizor w P! x P3
2 15 1 76 G(2,5) N X3NP7
3 16 1 65 X2222
4 17 1 55 bilinkowany na Y552 do P?
) 17 2 58 2 X 2 minory 3 X 3 macierzy o stopniach wyrazoéow ( i i i)
6 17 2 H kowymiar 2 w skrollu kubicznym
7 18 1 46 bilinkowany na Y553 C P7 do F}
8 18 1 45 bilinkowany na Y553 C P7 do Fy
9 19 2 37 bilinkowany na specjalnym Pf;3 do F}
10 19 2 36 bilinkowany na specjalnym Pfi3 do F5
11 20 2 34 3 x 3 minory macierzy 4 x 4 form liniowych w P’

TABELA 6. Rzutowo normalne rozmaitosci Calabi—Yau w P’

W Tabeli 6 piszemy Pf;3 C P” majgc na mysli rozmaito§é kowymiaru 3 zadang przez
sko$na macierz form liniowych z rzedem (i kolumna) kwadryk; F} oznacza trojwymiarows
rozmaito$é del Pezzo stopnia 8 opisang jako D(; 1y C P? xP?, natomiast [ trojwymiarows
rozmaitos$é del Pezzo P! x P! x P!

Obserwacja 35. Przyktady 2, 4, 5 oraz 11 byly badane w artykule [18|, przyktady 4, 7
oraz 8 w pracy [86] oraz 1 w [97|. Przyktady 6, 9 i 10 sa nowymi rodzinami tréjwymiaro-
wych rozmaitosci Calabi—Yau.

Badamy geometrie tych przykladéw opisujac ich biwymierne kontrakcje i stozki Kéh-
ler’a. W celu analizy przyktadu stopnia 19 uzywamy odwzorowania Cremony zdefiniowa-
nego przez kwadryki zawierajace zanurzenie Segre P? x P? w P8, Pokazujemy, ze powyzsza
tabela przedstawia pelng liste arytmetyczne Gorensteina rozmaitosci Calabi-Yau w stop-
niach < 17.

Hipoteza 2. [H2| Powyzsza tabela przedstawia petng liste rzutowo normalnych rozmaito-
sci Calabi—Yau w P7.
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RoOzZMAITOSCI MUKAI

Nasze badania dotyczace rozmaitosci stuza nam jako narzedzie do powyzszych rozwa-
zan na temat rozmaito$ci Calabi—Yau, szczegolnie do badania trzy-rozmaitosci Calabi—
Yau z listy Borcea. Badania te posiadaja réwniez swoje motywacje pochodzace z teorii
rozmaito$ci Fano oraz K3 powierzchni. Znaczenie rozmaitosci Mukai dla klasyfikacji roz-
maito$ci Fano mozna podsumowaé przedstawiong tabela zawierajacg opisy rozmaitosci
Fano-Mukai genusu g < 10.

genus | Anti-canonical model of a prime Fano
threefold of index 1 and given genus
2 Xe C P(14,3)
3 X, cpt
4 Xo3 C PP
5 X909 C PO
6 X11 CQaNG(2,5) =: M
7 Xi111111 C OG(5,10) =: M3°
8 Xi1111 C G(2,6) =2 M
9 X111 C LG(3,6) =: M$
10 X1 C Gy = M3,
Tabela 7: Ogodlne trzy-rozmaito$ci Fano—Mukai genusu

g < 10.

W Tabeli 7 stosujemy notacje X;, ;. dla ogélnego pelnego przeciecia ustalonych stopni.
Rozmaitosé Qo jest ogdlna hiperpowierzchnia stopnia 2. Notacja G(2,n) oznacza Gras-
smannian prostych w n—1 wymiarowej przestrzeni rzutowej w swoim zanurzeniu Pliickera.
Rozmaitos¢ OG(5, 10) jest ortogonalnym Grassmannianem. Jest to sktadowa zbioru pod-
przestrzeni liniowych wymiaru 4 zawartych w gladkiej oémiowymiarowej kwadryce w P
w zanurzeniu spinorowym. Rozmaitos¢ LG(3,6) jest Lagrange’owskim Grassmannianem,
jest to specjalne linowe ciecie Grassmannianu G(3,6) w zanurzeniu Pliickera parametry-
zujace trzywymiarowe podprzestrzenie wektorowe przestrzeni sze$ciowymiarowej izotro-
piczne wzgledem wybranej dwu-formy symplektycznej. Rozmaitos¢ Gy jest specjalnym
linowym cieciem Grassmannianu G(5,7) w zanurzeniu Pliickera paramatryzujacym pie-
ciowymiarowe podprzestrzenie wektorowe przestrzeni siedmiowymiarowej izotropiczne ze
wzgledu na ustalong ogdlna cztero-forme. Notacja M, oraz nazwa rozmaitosci Mukai jest
obecnie standardowa w tym kontekscie. Gérny index przy M, oznacza wymiar rozmaitosci
Mukai i bedzie pomijany.

Tabela 7 daje klasyfikacje (zob. [110, 111, 102]) ogoélnych rozmaitosci Fano—Mukai,
zwroémy jednak uwage, ze w przypadku g = 6 istnieja rowniez gtadkie rozmaitosci Fano
ktore nie sa zawarte w tabeli, ale pojawiaja sie jako degeneracje cie¢ rozmaito$ci Mukai.

Mukai udowodnit réwniez, ze jest tylko jeden dodatkowy przypadek dla rozmaitosci
Fano-Mukai. Sa to trzy-rozmaitosci Fano-Mukai genusu 12, otrzymane przez przeciecie
trzech rozmaitosci 7y, Zy, Z3 C G(3,7) z ktorych kazda jest otrzymana jako zbior zer
ogolnej sekcji wiazki dualnej do wiazki uniwersalnej na Grassmannianie G(3, 7). Zwro¢my
uwage, ze rozmaito$ci Fano-Mukai genusu 12 nie pojawiaja sie jako ciecia liniowe jednej
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wspolnej gtadkiej rozmaitosci. De facto zadna z nich nie jest hiperptaskim cieciem zadnej
gtadkiej rozmaitosci.
Otrzymane przez nas wyniki dotyczace rozmaitosci Mukai dzielimy na pie¢ czesci:

(1) badanie zaleznosci pomiedzy rozmaitosciami Mukali;

(2) realizowanie Fourier-Mukai dualnych par rozmaitosci;

(3) zrozumienie geometrii najbardziej tajemniczej rozmaitosci Mukai Mj;

(4) zastosowanie do badania rozmaitosci Calabi-Yau z listy Borcea;

(5) konstrukcja tzw. kluczowych rozmaitosci do klasyfikacji powierzchni K3.

Wiekszos$¢ naszych badan w tej czesci rozprawy dotyczy badania geometrii rozmaitosci
Mukai oraz zaleznosci pomiedzy nimi. Zacznijmy od oméwienia tych rezultatow, nastepnie
przejdziemy do opisania gléwnych zastosowan.

RELACJE POMIEDZY ROZMAITOSCIAMI MUKAI

Naszym gtéwnym wynikiem dotyczacym rozmaitosci Mukai w ogoélnosci jest dowdd
hipotezy llieva i Ranestada oraz jej konsekwencje geometryczne. Dowod hipotezy w pelnej
ogolnosci zawiera sie w pracy [HP2|. Dokladniej, dla g spelniajacego 7 < g < 10, niech
M, bedzie rozmaitoscia Mukai genusu g wprowadzona powyzej. Zauwazamy, ze gdy g # 8
rozmaitos¢ M, dopuszcza hiperplaskie cigcie osobliwe w jedynym punkcie podwoéjnym.
Natomiast gdy g = 8, cieciem liniowym maksymalnego wymiaru, ktére posiada zwykty
punkt podwojny jako osobliwo$é (tzw. node) jest cieciem kowymiaru 5. Dla kazdego g
wybieramy takie nodalne liniowe cigcie L, oraz oznaczamy punkt osobliwy przez pr, .

Twierdzenie 36 ([HP2|). Dia 7 < g < 10 rzut rozmaitosci Ly z punktu pr, jest petnym
cigciem lintowym rozmaitosci My posiadajgcym gladkq kwadryke jako Weil dywizor.
Oduwrotnie, jezeli L jest ogolnym cigciem lintowym rozmaitosci My zawierajgcym gtadkq
kwadryke maksymalnego wymiaru w My jako Weil dywizor, to L powstaje jako rzut
osobliwego jedno nodalnego cigcia lintowego rozmaitosci My ze swojego jedynego punktu
osobliwego.

Dowod twierdzenia opiera si¢ na teorii reprezentacji oraz analizie rownan badanych roz-
maito$ci w naturalnych wspotrzednych wyznaczonych przez reprezentacje. Przypomnijmy,
ze dowod przypadku g = 9 jest przedmiotem pracy [76]|. Przypadek ten dowodzimy row-
niez nasza alternatywna metoda.

Jako bezposrednie zastosowanie Twierdzenia 36 otrzymujemy transformacje taczace
rodziny trzy-rozmaitosci Fano-Mukai analogiczne do dwuprzej$sé geometrycznych opar-
tych na odrzutowaniach. Opisujemy w szczegolnosci opis wszystkich osobliwosci bioracych
udzial w takim przejsciu.

Propozycja 37 (|[HP2|). Niech F, bedzie trojwymiarowq rozmaitosciq Fano powstajgcg
Jjako petne ciecie liniowe M, oraz posiadajgcg prosty punkt podwdjny p jako jedyng oso-
bliwosé. Wtedy osobliwosci rzutow Fg_l rozmaitosci I, z punktu p sq rowniez prostymi
punktami podwoinymi. Ponadto dla g = 7,8,9,10, liczba prostych punktow podwdinych na
Fg_l jest odpowiednio 5,4,4, 3.

To znaczy, ze w przypadku trzy-rozmaitosci Fano-Mukai nasza konstrukcja dostarcza
najprostszego rodzaju polaczenia pomiedzy rozmaitosciami Fano o liczbie Picarda 1. Te
dwuprzejscia sktadaja sie z degeneracji do rozmaitosci z jednym prostym punktem po-
dwojnym rozwigzanie osobliwosci $ciagniecie pewnej liczby prostych do prostych punktow
podwojnych a nastepnie ich wygltadzenie. Takie potaczenia sa hipotetycznie kompatybil-
ne z teoria modeli Landaua-Ginzburga tak jak przejscia geometryczne sa kompatybilne
z symetria lustrzana. Nasze wyniki stanowia zatem istotny krok w kierunku zrozumienia
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teorii modeli Landaua—Ginzburga dla rozmaitosci Fano-Mukai w calej ogélnosci. Twier-
dzenie 36 ma réwniez zastosowanie dla symetrii lustrzanej rozmaitosci Calabi—Yau Borcea
o czym pisaliSmy w stosownym miejscu powyzej.

GEOMETRIA ROZMAITOSCI FANO—MUKAI GENUSU 10

Istotna cze$¢ naszych badan na temat rozmaitosci Fano-Mukai skupia si¢ na rozma-
itosciach genusu 10. Sa to najtrudniejsze do zrozumienia rozmaito$ci Fano-Mukai. Nasze
wyniki daja gleboki wglad w ich geometrie. W tej czesci dla wiekszej jasnosci, rozmaitosé
Mukai Myy bedziemy oznaczaé¢ G.

Naszym glownym wynikiem w tym kontekscie jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 38 (|H5|). Ogdlne hiperptaskie ciecie F' rozmaitosci Mukai My = G do-
puszcza jedyne liniowe zanurzenie jako liniowe ciecie Grassmannianu G(3,6).

Twierdzenie to mozna interpretowa¢ jako uzupetlienie Twierdzenia 36 w przypadku
g = 10. Razem z twierdzeniem Mukai o klasyfikacji rozmaito$ci Fano oznacza ono, ze
kazda cztero-rozmaitos¢ Fano genusu 10 oraz indeksu 2 posiada jedyne zanurzenie linio-
we w (G(3,6). W pracy [H5| zauwazamy réowniez, ze sama rozmaito$¢ G nie posiada
liniowego zanurzenia w G(3,6). Twierdzenie 36 jest w istocie najwazniejszym wynikiem
jaki otrzymaliSmy w kontekscie rozmaitosci Mukai. W szczegolnosci ma ono bezposred-
nie zastosowania w teorii przestrzeni moduli wigzek na powierzchniach K3. Mianowicie
Twierdzenie 36 pozwala na geometryczng konstrukcje dualnosci Fourier-Mukai pomiedzy
K3 powierzchnig genusu 10 oraz K3 powierzchnia genusu 2 dajac geometryczng inter-
pretacje dla wynikéw Kuznetsova. Ponadto do dowodu tego twierdzenia potrzebujemy
dogtebnie zrozumie¢ geometrie rozmaitosci G5 oraz jej liniowych cie¢, co znacznie utatwia
pracowanie nad konstrukcjami ktoére te rozmaitos¢é wykorzystuja (zob. zastosowania w
[95, 101]).

Dowod Twierdzenia 36 jest podzielony na dwie cze$ci. W pierwszej czesci konstruujemy
zanurzenia, natomiast w drugiej dowodzimy jedynosci. Konstrukcja zanurzen jest robiona
explicite, wykorzystujac rownania reprezentantéw wszystkich orbit hiperptaskich cieé¢ ze
wzgledu na dzialanie grupy G,. Dokladniej Gy C P!3 jest domknietg orbitg urzutowienia
reprezentacji dotaczonej do grupy Liego G,. Mamy zatem dziatanie G, na przestrzeni du-
alnej (P'3)*. Hiperplaskie cigcia G odpowiadajace hiperplaszczyznom w tej samej orbicie
sa oczywiscie liniowo rownowazne. Wystarczy zatem pokazac¢ zanurzenie dla jednego repre-
zentanta kazdej orbity odpowiadajacej gtadkim cieciom. Jest jednoparametrowa rodzing
takich orbit a my znajdujemy konkretne zanurzenie zalezne od parametru.

Dowdd jedynosci w Twierdzeniu 38 opiera sie na badaniu krzywych niskiego stopnia
zawartych w Gs.

Propozycja 39 ([H5]). Rozmaitosé Gy nie zawiera ptaszczyzn ani powierzchni stopnia
2. Ponadto przez kazde dwa punkty p1,ps € Go przechodzi prosta lub jedyna stozkowa
zawarta w Go.

Niech teraz F' bedzie gtadkim hiperptaskim cieciem rozmaitosci Gy. Gtéwnym krokiem
w dowodzie jedynosci jest nastepujaca propozycja.

Propozycja 40 ([H5|). Schemat Hilberta stozkowych zawartych w F jest izomorficzny z
wykresem odwzorowania Cremony P° zdefiniowanego przez system liniowy kwadryk zawie-
rajgcych powierzchnie Veronese. Schemat Hilberta dwuwymiarowych kubicznych skrollow
zawartych w F jest izomorficzny z roztgezng suma dwdch ptaszczyzn rzutowych.

Powyzsze odwzorowanie Cremony jest $cisle zwiazane z zanurzeniem F' w G(3,6). Mia-
nowicie, jezeli F' jest zanurzone w G(3, U) dla pewnej przestrzeni wektorowej U wymiaru 6,
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wtedy kazda stozkowa C' C F' determinuje jedyna pare (v, V), gdzie v € P(U) V € P(U*),
taka ze C' jest zawarte w rozmaitoci flag F'(v,3,V) C G(3,U) parametryzujacej trzy-
wymiarowe podprzestrzenie U ktore zawierajg jednowymiarows podprzestrzen v oraz sa
zawarte w podprzestrzeni V' kowymiaru jeden. Schemat Hilberta stozkowych jest zatem
zawarty naturalnie w P(U) x P(U*), w szczegdlnosci dopuszcza rzutowania na P(U) oraz
P(U*). Powierzchnie kubiczne bedace skrollami pokryte sa przez stozkowe, ktore sa $cia-
gniete przez jedno z dwoch rzutowan. Dostajemy w ten sposéb opis schematu Hilberta
stozkowych jako wykres odwzorowania Cremony P(U) — P(U*).

Dzieki powiazaniu odwzorowania Cremony z zanurzeniem F' w G(3,6) wnioskujemy w
[H5], Ze jedynos¢ transformacji Cremony determinuje réwniez jedyno$é¢ zanurzenia F' w
G(3,6).

Rozszerzamy analize krzywych niskiego stopnia analizujac schemat Hilberta prostych
na F. Otrzymujemy nastepujacy wyniki zasugerowany nam przez Hana.

Propozycja 41 ([H5]). Schemat Hilberta prostych zawartych w F jest izomorficzny z
gtadkim dywizorem dwustopnia (1,1) w P? x P2

Uzupelniamy rowniez rozwazania schematow Hilberta na sekcjach liniowych G, do trzy-
rozmaitosci.

Wnhniosek 42 ([H5|). Schemat Hilberta stozkowych na gladkiej trzy-rozmaitosci Fano—
Mukai genusu 10 jest izomorficzny z Jacobianem krzywej genusu 2.

Zauwazmy, ze powyzsze krzywe moga zosta¢ uzyte do konstrukcji fibracji schematu
Hilberta dwoch punktéw na powierzchni K3 genusu 10. Mianowicie jezeli S jest ogélna
powierzchnia K3 genusu 10, to S powstaje jako przeciecie Gy z przestrzenia rzutowa
wymiaru 10. Z wlasnosci Gy wiemy, ze przez kazdy schemat skonczony dlugosci 2 na
S przechodzi doktadnie jedna stozkowa w G5. Stozkowa ta rozpina wraz z powierzchnig
S przestrzen rzutowa wymiaru 11, ktora przecina Gy w trzy-rozmaitosci Fano. Ponadto
kazda stozkowa w trzy-rozmaitosci Fano genusu 10 w Gy zawierajacej S przecina S w
schemacie dtugosci 2. Schemat Hilberta dwoch punktéw na powierzchni K3 genusu 10
jest zatem izomorficzny ze schematem stozkowych zawartych w pewnej trzy-rozmaitosci
Fano genus 10 zawierajacej S. Takie rozmaito$ci sg parametryzowane przez P? i w kazdej z
nich schemat Hilberta stozkowych jest izomorficzny z Jacobianem krzywej genusu 2. W ten
sposob otrzymujemy fibracje na schemacie Hilberta S, Jest to fibracja Lagrange owska
badana w pracach [139, 100].

Po udowodnieniu Twierdzenia 38, ciekawe jest zidentyfikowanie tych liniowych sekcji
Grassmannianu G(3, 6), ktore zadaja hiperplaskie ciecia G5. Opis otrzymujemy uzywajac
kwadryk rangi 12 w ideale Grassmannianu G(3,6), ktora odkrywa fascynujaca zaleznosé
pomiedzy opisem rozmaitosci F' w G(3,6) oraz opisem G5 w G(2,7). Analogia ta daje
nam nowe spojrzenie na stynng dualno$é pomiedzy P? x P? oraz P! x P! x P! nazwa-
na “Tom i Jerry”. Dokladniej mamy nastepujacy opis rozmaitosci G5 jako ciecie liniowe
Grassmannianu G(2,7).

Propozycja 43 ([H5|). Niech V bedzie siedmiowymiarowq przestrzeniq wektorowq. Niech
Q bedzie ogolng kwadrykq rangi 12 zawierajgcq Grassmannian G(2,V) w zanurzeniu Pliic-
kera. Niech %, oraz Xy bedg dwiema izomorficznymi rodzinami przestrzeni wymiaru 14
zawartych w Q. Wtedy zachodzq nastepujgce stwierdzenia:
e Zbior osobliwy Q) przecina G(2,V) w cztero-rozmaitosci Zas rzutowo réwnowaznej
2 P? x P?;
e jezeli R jest ogdlng przestrzeniq wymiaru 14 z rodziny %; dla pewnego i € {1,2},
wtedy RNG(2,V) rozktada sie na GU Zsy, gdzie G jest izomorficzne z Gy, lub jest
piecio-rozmaitosciq stopnia 24 zawierajocg Zos.
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Podobne twierdzenie zachodzi dla zanurzenia F' w G(3,6).

Propozycja 44 ([H5]). Niech V' bedzie szeciowymiarowq przestrzeniq wektorowq. Niech
Q bedzie ogdlng kwadrykg rangi 12 zawierajgcq Grassmannian G(3,U) w zanurzeniu Pliic-
kera. Niech %, oraz %5 bedg dwiema izomorficznymi rodzinami przestrzeni wymiaru 13
zawartych w Q. Wtedy zachodzqg nastepujgce stwierdzenia:

o Zbior osobliwy Q przecina G(3,U) w cztero-rozmaitosci X111 rzutowo réwnowaznej
2 P! x P! x P!;

o jezeli R jest ogdlng przestrzeniq wymiaru 14 z rodziny %; dla pewnego i € {1,2},
wtedy RN G(3,U) rozktada sie na F'U X411, gdzie F jest izomorficzne z gladkq
rozmaitosciqg Fano—Mukai wymiaru 4 indeksu 2 oraz genusu 10, lub jest czterowy-
miarowq rozmaitosciqg stopnia 24 zawierajgcg q11.

Ponadto kazda rozmaitosé Fano Mukai genusu 10 powstaje w wyniku takiej konstrukcyi.

Rozmaitosci stopnia 24 oraz F' w (G(3,6) sa bardzo ciekawe z punktu widzenia kongru-
encji liniowych i sg przedmiotem dalszych badan w pracy [43].

Powodem dla ktoérego korzystamy z kwadryk rzedu 12 jest to, ze w obu przypadkach
wszystkie kwadryki zawierajace Grassmannian oraz przestrzen rozpieta przez rozmaitosé
Fano—Mukai genusu 10 sg rzedu 12. Otrzymujemy zatem siedmiowymiarowe przestrzenie
wektorowe skladajace sie z kwadryk statego rzedu 12. Sa to ponadto wszystkie siedmio-
wymiarowe przestrzenie kwadryk statej rangi 12 zawierajace Grassmannian G(2,7).

DEGENERACJE ROZMAITOSCI MUKAI GENUSU 10

W pracy [H6| kontynuujemy nasze badania rozmaitosci G, tym razem z punktu widze-
nia degeneracji. Otrzymane wyniki maja zastosowanie w badaniu symetrii lustrzanej dla
rozmaitosci Calabi—Yau Borcea stopnia 36 z listy Borcea, co jest nasza gléwna motywacja
tych badai. W tym celu znajdujemy malg degeneracje toryczng Gorensteina rozmaito-
Sci Gg. Zaczynamy od konstrukcji nastepujacej naturalnej degeneracji Gs rozmaitosci
G5. Przypomnijmy, ze rozmaitos¢ G, posiada opis jako podrozmaito$é Grassmannianu
G(5,V7), gdzie V7 jest siedmiowymiarowa przestrzenia wektorowa. W tym zanurzeniu Go
parametryzuje pieciowymiarowe podprzestrzenie izotropiczne wzgledem wybranej ogélnej
czteroformy na V. Na podstawie [1] wiemy, ze w P(A"V2) istnieje otwarta orbita ze
wzgledu na dziatanie grupy GL(7). Ponadto dopetnienie tej orbity jest hiperpowierzchnia
stopnia 7. Hiperpowierzchnia jest domknieciem zbioru czteroform, ktére mozna zapisac
jako sume trzech czteroform rozktadalnych. Zwroémy uwage, ze oczekiwana liczba form
rozktadalnych potrzebnych do rozktadu ogélnej czteroformy jest rowniez, nasz przypadek
jest wiec defektywny. Jest to jedyny przypadek (razem ze swoim dualnym odpowiada-
jacym trzy-formom na siedmiowymiarowe]j przestrzeni) gdzie dla 3 < k < n — 3 ogolna
k-forma na n-wymiarowej przestrzeni nie posiada rozktadu na sume oczekiwanej liczby
form rozktadalnych.

Definiujemy rozmaitosé Go jako podrozmaitos¢ G(5,7) parametryzujaca formy izotro-
piczne ze wzgledu na czteroforme odpowiadajaca punktowi z orbity stanowiacej podzbior
otwarty w powyzszej hiperpowierzchni stopnia 7, czyli ogblna zdegenerowang czterofor-
me. W ten sposéb Go jest pewnym niepelnym cigciem liniowym Grassmannianu G(5,7)
w zanurzeniu Pliickera. Znajdujemy inny opis rozmaitosci Go.

Propozycja 45 ([H6|). Rozmaitosé Gy jest rzutowo réwnowazna z domknieciem obrazu
P5 przez system kwadryk zawierajgeych skrecong kubike.
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Nastepnie badamy dalsze degeneracje G indukowane przez degeneracje skreconej ku-
biki do rozktadalnej krzywej stopnia 3. Wszystkie takie degeneracje sa rowniez degene-
racjami Gy. Tylko jedna z nich posiada réwniez opis jako niepelne ciecie liniowe Gras-
smannianu G(5,V7), nazwijmy ja C. Z jednej strony Cy jest obrazem P° przez system
kwadryk zawierajacych sume prostej i stozkowej przecinajacych sie w jednym punkcie.
Z drugiej strony powstaje ona jako podzbior G(5, V7) parametryzujacy pieciowymiarowe
przestrzenie izotropiczne wzgledem formy odpowiadajacej punktowi w rozmaitosci stycz-
nej do Grassmannianu G(4, V) ¢ P(A* Vo).

Oznaczamy przez 1) oraz T, rozmaitosci otrzymane jako domkniecie obrazu P przez
odwzorowanie zadane przez system kwadryk zawierajacych odpowiednio nastepujace kon-
figuracje prostych:

e trzy proste przechodzace przez punkt;
e tancuch trzech prostych.

Wtedy zarowno T} jak i T, sa degeneracjami G5. Ponadto obie te rozmaitosci sa rozmaito-
Sciami torycznymi. Obliczamy explicite rodzine deformacyjna i otrzymujemy nastepujaca
propozycje.

Propozycja 46 ([H6|). Rozmaitosci toryczne Ty oraz Ty majq terminalne osobliwosci
Gorensteina. Ponadto istniejq degeneracje rozmaitosci Gy do 17 oraz Ty, ktore sqg matyma
degeneracjami torycznymi.

WIAZKI WEKTOROWE NA ROZMAITOSCIACH FANO-MUKAI

Ponizej omawiamy nasze wyniki opisujace niektore przestrzenie moduli wiazek na roz-
maitosciach Fano-Mukai.

Przypadek genusu 10. PrzejdZmy teraz do opisu najciekawszego wniosku z naszych roz-
wazan nad rozmaitosciami Mukai, to jest geometrycznej konstrukcji pewnej przestrzeni
moduli wigzek wektorowych na K3 powierzchniach oraz trzy-rozmaito$ciach Fano-Mukai
sekcyjnego genusu 10. Nasze podejscie opiera sie na Twierdzeniu 38 i 36 oraz jest podobne
do idei Ilieva, Markushevicha i Ranestada z prac |75, 76]. Zwro¢my uwage, ze przypadek
genusu 10 jest jedynym pozostatym przypadkiem rozmaitosci Fano-Mukai, dla ktérego to
podejscie moze da¢ dualnos¢ Mukai pomiedzy powierzchniami K3. Mianowicie w przypad-
ku powierzchni K3 sekcyjnego genusu 8 nie istnieje wektor Mukai, dla ktorego przestrzen
moduli wigzek o tym wektorze Mukai jest powierzchnig.

W przypadku K3 powierzchni genusu 10 konstrukeja jest nieco bardziej skomplikowana
od rozwazanych w [75, 76; moze to mie¢ zwiazek z faktem, ze w tym przypadku przestrzen
moduli jest nie jest przestrzeniag moduli "fine". Konstrukcja wyglada nastepujaco.

Niech (S, L) bedzie ogolna spolaryzowana powierzchnia K3 genusu 10 (czyli stopnia
L? = 18), wtedy na podstawie twierdzenia Mukai ([110]) rozmaitos¢ (S, L) powstaje
jako liniowe ciecie rozmaitosci Mukai My = G5 C P'3 przez ogdlng dziesiecciowymiarows,
przestrzen rzutowa I1. Rozmaitos¢ rzutowo dualna do G jest hiperpowierzchnig stopnia 6,
ktora oznaczymy Gy. Wiemy zatem, ze plaszezyzna I C (P'3)* prostopadta do II C P'3
przecina G, w krzywej plaskiej stopnia 6, ktora oznaczymy C.

Korzystajac z Twierdzen 38 oraz 36, kazdemu punktowi w € II+ mozemy przypo-
rzadkowaé¢ odwzorowanie «,, : S — G(3,6). Jezeli w ¢ C, wtedy «, jest zawezeniem
zanurzenia < w >+ NGy — G(3,6) z Twierdzenia 38. Natomiast, gdy w € C, rozma-
itos¢ < w >1 NGy — G(3,6) ma jedyny punkt osobliwy p,, i jest on prostym punktem
podwojnym. Odwzorowanie «, jest wtedy zawezeniem do S rzutowania z p,, na Lagran-
ge’owski Grassmannian LG(3,6) C G(3,6). Rozwazmy teraz wiazki F,, = o (2) oraz
El, = o (%) gdzie 2 oraz % sa odpowiednio uniwersalng wiazka ilorazowa oraz uni-
wersalng podwiazka na Grassmannianie G(3, 6). Dowodzimy, ze wiazki te sa stabilne rangi



34

3, o pierwszej klasie Cherna ¢ (L) oraz charakterystyce Eulera 6, czyli o wektorze Mukai
(3, L, 3). Odpowiadaja one zatem elementom z przestrzeni moduli M (3, L, 3). Dowodzimy
ponadto, ze E!, ~ F,, wtedy i tylko wtedy gdy w € C. W ten sposéb definiujemy zanu-
rzenie p z podwojnego nakrycia plaszezyzny I+ rozgalezione w krzywej C do M (3, L, 3),
ktore jest powierzchnia nierozktadalna. Czyli p jest izomorfizmem. Podsumowujac, dowo-
dzimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 47 ([H5]). Przestrzen moduli Mg(3, L,3) jest izomorficzna z podwdjnym
nakryciem ptaszezyzny 1% rozgatezionym w krzywej C, ktora jest przecieciem 1% z roz-
maitoscig Gy rzutowo dualng do Gy, bedacq hiperpowierzchnig stopnia 6. W szczegdlnosci
Ms(3, L, 3) jest K3 powierzchniq posiadajgcq polaryzacje genusu 2 (czyli stopnia réwniez

2).

Whioskujemy z powyzszego, ze para (S, Mg(3, L, 3)) jest przyktadem pary (doktadniej,
w tym przypadku skreconych) Mukai dualnych powierzchni K3.

Analogicznie postepujemy dla X bedgcego trzy-rozmaito$cia Mukai-Fano genusu 10.
Oznaczmy przez Mx (3, L, 0, 2) przestrzen moduli stabilnych wiazek wektorowych E rangi
3 na X takich, ze ¢;(F) = L, co(F) = o, gdzie o jest klasa krzywej stopnia 9 i genusu 2
na X, oraz deg(c3(F)) = 2. Niech ponadto [Ty C P'® bedzie przestrzenig liniowa taka, ze
My NG, = X.

Twierdzenie 48 (|H5]). Przestrzer moduli Mx (3, L, 0,2) posiada sktadowq nierozktadal-
ng Mx, ktora jest nakryciem Ilx rozgatezionym w szesciu punktach bedgcych przecieciem
[Ty z rozmaitosciqg Gy. W szczegolnosci My jest krzywq genusu 2.

Powyzsze wyniki mozna interpretowaé jako geometryczne realizacje funktoréw pomie-
dzy (skreconymi) kategoriami pochodnymi powstajacych w konstrukcji Kuznetsova ho-
mologicznej rzutowej dualnosci pomiedzy rozmaitoécia Mukai G, C P!3 oraz pewnym
rozwiazaniem nakrycia podwojnego (P'3)Y rozgalezionego w hiperpowierzchni stopnia 6
rzutowo dualnej do G,. Klasy Brauera potrzebne do odpowiedniego skrecenia tych kate-
gorii znalazly swoja geometryczna interpretacje w pracy [101] opierajacej sie na naszej
konstrukc;ji.

Wiazki wektorowe na pozostalych rozmaitosciach Fano—Mukai. Wynik pracy
[HP2] wykorzystujemy rowniez do konstrukcji naturalnych podschematéw w pewnych
przestrzeniach moduli wiazek. Na przyktad gdy Sio jest powierzchniag K3 z polaryzacja
genusu 10, zidentyfikowalismy podrozmaitosé¢ Mg, (3, L,3) parametryzujaca wiazki La-
grange’owskie jako ptaska krzywa stopnia 6, bedaca przecieciem ptaszczyzny prostopadlej
do przestrzeni rozpietej przez S1g w przestrzeni rozpietej przez G, z rozmaitoscig rzutowo
dualng do Gj.

Whioskiem z naszej konstrukcji jest réwniez stwierdzenie, ze kazda stabilna wigzka
wektorowa z przestrzeni Mg, (2, L,5) (czyli wiazka E rangi 2 o ¢i(F) = L oraz x(F) =
5+ 2 = 7) na ogdlnej spolaryzowanej powierzchni K3 genusu 7 oznaczonej (57, L) jest
globalnie generowana i obraz zanurzenia w Grassmannian G(2, 5) zadanego przez te wiazke
jest zawarty w kwadryce.

Podobna konstrukcja w przypadku ogolnych powierzchni Sg genusu 8 (czyli takich, kto-
re powstaja przez przeciecie Grassmannianu G(2,6) z przestrzenia rzutowa wymiaru 8)
daje opis przestrzeni ortogonalnych wiazek rangi 5 zadajacych zanurzenie w ortogonal-
ny Grassmannian OG(5, 10). Przestrzen ta parametryzowana jest przez powierzchnie del
Pezzo stopnia 3 otrzymana przez przeciecie dualnej rozmaitosci do G(2,6) z przestrzenia
prostopadta do przestrzeni rozpietej przez Ss.
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K3 POWIERZCHNIE GENUSU 10

W pracy |H6| wykorzystujemy otrzymane degeneracje rozmaitosci Gy do czesciowego
uzupetnienia klasyfikacji wszystkich spolaryzowanych rozmaitosci K3 genusu 10. Z twier-
dzenia klasyfikacyjnego Mukai wiemy, ze ogblna powierzchnia K3 genusu 10 jest pelnym
przecieciem rozmaitosci Gs z przestrzenia liniowa wymiaru 10. Klasyfikacja nieogblnych
powierzchni K3 genusu 10 podana jest w ksiazce [79] w terminach skrollow zawierajacych
powierzchnie K3. W niektorych przypadkach opis ten jest jednak niepelny, tzn. niektore
przypadki nie maja podanej efektywnej konstrukcji. Uzywamy degeneracji Go do uzu-
pelnienia niektorych takich brakow. Doktadniej rozwazamy przypadek spolaryzowanych
powierzchni K3 oznaczanych (S, L) genusu 10 posiadajace gi (to znaczy, ze gltadki repre-
zentant systemu polaryzacji posiada system liniowy wymiaru 1 i stopnia 5). Dowodzimy, w
szczegolnosci, ze krzywa (i co za tym idzie powierzchnia) powstajaca jako gtadkie liniowe
ciecie G nie posiada g3, natomiast wszystkie gtadkie powierzchnie powstajace jako pelne
liniowe ciecia Go posiadaja gi. Ponadto powierzchnie, ktoére sa cieciami Go wyznaczaja
skltadowa w przestrzeni moduli wszystkich powierzchni genusu 10 posiadajacych gi.

RozMAITOSCI FANO GENUSU 12

W pracy [H1| uzupelniamy nasze rozwazania rozmaitosci Mukai o jedyna pozostala
klase rozmaitosci Fano-Mukai, czyli trzy-rozmaitosci Fano indeksu 1 i genusu 12. Ja-
ko, ze rozmaitosci te nie rozszerzaja sie do wyzszych wymiaréw nie mamy analogicznych
trzy-rozmaitosci Borcea Calabi—Yau stopnia 44, ktére powstawatyby jako ich ciecia z kwa-
drykami. Niemniej jednak wcigz mozemy rozwazaé trzy-rozmaitosé¢ Calabi—Yau powstate
jako podwoéjne nakrycia tych trzy-rozmaitosci Fano-Mukai rozgatezione w ich przecieciu
z kwadrykami (czyli w dywizorach D z systemu D € |2Ky,,|). Zwroémy uwage, ze ta-
kie podwojne nakrycia mozna skonstruowaé dla wszystkich trzy-rozmaitos¢ Fano—-Mukai,
jednak w przypadkach genusu g < 10 w ten spos6b otrzymamy rozmaitosci, ktore sa dege-
neracjami trzy-rozmaitosci Calabi—Yau Borcea. W przypadku g < 10 podwojne nakrycia
reprezentuja zatem dywizor hipereliptyczny w przestrzeni moduli spolaryzowanych roz-
maitosci Calabi-Yau Borcea danego genusu. Natomiast w przypadku g = 12 wypelniaja
one podzbiér otwarty i gesty w przestrzeni moduli.

Nasze badania nad rozmaito$ciami Fano-Mukai genusu 12 maja ponadto dodatkowsa
motywacje, jest to problem istnienia na nich tzw. metryk Kéhlera-Einsteina (ktore be-
dziemy oznacza¢ w skrocie KE). Problem ten jest istotny istotny dla rézniczkowej geo-
metrii zespolonej. W [35, 36, 37, 150] autorzy zaobserwowali, ze generyczna rozmaito$é
Fano—Mukai genusu 12 nie dopuszcza metryki KE. Jednak znane sg rowniez przyktady spe-
cjalnych rozmaitosci Fano-Mukai genusu 12, ktore taka metryks posiadaja. Spodziewane
jest, ze istnienie metryk KE w tym przypadku jest $cisle zwiazane z grupa automorfizmow
rozmaitosci. Prokhorov pokazal, ze przestrzen moduli rozmaitosci Mukai dopuszcza stra-
tyfikacje w zalezno$ci od grupy automorfizméw. W szczegolnoscei niech Aut®V oznacza
sktadowa grupy automorfizméw rozmaitosci V', ktora zawiera identycznosé. W przypadku
V bedacego rozmaitosciag Fano-Mukai genusu 12 Aut’V jest singletonem poza nastepujg-
cymi przyktadami:

1) V = Vyp przyktad Mukai-Umemury, dla ktérego Aut®V = PSL(2);

2) V jest elementem jednoparametrowej rodziny ¥ ™, dla ktorej elementow Aut’V =
C;

3) V =V jest specjalng rozmaitoscia, dla ktorej Aut’V = C*.

Z punku widzenia metryk KE, naszym celem jest badanie problemu istnienia metryk
KE dla przyktadow z rodziny #™. Potrzebujemy w tym celu doktadniej zrozumieé geome-
trie tych i przy okazji pozostatych specjalnych przyktadéw. Na podstawie wynikéw Mukai
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przedstawionych w pracach|[111, 105] ogdlna rozmaitos¢ Fano-Mukai genusu 12 moze by¢
skonstruowana jako rozmaito$¢ rozkladéow na potegi (czyli rozmaito$¢ parametryzuja-
ca wszystkie rozklady danego wielomianu na sume danej liczby poteg form liniowych)
VSP(Cy,5), gdzie Cy jest wielomianem jednorodnym stopnia 4 trzech zmiennych a 5 wy-
znacza liczbe form liniowych w rozkladzie. Niech C' oznacza krzywa w P? zadana przez
Cy. Mamy nastepujacy opis specjalnych rodzin.

Propozycja 49 (|H1|). Niech V bedzie elementem rodziny ¥™ rozmaitosci Mukai do-
puszczajgceych nietrywialne dziatanie C*. Wtedy stowarzyszona krzywa stopnia 4 sktada
sie z dwdch stozkowych wzajemnie stycznych w dwoch punktach. Jezeli te stozkowe sie
pokrywajq to dostajemy przyktad Mukai—Umemura, natomiast gdy mamy dwie stozkowe
przecinajgce sie w jednym punkcie (ktory musi byé punktem 4-krotnej stycznosci), otrzy-
mujemy Ve

Skoro suma dwoch stozkowych dopuszcza dodatkowa symetrie osiowa wnioskujemy, ze
ogblny element z rodziny 7™ dopuszcza dodatkows symetrie ¢, ktéra nie komutuje z
dziataniem C*.

Rozwazamy wiec H =< C*,1 >= Zy x C* oraz jej zwartg podgrupe G’ generowang
przez okrag oraz t. 7 twierdzenia Bando-Mabuchi jezeli rozmaitos¢ dopuszcza metryke
KE to dopuszcza G’ niezmiennicza metryke KE. W konsekwencji otrzymujemy:

Twierdzenie 50 ([H1|). Zbior elementow w V™, ktore dopuszczajg G' niezmienniczg
metryke KE jest otwarty w topologii euklidesowe;.

Znajdujemy nastepnie, startujac od krzywej C stopnia 4, bezposrednie opisy za pomoca
rownan (algorytm napisany w programie Macaulay 2) dla rozmaitosci Fano-Mukai genusu
12 zadanej przez VSP(C,6).

Opisujemy ponadto schemat Hilberta prostych na danej rozmaitos$ci Fano. To pozwala
nam opisa¢ dywizory niezmiennicze na dzialanie C* na tej rozmaitosci. Wnioskujemy
nastepujace szacowanie na log kanoniczny threshold, ktory jest Scisle zwigzany z istnieniem
metryk KE na rozmaitosci.

Propozycja 51 ([H1]). Dla ogdlnego elementu rodziny V'™ mamy

1
let(V™,C") < 3.

W [89] przedstawione sa dalsze rozwiniecia przedstawionych wynikow dotyczacych me-
tryk Kahlera Einsteina.

Oprocz wynikéw dotyczacych metryk Kéhlera Einsteina, ktére sa powigzaniem naszych
badan z analiza zespolona, omawiana praca wpisuje si¢ w nasze badania dotyczace zaréwno
geometrii rozmaitosci Fano-Mukai jaki i badania specjalnych rozmaitosci Calabi-Yau. W
szczegolnosci dokanczamy badanie schematéw Hilberta prostych na rozmaitosciach Mukai.
Ponadto znajdujemy konkretne opisy specjalnych degeneracji rozmaitosci Fano-Mukai ge-
nusu 12, ktore dopuszczaja dodatkowa strukture (wicksza grupe automorfizmow) i ktore
indukuja podobne degeneracje dla trzy-rozmaitosci Calabi-Yau, ktore powstaja jako ich
podwodjne nakrycia. W ten sposob otrzymane degeneracje maja potencjalne zastosowanie
w badaniu symetrii lustrzanej dla rozwazanej rodziny trzy-rozmaitosci Calabi—Yau. Bada-
nia w tym kierunku bedziemy kontynuowa¢ w naszych kolejnych projektach naukowych.

5. OMOWIENIE POZOSTALYCH OSIAGNIEC NAUKOWO-BADAWCZYCH.

PRACE STANOWIACE POZOSTALE OSIAGNIECIA NAUKOWO-BADAWCZE
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Wiekszos¢ pozostatej czesci moich osiggnie¢ naukowych uzyskanych po doktoracie doty-
czyta konstrukeji rozmaitosci hiper-Kahlerowskich. Przypomnijmy, ze kazda Kéahlerowska
rozmaito$¢ zespolona o trywialnej pierwszej klasie Cherna posiada nakrycie étalne, ktore
jest iloczynem rozmaitosci hiper-Kéhlerowskich z rozmaitosciami Calabi-Yau oraz zespo-
lonymi torusami. Rozmaitosci hiper-Kéhlerowskie wymiaru 2 sa powierzchniami K3. W
wyzszych wymiarach teoria rozmaitosci hiper-Kéhlerowskich czerpie z teorii rozmaitosci
K3 jednak ich klasyfkacja jest wciaz szeroko otwartym problemem. W wymiarach pa-
rzystych w ogoélnosci znamy tylko dwa rodzaje rozmaitosci hiper-Kéhlerowskich. Sg to
rozmaito$ci deformacyjne albo ze schematem Hilberta punktéw na powierzchni K3 al-
bo tzw. uogblnione rozmaitosci Kummerowskie. Ponadto w wymiarze 6 i 10 O’Grady
znalazt dwie dodatkowe rodziny deformacyjne rozmaitosci hiper-Kéhlerowskich. Zauwaz-
my rowniez, ze ogoélna rozmaito$¢ hiper-Kéhlerowska ustalonego typu deformacyjnego
nie jest rozmaitoscia rzutowa. Jednym z najciekawszych probleméw w klasyfikacji roz-
maito$ci hiper-Kéahlerowskich jest problem konstrukcji tzw. pelnych rodzin rzutowych
rozmaitosci hiper-Kéahlerowskich. Do tej pory skonstruowano jedynie szes¢ takich rodzin
([47, 14, 71, 122, 90, O1]). Kazda z tych konstrukcji jest inna i wymaga gtebokiej nietry-
wilanej geometrii. Jednym z gtéwnych celow naszych badan jest tworzenie nowych metod
do konstrukcji rozmaitosci hiper-Kéhlerowskich. Otrzymane metody pozwalaja nam w
szczegolnosei na konstrukeje (w pracy [O1]) nowej pelnej rodziny szesciowymiarowych
rozmaitosci hiperkdhlerowskich. Ponizej omawiamy otrzymane wyniki w tym kierunku.

Zataczamy rowniez omoéwienie wynikow zawartych w nastepujacym preprincie ztozo-
nym do druku, ktéry stanowi kontynuacje naszych badan nad rozmaito$ciami hiper-
Kahlerowskimi.

[OP1] A.liev, G. Kapustka, M. Kapustka, K. Ranestad, Hyperkdhler fourfolds and Kummer surfaces,
arXiv:1603.00403 (2016), ztozona do druku.

GEOMETRYCZNA KONSTRUKCJA EPW SEKSTYK

W pracy |O3] przedstawiamy geometryczna konstrukcje EPW sekstyk, czyli specjalnych
hiperpowierzchni stopnia 6 w P° uzywanych przez O’Grady’ego do konstrukeji pelnej 20-
wymiarowej rodziny cztero-rozmaitosci hiper-Kahlerowskich jako ich podwdéjne nakrycia
(zob [122, 123]). Pokazujemy rowniez konstrukeje cztero-rozmaitosci Calabi—Yau bedacych
minimalnymi rozwigzaniami osobliwosci EPW sekstyk.

Niech W bedzie 6-wymiarows zespolona przestrzenia wektorowa. Segre odkryl, ze na-
turalne dziatanie grupy PGL(W) na P(A*> W) ma catery orbity P(A* W)\ Oy, Oy \ O,
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Oy \ O3 oraz Os, gdzie O; D Oy D O3 sa podrozmaitosciami wymiaréw 18, 14, oraz
9. Ponadto O3 = G(3,W), O jest kwartyka, O, zbiorem osobliwym O;, a O3 zbiorem
osobliwym O.

Mozemy opisa¢ Oy jako zbior 3-form

{l[anw] eP(N*W) |aeW, we N>W}.

Whioskujemy, ze istnieje naturalna fibracja 7: O \ O3 — P5 taka, ze domkniecia wlokien
sa 9-wymiarowymi przestrzeniami liniowymi. Doktadniej 7 jest zdefiniowane nastepujaco:

O3\ O3 3 [a Aw] — [a] € P(W).

Niech, jak wczesniej, A C APW oznacza 10-wymiarows podprzestrzeri Lagrange’owska.
Glownym wynikiem [O3] jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 52 ([03]). Jezeli A C N3W jest ogdlng podprzestrzeniq Lagrange owska, to
obraz w(P(A) N Oy) C P jest ogolng EPW sekstykyq.

W szczegolnosci P(A) N Oq jest czterowymiarowa rozmaitoscia Calabi-Yau, ktora jest
minimalnym rozwigzaniem osobliwosci EPW sekstyki. Znajdujemy system liniowy defi-
niujacy to rozwiagzanie osobliwosci. Udowadniamy wreszcie, ze rzutowo dualna rozmaitosé

do EPW sekstyki jest inng EPW sekstyka.

NOWA PELNA RODZINA RZUTOWYCH SZESCIO-ROZMAITOSCI HIPER-
KAHLEROWSKICH

W pracy |O1] przedstawiamy tej pracy pierwsza znana konstrukcje pelnej rodziny roz-
maitosci wymiaru 6 o polaryzacji stopnia Beauville’a-Bogomolova ¢ = 4. Przez konstruk-
cje pelnej rodziny rozumiemy konstrukcje generycznego elementu przestrzeni moduli spo-
laryzowanych rozmaitosci tego typu. Nasza metoda jest rozwinieciem wynikow zawartych
w [131, 132, 122, 123|.

Przedstawmy szkic tej konstrukeji. Niech [A] € LG, (10, A*W) bedzie klasa dziesie-
ciowymiarowej podprzestrzeni Lagrange’owskiej dla formy indukowanej przez iloczyn ze-
wnetrzny gdzie W ~ CS.

Dla 3-wymiarowej podprzestrzeni U C W nastepujaca 10-wymiarowa podprzestrzen

Ty :=NUAW C AN3W

jest rowniez elementem LG, (10, A*W) oraz P(Ty) . Jest takze rzutows przestrzenig stycz-
ng do
G(3,W) C P(A*W)
w [U].
Dla ogolnego [A] € LG, (10, A*W) oraz k € N rozwazamy nastepujace miejsce degene-
racji.
(4) D ={[U) e GB,W) | dimANTy >k} C G(3,W).

Dla ustalonego A € LG, (10, A*W) rozmaitosé¢ Dj' nazywamy EPW szescianem. Pokazu-
jemy, ze D3 jest szeSciowymiarowsa rozmaitoécig, ktora jest osobliwa dokladnie wzdhuz
trojwymiarowej rozmaitosci D3 oraz, ze Dj' jest puste. Ponadto D4 jest gladkie oraz
osobliwosci D' wzdtuz Dj sy typu 3(1,1,1).

Glownym wynikiem [O1] jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 53 ([O1]). Niech [A] € LGn(10, N3W), bedzie ogdlne. Wtedy istnieje natu-
ralne podwdine nakrycie Y4 EPW szescianu D3\ rozgatezione wzdtuz zbioru osobliwego D3\
takie, ze Y, jest rozmaitoscig hiper-kihlerowskq typu K3B! 2 polaryzacjg o podzielnosci 2



39

1 stopmia Beauville’a—Bogomolova q = 4. W szczegolnosci przestrzen moduli spolaryzo-
wanych rozmaitosci hiper-kihlerowskich typu K3 ze stopniem Beauville’a—Bogomolova
q = 4 oraz podzielnoScig 2 jest uniwymierna.

Rozmaitos¢ Y4 nazywamy podwojnym EPW szeScianem.

DEGENERACJE PODWOJNYCH EPW SZESCIANOW

W |OP1| badamy degeneracje podwojnych EPW szescianéw rozwazajac poprzednia kon-
strukcje dla przestrzeni Lagrange’owskich A takich, ze P(A)NG(3, V) jest jednym punktem
oznaczonym przez P.

Oznaczmy G(3,V) C P(A*V) Grassmannian trojwymiarowych podprzestrzeni szescio-
wymiarowej przestrzeni V.

Oznaczmy przez Tp = P(1y) zanurzona przestrzen styczng do

G(3,V) C P(A*V)
w punkcie P € G(3,V). Zauwazmy, ze przeciecie
TrNG(3,V) CP(AV)

jest stozkiem Cp C P o wierzchotku P nad iloczynem Segre P? x P? C P8 Z drugiej
strony mozna stowarzyszy¢ z A miejsce degeneracji D¥. Pokazujemy, ze Cp C DY oraz
przeciecie Cp N D? jest kowymiaru 1 w Cp. Otrzymujemy nastepujaca propozycje.

Propozycja 54 (|[OP1]). Podwdjne nakrycie Y4 — D% z Twierdzenia 53 indukuje na-
krycie
2:1 2 9
ZA—)(CPQDA) C]P)
takie, e Z 4 jest rozmaitosciq hiper-kihlerowskq typu K32 o stopniu Beawville’a—Bogomolova
q = 4. Podprzestrzenie Lagrange owskie A C N3V takie, ze P € P(A) parametryzujg 19-
wymiarowq rodzine rozmaito$ci hiper-kdahlerowskich z q = 4.

Zwroémy uwage, ze dla ogdlnej rozmaitosci hiper-Kéhlerowskiej z polaryzacja stopnia
Beauville’a-Bogomolova ¢ = 4 polaryzacja ta zadaje morfizm biwymierny. Rodzina roz-
maitosci Z4 z Propozycji 54 zadaje zatem dywizor w przestrzeni moduli spolaryzowanych
rozmaitosci hiper-kdhlerowskich, ktory jest sktadowa podzbioru hipereliptycznego.

ZWIAZEK ROZMAITOSCI Z4 I CZTEROWYMIAROWYCH ROZMAITOSCI VERRA

Przedstawiamy rowniez alternatywne konstrukcje rozmaitosci hiper-kdhlerowskich Z 4.
Rozwazmy czterowymiarows rozmaitosé¢ Verry V tzn. podwdjne nakrycie P? x P? rozga-
tezione wzdtuz dywizora typu (2,2). Rozmaitosé V' jest izomorficzna z przecieciem stozka
nad zanurzeniem Segre

CP*xP)NQsC P
z kwadryka ()4, ktora nie przechodzi przez $rodek stozka.

Twierdzenie 55 (|OP1]). Schemat Hilberta (1,1) stozkowych na V' dopuszcza P! fibracje
o bazie bedgcej rozmaitosciq hiper-kahlerowskq o stopniu B-B q = 4, ktora pochodzi z
konstrukcyi w Propozycyi 54.

Powyzsza konstrukcja moze by¢ poréwnana z konstrukcja Beauville’a i Donagiego z
pracy [14] albo z konstrukcja z pracy [90].

Rozmaitosci Z 4 s rowniez ciekawe z punktu widzenie geometrycznej interpretacji punk-
tow dwutorsyjnych w grupie Brauera powierzchni K3 stopnia 2. Mianowicie, niech S
bedzie ogdlng powierzchnig K3 stopnia 2. Rozrézniamy trzy typy elementow w podgru-
pie punktéw dwu-torsyjnych w grupie Brauera Br(S)s = (Z3)*' indukujacych trzy typy
struktur Hodge’a, ktore sa zwiazane z nastepujacymi rozmaitosciami:
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(1) pelnym przecieciem X540 C P° dla ay,

(2) czterowymiarowa kubika X3 C P5 zawierajaca plaszczyzne dla awo,

(3) podwojnym nakryciem V rozmaitosci P x P? rozgalezionym wzdtuz (2, 2) dywizora
dla Qsg.

Rozwazamy przestrzen moduli M (S, a;) skreconych snopoéw na (S, ;) dlai = 1,2, 3.

(1) M(S,aq) jest izomorficzne z K3 powierzchnia X925 C P° (zobacz [154]),

(2) M(S,aq) jest izomorficzne ze schematem Hilberta prostych na odpowiadajacej
kubice X3 C P° zawierajacej plaszczyzne (zobacz [99]).

Uzupeliamy te analogie pokazujac:

Propozycja 56 ([OP1]). M(S, as) jest izomorficzne z pewng rozmaitosciq hiper-Kdihlerowskq,
ktora pochodzi z konstrukcji w Propozycji 54.

Uzywajac wynikow z [104] uzupeliamy klasyfikacje rozmaitosci hiper-Kéhlerowskich
dopuszczajacych niesymplektyczny automorfizm.

Twierdzenie 57 (|OP1, 104]). Niech X bedzie rozmaitosciq hiper-kéihlerowskq typu K32,
ktora dopuszcza niesymplektyczny automorfizm rzedu bedgcego liczbg pierwszqg p # 3,23.
Wtedy X lezy

(1) w domknieciu rodziny podwdjnych EPW sekstyk,

(2) w domknieciu rodziny skonstruowanej w Propozycji 54,

(8) lub jest izomorficzne z przestrzenig moduli snopéw na powierzchni K3 i automor-
fizm jest indukowany przez automorfizm powierzchni K3.

BARDZO SPECJALNA EPW SEKSTYKA I PROBLEM MORINA

Rozmaitosci hiper-Kéhlerowskie maja rowniez zaskakujace zastosowania w klasycznej geo-
metrii ktore badamy w pracy [02]. Wprowadzmy mianowicie nastepujaca definicje.

Definicja 58. Rodzine plaszczyzn wP® nazywamy skoriczong petng rodzing przecinajgeych
sie plaszczyzn w PP, jezeli kazde dwie plaszczyzny z tej konfiguracji przecinajg sie oraz nie
ma plaszczyzny spoza tej rodziny, ktora przecina wszystkie pltaszczyzny z tej rodziny.

W 1930 Ugo Morin (zob. [106]) postawil nastepujacy problem:
Problem 59. Sklasyfikowaé skoriczone petne rodziny przecinajgcych sie ptaszczyzn w P°.

Zaobserwujmy, ze problem Morina jest rownowazny z problemem znalezienia Lagran-
ge’owskiej podprzestrzeni A C AW takiej, ze A € ¥ oraz P(A)NG(3, W) jest skoriczonym
zbiorem punktow, ktore rozpinaja P(A). Wystarczy do tego zauwazy¢, ze dwa punkty w
G(3,W) odpowiadaja dwom plaszczyznom w P(W). Te dwie ptaszczyzny przecinaja sie,
jezeli iloczyn zewnetrzny odpowiadajacych form jest réwny 0. Stad problem Morina jest
rownowazny z nastepujacym problemem:

Problem 60. Sklasyfikowaé podprzestrzenie Lagrange’owskie A € ¥ takie, zZe P(A) N
G(3, W) jest skoriczonym zbiorem, ktory rozpina P(A).

O’Grady w pracy [121] pokazal, Ze skonczona pelna rodzina przecinajacych sie ptasz-
czyzn w IP° ma moc 10 < k < 20 oraz pokazal istnienie skoniczonych konfiguracji takich
plaszczyzn mocy < 16.

Celem pracy [02] jest konstrukcja petnej rodziny dwudziestu przecinajacych sie ptasz-
czyzn. Jako wniosek, dzieki argumentom z teorii deformacji, implikuje to istnienie skori-
czonych pelnych rodzin takich ptaszczyzn mocy k dla kazdej wartosci 10 < k& < 20.

W pracy [02] konstruujemy konfiguracje dwudziestu plaszezyzn jako podzbior zbioru
60 ptaszczyzn osobliwych pewnej specjalnej EPW sekstyki S. EPW sekstyka S otrzymana
jest na dwa sposoby:
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e jako obraz rozmaitosci hiper-Kéhlerowskiej skonstruowanej w [51] jako rezolwen-
ta symplektyczna ilorazu E*/G czwartej potegi krzywej eliptycznej z mnozeniem
zespolonym przez grupe badana w [15] odwzorowanej przez naturalny system li-
niowy.

e jako obraz schematu Hilberta dwoch punktow S([)Q} na powierzchni K3 Vinberga
(tzw. najbardziej algebraicznej powierzchni K3 rozwazanej w [156]) odwzorowane-
go przez naturalny system liniowy.

Odkrywamy nastepnie, ze hiperpowierzchnia S C P° jest powigzana z innymi klasycz-
nymi konstrukcjami w geometrii algebraicznej. Miedzy innymi posiada ona nastepujace
wtasnosci.

(1) Istnieje 16 hiperplaszczyzn H;, dla ¢ € {1...16}, w P® takich, ze SN H; C P*
jest hiperpowierzchnig Segre stopnia 3. Jest to kubika z maksymalna liczba 10
punktéow podwojnych.

(2) Jest rzutowo samo-dualna oraz zawiera 16 punktoéw osobliwych majacych stozki
styczne bedace stozkami nad kwartyka Igusy.

(3) Jest niezmiennicza na permutacje wspotrzednych w P.

Zauwazamy ponadto, ze jest sze$¢ wyboréw konfiguracji 20 przecinajacych sie plasz-
czyzn wérod 60 osobliwych plaszczyzn na S.

STALE SESHADRIEGO

Artykul [S1] jest przydatnym artykulem przegladowym na temat stalych Seshadriego,
stalych stowarzyszonych z wigzkami liniowymi gtadkich rozmaitosci rzutowych mierzacych
w pewnym sensie ich lokalng dodatnios¢. Praca stanowi wprowadzenie do tematu oraz
zawiera przeglad wynikow w tej teorii uzyskanych na przestrzeni ostatnich lat. Praca
zawiera rowniez kilka nowych idei.
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