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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Liliany Klimczak

pt. ,,Nieliniowe zagadnienia brzegowe typu Neumanna z operatorami
typu p-Laplace’a”

Przedstawiona rozprawa doktorska zostala przygotowana na Wydziale Matema-
tyki i Informatyki Uniwersytetu Jagiellonskiego w Krakowie. Promotorem rozprawy
jest dr hab. Leszek Gasinski. Praca jest napisana w jezyku polskim i liczy lgcznie 81
stron.

Rozprawa po$wiecona jest badaniom istnienia rozwigzan zagadnien postaci

P) { —diva(Vu(z)) = f(z,u(z)), =€,
2(x) =0, x € 09,

gdzie O C RY (N > 1) jest spéjnym i ograniczonym zbiorem otwartym o brzegu
klasy C?, a : RN — R¥ polem wektorowym postaci a(y) := ao(|y)y, v € RV,
gdzie ag € C1(0,+00) N C([0,+00)), f : 2 x R — R jest funkcja Carathéodory’ego
oraz %(m) = a(Vu(z) - n(z), gdzie n(z) jest zewnetrznym wektorem normalnym do
brzegu w punkcie z € 9Q. Wyniki uzyskano przy zalozeniu kilku ogélnych warunkéw
na a, ktére oznaczono jako H(a) i ktore, w szczegélnosci, sa spelnione przez takie
operatory jak p-laplasjan dla p € (1,400), (Apu = div (|[Vu[P=2Vu)), (p, g)-laplasjan
dla p,g € (1,400) (Apq = Ap + A,) oraz uogdlniony operator sredniej krzywizny
(div ((1 + |Vu|?)P=2)/2¥4)). W odniesieniu do f rozwaza sie cztery rodzaje zalozen
dotyczacych m.in. wzrostu funkeji f oraz jej zachowania w nieskoriczonosci i w poblizu
zera. Autorka uzywa metod wariacyjnych w odniesieniu do funkcjonatu

<p(u):/QG(VU(:U))dw~/QF(x,u(:v))dw,

gdzie G : RY — R jest taka, ze VG = a, a F jest funkcja pierwotng f lub jej
modyfikacji. Zastosowane metody wariacyjne obejmuja minimalizacje funkcjonalow
koercytywnych lub spelniajacych warunek Palais-Smale’a, twierdzenie o przeleczy
gorskiej, lemat o deformacji oraz wyniki teorii grup krytycznych.

Struktura rozprawy. Rozprawa sklada sie z czterech rozdzialow, spisu tresci, za-
koriczenia i bibliografii. W pierwszym rozdziale przedstawiono zagadnienie i zalozenia
w kontekscie historycznym, nakresla réwniez idee zastosowania metod wariacyjnych
dla zagadnien z quasi-liniowym operatorem rézniczkowym oraz wyja$nia specyfike za-
gadnien z warunkiem brzegowym Neumanna, na przykladzie braku nieréwnosci Po-
icarégo dla przestrzeni W1P(Q) i zwigzanego z tym braku (stabej) koerycytywnosci
funkcjonalu dzialania dla zagadnienia z p-laplasjanem i f(z,u) = |u|?7 %y, 0 < ¢ < p
lub p < ¢ < p* (dla tego samego réwnania z warunkami brzegowymi Dirichleta



wlasnosé koerycytwnosci zachodzi). Rozdzial 2 to preliminaria zawierajace przedsta-
wienie stosowanych oznaczen i terminéw oraz metod rachunku wariacyjnego wykorzy-
stywanych w pracy. Sformulowano tu rowniez twierdzenie o regularnosci rozwigzan i
zasade maksimum dla réwnania z quasiliniowym operatorem rézniczkowym. Rozdziat
3 poSwiecony jest oméwieniu roznych typow zaltozen i ich bezposrednich konsekwencji
dla funkcjonatu dzialania. Zaprezentowano grupe zalozen H(a) dotyczacych odwzo-
rowania a (pochodzacych od Libermana). Warunki te pozwalaja na poszukiwanie
stabych rozwiazan (P) poprzez badanie funkcjonatu ¢ na przestrzeni W1?(Q), gdzie
p € (0, 400) jest wykladnikiem opisujacym wzrost a, i jednocze$nie zapewniajg regu-
larnosé stabych rozwiazan (uzyskanych wczesniej metodami wariacyjnymi). Nastepnie
Autorka omawia cztery grupy zalozen H(f)1, H(f)2, H(f)s i H(f)s, ktére dotycza
funkcji f. Wreszcie rozdzial 4 zawiera sformulowania i dowody wynikéw rozprawy.
Rozprawa zwienczona, jest Zakoriczeniem, ktére stanowi podsumowanie i wskazuje na
perspektywy dalszych badan.

Wiyniki rozprawy. Pierwsza grupa wynikéw o istnieniu rozwiazan zagadnienia (P)
dotyczy f spelniajacego zalozenia H(f);. Zalozono tu, ze istniejs ujemnej w_ i do-
datniej w, takich, ze f(z,w_(z)) <0< f(z,ws(z))) dlap.w. z € Q oraz A(w_) <
0 < A(wy), gdzie A : WHP(Q) —» WHP(Q)*, (A(u),v) :== [, a(Vu(z)) - Vu(z) dz. Po-
nadto wymaga sie, aby f byla ograniczona na zbiorach ograniczonych (z uwzglednie-
niem zbioréw miary zero) oraz aby spelniony byl nastepujacy jednostronny warunek
wzrostu

flz,w)u > colul® — c1|ul” dla p.w. z € i wszystkich v € R,

gdzie 1 < s < p < r < p*, 1 warunek typu Ambrosettiego-Rabinowitza na zbiorze ogra-
niczonym. Przy zalozeniu, ze f(z,0) =0 dla p.w. = € Q, Autorka dowodzi, ze zbior
dodatnich (odpowiednio: ujemnych) rozwiazan zagadnienia (P) jest niepustym zbio-
rem posiadajacym element maksymalny (minimalny) vy (v-) (tw. 4.114.2). Istnienie
rozwigzan jest uzyskane przez rozwazenie odpowiednich przedtuzen funkcji f obcie-
tych do zbiorow {(z,u) € OxR |0 <u < wy(z)}i{(z,uv) € AxR |[< w_(z) < u <0}
(z uwzglednieniem faktu, ze f jest funkcja Caratheodory’ego). Woéwczas stowarzy-
szone funkcjonaly @, i p_ sa (stabo) koercytywne i stabo pélciagle z dotu, co wobec
refleksywnosci W1P(€2) implikuje przyjmowanie przez nie minimum, ktére dzieki za-
tozeniom z grupy H(f): sa ujemne. Stad punkty, w ktérych sa osiggane sa rézne
od zerowego rozwigzania. Nastepnie uzywajac odpowiednich funkeji prébnych po-
kazuje sie, ze uzyskane punkty minimalizujace sa w zbiorach, odpowiednio, [0,wy]
i [w_,0] (w sensie relacji nieréwnosci prawie wszedzie), czyli sa stabymi rozwigza-
niami zagadnienia z oryginalnym f. Istnienie elementéw maksymalnych i minimal-
nych otrzymuje si¢ przez zastosowanie teorii gornych i dolnych rozwiazan oraz lematu
Kuratowskiego-Zorna w zbiorach rozwigzan dodatnich i ujemnych. Ponadto, przy
dodatkowych zalozeniu H(a)(v), udowodniono istnienie rozwigzania zmieniajacego
znak (tw. 4.9). Funkcjonal ¢ dla zagadnienia z odpowiednim przedtuzeniem obcigcia
funkcjonatu f do zbioru pomiedzy v_ i u,, na mocy twierdzenia o gérskiej prze-
teczy, posiada punkt krytyczny yo typu siodlowego, ktory jest w zbiorze [v_,uy] i
?(yo) > max{@(v-),p(us)}. Z ogolnej teorii wiadomo, ze dla punktu siodtowego
pierwsza grupa krytyczna jest nietrywialna, a w przypadku ¢ pokazano, ze grupy
krytyczne zera sg trywialne (stw. 4.5), co oznacza, ze yo # 0. Zmiana znaku przez
yo wynika z faktu, ze rozwiazania o stalym znaku sa punktami krytycznymi jednego
ze wspomnianych wczedniej funkcjonatéw @, i ¢_, a ktore posiadajg jedynie dwa
punkty krytyczne, odpowiednio, 0, u, i 0,v_ (Lemat 4.7).

Druga grupa wynikéw dotyczy funkcji f spelniajacej zalozenia H(f),, gdzie za-
klada sie subkrytyczny wzrost, ograniczenie z gory funkcji pierwotnej F' przez funk-




cje calkowalna oraz istnienie dodatniej wartosci §redniej f(-,c) dla ustalonego c #
0. Wowczas przy zatozeniu, ze [, im Sup|y| 100 £'(z,u)dz < 0, funkcjonal ¢ jest
ograniczony z dotu i posiada wlasnos§é Palais-Smale’a, co implikuje istnienie punktu
u1, W ktorym ¢ przyjmuje minimumm (tw. 4.12 dla b = 0). Okazuje sie, ze
istnieje drugie nietrywialne rozwigzanie przy dodatkowych zalozeniu, ze wartosci
F(z,u) po podzieleniu przez |ulP sa dodatnie dla u bliskich zeru (przynajmniej dla
x ze zbioru miary dodatniej) oraz F jest ograniczona przez odpowiednia wielokrot-
no$¢ Ai|ulP. Wtedy ¢ przyjmuje wartosci ujemne dla stalych odwzorowan z pew-
nego sasiedztwa zera, czyli na [—R, R] \ {0}, dla pewnego R > 0, oraz nieujemne
dla v takich, ze [, |u(z)P~2u(z)dz = 0. To implikuje, ze cg > 0, gdzie cg =
infyer maxp(y([—R,R))) i T := {y € C([-R, R], W'P(Q)) | v(£R) = £R}. Z dru-
giej strony jesli zatozy sie, ze  nie ma innych ma punktéw krytycznych oprécz 01 uq,
to lemat o deformacji pozwala na znalezienie krzywej w zbiorze I', na ktérej ¢ przyj-
muje jedynie ujemne wartodci. Przeczy to zauwazonej wczesniej wlasnodci cg > 0
i dowodzi istnienia drugiego nietrywialnego rozwiazania zagadnienia (P).

W trzeciej grupie wynikéw znalazlo sie twierdzenie o istnieniu rozwiazan (P) dla
a spetniajacego warunki H(a)(i)-(v) oraz (p — 1)-podliniowej f, tj. spelniajacej zato-
zenia H(f)2, a w szczegblnosci

flau) i lm F(z,u)=4oc0

|u]—o00 }u]pAEU A |u] =00

jednostajnie dla p.w. z € 2. Dodatkowo zaktada sie ograniczono$¢ f na zbiorach
ograniczonych i pewne warunki typu Ambrosettiego-Rabinowitza. Przy tych zaloze-
niach Autorka pokazuje, ze grupy krytyczne w zerze sg trywialne. Ponadto wykazano,
ze lim|y|— 4 oo uer P(u) = —00 1 ¢ jest ograniczona na przestrzeni V C W1P(Q) od-
zworowan o zerowej wartosci Sredniej. Wéwcezas z ogolnego faktu (stw. 2.25) wynika,
ze jezeli zbior punktoéw krytycznych jest skoriczony, to pierwsza grupa krytyczna jest
nietrywialna (a zatem rézna od grupy krytycznej zera), co na mocy odpowiedniego
twierdzenia z teorii grup krytycznych implikuje istnienie nietrywialnego rozwiazania.

Czwarty typ wynikoéw dotyczy f spelniajacych zalozenia H(f)4, tj. takich ktore sa
(p — 1)-nadliniowe w nieskoniczonosci i (p — 1)-podliniowe w zerze, maja subkrytyczny
wzrost, spelniaja pewien wariant zalozen typu Ambrosettiego-Rabinowitza (3.24) i
warunek f(z,u)u > 0. Przy tych zalozeniach pokazano, ze w grupy krytyczne zera sg
trywialne, o ile ¢ jest ograniczona z dotu na zbiorze punktéw krytycznych. Ponadto,
jezeli zero byloby izolowanym punktem krytycznym, to jego pierwsza grupa krytyczna
bylaby nietrywialna (czyli r6zna od trywialnej grupy krytycznej w zerze), co pociaga
za sobg istnienie niezerowego rozwiazania zagadnienia (P).

Ocena rozprawy. Ogoélnie rzecz ujmujac praca zredagowana zostala starannie. Sfor-
mulowania definicji, zalozen i tez sa precyzyjne i zrozumiale. Dowody sg przeprowa-
dzone w sposéb poprawny, choé¢ zawieraja sporg ilo$é odnosnikéw do dowodoéw z in-
nych pozycji bibliograficznych. Nie znalazlem istotnych pomylek, ktére podwazalyby
prawdziwos§¢ wynikéw lub samych rozumowan. Kilka istotniejszych uwag formutuje
ponizej.

1. W definicji 2.2 Autorka definiuje staba poétciaglosé z dotu i staba koercytywnosé dla
funkcjonatéw z przestrzeni sprzezonej X* do przestrzeni Banacha X, uzywajac przy
tym odwzorowania dualnosci (-,-) : X* x X — R (jest jasne, ze zaden element X* nie
jest stabo koercytywny). Podobnie w dowodzie stw. 3.23 uzyta jest wspomniana dual-
nos¢ w odniesieniu do nieliniowego funkcjonalu, tzn. dla argumentu, ktéry nie nalezy
do dziedziny odwzorowania. Na szczeScie po odpowiednich (oczywistych) korektach
otrzymujemy poprawng definicje i rozumowanie.



2. Réwnosé (3.31) w dowodzie lematu 3.18 jest w ogoélnosci nieprawdziwa. Dowdd
lematu 3.18 (b) i (¢) bedzie poprawny jesli catkowanie wzgledem t bedzie si¢ odbywac
na przedziale [—1,0] lub y; — yo bedzie zastapione przez ys — 3.

3. Nie jest jasne czym jest element w, w dowodzie stwierdzenia 3.22. Rozwaza si¢ tu
f =1, dla ktérej wy = & (zgodnie z Uwaga 3.7 i Przykladem 3.9). Wowczas wydaje
sie, ze dowdd stw. 3.22 moznaa zakonczy¢ sie w potowie strony nr 30, gdyz wiadomo
tu, ze u,y € [£o,wy], tj. u=1y=u* = & (dalsza czes¢ bylaby wtedy niepotrzebna).

4. W dowodzie lematu 4.4 oszacowanie na wartosci funkcji z — f(z,zn(2)), zgodnie
z (4.21), zalezy rowniez od w_ (w_ < v_), a w oszacowaniu na stronie 47 pojawia si¢
jedynie [la, (z5)loo-

5. Rozniczkowalno$é funkcjonalu ¢ (w przeciwienistwie do jego ciaglosci) zostata
potraktowana w sposéb niezbyt uporzadkowany. A mianowicie, w niektérych miej-
scach Autorka odcytowuje ciggla rozniczkowalno$é funkcjonatu do miejsca, gdzie nie
dyskutuje si¢ tej kwestil. W nastepnym miejscu wskazaje w jaki sposéb mozna to
wykaza¢ dla skladnika funkcjonalu zwigzanego z a, a w pdzniejszym rozdziale uza-
sadnia rézniczkowalno$é¢ skladnika zwiazanego z operatorem Niemyckiego funkeji f.
A konkretnie: w tezie tw. 3.21 stwierdza sie, ze ogblny funkcjonal dzialania jest klasy
C! sugerujac, ze dowéd Theorem 3.1 z [51] pozostaje prawdziwy dzieki oszacowaniu
(3.32). Jednak wynik ten odnosi sie do drugiej czesci tw. 3.21 dotyczacego faktu
moéwiacego, ze lokalne minimum funkcjonatu wzgledem C'(2) jest lokalnym mini-
mum wzgledem W1P(Q) (na marginesie: we wskazanym dowodzie uzywa sie nieco
innych oszacowan na G niz (3.32) i nie porusza kwestii regularnosci funkcjonatu dzia-
tania). Teza o regularnosci tego funkcjonalu pojawia sie jednak ponownie péznie]
w stwierdzeniu 3.23, w ktérego dowodzie autorka moéwi, ze regularno$¢ funkcjonalu
zwigzanego z a sprawdza sie ,podobnie jak dla operatora Niemyckiego (patrz [21,
Chapter 2])”. Po6zniej w dowodzie twierdzenia 4.1 auorka uzasadnia ciagly réznicz-
kowalnos¢ sktadnika pochodzacego od operatora Niemyckiego korzystajac z Theorem
2.8 w opracowaniu [21].

6. Podobnie jak w punkcie 5, nie jest jasne na jakiej podstawie autorka wnioskuje
w dowodzie stwierdzenia 3.22, ze funkcjonal o obciety do int C; jest rézniczkowalny
w sensie Frechéta.

7. Uzyskane w rozprawie stabe rozwigzania okazuja sie by¢é odpowiednio regularne
dzieki zalozeniom H(a) oraz twierdzeniu 2.28. W dowodach nie uzywa si¢ regular-
nosci rozwiazan, dlatego kwestia regularno$ci wydaje sie tu nieco wtérna (zasadnicza
warto$¢ pracy lezy w umiejetnosci znajdowania stabych rozwiazan). Wg mnie brakuje
dyskusji czy wszystkie zalozenia na a i f sa niezbedne do otrzymania stabych rozwia-
zan 1 ktére dodano ze wzgledu na pojawienie si¢ regularnosci w tezach twierdzen.

8. Nieréwnos$¢ (3.16) w lemacie 3.8 (str. 17) nie ma formmalnego sensu dla £ < 0
(a jest sformulowana dla £ € R). W miejscu, gdzie jest stosowana, tj. w dowodzie tw.
4.1 na stronie 38, jest potrzebna dla & > 0.

9. Autorka w wielu miejscach odwotluje sie do twierdzen w innych pracach lub ksiaz-
kach i nie cytuje ich sformutowania. W czesci tych przypadkéw nie stanowi to pro-
blemu. Ale jest kilka miejsc, w ktorych taka redakcja stanowila znaczne utrudnienie.
Dotyczy to wspomnianej juz kwesti rozniczkowalnosci funkcjonatlu ¢, ale takze kilku
innych fragmentow. Przykladowo, w dowodzie stwierdzenia 3.23, w celu stwiedzenia,



ze vg € L>(), autorka odwotuje sie do Corollary 8.7 w ksiazce [50], gdzie stosowny
wynik znajduje sie, ale samo jego przeczytanie wymaga zapoznania sie z nieco innymi
zalozeniami na a i f oraz sprawdzenia, ze zalozenia z rozprawy implikuja te wyma-
gane w ksigzce. Inne przyklady, w ktérych czytelnik napotyka podobne trudnosci
to: dowdd twierdzenia 3.20 o wlasnosciach odwzorowania A wyznaczonego przez a,
gdzie jest jedynie odwotanie do dowodu Proposition 3.1 w publikacji [25]; w dowo-
dzie stwierdzenia 3.22 jest odwolanie do dowodu Proposition 3.7 w publikacji [33];
w dowodzie Lematu 4.3 jest odwotanie do dowodu Lemma 4.2 w pracy [26]. Uwazam,
ze rozprawa doktorska nie jest miejscem na tego typu redakcje dowodéw twierdzen,
ktére nie stanowig watku pobocznego pracy, lecz kluczowe czesci rozprawy (z zatoze-
nia majace stanowi¢ przedmiot szczegdlnego zainteresowania rezenzentéw). By¢ moze
$wiadczy to o tym, ze cze$¢ przygotowawcza pracy, tj. rozdzialy 2 i 3, powinny by¢
bardziej wyczerpujace (i obszerne). Na szczeScie opisany tu problem nie jest wszech-
obecny w pracy i jest ztagodzony przez fakt, ze w ogdlnosci rozprawa zawiera rowniez
pelne i interesujace uzasadnienia gléwnych wynikow.

10. W dowodzie twierdzenia 4.1 na stronie 37 nie jest jasne wyjasnienie faktu, iz staba
zbieznoos¢ z,, — z w WHP(Q) pociaga zbieznosé =, — x w L () (co jest prawda).
Autorka powotuje sie tu na Exercise 11.14 w ksiazce [42]. Jednak tam jest mowa
o zbieznosci z, — = w LP(Q), ktora nie jest podprzestrzenia L"(Q) (przypomne, ze
tutaj p < r < p*).

Przejde teraz do oceny znaczenia wynikéw rozprawy. Tematyka rozprawy wpi-
suje sie w szeroki i obecny w §wiecie nurt badan nieliniowych zagadnien rézniczko-
wych opartych na metodach wariacyjnych. W pracy nie proponuje sie nowych metod
lub modyfikacji znanych. Stosuje sie tu klasyczne techniki do wcze$niej niebadanych
w takiej ogélnosci zagadnien. Ogoélnie rzecz ujmujac, wyniki p. Klimczak stanowia
odpowiedniki podobnych twierdzen dla zagadnien z warunkami Dirichleta. Przypadek
zagadnien z warunkami Neumanna jest jednak istotnie rézny. Gléwng wartosé pracy
upatruje w sformulowaniu zatozen dla f oraz analizy geometrii i topologii funkcjo-
natu ¢ przy réznych zatozeniach, z uwzglednieniem dodatkowej trudnosci wynikajacej
z nieliniowo$ci operatora rézniczkowego i braku nieréwnosci Poincarégo na calej prze-
strzeni WP (Q). Zaréwno zalozenia o a jak i o f sa dosy¢ ztozone i obszerne. Jednak
klasa odwozorowan spelniajacych zalozenia na a jest na tyle szeroka, ze obejmuje
kilka waznych i wczesniej wspomianych klas nieliniowych operatoréw rézniczkowych.
Natomiast zalozenia na f sa naturalne, czesto spotykane w literaturze i podparte
konkretnymi przykladami. Autorka swobodnie uzywa narzedzi wariacyjnych i pojeé
analizy funkcjonalnej. Uwazam, ze zbadanie zagadnienia (P) dla réznych zalozen o
funkcji f stanowi ciekawy wklad w dziedzine nieliniowych zagadnien z operatorami
typu p-Laplace’a.

Konkluzja. Biorac pod uwage wyzej sformulowane oceny, uwazam, ze rozprawa
doktorska mgr. Liliany Klimczak spelnia ustawowe i zwyczajowe wymagania oraz
wnosze o dopuszczenie jej do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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