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Recenzja rozprawy doktorskiej magistra Paw la Szafrańca ”Systems
of Hemivariational Inequalities in Contact Mechanics”

Recenzowana przeze mnie rozprawa doktorska ma charakter kumulatywny,
czyli sk lada si ↪e z pi ↪eciu opublikowanych artyku lów poprzedzonych autorefera-
tem oraz zawiera oświadczenia wspó lautorów. Jest to zreszt ↪a pierwsza rozprawa
doktorska w formie kumulatywnej, któr ↪a recenzuj ↪e, wcześniej w takiej formie
mia lem tylko do czynienia z rozprawami habilitacyjnymi. Zanim przejd ↪e do
oceny merytorycznej tej konkretnej rozprawy doktorskiej chcia lbym podzielić
si ↪e uwag ↪a natury ogólnej. Wydaje mi si ↪e, że taka forma jest niew lasciwa dla
rozpraw doktorskich. A mianowicie tryb edytorski w czasopismach matema-
tycznych jest na tyle d lugi w stosunku do czteroletniego okresu studiów dok-
toranckich, że uniemożliwia zawarcie wyników uzyskanych w trakcie czwartego,
a być może i trzeciego roku studiów doktoranckich. Tak jest zreszt ↪a i w tym
wypadku: na osiem prac wymienionych jako publikacje doktoranta, dwie s ↪a wy-
mienione jako wys lane, a jedna jako przyj ↪eta i nie s ↪a w l ↪aczone do rozprawy.
W tej sytuacji zasadniczo nie b ↪ed ↪e ocenia l formy zawartych w rozprawie prac w
czasopismach, bo zosta la ona oceniona przez recenzentów i edytorów.

Przechodz ↪ac do oceny tej konkretnej rozprawy zaczn ↪e od przedstawienia jej
zawartości. Rozprawa sk ↪ada si ↪e z nast ↪epuj ↪acych prac:

(I) S. Migórski, P. Szafraniec, A class of dynamic frictional contact problems
governed by a system of hemivariational inequalities in thermoviscoelasti-
city, Nonlinear Analysis: Real World Applications 15 (2014), 158–171.

(II) P. Szafraniec, Dynamic nonsmooth frictional contact problems with da-
mage in thermoviscoelasticity, Mathematics and Mechanics of Solids 21
(2016), 525–538.

(III) P. Szafraniec, Analysis of an elasto-piezoelectric system of hemivariational
inequalities with thermal effects, Acta Mathematica Scientia 37 (2017), 1–
13.

(IV) K. Bartosz, D. Danan, P. Szafraniec, Numerical analysis of a dynamic
bilateral thermoviscoelastic contact problem with nonmonotone friction
law, Computers and Mathematics with Applications 73 (2017), 727–746.

(V) P. Szafraniec, Evolution Boussinesq model with nonmonotone friction and
heat flux, Nonlinear Analysis: Real World Applications 34 (2017), 403–
415.
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Chcia lbym podkreślić, że pod wzgl ↪edem ilości prac oraz poziomu czasopism
dorobek jest obszerny. Najlepsze publikacje (pod wzgl ↪edem czasopism) zawarte
w rozprawie s ↪a opublikowane w czasopismie Nonlinear Analysis: Real Word
Applications, które moim zdaniem jest dobrym, aczkolwiek nie bardzo dobrym
czasopismem. Mimo że w wypadku m lodej osoby b ↪ed ↪acej jeszcze doktorantem
jest to bardzo dobra lista publikacji, to zdecydowanie w kolejnym etapie ka-
riery matematycznej powinny pojawiać si ↪e też prace w czasopismach wyższej
rangi, przy czym należy pami ↪etać, że nie zawsze impact factor jest najlepszym
wyznacznikiem jakości czasopisma.

Pierwsze trzy publikacje s ↪a bardzo podobne do siebie co do zastosowanych
technik matematycznych. Zastosowane zosta ly nierówności hemiwariacyjne do
niemonotonicznych zagadnień brzegowych dla problemów spr ↪eżystości. Tech-
nika polega na rozbiciu uk ladu równań z wielowartościowym warunkiem brze-
gowym na poszczególne nierówności przy danych zmiennych pochodz ↪acych z
pozosta lych równań. Nast ↪epnie pokazuje si ↪e, że rozwi ↪azania tychże nierówności
spe lniaj ↪a oszacowania lipschitzowskie wzgl ↪edem pozosta lych niewiadomych. Dzi ↪e-
ki temu metoda Banacha punktu sta lego, przy za lożeniu odpowiedniej ma lości
sta lych, umożliwia wyznaczenie rozwi ↪azania pe lnego uk ladu. Trudno tu mówić
o rozwijaniu g l ↪ebokiej teorii matematycznej, jest to raczej stosowanie znanych
metod do nowych równań. Analitycznie trudno też uznać metody analityczne
za bardzo wspó lczesne, czy znajduj ↪ace si ↪e w g lównym nurcie teorii równań
różniczkowych cz ↪astkowych, raczej jak pisze sam autor w autoreferacie jest to
”kontynuacja dziedzictwa pozostawionego przez Panagiotopoulosa”.

Moim zadaniem, o ile prace s ↪a napisane porz ↪adnie, w sposób zwarty charak-
terystyczny dla specjalistycznego czasopisma, to w autoreferacie zagadnienia po-
winny być przedstawione z szerszej perspektywy. W szczególności brak jest szer-
szej perspektywy mechaniki i termodynami ośrodków ci ↪ag lych. Szczególnie po-
leca lbym autorowi zapoznanie si ↪e z pocz ↪atkowymi rozdzia lami ksi ↪ażki Constan-
tina Dafermosa ”Hyperbolic Conservation Laws”. W tym kontekście poleca lbym
zaznajomienie si ↪e z prezentowanymi tam równaniami nieliniowej termo-spr ↪eży-
stości z pó lwypuk lym potencja lem spr ↪eżystości. Rozumiem, że stosowane me-
tody matematyczne nierówności hemiwariacyjnych maj ↪a istotne ograniczenia
stosowalności i nie mog lyby być z powodzeniem stosowane do nieliniowej teorii
spr ↪eżystości, ale moim zdaniem bardziej elegancko by loby wyj́sć od równań w
postaci ogólnej, a nast ↪epnie sprecyzować ograniczenia ogólności narzucane przez
wybran ↪a metodologi ↪e matematyczn ↪a. W tym kontekście uważam, że istotna
by laby też analiza istotności dla podej́scia nierówności hemiwariacyjnych cz lonu
A(t, ε(u′(t))), czemu w liniowej wersji odpowiada wyraz z tensorem aijkl poja-
wiaj ↪acy si ↪e na dole pi ↪atej strony doktoratu. Cz lon ten odpowiada za lepkościow ↪a
dysypacj ↪e energii mechanicznej (energia kinetyczna i energia swobodna Hem-
holtza), matematycznie zaś powoduje, że nawet sama cz ↪eść mechaniczna uk ladu
staje si ↪e dysypatywna (paraboliczna), zamiast zachowawcza (hiperboliczna).
Osobíscie uważam, że przyj ↪ecie że tensor aijkl jest równy zero wykluczy loby
stosowanie metod nierówności hemiwariacyjnych, w sytuacji kiedy innymi me-
todami (liniowa teoria pó lgrup) R. Racke ze wspó lpracownikami (Jiang, Racke,
Evolution equations in thermoelasticity, 2000) przynajmniej w wypadku pro-
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stych warunków brzegowych udowodnili istnienie rozwi ↪azań. Z dużym zdzi-
wieniem w spisie literatury autoreferatu nie znalaz lem monografii R. Racke do-
tycz ↪acej tej tematyki. Uważam również, że tak jak poj ↪ecia monotoniczności, czy
pseudomonotoniczności s ↪a w pe lni standardowe, tak już poj ↪ecie L−monotoniczności
powinno zostać w autoreferacie zdefiniowane.

Zaskakuj ↪acy jest tu też brak jakichkolwiek cytowań do prac dotycz ↪acych
spr ↪eżystości lub spr ↪eżystości z uwzgl ↪ednieniem efektów termicznych, rozwija-
nych np. przez grup ↪e wokó l K. Che lmińskiego na MiNi PW. Jest to o tyle
dziwne, że metody matematyczne s ↪a inne, ale równania podobne i zapozna-
nie si ↪e z nimi przez doktoranta da loby mu szerszy punkt widzenia o s labości i
sile metod hemiwariacyjnych. W szczególności mog loby to być istotne z uwagi
na pytania dotycz ↪ace regularności rozwi ↪azań, który to temat porusz ↪e w dalszej
cz ↪eści mojej recenzji. Istotnym mog lyby si ↪e tutaj okazać studia w zakresie teo-
rii regularności dla zbliżonego uk ladu spr ↪eżysto-plastyczności (z pomini ↪eciem si l
inercyjnych), których rezultatem by l doktorat pana Przemys lawa Kamińskiego
na MiNi PW, którego również mia lem przyjemność być recenzentem.

Program, którego oczekiwa lbym od autora to wyj́scie od praw zachowania
wyznaczonych przez obiektywne prawa fizyki (prawo zachowania masy, prawo
zachowania p ↪edu, prawo zachowania energii ca lkowitej uk ladu), a nast ↪epnie ja-
sna dyskusja konstytutywnych relacji, którymi s ↪a uzupe lnione te prawa w celu za-
mkni ↪ecia uk ladu równań oraz fizycznego znaczenia konkretnych rozpatrywanych
warunków brzegowych. Należy tu podkreślić, że równania na energi ↪e ca lkowit ↪a
uk ladu w ogóle nie uda lo mi si ↪e w pracy doktorskiej znaleźć, z punktu konsy-
stentności opisu zjawiska fizycznego wypisanie takiego równania da loby auto-
rowi szans ↪e na zastanowienie si ↪e, co dzieje si ↪e z energi ↪a mechaniczn ↪a tracon ↪a na
efekty lepkościowe, powinna ona potencjalnie przek ladać si ↪e na wzrost energii
wewn ↪etrznej (b ↪ed ↪acej funkcj ↪a temperatury).

Nie do końca uprawniona moim zadaniem jest też prezentacja subróżniczki
Clarka jako uogólnienia subróżniczki funkcji wypuk lej. Pragn ↪a lbym zauważyć
w tym kontekście, że funkcja indykatorowa zbioru wypuk lego nie jest lokalnie
lipschitzowska.

Przechodz ↪ac do oceny pracy IV dotycz ↪acej numerycznych eksperymentów
oraz analitycznych dowodów zbieżności schematów numerycznych brak mi szcze-
gólnie w autoreferacie wyjaśnienia precyzyjnie jednego zagadnienia. Zbieżność
schematów numerycznych (oraz jej rz ↪ad), czyli Corollary 13 z pracy IV, albo
dowodzi si ↪e przy za lożeniu, że rozwi ↪azanie dok ladne uk ladu jest w klasie regu-
larności uzyskiwanej z twierdzeń o istnieniu, albo nie. W tym drugim przypadku
analityk powinien przeprowadzić dyskusj ↪e, czy metody regularnościowe pozwa-
laj ↪a na udowodnienie potrzebnej regularności (Theorem 12 z pracy IV), czy nie.
Niestety w tym konkretnym przypadku brak jest jakichkolwiek rozważań w tym
kierunku. W mojej osobistej ocenie regularności potrzebne w zbieżnościach sche-
matów nie s ↪a osi ↪agalne za pomoc ↪a metod hemiwariacyjnych, być może zreszt ↪a
nie da si ↪e ich w ogóle udowodnić przy za lożonej ogólności warunków brzego-
wych. St ↪ad pytanie, czy rozważania o zbieżności alborytmów s ↪a rozważaniami
czysto apriori (tj. czy istnienie tych regularnych rozwi ↪azań można udowodnić).

Jeżeli chodzi o prac ↪e V, to autoreferat powinien być napisany znacznie pre-
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cyzyjniej i ostrożniej. Zdanie na stronie 13 autoreferatu ”The Navier-Stokes
system still remains unsolved in the three-dimensional case, hence we restrict
our consideration to a two-dimentional problem”jest dość niezrozumia le. Teo-
ria istnienia s labych rozwi ↪azań dla 3-wymiarowego przypadku jest znana od
pionierskiej pracy Lereya (1934), to zaś co nie jest znane to regularność global-
nych w czasie rozwi ↪azań oraz jednoznaczność. Powstaje pytanie, jakie dok ladnie
w lasności równania Naviera-Stokesa by lyby autorowi potrzebne, czy istnienie,
czy regularność i jednoznaczność, co nie wynika na pewno z autoreferatu, jak i
w pracy nie jest to dok ladnie opisane.

Konkluzja: Moim zdaniem doktorat spe lnia wszelkie ustawowe i zwycza-
jowe wymogi stawiane pracom doktorskim w dziedzinie nauk matematycznych.
Nie mam najmniejszych w ↪atpliwości, żeby wnioskować o dopuszczenie magistra
Paw la Szafrańca do dalszych etapów przewodu doktorskiego. S lowa krytyczne w
mojej recenzji należy raczej rozumieć jako wskazówki, które mog ↪a być pomocne
w dalszej karierze matematycznej. Zdecydowanie Pan Szafraniec wydaje si ↪e być
m lod ↪a ambitn ↪a osob ↪a, która nie zamierza poprzestać na doktoracie. Zaznacz ↪e,
że niestety mog ↪e tutaj oceniaj ↪ac sam ↪a rozpraw ↪e doktrosk ↪a, a wola lbym oceniać
ca ly dorobek. Wówczas, z uwagi na szersz ↪a tematyk ↪e i bogatszy zasób metod
matematycznych późniejszych, już bardziej dojrza lych prac, by lbym w stanie
podkreślić dodatkowe elementy uzyskanych rezultatów.

Z wyrazami szacunku

Piotr Gwiazda
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