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Recenzja rozprawy doktorskiej
Pana Dongwei Gu

Rozprawa doktorska Some fully non-linear elliptic equations in differential geo-
metry Pana Dongwei Gu, napisana pod opiekg prof. Zbigniewa Btockiego, jest po§wie-
cona badaniu rozwigzan nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych, wigza-
cych sie z problemami, ciekawymi z punktu widzenia geometrii r6zniczkowej. Tekst
sklada sie z dwéch zasadniczo niezaleznych czeéci; kazda z nich jest wystarczajgco
obszerna i bogata, zeby stanowié¢ akceptowalny tekst doktoratu.

Pierwsza czesé rozprawy (rozdzial 2) dotyczy zagadnienia geodezyjnych w prze-
strzeni unormowanych form objetosci na ustalonej spdjnej, zamknietej rozmaitosci
Riemannowskiej (M, g). Badania tej przestrzeni prowadzil m.in. Donaldson w pracy,
napisanej w 2007 roku' i motywowanej po pierwsze badaniami struktury przestrzeni
tzw. potencjalow kahlerowskich (nawigzujgcymi do wezesniejszych prac Mabuchiego,
Semmesa i samego Donaldsona), po drugie za§ — zagadnieniami regularnosci dla
pewnych zagadnien ze swobodng granicg o do§é wyraznej motywowacji fizyczne;j.?
Przestrzen unormowanych form objetosci mozna zdefiniowaé jako

Vo={(14+A¢)dg: ¢ € C°(M,R), 1+A¢ >0na M},

gdzie A oznacza operator Laplace’a dla metryki g, zas dg jest kanoniczng forma
objetosci wyznaczong przez te metryke. Kazdy element )V, jest wyznaczony przez
odpowiednig funkcje ¢ (z dokladnoscig do stalej), tzn. V, = V/R, gdzie V oznacza
przestrzen tych rzeczywistych funkcji gltadkich ¢ na M, ktére spetniajg warunek
1 + A¢ > 0. Donaldson definiuje na przestrzeni stycznej do V metryke typu Weila—
Petersona; funkcja gtadka ®: [0, 1] x M — R wyznaczajgca droge ®(¢,-) w przestrzeni
V, okresla geodezyjng we wspomnianej metryce, gdy spetnia rownanie geodezyjnych

O (14 AP) — V| =0. ey

INahm’s equations and free-boundary problems, https://arxiv.org/abs/0709.0184. Praca oma-
wia zwigzki zagadnien ze swobodnym brzegiem z teorig grup Liego.
2Ibidem, patrz str. 2-3.



Gléwny wynik pierwszej czesci rozprawy, uzyskany w pracy wspélnej z promoto-
rem orzeka, ze jesli rozmaitos$é (M, g) ma nieujemng krzywizne sekcyjng, to dowolne
dwa punkty w przestrzeni unormowanych form objetoéci 1gczy doktadnie jedna geo-
dezyjna klasy C''. Dowéd tego wyniku jest inspirowany wiedzg o sytuacji kdhle-
rowskiej (w tym wcze$niejszymi wynikami promotora) oraz pracg Chena i He. W tej
ostatniej rozwigzania réwnania (1) aproksymuje sie rozwigzaniami takiego samego
réwnania z prawg strong ré6wna ¢ i dowodzi jednostajnych, niezaleznych od parame-
tru ¢, oszacowan dla takich rozwigzan. Gtéwny nowy sktadnik dowodu zaprezento-
wanego w tej czesci rozprawy to wykazanie (patrz podrozdzial 2.6), ze z oszacowan
na &, Vo, A®, d oraz VO mozna wywiesé kolejne (niezalezne od ¢) oszacowanie — dla
kompletu drugich pochodnych funkcji ®. Stosowane sg w tym celu techniczne rozwa-
zania, wzorowane na dowodach klasycznej zasady maksimum dla réwnan eliptycz-
nych.

Prezentacja materialu w rozdziale 2, mimo pewnej technicznej suchosci, jest przej-
rzysta (takze dzieki powtérzeniu wynikéw czgstkowych lub o charakterze przygoto-
wawczym, pochodzgcych od Donaldsona, Blockiego oraz Chena i He), pozwala dobrze
zrozumieé, na czym polegajg uzyskane wyniki i jakimi metodami sie je uzyskuje.
Widaé, co autor zaczerpnatl z prac innych, a co dolozyt sam. Zapoznalem si¢ z tym
rozdzialem z przyjemnoscig.

Druga cze$é rozprawy (rodzial 3) dotyczy zespolonych réwnan typu Monge’a—
Ampere’a. Autor rozwaza zwartg rozmaito$¢ hermitowskg (M, o) z gtadkim brzegiem
OM. Dla liczby 1 < m < n = dim¢M, ustalonej formy y typu (1,1) na M, zadanej do-
datniej funkcji f: M — Ridanych brzegowych p: 9M — R, poszukiwana jest funkcja
u: M — R taka, ze

(x +dd°u)™ ANa™™™ = fa”, u=¢ naoM, (2)

a przy tym
(x + dd“u)* A ™% >0, E=1,...,m.

Autor dowodzi najpierw, dla gtadkich f, ¢, twierdzenia o istnieniu rozwigzan zagad-
nienia Dirichleta (2) na odpowiednio matych kulach w C”, a nastepnie wywodzi stad
wniosek, méwigcy, ze tzw. uogélnione funkcje m-subharmoniczne mozna lokalnie
aproksymowac malejgcymi ciggami gltadkich funkcji m-subharmonicznych. Oba na-
rzedzia umozliwiajg p6zniej dowodzenie istnienia cigglych rozwigzan zagadnienia
(2) w ogélnym przypadku, gdy f, p sg ciggte — metodg Perrona. Dodatek do rozdziatu
3 zawiera dosé przejrzysty, zamkniety wyklad narzedzi z zakresu teorii potencjatu
i pluripotencjalu, przydatnych w dowodach w tej czesci rozprawy.



Catla praca napisana jest zwiezle i do$é przejrzyscie,® a takze zaopatrzona w bo-
gatg, dobrze Swiadczgcg o znajomosci literatury przedmiotu, bibliografie (88 pozy-
cji, wréd nich prace nowe i bardzo nowe; posréd autoréw cytowanych pozycji jest
zarowno wielu przedstawicieli wspotczesnej krakowskiej szkoly analizy zespolone;j i
réwnan rézniczkowych czgstkowych, jak i matematycy tej klasy, co np. Cafarelli, Do-
naldson, Kohn, Semmes, Spruck, Yau). Autor w moim odczuciu dobrze radzi sobie z
technicznie trudnym materialem, wymagajgcym wysokiej bieglo$ci w analizie i teorii
réwnan czastkowych — wszak nawet znane od kilkudziesieciu lat klasyczne wzorce
podobnych rozumowan, dla liniowych réwnan eliptycznych, nalezg do matematyki
wymagajacej znacznej pomystowosci i uporu.

Rozprawa nie zawiera moim zdaniem takich wynikéw, ktére nalezaloby uznaé
za nadzwyczaj pomystowe, bardzo zaskakujgce, czy osiagniete nieoczekiwang drogg.
W zwigzku z tym, na postawiong w piSmie Dziekana WMil UdJ prosbe o wyrazne
zaznaczenie, czy uznaje rozprawe za wyro6zniajgcg sie, odpowiadam przeczgco. Nie-
mniej, jak wspominatem wyzek, tematyka bez watpienia jest technicznie trudna, zas
autor w pelni mnie przekonal, ze potrafi sie w niej poruszac jak sprawny i solidny
rzemieslnik. Dlatego nie mam watpliwo$ci, ze przedstawiona rozprawa dowodzi kwa-
lifikacji matematycznych autora i spetnia wszystkie ustawowe (por. art. 13 ust. 1
Ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym), a takze zwyczajowe wymagania
stawiane rozprawom doktorskim.

7 pelnym przekonaniem wnosze o dopuszczenie Pana Dongwei Gu do dalszych
etapow przewodu doktorskiego.

3Nie wyliczam tu drobnych usterek jezykowych ani redakcyjnych; mocno irytujgca byta np. od-
dzielna numeracja twierdzen, lematéw, wnioskéw etc., w ktorej np. po Twierdzeniu 3.2.3 nastepuje
Lemat 3.2.2, a potem dopiero Wniosek 3.2.1 — nawigowanie w takim tekscie wymaga wiekszej cier-
pliwosci Czytelnika. ..



