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1. Wstep

Ciagi i ogolniej funkcje dodatnio okreslone odgrywaja bardzo wazng role w réznych dzialach matematyki,
miedzy innymi w rachunku prawdopodobiefistwa, teorii operatoréw, réwnaniach calkowych, teorii funkcji ze-
spolonych oraz teorii momentéw. Przypomnijimy, ze funkcje : Z4 — R okreslong na pélgrupie Z.. nazywamy
dodatnio okreslong, jesli dla wszystkich n » 0 oraz cp,...,cn € C zachodzi z” _oaGp(i + j) = 0. Funkcje
¥: Z, — R nazywamy ujemnie okreslong, jesli dla wszystklch n > 1oraz ¢y,...,c, € C takich, ze Z o6& =0,
zachodzi Y7 . _o G0 (i + j) < 0. Okredlajac operator roznicowy V dzialajacy na funkcjach p: Z4 — R wzorem
(V) (s) = @(s)— ¢(s+1) mozemy zdefiniowaé funkeje calkowicie monotoniczne jako te funkcje ¢: Z; — Ry dla
ktérych (V™) (s) = 0 dla s,m > 0, oraz funkcje calkowicie alternujgce jako te funkcje ¥: Z4 — R dla ktérych
(V") (s) < 0 dla s 2 0 oraz n > 1. Okazuje sie, ze funkcje calkowicie monotoniczne sq dodatnio okreslone oraz
funkcje calkowicie alternujgce sa ujemnie okreslone.

Istniejg pewne klasy operatoréw ograniczonych T w przestrzeniach Hilberta H, ktére moga by¢ scharakte-
ryzowane poprzez zachowanie sie ciagdw postaci T F11212%,. f € H. Rzeczywiscie, stosujac charakteryzacje
ograniczonych operatoréw subnormalnych podang przez Lamberta w [30] otrzymujemy, ze taka klasa jest klasa
operatoréw subnormalnych; w tym przypadku wspommane ciggi sa clagami momentow Stieltjesa z miarami
reprezentujacymi skoncentrowanymi na przedziale [0, |IT|?]. Korzystajac dodatkowo z klasycznego twierdzenia
Hamburgera widzimy, ze operator ' jest subnormalny wtedy i tylko wtedy, gdy ciagi {[[T"f 1?12%,. f € H, sa
dodatnio okreslone. Co wiecej, stosujac charakteryzacje ciggéw calkowicie monotonicznych (zob. [2, Theorem
4.6.5]) wnioskujemy, ze T jest subnormalng kontrakejg wtedy i tylko wtedy gdy wyzej wymienione ciggi sg
ciggami calkowicie monotonicznymi. Druga z takich klas jest klasa operatoréw catkowicie hiperekspansywnych,
zdefiniowana przez Athavale w [1]; w tym przypadku ciagi postaci {||T" f 12322, f € M, sa clagami calkowicie
alternujacymi. Dodajmy, ze wazna podklasq operatoréw calkowicie hiperekspansywnych jest klasa 2-izometrii,
to znaczy operatoréw spelniajacych réwnoéé [|T2f||2 = 2|Tf|I* + || f|I* = 0, f € H.

W dalszej czeéci uzywaé bedziemy nastepujacych oznaczen. Ciala liczb rzeczywistych i zespolonych sg
oznaczane odpowiednio przez R oraz C. Symbole Z, Z, oraz N oznaczaja odpowiednio zbiory liczb calkowi-
tych, nieujemnych calkowitych i naturalnych. Dla danej przestrzeni topologicznej X, B(X) oznacza o-algebre
wszystkich borelowskich podzbioréw zbioru X. Jesli ¢ € X, to d¢ oznacza probabilistyczng miare borelowska na
X skoncentrowana na zbiorze {(}, za$ xy oraz card(Y’) odpowiednio funkeje charakterystyczna i moc zbioru Y.
H oraz B(H) oznaczaja odpowiednio (zespolona) przestrzen Hilberta oraz C*-algebre wszystkich ograniczonych
operatorow na H.

2. Hyperexpansive operator valued unilateral weighted shifts

Niech £2(H) = @2 ,H oznacza przestrzef Hilberta bedaca sume ortogonalna No kopii przestrzeni Hilberta
H z iloczynem skalarnym danym wzorem
oa

(f.9) =3 (fniondy [ =@2ofn € LP(H), g = ©720gn € E(H),

i=0

oraz niech {T,}°%, bedzie ciagiem operatoréw ograniczonych na H. Operator T' w £2(H) zdefiniowany wzorem

DT) = {f € P(H): Y IT LI < oo},

n=0

T(fOsfl»fQ:"') = (01TDfO=T‘lf1:T2f21" ')s f € @(T)

nazywamy operatorowym przesunigciem wazonym na £2(H) z clagiem wag {T3}52,. Jesli ciag {[|T][}22, jest
ograniczony (co jest réwnowazne temu, ze operator I° € B(H)), oraz wszystkie wagi T3, ¢ = 0 sg operatorami
odwracalnymi, to powiemy, ze T jest odwracalnym przesunigciem wazonym (zob. [29]). Zbiér wszystkich od-
wracalnych przesunie¢ wazonych na £2(H) oznaczamy przez {3, (). W omawianej pracy zostalo wprowadzone
pojecie odwracalnych przesunied wazonych z dodatnimi produktami (ktérych klasg oznaczmy przez B2 plHD),
jako tych odwracalnych przesunie¢ wazonych, dla ktérych produkty Tp, - -- Tp, n 2 0 sa operatorami dodatnimi.

Nastepujacy fakt jest podstawowym narzedziem pozwalajacym na scharakteryzowanie 2-izometrycznych
oraz calkowicie hiperekspansywnych odwracalnych przesunie¢ wazonych.

Prorozycia 1 (16, Proposition 2.2]). Niech T € {3, (H) bedzie operatorowym przesunieciem wazonym
z ciggiem wag {Ty}32,. Witedy T jest unitarnie réwnowazny z operatorowym przesunigciem wazonym T’ &

B p(H).
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Nastgpnie podana jest miedzy innymi charakteryzacja 2-izometrycznych i calkowicie hiperekspansywnych
operatorowych przesunigé wazonych oraz wykazane jest, ze operatory wezesniej wspomniane maja niezmienniczg
dziedzine.

Rozdzial trzeci pracy poswigcony jest badaniu 2-izometrycznych przesunieé wazonych. Po wykazaniu pomoc-
niczego lematu rozstrzygniety jest problem uzupelnien jednej wagi do ciagu bedacego wagami 2-izometrycznego
przesuniecia wazonego:

PropozyCJA 2 ([16, Proposition 3.2]). Niech Ty € B(H) bedzie operatorem (odp. odwracalnym operatorem)
takim, ie T4Ty 2 I Wiedy istniej rodzina operatordw (odp. odwracalnych operatorow) {T,}{2, takich, ze
operatorowe przesunigcie wazone z ciggiem wag {T,}%2, jest 2-izometrig.

Najwazniejszym rezultatem tego rozdziatu jest charakteryzacja 2-izometrycznych odwracalnych przesunieé
wazonych z dodatnimi produktami:

TWIERDZENIE 3 ([16, Theorem 3.3]). Jesli Ty = I, wtedy istnieje dokladnie jedna rodzina operatordw
{Ti}2%2, taka, ze {T,}3%, uzupelnia operator Ty do ciggu wag 2-izometryczneqo operatora T € By p(H). Po-
nadto, rodzina {T,}5L, sklada sig z przemiennych i dodatnich operatoréw.

Dodajmy tu jeszcze, ze warunek Ty 2 I w powyzszych rezultatach jest réwnies warunkiem koniecznym.
Rozdzial czwarty jest odpowiednikiem rozdzialu trzeciego dla klasy operatoréw catkowicie hiperekspansyw-
nych, Na wstepie tego rozdzialu podana jest charakteryzacja calkowicie hiperekspansywnych operatorowych
przesunieé wazonych z dodatnimi produktami a nastepnie podany jest opis podstawowych obiektéw zwigzanych
z operatorami hiperekspansywnymi (wprowadzonymi w pracy [14]) dla operatorowych przesunie¢ wazonych z
dodatnimi produktami. Giéwnym wynikiem tego rozdziaiu jest rozwigzanie problemu uzupeinien dla dwdch
wag w klasie calkowicie hiperekspansywnych odwracalnych przesunieé wazonych z dodatnimi produktami:

TWIERDZENIE 4 ([16, Theorem 4.3]). Niech Ty oraz Ty bedg przemiennymi operatorami dodatnimi. Wtedy
nastepujgee warunki s¢ rownowaine:
(1) wstnieje cigg wag {T,}3L, taki, Ze operatorowe przesuniecie wazone T € B((*(H)) z ciggiem wag
{Tn}%0 jest calkowicie hiperekspansywne oraz T € 13y, p(H),
(2) Th = I oraz (T1Tp)* - 2T¢ + 1 < 0.

Rozdzial piaty zawiera przyklady miedzy innymi 2-izometrycznych operatorowych przesunie¢ wazonych
(ograniczonego oraz nieograniczonego), ktére nie sg unitarnie réwnowazne z sumg ortogonalng klasycznych
przesunigé¢ wazonych (zob. [16, Examples 5.1 oraz 5.4]) oraz dwéch réznych operatorowych przesunie¢ wazonych
T,T' € £y p(H) z odpowiednio ciagami wag {T},}<, oraz {T7 1o, dla ktérych Ty = Ty oraz Ty = T} (zob.
[16, Examples 5.2]).

3. Backward Extensions of Hyperexpansive Operators

Operator W na przestrzeni Hilberta {* dany wzorem W (&g, €1,...) = (0, Ao, M, .. .) dla (&, &1,...) €
£, gdzie {A,}5%, jest ciagiem dodatnich liczb rzeczywistych, jest nazywany (jednostronnym) przesunieciem
wazonym z ciggiem wag A = {A,}52,. Przez Wy bedziemy oznaczaé przesuniecie wazone z clagiem wag A.

W 1976 A. Lambert w pracy [30] podat charakteryzacje subnormalnoéci ograniczonych operatoréw w je-
zyku klasycznych przesunigé wazonych, ktéra méwi, ze iniektywny operator T w przestrzeni Hilberta M jest
subnormalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich niezerowych wektoréw h € H, przesuniecie wazone Wr
z ciagiem wag {||T™*1h|| /|IT™h][}3%, jest subnormalne. Innymi slowy, klasa iniektywnych operatoréw subnor-
malnych jest jedna z klas C, iniektywnych operatoréw w przestrzeniach Hilberta posiadajacych wlasnodé:

operator T' na H jest w klasie C wtedy 1 tylko wtedy, gdy

(®) dla dla wszystkich niezerowych wektoréw h w M, przesuniecie wazone Wy ), jest w kasie C.
Okazuje sig, ze réwniez klasa iniektywnych operatoréw paranormalnych (tzn. spelniajacych warunek || Th||? <
IL|T2hR] dla wszystkich h € H) ma wlasnoéé (P). Dodajmy, e jak to jest wspomniane w omawianej pracy
klasa iniektywnych operatoréw hiponormalnych (tzn. spelniajacych warunek ||T*h| < L[| TR dla wszystkich
h € H) nie ma wlasnosci (P).
W pracy [7] R. Curto scharakteryzowal subnormalne przesuniecia wazone ktére maja wsteczne rozszerzenia
w klasie operatoréw subnormalnych, gdzie przez wsteczne subnormalne rozszerzenic przesuniecia wazonego z
wagami {A,};L, rozumiemy subnormalne przesuniecie wazone z wagami {An-1}52, gdzie A_; jest pewna
rzeczywista liczba dodatnia. Dodajmy tu, ze wsteczne rozszerzenia byly studiowane w 12, 27, 9.
Nastepujacy wynik charakteryzuje catkowicie hiperekspansywne przesuniecia wazone.



LEMAT 5 ([14, Lemma 4.1] ). Przesunigcie wazone Wy z ciggiem wag A = {An}5e,, jest calkowicie hiper-
ekspansywne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoriczona dodatnia miara borelowska p na [0,1] taka, ze
(1) |Woeql|? :1+f A+...4+z" Vdu(z), n=1
[0,1]
Odpowiedniosé Wy «— u jest wzajemnie jednoznaczna (w szczegdlnosci, miara p w (1) jest jedyna).

Jesli (1) zachodzi, to powiemy, ze miara y is stowarzyszona z przesunieciem wazonym W lub W jest sto-
warzyszony z miarg . Rozdzial drugi koficzg Propozycja 2.4 i Corollary 2.5 ktére mowia, ze klasy operatorow
2-izometrycznych i catkowicie hiperekspansywnych maja wiasnosé (P).

Podstawowa wlasnoécia charakteryzowana w omawianej pracy jest wlasnoéé k-wstecznej rozszerzalnosei (w
przypadku k = 1 nazywane) wsteczna rozszerzalnoscia) w klasie operatorow calkowicie hiperekspansywnych.

DEFINICIA 6. Dla danej liczby k = 1, powiemy, Ze przesunigcie W z ciagiem wag {An}32, ma calkowcie
hiperekspansyune k-wsteczne rozszerzenie, jedli dla pewnych dodatnich skalarow A_ks. ..y A1, przesuniecie wa-
zone V z ciggiem wag { A, — }5r, jest catkowicie hiperekspansywne; przesuniecie wazone V' nazywamy calfhowicie
hiperekspansywnym k-wstecznym rozszerzeniem W.

Nastepujace twierdzenie charakteryzuje catkowicie hiperekspansywne k-wsteczne rozszerzenia,

TwIERDZENIE 7 ([18, Theorem 4.2]). Niech k > 1 bedzie liczbg catkowitq oraz niech W bedzie calkowicie
haperekspansywnym przesunieciem wazionym z ciggiem wag {An 3, oraz stowarzyszong miarg p. Wtedy
1° W ma calkowicie hiperekspansywne k-wsteczne rozszerzenie wtedy i tylko wtedy, gdy

) /[0 . (4.4 %)dm) <1,

&

20 jeshi (2) zachodzi, to miary ¢ stowarzyszone z catkowicie hiperekspansywnym k-wstecznymi rozszerze-
niami przesunigcia wazonego W sq w jednoznacznej odpowiednioscr z niujemnymi liczbami rzeczywi-
styma t poprzez

14+

+.oF e )dp(z)

(3 (o) = =71 [ rdute) + tioo). o € B, 1)
{0.1] .

e

39 jesli (2) zachodzi, to istnieje co najwyzej jedno catkowicie hiperekspansyune k-wsteczne rozszerzenmie V
przesuniecia W ktdre ma calkowicie hiperekspansywne rozszerzenie wsteczne; PrzeSuniecle Wazone v
jest stowarzyszone z miarg ¢ dang wzorem (3) zt = 0.

Dla danego przesuniecia wazonego W, definiujemy wielkos¢ »w w nastepujacy sposob: jesli W onie ma
calkowicie hiperekspansywnego rozszerzenia wstecznego, wtedy say = 0; jesli takie rozszerzenie istnieje, sw
oznacza najwieksza liczbe calkowita k = 1 dla ktérej W ma calkowicie hiperekspansywne k-wsteczne rozszerzenie
pod warunkiem, ze taka liczba istnieje; w przeciwnym przypadku definiujemy sy = oo. Powiemy, zZe cigg
{an 12, CRU{co} jest silnie rosngey wewngtrz R jedli albo {an}72; C R oraz {an}3Z; jest silnie rosnacy, albo
istnieje liczba calkowita m > 1 taka, ze {a.}7; € R, {an} =, jest silnie rosnacy oraz a, = oo dla wszystkich
nzm++1.

WNI0SEK 8 ([18, Corollary 4.6]). Niech W bedzie catkowicie hiperekspansywnym przesunigciem wozonym
z miarg stowarzyszong p. Niech 7, = f[O,I] (L +...+ &)dpu(z) dlak > 1. Wtedy
(i) sew = oo wtedy i tylko wtedy, gdy W jest jednostronnym izometrycznym przesunigciem wazonym,
(ii) jesli 1 € sew < oo, wtedy cigg {7k }32, jest silnie rosnqcy wewngirz R, klim T = 00 0TaZ Mw =
max{k = 1:7 < 1}, =
(i) jeski 1 € sew < 00, to |[Wegl* > 1 oraz sew < ||Weg1||' —

Pewnym uogdlnieniem pojecia wstecznej rozszerzalnosci jest peina wsteczna rozszerzalnosé.

DerINICIA 9. Niech k& > 1 bedzie liczba catkowita oraz niech T € B(H) bedzie operatorem calkowicie
hiperekspansywnym. Powiemy, ze niezerowy wektor h € H posiada calkowicie hiperekspansywne k-wstecane roz-
szerzenie dla T, jedli W, posiada calkowicie hiperekspansywne k-wsteczne rozszerzenie; zbior tych wszystkich
wektordw powiekszony o wektor zerowy oznaczamy przez Er. Jesli Erx = H, to powiemy, ze T' ma pelne
calkowicie hiperekspansywne k-wsteczne rozszerzenie.



3

Do charakteryzacji operatoréw majacych pelne catkowicie hiperekspansywne k-wsteczne rozszerzenie po-
trzebujemy operatorowej wersji reprezentacji Levy-Chinczyna dla operatoréw calkowicie hiperekspansywnych.

TwIERDZENIE 10 ([14, Theorem 4.2]). Operator T € B('H) jest calkowicie hiperekspansywny wtedy i tylko
wtedy, gdy istniege (jedyna) miara pétspektralna’ Fr na [0,1] taka, ze
(4) T*”T":IH+/ (1+...4+z" YFp(dz), n>1.
[0,1]

Miare polspektralng Fr nazwiemy miarg stowarzyszong z operatorem calkowicie hiperekspansywnymn T
Zdefiniujmy

1
ity = E++;I dla € (0,1], o
o dla z = 0.

Za (33, Appendix| powiemy, ze 1 € L} (Fr) jesli 9 jest zespolona funkejg borelowska na [0, 1] oraz
/ [ (x)[{Fr(dz)h,h) < oo, heH.
[0.1]
W takim przypadku istnieje jedyny operator f{O.ll wdFr € B(H) taki, ze

<f wdFTh,h>:] W(z)(Fr(d)h, k), heH.
[0,1] [0.1]
Ponadto

| [ ware| <] [ wiere] = s [ @i,
[0,1) 1J/100,1) [0,1]

[Ia)=1
Jeéli ¥ jest nieujemna, to f[o 1 WwdFr 2 0.

TwIERDZENIE 11 ([18, Theorem 5.6]). Niech T € B(H) bedzie calkowicie hiperekspansywnym operatorem
ze stowarzyszong miarg pélspektralng Fr oraz niech k 2 1 bedzie liczbg calkowitq. Wiedy nastepujgce warunki
$¢ rdwnowaine

(i) T ma pelne calkowicie hiperekspansyune k-wsteczne rozszerzenie,
(i) ¢r € LY(Fr) oraz f[o.l] wrdFr < Iy,

(iif) pr € LY(F7), | flo.ll wrdFr|| € 1 oraz 1 nie jest wartosciq wlasng operatora f[D.ll wrdFr.

Ponadto, jesli T ma pelne calkowicie hiperekspansywne k-wsteczne rozszerzenie, to
k+1

1
Fr([0,1]) < EIH oraz T'T < T]H,

Okazuje sig, ze w klasie przesunie¢ wazonych pelne calkowicie hiperekspansywne k-wsteczne rozszerzenia
charakteryzuja sie w prosty sposaéb.
Prorozvycia 12 ([18, Proposition 6.1]). Niech k 2 1 bedzie liczbg catkowitg oraz niech W bedzie calkowicie
hiperekspansyunym przesunigciem wazonym. Wiedy nastepujgce warunki sq rdwnowazne:
(1) W ma calkowicie hiperekspansywne pelne k-wsteczne rozszerzenie,

(ii) W ma calkouncie hiperekspansywne k-wsteczne rozszerzenie (lub réwnowaznie: ey € Eywx),
(iii) pp € L'(Fw) oraz || f[O‘l] prdFw | < 1.

Nastgpujacy rezultat charakieryzuje podobienstwo calkowicie hiperekspansywnych przesunieé wazonych,
ktére sa potegowo ograniczone,

ProrozycCia 13 ([18, Proposition 6.7]). Niech Wi oraz Wy bedg catkowicie hiperekspansywnymi przesu-
nigciami wazonymi ze stowarzyszonymi miarami odpowiednio juy oraz po. Zaldzmy, ze Wy oraz Wa sq potegowo
ograniczone. Wiedy przesunigcia waione Wi oraz Wy sqg podobne wtedy 1 tylko wtedy, gdy

(5) albo pa({1}) + p2({1}) =0 albo  pa({1}) - p2({1}) > 0.

Lo jest o-addytywna wzgledem slabej topologii operatorowe; nie zakladamy, ze Fr((0,1]) = /3.



Kwestie podobiefistwa przesunigcia wazonego do izometrycznego przesunigcia wazonego oraz przesuniecia

Dirichleta (tzn. przesuniecia wazonego z wagami {,/ ::iﬁ oo ;) rozstrzyga nastepujacy rezultat.

Prorozycia 14 ([18, Proposition 6.8]). Niech W bedzie calkowicie hiperekspansywnym przesunigciem wa-
zonym z muarg stowarzyszong (1. Wiedy

(i) W jest podobny do jednostronnego izometrycznego przesunigcia wazonego wiedy i tylko wiedy, gdy W
jest potegowo ograniczony, lub réwnowaznie

(6) p({1}) =0 oraz /U .

[‘1)1—:5

dp(z) < oo,

(it) W jest podobny do przesunigciaa Dirchleta wiedy i tylko wiedy, gdy w({1}) > 0.

Ponadto, jednostronne przesunigcie izometryczne 1 przesunigcie Dirichleta nie sq podobne.

4. Weighted shifts on directed trees

Gléwnym celem tej pracy jest implementacja pewnych metod teorii graféw w teorii operatordéw. Czynimy
to poprzez wprowadzenie nowej klasy operatoréw, ktore proponujemy nazwaé przesunigcia wazone na drzewach
skierowanych. Bedziemy badad przesuniecia wazone na drzewach skierowanych bez zakladania zadnych dodat-
kowych restrykcji na liczebnoéé¢ wierzcholkéw. Jednakze, jesli cheemy badaé gesto okreslone przesuniecia wazone
z wagami niezerowymii, to rozwazane drzewa okazuja si¢ co najwyzej przeliczalne.

Niech 7 = (V, E) bedzie grafem skierowanym (tzn., V bedzie zbiorem wszystkich wierzcholkéw & oraz £
bedzie zbiorem wszystkich krawedzi 7). Jesli dla danego wierzcholka u € V, istnieje jedyny wierzcholek v € V
taki, ze (v,u) € E, to powieny, ze u ma rodzica v i zapiszemy par(u) w miejsce v. Poniewaz odpowiedniosé
u — par(u) jest czeciowa funkcja (relacja) w V, mozemy skladaé¢ jg ze sobg k-razy (k € N); wynik oznaczac
bedziemy przez par® (par® jest identycznoéciowym odwzorowaniem na V). Wierzcholek v grafu & nazywamy
korzeniem 7, lub krécej v € Root(.7), jesli nie istnieje wierzcholek u grafu J taki, ze (u,v) jest krawedzig w
grafie 7. Zauwazmy, ze jesli J jest spéjny i kazdy wierzcholek v € V° := V' \ Root{Z) ma rodzica, to zbiér
Root(.7) ma co najwyzej jeden wierzcholek. Jesli Root() jest zbiorem jednoelementowym, to jedyny element
bedziemy oznaczaé przez root. Powiemy, ze graf skierowany T jest drzewem skierowanym, jesli 7 jest spdjny,
nie ma petli oraz kazdy wierzcholek v € VV° ma rodzica par(v).

Niech & = (V, E) bedzie drzewem skierowanym. Niech Chi(u) = {v € V: (u,v) € E} dla u € V. Elementy
Chi(u) nazywamy dzie¢mi wierzcholka u. Powiemy, ze drzewo T jest bezlistne jesli V = V', gdzie V' 1= {u €
V: Chi(u) # @}. Jest oczywiste, ze kazde bezlistne drzewo jest nieskoficzone. Wierzcholek u € V' nazywamy
rozgaleziajgeym dla F jedli card(Chi(u)) = 2.

Prosto mozemy wykazaé, ze jedli  jest drzewem skierowanym, to Chi(u) N Chi(v) = 2 dla wszystkich
u,v € V takich ze u # v, oraz

(7) ve = | | Chi(w).

ueV
(Symbol “| |* oznacza rozlaczna sume zbioréw.) Dla podzbioru W C V', kladziemy Chi(W) = ||, Chi(v)
oraz definiujemy Chi®® (W) = W, Chi™®*1 (W) = Chi(Chi™(W)) dla n € Z, oraz Des(W) = |J2=, Chi'™ (W),
Stosujac indukcje otrzymujemy

(8) Chi"tw)= | Chi™{w}), neZs,
ueChi(W)
(9) Chit™ (Chi™ (W) = Chi'™ ™ (W), m,neZ;.

Bedziemy uzywaé oznaczenia Chi‘™ ({u}) oraz Des({u}) dla Chi™ (u) oraz Des(u) odpowiednio.

Majac dane drzewo skierowane 7, bedziemy milczaco zakladad, ze V oraz I oznaczajg zbiory wierzchotkéw
i krawedzi Z odpowiednio. Oznaczmy prze £2(V) przestrzen Hilberta wszystkich funkeji zespolonych sumowal-
nych z kwadratem na V ze standardowym iloczynem skalarnym (f.g) = >, .y F(u)g(u). Dla v € V, niech
ey € £2(V) oznacza funkcje charakterystyczng jednoelementowego zbioru {u}. Wtedy {e,}.ev jest baza orto-
normalna przestrzeni £2(V). Niech & = LIN{e,: u € V}.

Majac dane A = {A, }veve C C, definiujemy operator Sy w £2(V) wzorem

2(8) = {f € B(V): Az f e £(V)},
Sxf=Azf fe 2(55),



gdzie A jest odwzorowaniem zdefiniowanym na funkcjach f: V' — C wzorem

Ao f(par(v))  jedlive Ve,
0 jesli v = root .

(10) (Az f)(v) = {

Operator Sy nazywamy przesunigciem wazonym na drzewie skierowanym .7 z wagami A = {A hueve.
Problem kiedy przesuniecie wazone Sy na drzewie skierowanym jest operatorem ograniczonym ma proste
rozwiazanie.

Prorozycia 15 ([23, Proposition 3.1.8]). Newech Sy bedzie przesunigciem wazonym nae drzewie skierowanym
Tz wagami N = {\y }yeve. Wiedy nastepujgee warunki sqg réwnowazne:
(i) 2(Sx) = £2(v),
(i) Sx € B(£3(V)),
(ii1) supyey Zvecm(u) [Asl? &g,
Jesl Sy € B(£2(V)), wtedy

(11) [Sall = sup [[Sxeull = sup [ > [A,[2
ueV ugl veChi(u)

Nastepujacy rezultat pokazuje, ze z punktu widzenia przestrzeni Hilberta, studiowanie przesunie¢ wazonych
na drzewach skierowanych mozna ograniczy¢ do przypadku przesunie¢ wazonych z wagami nieujemnymi.

TwWIERDZENIE 16 ([23, Theorem 3.2.1]). Przesuniecie wazone Sy na drzewie skierowanym & z wagami
A = { A, }veve jest unitarnie réwnowazne przesunieciv wazonemu Sy na J z wagami |A| = {|A,|}peve.

Opiszemy teraz postaé rozkladu polarnego przesuniecia wazonego na drzewie skierowanym.

Prorozycia 17 ([23, Proposition 3.5.1]). Niech Sy bedzie przesunigciem wazonym na drzewie skierowanym
Tz wagami X = {A,}yeve, oraz niech Sy = U|Sy| bedzie rozklademn polarnym Sy. Wiedy |Sy| jest operato-
rem diagonalnym wzgledem bazy ortonormalnej {e, }uev z diagonalg {||Sxeu|| buev, oraz U jest przesunieciem
wazonym Sy na I z wagami m = {7y }ueve danymi wzorem?

i jesli par(u) € Vit
To 7 Jesit parlu .

(12) T = { |1Sa€paru oweve,
0 jesh par(u) ¢ VT,

gdzie Vi7 = {u € V: ||Sae.|| > 0}. Ponadto, nastepujgce warunki sg speinione:
(i) A (U) = H(82) = A(SA]) = E(V\ V) oraz Z(S3) = EE(Vy),

(ercot) & Byey- (£2(Chi(w)) & (AY))  jesli T ma korzen,
(i) A(S3) =
By (2(Chi(w)) & (M) w przeciwnym przypadku,

gdzie X € {*(Chi(u)) jest dane wzorem A*: Chi(u) 3 v — A, € C, oraz (AY) oznacza lintowe rozpiecie
{A*},

(iil) przestrzen poczqtkowe U jest réuwna 02(Vy}),

(iv) Z(U) = Z(52) = Bev (A"

Przypomnijmy, ze gesto okreslony i domkniety operator T" w zespolonej przestrzeni Hilberta H jest nazywany
operatorem Fredholma jeéli obraz operatora 1" jest domknigty oraz przestrzenie A" (T') oraz A7 (T™) sa skoficzenie
wymiarowe. Jest dobrze znane, ze domkniety i gesto okreslony operator T w H jest operatorem Fredholma
wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzenie A4 (T) oraz H/%(T) sa skoficzenie wymiarowe. Indeks ind(T") operatora
Fredholma T jest dany wzorem ind(7") = dim A" (T) — dim A4 (T*).

Przesunigcia wazone na drzewach skierowanych bedace operatorami Fredholma oraz ich indeksy moga hy¢
scharakteryzowane w nastepujacy sposéb (ponizej bedziemy stosowaé konwencje, ze inf @ = o).

Prorozycia 18 ([23, Proposition 3.6.2]). Niech Sy bedzie gesto okreslonym przesunieciem na drzewie skie-
rowanym .7 z wagami A = {A, byeve. Wtedy nastepujgee warunki sq réwnowazne:

2 Dla prostoty zapisu, opuszczamy zaleznoé¢ m od A.



(i) Sy jest operatorem Fredholma,

(ii) ¢(Sx) > 0 oraz b(Sx) < oo, gdzie
B(Sx):= 3 (card(Chi(w)) — 1)+ ST card(Chi(u)),

ueVt ueVAVY

¢(Sx) := inf{|Ay|: u € V°, Ay # 0, card(Chi(par(u))) = 1},

(i) ¢(Sa) > 0, card(Chi(u)) < oo dla wszystkichu € V, card(V<) < oo, gdzie Vi = {u € V: card(Chi(u)) 2

2}, oraz card(V' \ Vi) < oo.
Jegli Sy jest operatorem Fredholma, to a(Sy) := card(V \ V;F) < oc oruz

a(Sa) = b(Sx) — 1 jesh F ma korzen,

(13) ind(Sy) = '
a(Sx) — b(Sx) w przeciwnym przypodku.

W [23, Chapter 4] podajemy warunki charakteryzujace inkluzje 2(Sx) € 2(S%) oraz 2(S;) € Z(Sx). W
pierwszym przypadku warunki te wygladaja nastepujaco.

TwiERDZENIE 19 ([23, Theorem 4.1.1]). Jesti Sx jest gesto okreslonym przesunigciem wazonym na drzeune
shierowanym F z wagami X = { A, bueve, wtedy nastgpujoce warunki sq réwnowazne:
(i) 2(Sx) € 2(53);
(i) istnieje stala ¢ > 0 take, ze

Aul?
(14) Z )méc, uwe V.

wEChi(u
Warunki charakteryzujace zachodzenie inkuzji 2(S;) C 2(Sa) sa bardziej skomplikowane I wymagaja

pewnych dodatkowych rozwazan. W tym celu wigzemy z przesunieciem wazonym Sy na drzewie skierowanym
F operator diagonalny M, w £2(Chi(u)), u € V', dany wzorem

GO = {g € AChiw): S ISrenlPlg@)I? < oo},
(15) veChifu)
(Myg)(v) = |Srevllg(w), v € Chi(u), g € Z(My).
Jedli u € V' jest taki, ze funkcja A*: Chi(u) 3 v — Ay € C nalezy do @(M,), wtedy definiujemy operator T, w
£2(Chi{u)) wzorem
1
1+ [|Sxel?

W celu uproszezenia, w zapisie opuszezamy zalezno$é¢ M, oraz T, od A.

(16) Ty = M2~ M,(A") @ M, (AY), ueV'

TwIERDZENIE 20 ([23, Theorem 4.2.2]). Jeéli Sy jest gesto okreslonym przesunigciem waionym na drzewre
skierowanym F z wagami X = {A, }ueve, wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) 2(55) € 2(5x),
(i) T € B(£2(Chi(u))) dla wsaystkich u € V', oraz
(17) sup | T]| < oo.
uge V!’
W [23, Section 4.3] podajemy przyklad ilustrujacy zachodzenie wszystkich mozliwych inkluzji pomiedzy
dziedzinami nieograniczonego przesuniecia wazonego na drzewie skierowanym oraz jego sprzezenia.
Przypomnijmy, ze gesto okreslony operator A w zespolonej przestrzeni Hilberta M nazywamy hiponormal-
nym jesli @(A) C 2(A*) oraz ||A*f|| < [|Af]| dla wszystkich f € %(A). Nastepujacy rezultat charakteryzuje
hiponormalne przesuniecia wazone na drzewach skierowanych.

TwiIERDZENIE 21 ([23, Theorem 5.1.2 oraz Remark 5.1.5]). Niech Sy bedzie gesto okreslonym przesunig-
ciem wazonym na bezlistnym drzewie skierowanym F z niezerowymi wegami A = {Av}veve. Wiedy Sy jest
hiponormalny wtedy i tylko wtedy, gdy

’\U o ;
E 5 = ] u e L .
veCh (u) ‘S ‘
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Przypomnijmy, ze operator A € B(H) nazywamy ko-hiponormalnym jeéli jego sprzezenie A* jest hiponor-
malne. Problem ko-hiponormalnosci przesunigeia wazonego na drzewie skierowanym jest bardziej subtelny niz
problem hiponormalnosci.

TWIERDZENIE 22 ([23, Theorem 5.2.2]). Niech Sy € B(£?(V)) bedzie niezerowym przesunigciem waionym
na drzewie skierowanym 7 z wagami A = {X, }yeve. Wtedy Sy jest ko-hiponormalny wiedy i tylko wtedy, gdy
drzewo 7 jest bez korzenia oraz jeden z dwdch rozlgeznych warunkdéw zachodzi:

(i) istnieje ciag {un}°S CV taki, ie

n=-—50

(18) 0 < Al < A,y | oraz upoy = par(u,)

dla wszystkich n € Z, oraz Ay, = 0 dla wszystkich v € V \ {u,: n € Z},
(i) istnieje cigg {ua}2. o TV taki, ze

(19) 0< D ol € Pul? 0< Au,] € [Au,_y | 0z un_y = par(u,)
vEChi{ug)

dla wszystkich liczb calkowitych n <0, oraz A, = 0 dla wszysthich v € V' \ ({u,: n < 0} U Chi(ug)).

W (23, Section 5.3] podajemy przyklady ograniczonych iniektywnych przesunie¢ wazonych na drzewach
skierowanych ktére sa paranormaine a nie hiponormalne oraz hiponormalnego przesuniecia wazonego na drzewie
skierowanym ktérego kwadrat nie jest hiponormalny.

Przypomnijmy, ze operator A € B(H) jest subnormalny jeéli istnieje zespolona przestrzen Hilberta K oraz
operator normalny N € B(K) taki, ze H C K (izometryczne zanurzenie) oraz Ah = Nh dla wszystkich h € H.

Majac dang rodzing liczb zespolonych {A, },evo, definiujemy rodzing {A,.}uev veDes(n) W2zorem

1 jesli v = u,
2 ka {H?:Dl ’\Darf(v) jesliv e Chi(n)(u): nzl

Nastepujacy rezultat charakteryzuje subnormalne przesunigcia wazone na drzewach skierowanych.

TWIERDZENIE 23 (|23, Theorem 6.1.3]). Jesli Sy € B(£*(V)) jest przesunigciem wazonym na drzewie skie-
rowanym F z wagami A = {\, ueve, wtedy nastepujace warunk: sq réwnowaine:

(1) Sy jest subnormalny,
(i1) { > jAuE,UIQ}:;D jest ciggiem momentdw Stieltjesa dla wszysthich v € V,
veChit) (u)
(i) {||STey||*}3%, jest ciggiem momentdéw Stieltjesa dla wszystkich u € V,
(iv) {||SPe.]|?}q jest ciggiem momentéw Hamburgera dla wszystkich u € V,
(v) Xii=o |S5+le, ||2axar 2 0 dla wszystkich ag,...,0n €C, n € Zy orazu € V.

Nastepujaca propozycja dotyczy problemu subnormalnej rozszerzalnosci wag.

Prorozycia 24 ([23, Proposition 6.1.12]). Niech 7 = (V. E) bedzie poddrzewem drzewa skierowanego
g = (V,E) takim, se Chig(w) # Chig(w) dla pewnego w € V \ Roct(J), oraz Desg(v) = Desyz(v) dla
wszystkich v € Chig (w). Przypuiémy, ze Sy € B(£?(V)) jest subnormalnym przesunieciem wazonym na drzewie
skierowanym F z niezerowymi wagami A = {A,tuevs. Wtedy drzewo skierowane F jest bezlistne oraz nie
wsinieje subnormalne przesuniecie wazone S € B(2(V)) na F 2 niezerowymi wagami A = {}u}uew takie, ze
A C A, to znaczy, Ay, = Ay dla wszystkich u € V°.

Klasyczne przesunigcia wazone sa budowane na bardzo specjalnych drzewach skierowanych ktére s scharak-
teryzowane wiasnoscig, ze kazdy wierzcholek posiada dokladnie jedno dziecko. W [23, Section 6.2], rozwazamy
jeden krok bardziej skomplikowane drzewa skierowane, to znaczy takie z wlasnoécia, ze kazdy wierzcholek poza
jednym ma dokladnie jedno dziecko; ten wyjatkowy wierzcholek jest wierzcholkiem rozgaleziajacym.

Majac dane przesuniecie wazone Sy na drzewie skierowanym 7 z wagami A = {\,},eve oraz u € V°,
oznaczymy przez Sx () Oraz przez Sy_(,) przesunigcia wazone na drzewach skierowanych Ppesiu) 0raz Zi\pes(u)
z wagami A_{u) := {/\U}UEDes(u)\{u} oraz A_(u) := {)\U}vEV\(Des(u)URoot(fi’))a odpowiednio. Jedli & ma korzen
oraz u = root, wtedy piszemy Sx_ry) := Sx. Niech J, = {k e N: k €1} dla¢ € Z, U {o0}. Zauwazmy, 2e Jy = @
oraz J,. = N.



Niech Sy € B(£2(V)) bedzie przesunieciem wazonym na drzewie skierowanym 7. Jeéli dla pewnego u € V,
{157 eull? 122 jest ciagiem momentéw Stieltjesa, wtedy jest on zdeterminowany i jego jedyna miara reprezen-
tujaca skoncentrowana jest na [0, [|Sa[|?]. Oznaczmy tg miarg przez ju (lub przez p7 jedli chcemy wyrazic jasno
zaleznosé p, od ).

TwIERDZENIE 25 ([23, Theorem 6.2.1]). Przypusémy, Ze T jest drzewem skierowanym dla kidrego istnieje
wierscholek w € V taki, e card(Chi(w)) > 2 oraz card(Chi(v)) = 1 dla wszystkich v € V' \ {w}. Niech 5x €
B(#*(V)) bedzie przesunigciem wazonym na drzewie skierowanym & z niezerowymi wagami A = { X, Jueve-
Witedy zachodzg nastepujgee warunks.

(i) Jesli w € Root(T), wiedy Sy jest subnormalny wtedy i tylko wtedy, gdy

en) > [ Jamta <1

vEChi(w)

oraz {||Sye,||* 15, jest ciggiem momentow Stieltjesa dla wszysthich v € Chi(w).
(i) Jesl F ma korzert oraz w # root, wiedy S, jest subnormalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy nastepujgce dwa
réwnowaine warunk: zechodzg:
(ii-a) Sx_(u jest subnormalny,

(22) 3 w?fo éduu(s)=1-

vEChi(w)

1 * 1
(23) e B > P\u|2f0 Wd.(lv('s)

1
|Hj:0 }‘pari(u}) 2 vEChi{w)

dla wszysthich k € Jc_1, oraz

1 =1
(24) s Y N Smimle)

w—1 2
‘ Hj:[] /\pari(w)l veChi(w)

gdzie  jest jedynq dodatniq liczbq calkowitq takg, ze par®(w) = root;
(ii-b) {[1STermotl|2}30 oraz {lSRes |2}l jest ciggrem momentow Stieltjesa dla wszystkich v € Chi(w).
(iii) Jedli & nie ma korzenia, wtedy Sx jest subnormalny wiedy 1 tylko wiedy, gdy jeden z dwdch nastepu-
jacych warunkéw réwnowaznych zachodzi:
(iti-a) Sy_.y jest subnormalny, (22) zachodzi dla v = w, oraz (23) zachodzi dla wszysthich k € N,
(iti-b) {l|SFepart (wyI*}oo oraz {15%es)12}o2o s¢ ciggami momentdw Sticltjesa dia nieskoriczenie wielu

liczb calkowitych k = 1 oraz dla wsaystkich v € Chi(w).

Dla danych n, & € Zy U {oc} z 2 2, defininjemy drzewo skierowane Faw = (Vg ey By ) wzorami
Ve ={—kikedJu{otu{(s):ie e N},
(25) Epe=E U{(0,(51): i€ Ty} U{((50), Gj+1)i€Jn, JE N},
E.={(-k —k+1): ke J}.

Jesli k < oo, to drzewo skierowane 7, ma korzei oraz root(F, ) = —k. W szczegdlnodel, jesli k = oc, to
drzewo skierowane &, -, nie ma korzenia. We wszystkich przypadkach, wierzcholkiem rozgaleziajacym w jest
0. Dodajmy, ze najprostrzym® bezlistnym drzewem skierowanym, ktére nie jest izomorficzne z Zy ani z Z jest
Ty0. W [23, Section 6.3] podajemy metodg konstruowania wszystkich ograniczonych subnormalnych przesuniec
wazonych na drzewie skierowanym . z niezerowymi wagami. Jest to zrobione w (23, Procedure 6.3.1]. Po-
wigzemy teraz subnormalno$é przesunigé wazonych na drzewie skierowanym 7, . z jednostronnymi klasycznymi
przesunicciami wazonymi, ktére posiadaja subnormalne (k + 1)-wsteczne rozszerzenia.

PRrROPOZYCIA 26 ([23, Proposition 6.3.4]). Niech k,n € Z4 U {oc} oraz niech m 2 2. Jesl dla wszysthich
i € Jy, S jest ograniczonym jednostronnym klasycznym przesuntgciem wazonym z dodatnimi wagami {a,; »}2% |,
wtedy nastepujgce warunky sq rownowaezne:

3 To oznacza, ze nie istnieje wladciwe, bezlistne poddrzewo danego drzewa skierowanego ktére jest izomorficzne z Z
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(i) istnieje system A = {/\U}UEV;K dodatnich skalardw taki, 7e przesuniecte wazone Sy na drzewie skiero-
wanym 7, . jest ograniczone i subnormalne, oraz

(26) Qin = Aint1, NEN IEJ,
(i) S, ma subnormalne (x + 1)-wsteczne rozszerzenie dlo wszystkich i € Jy, oraz SUP;e g, IS, < oc.
Ponadto, jesl Sy jest jak w (i), wtedy ||Sx[| = sup,e;, [1Sill-

Calkowicie hiperekspansywne przesuniecia wazone na drzewach skierowanych moga byé scharakteryzowane
w nastepujacy sposéb.

TWIERDZENIE 27 ([23, Theorem 7.1.4]). Jedli Sy € B(£3(V)) jest przesunigciem wazonym na drzewie skie-
rowanym 7 2 wagami X = { A, Joeve, wiedy nastepujgee warunki sq réwnowazne:
(1) Sy jest calkowicte hiprekspansyuwne,
i { X \)‘uw‘z}io jest ciggiem calkowicie alternujgeym dla wszystkich u € V,
veChit™ (u)
) {lISRe.]* 2, jest cragiem calkowicie alternujgeym dla wszysthich u € V,
(iv) 327 (—1)3(?)\|Sieul|2 < 0 dle wszystkich n € N oraz u € V.

7=0

Niech Sy € B(£?(V)) bedzie przesunigciem wazonyin na drzewie skierowanym . Jeéli dla pewnego u € V,
ciag {|IS¥ e. )2}, jest calkowicie alternujagcy, wtedy Jego jedyna miare reprezentujaca skoncentrowana na
przedziale [0, 1] bedziemy oznaczaé przez 7, (lub przez 77 jeéli chcemy wyrazié jasno zaleznoéé 7, od 7).

Nastepujace twierdzenie jest odpowiednikiem [23, Theorem 6.2.1] dla calkowicie hiperekspansywnych prze-
sunigé wazonych.

TwIERDZENIE 28 ([23, Theorem 7.2.1]). Przypusémy, Ze F jest drzewem skierowanym dla ktdrego istnieje
wierzcholek w € V teki, e card(Chi(w)) = 2 oraz card(Chi(v)) = 1 dla wszystkich v € V' \ {w}. Niech Sy €
B(#*(V)) bedzme przesunieciem waionym na drzewie skierowanym Z z niezerowymi wagami A = {A, byeve.
Wtedy zachodzg nastepujgee warunki.

(i) Jesh w = root, wtedy S jest calkowicie hiprekspansywny wiedy i tylko wiedy, gdy cigg {|S¥e.|*}5%
jest catkowicie alternujgcy dla wszysthich v € Chi(w), oraz

1
1
S PEi+ DO |/\v;9/0 < dn(s).

veChi{w) v€Chi(w)
(i1) Jesh 7 ma korzer oraz w # root, wtedy Sy jest caltkowicie hiperekspansywny wtedy i tylko wiedy kiedy
jeden z nastepujgcych dwdich warunkdw réwnowainych zachodzi:
(ii-a) Sa_(uy jest calkowicie hiperekspansywny, 3, cchit) |Av 2 5 Z 1+ 3 echiw [P # fol Ldr,(s),

1
1
|Apar’>‘l (W)l = =1+ | H )\parj w)’ ‘/\U‘Z/(; ;dev(S)

vEChi(w)
dla wszystkich k € J._,, oraz

K=1 9 1
i’\par"“(u.:)!2 = Lt ' H /\parJ(w)‘ Z |/\v|2/ 5N+1d7_v( )a
=0

vEChi(w)
gdzie k jest jedyng dodatnig liczbg calkountq takq, zZe par®{w) = root,
(ii-b) ciggi {||SFeront]|?}3%0 oraz {||She, |2}, s¢ calkowicie alternujgce dla wszystkich v € Chi(w).

(iii) Jesli T nie ma korzenia, to Sy jest catkowicie hiperekspansywny wiledy i tylko wiedy, gdy Sy jest

rzometrig.

W [23, Section 7.3] podajemy metode konstruowania wszystkich ograniczonych calkowicie hiperekspansyw-
nych przesunie¢ wazonych na drzewie skierowanym J7 . z niczerowymi wagami. Metoda ta jest opisana w
[23, Procedure 7.3.6]. Nastepujacy rezultat jest odpowiednikiem [23, Proposition 6.3.4] dla catkowicie hiperek-
spansywuych przesunieé wazonych.

PRrROPOZYCJA 29, Niech € {2,3,...}U{oo} oraz k € Zy. Jesl dlo wszystkich i € .J,), S; jest ograniczonym
jednostronnym klasycznym przesunieciem wazonym z dodatnumi wagami {a, ., 155, wiedy nastepujgee warunki

sq réwnowaine:



(i) istnieje system A = {Ay}ueve, dodatnich skalaréw taki, ze przesuniecie wazone Sy na drzewie skiero-
wanym F, . jest ogramczone i catkowicie hiperekspansywne, oraz

(27) Qyn = A’i.,’ﬂ.-‘rl! neN 1€ Jns

(ii) operator S, jest calkouncie hiperekspansywny oraz fol S—,};de,(s) < oo dla wszystkich 1 € Jy (1, jest
miarg reprezentujgeg S,), Si, ma calkowicie hiperekspansywne (k+1)-wsteczne rozszerzenie dla pewnego
ig € Jy, oraz sup,e; |IS: | < oc.

Okazuje sig, Ze bezposredni odpowiednik (23, Proposition 6.1.12] dla calkowicie hiperekspansywnych prze-
sunie¢ wazonych nie jest prawdziwy (zobacz (23, Example 7.5.2]. W rzeczywistosci sytuacja teraz jest bardziej
skomplikowana co pokazuje nastgpujaca propozycja.

Prorozycia 30. (28, Proposition 7.5.1] Niech & = (V, E) bedzie poddrzewem drzewa skierowanego g =
(V,E) takim, ze dla pewnego w € V \ Root(F), Chig(w) # Chig(w), Chig(par(w)) = Chi s (par(w)), oraz
Desg (v) = Des4(v) dla wszystkich v € Chig(w) U (Chiz (par(w)) \ {w}). Zaldimy, s Sx € B(£3(V)) jest
calkowicie hiperekspansywnym przesunigciem waionym na Tz niezerowymi wagami X = {Ay}uecwvo. Jesli Sy
spelnia jeden z nastepujgeych warunkdw:

(i) we V \ (Root(Z) U Chi(Root(F))),

(”) ZueChi(par(w)) p\"|2 =1 ZvEChi(par(w)] LA”P fCll ‘};dT“(s)’
wtedy nie wstnieje calkowicie hiperekspansywne przesuniecie wazone Sy € B(fg(f/)) na & z nieujemnymi wagami
A= {j‘u}ueffﬂ takie, ze A C 5\, ie., Ay = Ay dla wszystkich u € V°.

W [23, Section 8.1] charakteryzujemy drzewa skierowane dopuszczajace przesuniecia wazone z wybranymi
wlasnoéciami (gesty obraz, hiponormalnosc, subnormalnoéé, quasinormalno$é, normalnosé, etc.). Scislej, mowi-
my, ze drzewo skierowana & dopuszcza przesuniecie wazone z wlasnoscia P jesli istnieje przesuniecie wazone na
Z 2 ta wlasnoscia.

Przypomnijmy, ze operator A € B(H) nazywamy p-hiponormalnym, gdzie p jest dodatnia liczba calkowita,
jesli |A* (2P < |A|?. Dzigki nieréwnogei Léwnera-Heinza, dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych p, g takich,
e p < ¢, jesi A € B(H) jest g-hiponormalny, to A jest p-hiponormalny (zobacz [36] oraz [10]). Oczywiscie,
operatory 1-hiponormalne oraz hiponormalne to sg te same operatory.

TwIERDZENIE 31. [23, Theorem 8.2.1] Niech Sy € B(3(V)) bedzie przesunigciem wazonym na drzewie
skierowanym 7 z wagami XA = {A,}ueve, oroz niech p bedzie dodatniq liczbg colkowitq. Wtedy nastepujgce
warunki s¢ réwnowazne:

(i) Sx jest p-hiponormalny,
(ii) nastgpujgce dwa warunki zachodzq:

(28) dla wszystkich v € V, jesli v € Chi(u) oraz [|Sxey|| = 0, to Ay =0,
. Kal?
9 S 2(p-1) L <1 +
(29) ISxeull Z e, S el
veChi; (u)

W (23, Example 8.2.1] pokazujemy jak separowaé¢ p-hiponormalno$é przy uzyciu przesunigc wazonych na
drzewie skierowanym % ;.

5. A non-hyponormal operator generating Stieltjes moment sequences

Powiemy, ze operator S w H generuje ciagi momentow Stieltjesa, jesli zhiér D% (8) wszystkich jego C*-
wektoréw jest gesty w M oraz {||S™f|2}5%, jest ciagiem momentéw Stieltjesa dla wszystkich f € D™(S5).
Charakteryzacja operatoréw subnormalnych podana przez Lamberta w [30) méwi, ze (domkniety) ograniczony
operator liniowy jest subnormalny wtedy i tylko wtedy, gdy generuje ciagi momentéw Stieltjesa. Jak wykazano
w [3, 4, 34], wynik ten pozostaje prawdziwy w pewnych klasach operatoréw nieograniczonych. Wedlug nasze]
wiedzy, jedyne znane przyklady operatoréw ktére nie s subnormalne i generuja ciagi momentéw Stieltjesa po-
chodza od operatoréw formalnie normalnych (zobacz [3, Section 3.2]). Niestetym operatory tak skonstruowane
pomimo iz sa domykalne nie sa domknigte. W [24] podaliémy przyklad operatora ktéry nie jest hiponormal-
ny (wiec réwniez nie jest subnormalny), a jest domknigty, paranormalny, generuje ciagi momentow Stieltjesa
(dodajmy, ze jesli S jest operatorem w przestrzeni Hilberta, ktory generuje ciagi momentdéw Stieltjesa, to ope-
rator S|pe(s) jest paranormalny; zobacz (24, (4.1.21)]) oraz ktéry ma wlasnosé, ze D™(S) jest rdzeniem dla
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wszystkich poteg S™ operatora S (zobacz [24, Example 4.2.1]). Poniewaz przyklad ten mocno bazuje na pew-
nych subtelnych wlasnoéciach niezdeterminowanych ciagéw momentéw Stieltjesa, w [24, Sections 2.1 oraz 2.2
zamieszczamy konieczne fakty dotyczace miar N-ekstremalnych, w szezegdnoéci miar Kreina oraz Friedrichsa.

Przypomnijmy, ze ciag liczb rzeczywistych {v,}52, nazywamy ciggiem momentdw Stieltjesa jedli istnieje
dodatnia miara borelowska i na Ry taka, ze (bedziemy uiywaé oznaczenia [, dla [0°)

Ya :/ zdp(z), neZy.
0

Taka miare u bedziemy nazywaé miarg S-reprezentujgeq dla clagu momentéw Stieltjesa {1n}o’y. Ciag momen-
tow Stieltjesa bedziemy nazywac S-zdeterminowanym jedli posiada dokladnie jedng miare S-reprezentujaca; w
przeciwnym przypadku taki ciag nazwiemy S-niezdeterminowanym.

Ciag {vn}nzo C R bedziemy nazywaé ciggiem momentéw Hamburgera jesli istnieje dodatnia miara bore-
lowska i na R taka, ze

T = / m"d,u(m), ne Z*I-'

o
Takg miare p nazwiemy miarg H-reprezentujgcg ciagu momentéw Hamburgera {v,}%2,. Ciag momentéw Ham-
burgera nazwiemy H-zdeterminowanym jesli posiada dokladnie jedna miare H-reprezentujaca; w przeciwnym
przypadku taki ciag nazwiemy H-niezdeterminowanym.
W nastepujacym wyniku konstruujemy S-niezdeterminowany cigg momentéw Stieltjes z pewnymi specy-
ficznymi wlasnosciami ktére bedg uzyte péiniej do skonstruowania operatora generujacego ciagi momentdw
Stieltjesa, ktéry nie jest hiponormalny.

Prazyklad 32. [24, Example 2.3.1] Ustalmy x € Z;4 U {oo}. Konstruujemy system dodatnich liczb rzeczywi-
stych {7, }5% _ ., ktéry ma nastepujace wlasnodci:
(1) Yo = ]-a
(ii) istnieje dodatnia miara borelowska v na (0, 00) taka, ze
oC
Tn = / I"dy(z‘), ne Zu 7 2 TR,
0

(itl) {vn+1}2% jest S-niezdeterminowanym ciagiem momentdw Stieltjesa,
(iv) istnieje miara S-reprezentujaca p ciagu {yn41 2%, taka, e

(30) supp g nie ma punktdéw skupienia w (0, oo),
oo
(31) U<j —dp(z) <o, n=1,...,5k+1,
o "
oraz
0 |
(32) / —dp(z) > 1.
0 xr

Co wigcej, mozemy zawsze skonstruowaé system dodatnich liczb rzeczywistych {v,}3% _, ktéry spelnia warunki
od (i) do (iv) oraz ktéry ma whasnodé, ze ciag {v,}52, jest albo H-zdeterminowany lub S-niezdeterminowany,
w zaleznosdci od naszych potrzeb.

Potegi przesunig¢ wazonych na drzewach skierowanych opisane sy w [24, Section 3.2]. W konsekwencii
zostalo wykazane, ze jedli D°°(S)) jest gesta w danej przestrzeni Hilberta, wtedy D>(S,) jest rdzeniem dla
wszystkich poteg ST operator Sy (zobacz [24, Corollary 3.2.3]).

Nastgpny wynik pokazuje, ze przesunigcie wazone Sy na drzewie skierowanym 7 generuje ciagi momentéw
Stieltjesa wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wektor bazowy e,, u € V, indukuje cigg momentédw Stieltjesa.

TWIERDZENIE 33. [24, Theorem 3.2.4] Niech Sy bedzie przesunieciem wazonym na F z wagami N =
{Actveve. Przypusémy, ze & C D™(Sa) oraz {||STeu|I?}3%, jest ciggiem momentdw Stieltjesa dla wszyst-
kich u e V. Wtedy {|\5’§f|l2}n"c=0 Jest ciggren momentdw Stieltjesa dla wszysthich f € D>(Sy).

Niech {7n}2%_. bedzie systemem dodatuich liczb rzeczywistych takim, ze

(33) Yo =1

oo
(34) Tn =/ z™de(z), nE€Z, nz —x,
0
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dla pewnej dodatniej miary borelowskiej v na K (zauwazmy, 2e jesli x > 0, wtedy (34) implikuje, ze ({0}) = 0).
Z (34) wynika, ze
(38) {n-k} jest ciagiem momentéw Stieltjesa dla wszystkich liczb calkowitych k < &,

Przypuéémy, ze istnieje miar S-reprezentujaca p ciggu {ne115%, taka, 7e

21
(36) 0< f de(z) <00, NEJeyr,
0
(37) card(supp p) = {n J.es,ﬂf e P
Mg jeslin = .
Niech {£2,}7_, bedzie ciggiem parami roziacznych podzbioréw borelowskich zbioru (0, oc) takim, ze
(38) p(§2,) >0, i€ Jdy,
(39) | ] 2 = (0,).
1eJy

Poniewaz, dzieki (36), 0 nie jest atomem miary p, prosto mozna wydedukowac z (37) ze taki clag {2 }]_, zawsze
istnieje. Korzystajac z (38), mozemy zdefiniowac ciag {pi.1 }re s, probabilistycznych miar borelowskich na R,
wzorem

1 y
(40) H:‘](U) = p(Qi)P(Qm ﬂo‘), S %(R+) (S Jm
oraz rodzine dodatnich liczb rzeczywisty {X,;: 1 € Jy,J € N} wzorem
p(£2.) dla j =1,
(41) )\1‘] = O 1 iy 1 e J-,?.
Jo 2 dmal@) g sy,

fom i~ 2dp; 1 (2)

Jedli k > 0, wtedy definiujemy ciag dodatnich liczb rzeczywistych {)\yk}ﬁ;é wzorem

(42) Ap=. K kez, 0<k <k
T-(k+1)

Niech Sy bedzie przesunieciem wazonym na drzewie skierowanym 7, . (zobacz (25)) z wagami A = {Atueve,
zdefiniowanym wzorami (41) oraz (42) (bedziemy uzywaé notacji A, ; w miejsce bardziej formalnych wyraiéfl
A1)~ Czytelnik powinien by¢ $wiadomy faktu, ze tak skonstruowany operator Sy zalezy nie tylko od {yn }5% _,
oraz p, ale takze od podzialu {{2,};_; zbioru (0,0c). Mozemy teraz podaé pewne istotne wlasnosci operatora
Sa.

TWIERDZENIE 34. Niech {2} _.c: o, {f2hies,, {1 ties,, A = {Al;}vgvnﬂm oraz Sy bedg jok wyzey. Wiedy
zachodzg nastepujgce warunk:.
(i) &v, . € D™(S5x)-
(i) {ISRI2}52, jest ciggiem momentéw Stieltjesa dla wszystkich f € D>(Sk).
(iii) S jest operatorem paranormalnym.
(iv) 2.echico) %52 fooc é duy(z) € 1 wiedy 1 tylko wtedy, gdy

>
(43) f —dp(z) € 1.
0 7
(v) Sy jest hiponormalny wtedy i tylko wtedy, gdy
(44) R Mo 1
e, ISxewall =

(vi) Nostepwigea nierdwno$é zachodzi

(45) Z A%y . < q ;
S — < —dp(z).
% Shenl? /n 2 )
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(vil) W nzerdwnosct (45) zachodzi réwnosé wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich i € Jy, istnieje q, € (2,
takie, ze

(46) plo N (2) = p(82,) - 6, (o), ceB(R,), i J,.
(i) Jesh {vn41}2%, jest S-zdeterminowany, to S Jjest subnormalny oraz warunek (43) zachodzi.

Odnosnie Twierdzenia 33 (vii) warto doda¢, ze jedli card(supp p) = Ny, wtedy mozemy zawsze znalesé
borelowskie rozbicie {£2,}2¢; zbioru (0, c0) spelniajace (38) oraz (46) z = oo

ProOPOZYCJA 35. (24, Theorem 4.1.2] Praypusémy, ze p jest skoriczong dodatnig miarg borelowskq na R,
takq, Ze card(supp p) = Rg. Wtedy istnieje borelowskie rozbicie {92322, zbioru (0,00) oraz cigg {&.}%2, € (0, )
taki, Ze p(§2,) > 0, g, € 2, oraz p(o N 12) = p(2,) - d4,(0) dla wszystkich o € B(R,) orazi € N.

Nastepujacy przyklad byt zapowiedziany w tytule pracy [24].

Przyklad 36. (24, Example 4.2.1] Ustalmy « € Z, U {oc}. Niech {v,}32 _,, v oraz p beds jak w Przy-
ktadzie 32, to znacazy, {1 }5% _,. jest sytemem dodatnich liczb rzeczywistych oraz v, p sa dodatnimi miarami
borelowskimi na Ry spelniajacymi warunki od (i) do (iv) tego przykladu. Z (iii) oraz (iv) wnioskujemy, ze
card(supp p) = Rg. Wiec tréjka ({7, }3% _,., v, p) spelnia warunki (33), (34), (36) oraz (37) z n = co. Z Propozy-
cji 35 wynika, Ze istnieje borelowskie rozbicie {12,}22, zbioru (0, 00) oraz cigg {g:};2; C (0, 00) ktéry spelnia (38)
oraz (46) z ) = oc (dodajmy, ze jesli p = j, dla pewnego a € (0, 00), gdzie p, jest jak w Przykladzie 32, wtedy
mozemy prosto rozwazy¢ ciag {¢;}2, := {a,aq,aq™!, aq®,ag=?,...}). Niech Sy bedzie przesunigciem wazonym
na drzewie skierowanym 9, . z wagami A = {A, tveve _ zdefiniowanymi wzorami (40), (41) oraz (42) z 1 = oc.
Dzigki (32) oraz warunkom (v), (vi) oraz (vii) Twierdzenia 34, operator Sy nie jest hiponormalny. Warunki (i),
(ii) oraz (iii) Twierdzenia 34 implikuja, ze Sy Jest operatorem paranormalnym ktéry generuje ciagi momentdéw
Stieltjesa; ponadto, dzieki [24, Corollary 3.2.3], D>=(S,) jest rdzeniem Sy dla wszystkich n € Z,. Na mocy (32)
oraz warunku (iv) Twierdzenia 34, przesunigcie wazone Sy nie spelnia warunku ZUECM(O) pWE fow % dpy(z) < 1.
Poniewaz €y, C D*(S,) oraz Sy nie jest subnormalny, wnioskujemy z [3, Theorem 5.1.1] ze przesuniecie
wazone Sy nie ma konsystentnego systemu miar (w sensie [3]). Na koniec, dzicki odpowiedniemu doborowi
tréjki ({vn}oz ., v p), mozemy zagwarantowaé, ze {153 eoll*}32g jest S-niezdeterminowany, podczas gdy
{l15%e0]|?}3% 4 jest albo H-zdeterminowany albo S-niezdeterminowany w zaleznogci od naszych potrzeb (zobacz
Przyklad 32).

Okazuje si¢, ze Przyklad 36 moze by¢ réwniez zrealizowany jako operator kompozycji w przestrzeni .2,
Pokazemy, ze czesto przesuniecia wazone na drzewach skierowanych moga byé¢ identyfikowane z operatorami
kompozyceji w przestrzeni L2,

LEMAT 37. [24, Lemma 4.3.1] Niech Sy bedzie przesunieciem wazonym ne drzewie skierowanym 7 = (V, E)
ktdre nie ma korzenia, z dodatnimi wagami A = {Mtveve. Praypusémy, ze card(V) = R. Wtedy Sy jest
unitarnie rownowazny operatorowi kompozycii C na pewnej a-skoticzonej przestrzeni Hilberta L2, Ponadio, jesh
drzewo skierowane J nie ma héci, to C moze byc skonstruowany jako operator miektywny.

Nastepujacy niespodziewany rezultat wynika bezpoérednio z Przyktadu 36 2z x = oo oraz Lematu 37,

TWIERDZENIE 38. (24, Theorem 4.3.3] Istnieje nie hiponormalny operator kompozycji C' w przestrzeni L?
z 0-skoticzong miarg ktdry jest iniektywny, paranormalny i ktory generuje ciggi momentéw Stieltjesa. Ponadto,
C ma wlasnosd, ze D>®(C) jest rdzeniem C™ dla wszystkich n € Z,.

W [24, Appendix] pokazujemy, e stwierdzenie niezaleinodci w twierdzeniu Barry Simona ktére para-
metryzuje rozszerzenia von Neumanna domknietych i symetrycznych operatoréw z indeksami defektu (1, 1)
jest nieprawdziwe (zobacz [24, Proposition 5.4.1]). To twierdzenie bylo uizyte przez Simona do opisu miar N-
ekstremalnych niezdeterminowanego ciagu momentéw w (82]. Na szczedcie, blad ten nie ma wyplywu na gléwne
rezultaty pracy Simona?! ktére bazuja na formule (4.20) z (32].

1 Moie z wyjatkiem Uwagi 2 na stronie 104 w [32].



OPIS PUBLIKACJI NIE WCHODZACYCH W SKLAD
ROZPRAWY HABILITACYJNEJ

Prace (13, 14, 15| sa poéwiecone studiowaniu operatoréw calkowicie hiperekspansywnych. W [13] wy-
kazujemy, ze wiekszo$¢ wlasnosci (ograniczonych) operatoroéw calkowicie hiperekspansywnych pozostaje praw-
dziwych dla nieograniczonych operatoréw 2-hiperekspansywnych oraz wyznaczamy rézne czesci widma takich
operatoréw. Podajemy takie przyklady nieograniczonych domknietych operatoréw 2-hiperekspansywnych (2-
izometrycznych) z niezmienniczymi dziedzinami. W [14] podajemy nowe charakteryzacje operatoréw subnor-
malnych i calkowicie hiperekspansywnych.

TWIERDZENIE 39. [14, Theorem 3.2] Niech S bedzie operatorem na H. Wtedy nastepujoce warunki sg row-

nowazne:

(1) S jest subnormalng kontrakeyg,
(2) 7 o IS FIPAR, < 7,00 IS FIPAD; dlan >0, f €M do, o M €C,
(3) dla wszystkich f € H istnieje (jedyna) skoriczona borelowska miara p na [0,1] taka, ze

157712 = £ - /[O N I

(4) X0 oSt ST K Y0 _o{S [, 81 i) dlan 2 0, fo, oo fn € H.

2,7=0
Ponadto, jest (1) zachodzi, to 3.7 _o(S**7f;, 877 f.) > |BY2S°", fill?, gdze

B =(S0T) lim S*™S™.

n—oo

Rozwazmy nastepujace warunki:

n n
(IBy) ST fPAK, 2 Y T FIPAX, dla feH, nz0orazdo,. M €C,
1,7=0 1,j=0
n k3
(IBs) ST, TR ) 2 Y (T T ) dlan > Ooraz fo,o fo €.
2,7=0 1,7=0

Mozna latwo sprawdzié, ze IBa = IBy. Dla operatora 7' w ‘H niech r(T') oznacza promien spektralny operatora
T. oraz r(T, f) oznacza lim, .o||T" f||*/™, lokalny promien spektralny.

TWIERDZENIE 40. [14, Theorem 5.1) Niech T € B(H). Wtedy nastepujqce warunki s¢ réwnowazne:

(1) T jest catkowicie hiperekspansyuny,

(2) T spelnia 1By oraz |73 f|12 — T2 fI1F = ITFI* + I fII* < 0 dla f € K,

(3) T speinia IB; oraz cigg {|T™ fI1* = IT™f11*}5%0 jest ograniczony dla wszystkich f € H,
(4) T spelnia IBy oraz r(T, f) < 1 dla wszystkich f € H,

(5) T spelnia IB; oraz r(T) < 1,

(6) T spelnia 1By oraz istnieje k > 1 takie, e T* jest 2-hiperekspansyuny,

(7) T spetnia 1By orez dla wszystkich k > 1, T* jest 2-hiperekspansywny.

Warunki (1)-(7) pozostajq ciggle réwnowazne, zamieniajgc warunek 1By przez warunek 1B,.

Oznaczmy przez L2(p) = L*(X, &/, 1) przestrzen Hilberta wszystkich zespolonych funkcji na X sumowal-
nych z kwadratem. Norma i iloczyn skalarny w L?(;1) sa oznaczane odpowiednio prze | - || oraz {-,-). Niech ¢
bedzie &7-mierzalng transformacja X, to znaczy, ¢~ HA) € & dla wszystkich A € &/, Oznaczmy przez i o ¢!
dodatnia miare na & dana wzorem po¢~!(4) = (g~ 1A)) dla wsaystkich A € /. Powiemy, Ze ¢ jest niesin-
gularna jedli po ¢~! jest absolutnie ciagla wzgledem p. Mozna latwo wykazac, ze jesli @ jest niesingularna, to
odwzorowanie Cy: L*(u) 2 #(Cy) — L*(u) dane wzorem

(47) 2(Co) ={f € L*(n): fod € L2(n)} oraz Cof = fod dla f € 2(Cy),

jest dobrze okreslone i liniowe. Taki operator nazywamy operatorem kompozycyi indukowanym prze ¢; trans-
formacja ¢ nazywana jest symbolem operatora Cy. Jesli ¢ jest niesingularna, to dzigki twierdzeniu Radona-
Nikodyma istnieje jedyna (z dokladnodcia do zbioréw miry zero) &/-mierzalna funkeja hy: X — [0, 00] taka,
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ze
(48) ,uoqb‘l(d) :f hedp, A€ .
A

W pracy [15] rozwazamy operatory kompozycji w przestrzeni L?. Gléwnym wynikiem tej pracy jest na-
stepujacy rezultat. Niech {g,;n € N} bedzie ciagiem dodatnich liczb rzeczywistych. Zdefiniujmy miare g na
o-algebrze ¥ wszystkich podzbioréw N wzorem u(o) = ) . pn dla wszystkich o € N. Wtedy przez przestrzen
z miarg dyskretna rozumiemy przestrzen (X, £, p).

TWIERDZENIE 41. [15, Theorem 2.7] Niech (X, X, i) bedzie przesirzenig z miarg dyskretng oraz niech Cy
bedzie operatorem kompozycji w L2(p). Wiedy

(1) cigg &, = \/%X{J]: 72 0, jest bauzq ortonormalng przestrzeni L (),
(2) operator Cy jest opisany formulami

o 2
9(Co) = 1 e 2 S S 5~ c o),
7=0

M s.d(s)=2

Col =Y (&) Y, (J5e feD(Cy),

3=0 si(s)=j g
= \f&;

ICsf1I? = Z Y #s fE€D(Cy)
i= s:p(s)=7

Ponadto, jesl 3 4=, Hs < 00 dlo wszystkich j € N, to
(3) {&}520 € 2(Cy) oraz liniowe rozpigeie {§;}52, jest rdzeniem operatora Cy,
(4) 15tm€je o -skoticzona bezatomowa miara borelowska® T na [0,00) oraz funkcja borelowska v : [0, 0c) —
[0,0¢) taka, se T o™ jest absolutnie ciggla wzgledem T, oraz operator kompozycji Cy dzialajgcy w
przestrzent L2([0,0c), B([0, 00)), 7) jest unitarnie réwnowazny sumie ortogonalnej Ny kopit eperatora

Gl
Prace [17, 19, 20, 21] dotycza wielowymiarowego operatorowego problemu momentéw.
Ustalmy liczbe calkowita d > 1 oraz przyjmijmy (n) = (jnil,...,|ngl) dlan = (ny,...,ng) € Z¢ Oznaczmy

przez {2; rodzine wszystkich podzbiordw zbioru {1,...,d}. Majac dane w € (24, niech & = {1,...,d} \ w oraz
28 ={n=(ny,...,ng) € Z%: n, 2 0 dla wszystkich j € w oraz n; < 0 dla wszystkich j € &},
Majac dany przemienny d-uklad S = (S1,...,5) € B(H)d, definiujemy

:HS}“, w€ Py, nell (HSJ"" ::1).

JEw JEL
Poniewaz S™ := (S57,...,5)) jest przemiennym d-ukladem, nastepujaca definicja jest poprawna
S = (S = (8", wey nell.

d-ciag {Pntneze © B{H na,zywdmy dodatnio okreslonym, jedli jest dodatnio okreslony (jako funkcja n) wzgle-
dem *-pélgrupy (Z¢, +,n* = —n), to znaczy
Z (P mhn, ) 2 0 dla wszystkich {hp, }meze € H o skoficzonym nosniku.
m,nezd

Podamy teraz charakteryzacje ograniczonych d-ukladéw subnormalnych.

TWIERDZENIE 42, [17, Theorem 3.1] Jesli S € B(H)? jest przemiennym d-ukladem, witedy nastepujgce
warunki sq réwnowazine:

(i) S jest subnormalnym d-ukladem,
(i) istnueje przestrzeri Hilberta £ O H oraz przemienny d-uklad U € B(L£)? operatoréw unitarnych toki,
ze
8I'S% = ST PRUNULInST, neli,we
gdzie Py jest projekcio oriogona!nq 2 L naH,

5 Mozna przyjaé, ze T jest réwnowazna mierze Lebesguea na [0, co).
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(iit) istnieje rodzing {Aun 1w € g, N € fo_} C B(H) taka, Ze
SihEh = S AL LS80, ne 74, we
oraz d-cigg {Pn tnezd zdefiniowany wzorem
gzsn:Aw,('n)l nEZi,WE 24,
jest dodatnio okreslony.

Nastepujacy wynik implikuje charakteryzacje subnormalnosci podane w szezegdlnych przypadkach przez Trenta
[35] oraz Gavruta i Suciu [11].
WNI10SEK 43. (15, Corollary 3.2] Jesli S € B(H)? jest przemiennym d-ukladem, wtedy nastepujqce warunk
sq TOWNoWaIne:
(i) S jest subnormalnym d-ukladem,
(ii) istnieje przestrzert Hilberta L 2 'H oraz przemienny d-uklad U € B(L)? unitarnych operatoréw taki,
ze
882 = ST P UL U |InS,, n € Zi,0€ Iy
gdzie Py jest projekcig ortogonalng z L naH,
(iii) 1stnieje rodzing {Agn 10 € Za, n € ZL} C B(H) taka, ze
SPSt = ST A, 87, me€ Z%, 0 € Xy,
oraz d-cigg {Pntneze C B(H) zdefiniowany wzorem

B, {Ao,(n) ne Zg._ e Xy,
] " d
Ag!m) n e Z;, oge Xy,

jest dodatnio okreslony.

W pracy [17] jest rozwazany miedzy innymi wektorowy i operatorowy problem momentéw. Wektorowy
problem momentéw polega na stwierdzeniu kiedy dla danego d-ciagu {hn}nezﬁ wektorow w przestrzeni Hilberta

H, istnieje subnormalny d-uklad § = (51, ..., S,) zlozony z ograniczonych operatoréw na H taki, ze
(49) hn = S"ho, m€ZY,
gdzie Z4 = Zy x -+~ x Ly (d-razy) oraz 5™ = 5o G20 dla n= (g5, Ma) € Z4. Zamieniajac {hp}peze na

a d-ciag {An}nezﬁ operatoréw na H otrzymujemy definicje operatorowego problemu momentdw:

(50) Ap=8"4p, melZl.

W pracy [17] podajemy rozwiazania powyzszego problemu w przypadku operatoréw ograniczonych jak i nie-
ograniczonych (zobacz [17, Theorems 5.5, 5.6, 6.1, 6.4 oraz 6.6]). W [17, Section 8] rozwazamy operatorowy
problem momentéw (50) w przypadku specyficznych klas zmiennych S, to znaczy dla normalnych, samosprze-
zonych, unitarnych i izometrycznych.

Niech X bedzie niepustym zbiorem. Oznaczmy przez Z|X| addytywna grupg wszystkich funkcjiz : X — Z ze
skoficzonym no$nikiem {€ € X : z(£) # 0} wyposazona w punktowo zdefiniowang operacj¢ grupowa. Zdefiniujmy

Z[X)s = {z € Z|X]; =(§) > 0 dla wszystkich £ € X},

Z(X)s = ZIX): U (-Z[X]4), Z[X)E = ZIX]\ Z[X]s.
Jedli Y jest podzbiorem X, wtedy mozemy myéle¢ o Z[Y] jako o podzbiorze ZX]. Operatorowy problem mo-
mentéw rozwazany w [20] polega na stwierdzeniu, czy dla danej rodziny operatoréw {Az}zezix), € L(D,H),

istnieje rodzina T{T¢ }ec x C B(H) skladajaca sig z przemiennych kontrakeji posiadajacych unitarna dylatacje
i taka, ze

(51) A= T0a. WETHy

Gléwny rezultat pracy [20] rozwiazuje tak rozumiany problem momentéw dla rodziny {Ag}zezx), dowolnej
mocy dopuszezajacych rozwigzanie T posiadajace unitarng dylatacje.

TWIERDZENIE 44. [20, Theorem 8] Przypusémy, ze mamy dong rodzing {Az}zezix). C L(D,H). Wtedy
nastepujgee warunki sg réwnowazine:
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(i) wstnieje rodzina T = {Teteex C B(H) przemiennych kontrakeji posiadajgcych unitarng dylatacje 1
taka, Ze zachodzi (51);
(1) dle wszystkich liczb celkowitych m,n 2 1, dla wszystkich odwzorowarn Ay, ..., A, € CYZ[X] 4] takich,

ie
(52) S Owla) () =0, uweZXE, ki=1,...,m,
T YEL[X]4
r—y=u
oraz dla wszystkich odwzorowant hi, ..., hy € D[Z[X]4], nastepujaca nierdwnosé zachodzi

Z Z (A(:n—y)++sh'k(5)aA(:szy)*thh'l(t))(’\k(m):)‘i(y» 20

k=1 2y steZ[X];
(ii") dla wszystkich liczb calkowitych m,n 2 1, dla wszystkich odwzorowari A, ..., A, € C*E[X]4] spelnia-
jaeych (52) oraz dla wszystkich odwzorowan ha, ..., hy, € D[Z[X]4], zachodzi nastepujgca nieréwnosé

Z Z Z {A-y)++she(8), Ag—y)- + () i (@), M (y)) = 0

kil=1 zyeZ[X])+ steZ[X];

z—y€Z[X]x
(iil) dla wszystkich liczb calkowitych n z 1 oraz dla wszystkich odwzorowari hy, ..., hy, € D|Z[X]|2] takich,
ze
(53) D2 D (Ady(wms) @ (Ady(yt) =0, uweZlX],
1=1 T yeZ[X]; $1€E[X],
T-y=—u

zachodzi nastepujgca nierdwnosc

n
Yo D0 (Aamyraahy (@) Aoy iy (W) 2 0
1=1 oy, s t€Z[X]4
(iii") dla wszystkich liczb catkowitych n > 1 oraz dla wszystkich odwzorowan hy, ... h, € D|Z[X]%] spelnia-
Jacych (53), zachodzi nastepujaca nierdwnodé

z Z Z (Az—yy++shiy (T, 8)s Apzoy)- +2hy (9, 1)) 2 0.

1=1 o yeZ|X], st€L[X]y
z-y€L[X]1
Gléwny rezultat pracy [21] rozwigzuje problem momentéw (51) dla rodziny {Ag }zezix), dowolnej mocy
dopuszezajace] rozwiazanie T posiadajace regularng unitarna dylatacje.
TWIERDZENIE 45. [19, Theorem 4] Zaldzmy, ze mamy deng rodzmne {AL} zex <€ L(D,H). Wiedy na-

AN
stepujgee warunky sg rownowazne:
(i) istnieje rodzina T = {T4 }aea C B(H) przemiennych kontrakcii posiadajgca regularng unitarng dyla-
tacje i taka, ze zachodzi warunek (51);
(i1} dla kazdego odwzorowania h € D[Z[Q]+ x Z[Q];+ x X| zachodzi nastepujoca nierdunosd,
Y Y (AT pepahim s ), A Rt y) 2 0;

z,y€X mneZ[)].
s.tEZ[Q 4

(ill) dla wszysthich h € D[Z[Q], x X| oraz dle kazdego skoviczonego podzbioru u zbioru () zachodzi naste-

YAy 3 A;mh(m,w)}f;o.

rCu reX
meZ[Q]+

pujeca nierdwnosé

W pracy [21] rozwiagzujemy podobny operatorowy problem momentdw w klasie operatoréw zwiazanych z
operatorami calkowicie hiperekspansywnymi (cf. {21, Theorem 2]).

Praca [22] dotyczy problemu uzupelnien dla calkowicie hiperekspansywnych przesunigé wazonych. Pierw-
sze podejscie do tego problemu pojawilo sie w kontekscie subnormalno$ci. Przypomnijmy, ze subnormalny
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problem uzupelnien polega na znalezieniu warunkéw koniecznych i dostatecznych na to aby dany skonczony
ciag dodatnich liczb rzeczywistych B: fo, ..., 3m byl plerwszymi m + 1-szymi wagami pewnego subnormalne-
go przesuniecia wazonego. Calkowicie hiperekspansywny problem uzupelnien polega na znalezieniu warunkow
koniecznych i dostatecznych na to, aby dany skonczony ciag dodatnich liczb rzeczywistych a: ag,..., ¢ byl
pierwszymi mm + 1-szymi wagami pewnego calkowicie hiperekspansywnego przesunigcia wazonego.

Ogélne rozwiazanie calkowicie hiperekspansywnego problemu uzupelnien dane w [22] jest sformulowane w
terminach nieujemnoéci skalarnej macierzy Hankela (zobacz (22, Theorems 4.7 oraz 4.8]). W [22, Section §]
podajemy bezposrednie rozwigzanie calkowicie hiperekspansywnego problemu uzupetnien dla m < 5 {zobacz
Proposition 5.1 (m = 1), Proposition 5.2 (m = 2), Proposition 5.5 (m = 3), Theorem 5.14 (m = 4) oraz Theorem
5.21 (m = 5)). W [22, Section 6] pokazujemy, ze rezultaty dotyczace calkowicie hiperekspansywnego problemu
uzupelnieh moga byé uzyte do rozwiazania kontrakcyjnego subnormalnego problemu momentéw (zobacz (22,
Proposition 6.2]). W [22, Theorem 6.3] formulujemy bezposrednie rozwigzanie ostatnio wspomnianego problemu
dla pieciu wag. To w szczegdlnoéel pozwala nam zapisaé bezposrednie rozwiazanie subnormalnego problemu
momentow dla pieciu wag:

TWIERDZENIE 46. [22, Theorem 6.5] Cigg B = {8n}2_, réinych dodatnich liczb rzeczywnstych ma subnor-
malne uzupelnienie wiedy 1 tylko wtedy, gdy nasigpujgce wymagania sq spelnione:
(1) Bo < B1 < B
(ii) zachodzi jeden z dwdéch nastepujgeych rozlgeznych warunkéw:
(ii-a) m > 0 orazmny 2 0,
(ii-b) m =n4 =0,
gdzie
(54) m = 2638363 — 8301 — 636363 + 616365 — 616;,
5
ne = 2630363 — 8165 — 676383 + 836363 — B35;.
Dodajmy takie, ze rozwigzanie subnormalnego problemu uzupelnien dla pigciu wagpodane w [31, strona
45] jest zle (zobacz [22, Example 6.10]).

W pracy [25] wykazujemy, ze w wiekszoécl przypadkéw normalne rozszerzenie niezerowego subnormalne-
go przesunigcia wazonego na drzewie skierowanym .7 z niezerowymi wagami nie moze byc modelowane jako
przesunigcie wazone na drzewie skierowanym g (nie wymagamy aby & skierowanym poddrzewem drzewa g ).
Jedynymi wyjatkowymi przypadkami w ktérych drzewo skierowane & jest izomorficzne albo z Z lub z Z

(zobacz [25, Theorem 6.2]).
Uzywajac nowe kryterium na subnormalnoéé nieograniczonych operatoréw wprowadzone w [6], pokazane
zostalo w [3], ze subnormalnosgé zostaje zachowana poprzez nastepujaca procedurg slabego typu:

TWIERDZENIE 47. [3, Theorem 3.1.1] Niech { S, }uen bedzie rodzing operatordw subnormalnych w zespolonej
przestrzeni Hilberta H oraz niech S bedzie gesto okreslonym operatorem w H. Zaldimy, ze wstnieje podzbiér X
zhiaru H taki, Ze

(1) X € DX(S) NNy DZ(S0),
(if) F =N o S™(X) jest rdzeniem S,

(iii) (S™x, S™y} = limyen (ST, STy dla wszystkich x,y € A orazm,n € Z, .

Wiedy S jest operatorem subnormalnym.

Powyzsza procedura pozwala nam wykonaé aproksymacyjny proces zwiazany z nieograniczonymi przesu-
nieciami na drzewach skierowanych. W ten sposdb otrzymujemy nastepujacy wynik.

TWIERDZENIE 48. [3, Theorem 5.1.1] Niech Sy bedzie przesunieciem wazonym na drzewte skierowanym 7
zwagami A = { A, buevo takimi, Ze & C D™(5y). Zaldzmy, zZe istnieje system borelowskich miar probabilistycz-
nych {py, buev na Ry oraz system nieujemnych liczh rzeczywistych {e, }yev spelniajgey

1
(55) p) = 3 Mv\?/;duv(s)+£uég(a), € B(R,), ueV.
veChi(u) o

Wtedy operator Sy jest subnormalny.
Gléwnym celem pracy [4] jest zastosowanie nowych kryteriéw wprowadzonych w [3, Theorem 5.1.1] w

kontekécie bezlistnych drzew skierowanych &, . z jednym wierzcholkiem rozgaleziajacym (zobacz [4, Theorems
4.1 oraz 4.3]).
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Jak pokazano w [26, Theorem 4.2], istniejg hiponormalne przesuniecia wazone na drzewach skierowanych z
niezerowymi wagami, ktérych kwadrat posiada trywialng dziedzing. Co wiecej, jak wykazano w [26, Theorem 3.1]
Jedynymi drzewami skierowanymi ktére dopuszczaja gesto okreélone przesuniecia wazone z niezerowymi wagami
ktorych kwadrat posiada trywialng dziedzing sa te przeliczalne i nieskoriczone drzewa skierowane, ktorych kazdy
wierzchotek posiada przeliczalng i nieskoficzong iloéé dzieci.

Problem kiedy C'*°-wektory operatora kompozycji tworza gesty podzbidr wyjéciowej przestrzeni L? oraz
zagadnienia pokrewne rozwazane sg w [5, Sections 4 oraz 6]. W [5, Section 3], podajemy pewne niezbedne fakty
niezbedne do dalszych rozwazai o operatorach kompozycji. Pewne pogladowe przyklady zostaly zebrane w 5,
Section 5]. W [5, Section 7], rozwazamy problem iniektywnosci operatoréw kompozycji.

Majac dana &/-mierzalng funkcje u: X — C, oznaczmy przez M, operator mnoienia przez u w L¥(p)
zdefiniowany wzorem

D(My) ={f e L*(u):u- f e L (1)},
Muf=u-f, fe2(M)
Operator M, jest operatorem normalnym. Rozklad polarny operatora kompozycji Cys moze by¢ opisany w

nastepujacy sposob.

Prorozycia 49. (5, Proposition 8.1] Przypusémy, ze operator kompozycy Cy jest gesto okreslony orez
Co = UlCy| jest jego rozkladem polarnym. Wiedy
(1) ICol = f\‘lfhu?,
@
(ii) przestrzer poczgtkowa operatora U jest réwna
T 2
(56) A(Cl) = {hg*1: f € L(hodn)},

(ill) przestrzeri koncowa operatora U jest dana wzorem

(57) RZ(Cy) = {fog: fe L hedp)},
(iv) czesciowa wzometria U dana jest wzorem

5 go¢

(58) Ug = Thaopi® 9 € L¥(u),

(v) sprzezenie U™ operatora U jest dane wzorem
e 5P By, goe B

gdzie Vi L3(hgdp) — Z(Cy) jest unitarnym operatorem zdefiniowanym przez Vi=fo¢gdla fe
L(hgdp) oraz P jest projekcjq ortogonalng z L*(u) na F(Cy).

W [5, Sections 9 oraz 10], podajemy charakteryzacje normalnych, quasinormalnych i formalnie normalnych
operatoréw kompozycji.
Nastepujace twierdzenie charakteryzuje operatory kompozycji ktére generuja ciggi momentéw Stieltjesa.

TWIERDZENIE 50. [5, Theorem 11.4] Jeski ¢ jest miesingularng transformacje X, wtedy nastepujgce warunki
s¢ rownowaine:
(i) Cy gemeruje ciggi momentsw Stieltjesa,
(i) {hgn(x)}52, jest ciggrem momentéw Stieltjesa dla p-p.w. = € X,
(1ii) Q(Cf;) = L%(u) dlo wszystkich k € N, oraz {u(e™™(A))}52, jest ciggiem momentdw Stieltjesa dla
wszysthich A € & takich, ie u(¢™%(A)) < oo dla wszystkich k € Z.,
(iv) hgn < 0o pow. [u] dla wszystkich n € N oraz L(p) 2 0 p.w. [y] o dle p(t) 2 0 dla wszystkich t € R,
gdzie L: C[t] — M jest liniowym odwzorowaniem zdeterminowanym poprzes®

L(t™) = hgn, neZy;

gdzie Clt] oznacza zbidr wszystkich zespolonych wielomiandw jednej zmiennej rzeczywistej t oraz M
jest zbrorem wszystkich &7 -mierzalnych zespolonych funkcji na X.

Ponadto, jesh zachodzi (1), to C} = Cyn oraz D™ (Cy) jest rdzeniem Cy dla wszystkichn € Z,.

8 Aby uczynié definicjg L poprawna medyfikujemy hyn tak aby 0 € hyn (z) < oo dla wszystkich z € X oraz n € Zy.
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