Recenzja rozprawy doktorskiej mgra Macieja Gawrona
Wartosci czwormianow oraz arytmetyczne wiasnoséci ciggéw
regularnych

Rozprawa sklada sie ze wstepu, spisu oznaczen i konwencji, z czterech rozdziatéw:

1. Rownania o rozdzielonych zmiennych,

2. Uogolniony cigg Sterna,

3. Wielomiany Sterna,

4. Wlasnosci ciggow zwigzanych z ciggiem Prouheta—Thuego—Morse’a,

i ze spisu literatury. Pierwszy rozdziat jest catkowicie odrebny, trzy pozostale sg ze sobg luz-
no powigzane, wprawdzie wszystkie dotycza ciaggéw regularnych (patrz nizej definicje ciagu
regularnego), ale nie wszystkich ciggéw regularnych, i z tego powodu brakuje mi w tytule
rozprawy stowa pewnych.

Giéwne twierdzenie rozdziatu 1 (Twierdzenie 1.13(A)) daje kompletny opis wszystkich
par (f,g), dla ktérych réwnanie f(z) = g(y) ma nieskofczenie wiele rozwigzaf calkowitych,
gdzie f i g s3 czwérmianami o wspotczynnikach catkowitych spelniajacymi pewne dodatkowe
zatozenia.

Przy pomocy twierdzenia Bilu-Tichy’ego z 2000 r., ktére juz stalo sie klasyczne, autor
sprowadza problem do zagadnienia dekompozycji czwérmianéw nad cialem algebraicznie do-
mknigtym charakterystyki 0, ktdre jest rozwiazane w Twierdzeniu 1.9. Dowdd tego twierdze-
nia, zajmujgcy 8 stron i oparty na 4 lematach, jest, moim zdaniem, najwarto$ciowszg, czescig
rozprawy. Nie widze, gdzie w dowodzie wykorzystuje sie istotnie zatozenie algebraicznej do-
mknietosci, i sadze, ze twierdzenie prawdziwe jest bez tego zalozenia. Przy okazji twierdzenia
1.13(B), ktérego nie przytaczam, autor prostuje bledne twierdzenie Kreso, zwigzane z tym
tematem.

Rozdziat 2 po$wiecony jest badaniu uogdlnionych ciggéw Sterna okreslonych w sposéb
nastepujacy:

Dla k > 2 hiper-k-arna reprezentacja liczby naturalnej n nazywamy zapis n = dy + kd; +
...+ Kk'd;, gdzie d; € {0,1,...,k}. y

Ciagiem k-Sterna nazywamy {sx(z)}, gdzie s,(0) = 01i dla;;n_ > 1, sk(n) jest liczba hiper-
k-arnych reprezentacji liczby n — 1. Dla k = 2 otrzymujemy ciag okreslony przez Sterna
w 1858 . | |

Gléwnym twierdzeniem tego rozdziatu jest Twierdzenie 2.6:

Niech k > 2 liczba naturalna, ¢ = %g Wowczas

b nloge NG

Szczegblny przypadek tego wzoru dla k = 2 zostal opublikowany w 2014 r. przez Coonsa
i Tylera. ‘

Rozdzial 3 poswiecony jest badaniu wielomianéw Sterna zdefiniowanych przez Klavza-
ra, Milutinoviéa i Petra (2007) jak nastepuje: By(t) = 0, Bi(t) = 1, Ba,(t) = tB,(t),
Bont1(t) = By(t) + Bpya(t). Ba(1) jest oryginalnym ciggiem liczbowym Sterna. Autor do-
wodzi dwbch przypuszczen M. Ulasa na temat wielomiandéw Sterna i bada postawiony przez
niego problem dotyczacy zwrotnych elementéw tego ciggu wielomianéw (w rozprawie ele-
menty zwrotne nazywaja sie symetryczne). Autor dowodzi przez pomystowa konstrukeje, ze
liczba f(x) liczb naturalnych < x takich, ze B,(t) jest zwrotne, speinia dla > 1 nieréwnosé
f(z) > c(log £)%/2, gdzie c jest stala dodatnia, i stawia przypuszczenie, ze f(z) = O((log z)¥)
przy pewnym k. Réwniez recenzent zajmowal si¢ tym tematem w pracy Reciprocal Stern po-
lynomials, Bull. Polish Acad. Sci. Math. 63 (2015), 141-147, ktérej nie ma w spisie literatury
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zamieszczonym w rozprawie. Jednakze przypuszczenie f(z) = O((log z)¥), ktére uwaza za
prawdopodobne, nie jest w tej pracy nawet sformutowane. .

Gléwna myél dowodu jednej z hipotez M. Ulasa opiera sie na pojeciu madgow k-automatycznych,
co stanowi jeden ze zwigzkéw rozdziatu 3 z rozdziatem 4. Rozdzial 4 poswiecony jest badaniu
ciggoéw zwigzanych z ciaggiem Prouheta—Thuego—Morse’a, ktérego n-ty wyraz jest najmniej-
sz, resztg mod 2 sumy cyfr dwéjkowych sy(n) liczby n. Znajduje sie tutaj nastepujaca de-
finicja ciggu regularnego, pochodzaca od J.-P. Allouche’a (1992): Niech (uy) bedzie ciggiem
o wartodciach w pewnym pierscieniu R. Jezeli podmodut pierscienia RN generowany przez
2bior ciggow {ugnarp} (@ € N, 0 < b < k™) jest skoriczenie generowany, to cigg (Un)nen jest
k-reqularny.

Rozdziat 4 dotyczy ciagéw c, i ta(n), okreSlonych przez réwnania:

w Fo(z) : Plg) = Z)tg(n)x", G(z) = io»cnqc", F(G(z)) ==,
w C(z) : Fi(z) = i(—l)”(”)x", Fl(x)zz iﬂtg(n)x

Wisréd 8 twierdzen tego rozdziatu nie widze twierdzenia gléwnego, natomiast twierdze-
nie 4.6 jest bledne, zamiast 4™ — 1 powinno w nim byé 4™ + 5. Ten sam blad rachunkowy
wystepuje rowniez w dowodzie. Précz tego rozprawa zawiera kilkadziesigt omylek, nie tyl-
ko drukarskich, ktérych liste podaje ponizej. Te omytki utrudniajg, ale nie uniemozliwiaja,
czytanie rozprawy. Wnosze o jej przyjecie, zaznaczajac, ze cze$é¢ z jej wynikdéw juz jest opu-
blikowana przez autora.

Lista dostrzezonych omytek

str. wiersz
6 -8 oznaczenie F' o G stosowane jest na str. 44 do operatoréw
—6 zamiast rozZnych ma by¢ parami wzglednie pierwszych
7 -1 w przytoczonym sensie oznaczenie {2 stosowane jest w informatyce,
w teorii liczb, ktdrej dotyczy rozprawa, f = Q(g) oznacza, ze f # o(g).
8 9 zamiast catkowitych ma by¢ o ograniczonych mianownikach
9 6 zamiast 2012 ma byé 2011 :
12 -7 brak na konicu < dega + deg(bc) — 1
13 —10 brak Zrédta lematu 1.8
14 12 zamiast pewnej liczby wymiernej ¢ ma byé¢ pewnego ¢ € K
26 2 zamiast wyrazy ma by¢ wspotczynniki
27 7 zamiast wyrazéw ma byé wspdlczynnikéw
29 2 zamiast kd; ma by¢ kd;
31 10 zamiast = ma by¢ =
32 —11 zamiast moZze sie ma byé mozemy ‘
40 -3 zamiast nieskoriczony ma byé nieskoriczony rosngcy
42 4 zamiast B, (0) = n ma byé¢ B,(0) =n

zamiast B,(—1) = (n+1) (mod3) — 1 ma byc
Bu.(-1)=n+1—1(mod3)
—13/ — 12 zamiast = ma byé =
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brak okreslenia krawedzi i éciezek automatu. Wiadomo, czym sg te
pojecia w przypadku grafu, ale graf zostal wprowadzony pdzZniej,
na str. 45

samiast, (¢ 1) (), (3 8)(5) ma byé (@.8)(11), (@8)(s1)

zamiast ¢, = sy(n) (mod 2) ma by¢ ¢, = 2{s2(n)/2}, gdzie {z} jest
czedcig utamkows liczby rzeczywistej x

zamiast bedziem ma by¢ bedzie

brak okreslenia enumeracji (Stownik polskich wyrazéw technicznych,
Dziat 11. Matematyka, Warszawa 1936, nie zna takiego pojecia)
brak dowodu podanych tu wzoréw rekurencyjnych

zamiast = ma by¢ =, lub (mod 2) jest niepotrzebne

zamiast 4 ma by¢ 2 :

brak warunku ! € N i uwagi, ze [ spelniajgce ten warunek moze by¢é
dowolne :

by

brak dowodu, ze cigg (-—5"—)
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. n) (mod 2) ma byé{Q{

zamiast # ma by¢ #

brak okreglenia uzytego tu oznaczenia 4

cytowane twierdzenie Weyla [49] zostato wczeéniej opublikowane przez
Bohla (J. reine angew. Math. 135 (1909), 189-283)

brak: Corrigendum and Addendum, Acta Arith. 99 (2001), 409-410
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