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Recenzja rozprawy doktorskiej pana mgr Macieja Gawrona

Pan mgr Maciej Gawron przedstawil rozprawe doktorska pod tytutem
Wartosci czwdrmiandw oraz arytmetyczne wtasnosci ciggow regularnych.

Praca ta sktada sie z czterech rozdzialéw z ktoérych pierwszy poswiecony jest rownaniom
diofantycznym, a pozostale arytmetyczno-kombinatorycznym wlasnosciom pewnych ciggow.

Gléwnym wynikiem rozdzialu 1 jest interesujace twierdzenie 1.9, ktére opisuje wszystkie
mozliwe dekompozycje czwormianéw nad dowolnym ciatem algebraicznie domknietym charak-
terystyki 0. Stosujgc ten wynik oraz klasyczne twierdzenie Siegela i metode Bilu-Tichy’ego z
2000 roku autor dowodzi (twierdzenie 1.13), ze jesli f,g sa dwoma czwérmianami stopni co
najmniej 9 to przy bardzo stabych i naturalnych zalozeniach réwnanie f(z) = g(y) ma co na-
jwyzej skoriczenie wiele rozwigzan w liczbach catkowitych z,y. Wezesniejsze wyniki tego typu
uzyskane przez Kreso i Tichy’ego wymagaly restrykcyjnych zatozen. Drugi wynik dotyczacy
skoriczonoscei liczby rozwigzan (twierdzenie 1.15) ma jeszcze ogélniejszy charakter. Tym razem
f jest wielomianem skladajgcym sie z [+ 1 jednomianéw, a g trojmianem. Teza o skonczonosci
liczby rozwigzan obwarowana jest jednak pewnymi zalozeniami dotyczacymi stopni wielomi-
anéw f, ¢ i liczby jednomianéw w f. Te zalozenia to: degg > 2I(l — 1) oraz deg f > 2.
Autor pokazuje na przykladzie, ze w ogoélnosci te zalozenia sg konieczne. Wynik ten ulepsza
istotnie pewng prace Kreso, gdzie podano btedny dowdéd podobnego rezultatu. Przejawiajaca
sie tutaj skrupulatno$¢ doktoranta zastuguje na uznanie. Natomiast dowdd gtéwnego wyniku
tego rozdzialu (twierdzenia 1.9) jest zapisany wg. mnie zbyt lakonicznie. Sg miejsca, gdzie
sprawdzenie, ze pewne wyrazy nie skasujg sie i wynikowa liczba jednomianéw bedzie wieksza
niz 4, jest po czesci pozostawione czytelnikowi pracy - w rozprawie doktorskiej objasnienia
wszystkich szczegdlow powinny byé norma.

W rozdziale 2 pan Gawron zajmuje sie uogélnionym ciggiem Sterna.Dla k& > 2 okreslamy
sk(n) jako liczbe przedstawien liczby naturalnej n w postaci

n=dy+kd, + ...+ k'd; gdzie d; € {0,1,...,k}.

Twierdzenie 2.6 podaje wzor asymptotyczny na si(n); dokladniej

logy, (k?~1)
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gdzie p = HT‘/% to ztota liczba. Jest to bardzo piekny wzor i nawet dla k = 2 (klasyczny
cigg Sterna) uzyskanie dokladnej asymptotyki byto otwartym problemem przez szereg lat. W
roku 2014 autorzy Coons i Tyler opublikowali dowdd dla & = 2. Dowdd przedstawiony przez
Gawrona jest catkowicie elementarny ale interesujacy.
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W rozdziale 3 autor zajmuje sie wlasnosciami wielomianéw Sterna. Jest to cigg wielomianéw
o wspolczynnikach catkowitych nieujemnych okreslony prostym wzorem rekurencyjnym rozroz-
niajacym przypadki: n parzyste - n nieparzyste (str. 40). Ciag ten byt badany migdzy innymi
przez Schinzla i Ulasa. Najciekawszym wynikiem tego rozdziatu jest dowod hipotezy Ulasa, ze
jedynymi wymiernymi pierwiastkami wielomianéw Sterna moga by¢ liczby: 0,—1,—1/2,—1/3.
Ponadto doktorant udowodnil, ze kazda z wymienionych liczb jest pierwiastkiem nieskonczenie
wielu wielomianéw Sterna.

W ostatnim rozdziale swojej rozprawy doktorskiej autor zajmuje sie ciggami zwigzanymi z
klasycznym ciggiem Thuego-Morse’a t,, okreslonym jako reszta mod 2 z liczby sp(n) jedynek w
zapisie dwojkowym liczby n. Zajmuje sie najpierw wspotczynnikami (¢, ) formalnej odwrotnosci
szeregu tworzacego cigg Thue-Morse’a. Korzystajac z twierdzenia Christola dowodzi najpierw,
ze ciag (c,) jest 4-automatyczny. Potem pokazuje, ze cigg charakterystyczny jedynek w tym
ciggu jest 2-regularny, a cigg charakterystyczny zer nie jest k-regularny dla zadnego k. Dowody
tych faktéw korzystajg z teorii ciggéw automatycznych. Natomiast mnie najbardziej podoba
sie twierdzenie 4.18 dotyczace splotu ciagu Thuego-Morse’a ze soba:

n

tg(n) = Z(_l)sz(i)—i—sz(n—i).

1=0

Rzeczone twierdzenie méwi, ze kazda liczba catkowita # 0 wystepuje w ciagu to(n) nieskoncze-
nie wiele razy. Dowdd oparty jest na niedawnej metodzie efektywnego wypisywania liczb
wymiernych Calkina i Wilfa. Zadziwiajace jest to, ze metode te dato sie tutaj zaadaptowac.
Ten gléwny wynik dotyczacy ciggu ta(n) uzupelniaja dwa twierdzenia: tw. 4.19 o logaryt-
micznej wypuklosci oraz tw. 4.20 o tym, ze trzy kolejne wyrazy tego ciagu nie mogg by¢ tego
samego znaku.

Podsumowujgc: uwazam, ze wyniki przedstawione przez pana mgr Macieja Gawrona sg in-
teresujgce i zaslugujg na uznanie. Przy czym rozdzial 1 ma charakter bardziej teorioliczbowy,
natomiast pozostale rozdzialy dotyczace ciagéw regularnych majg charakter bardziej kombina-
toryczny. Metody zastosowane do dowodéw twierdzen majs podstawowy charakter, ale autor
postuguje sie nimi niezwykle biegle.

Pan mgr Maciej Gawron jest autorem (lub wspétautorem) prac, ktére ukazaty si¢ w bardzo
dobrych czasopismach miedzynarodowych: Discrete Mathematics oraz Publicationes Mathe-
maticae Debrecen a dwie kolejne prace sg zlozone do publikacji. Ponadto dziata aktywnie na ni-
wie popularyzacji matematyki - miedzy innymi jest cztonkiem Komitetu Okregowego Olimpiady
Matematycznej w Krakowie.

Niniejsza praca pana Gawrona, przedstawiona jako rozprawa doktorska, niewatpliwie spelnia
wszystkie kryteria zwyczajowe i formalne przewidziane dla dysertacji doktorskich w polskim
prawie. Dlatego wnioskuje z pelnym przekonaniem o dopuszczenie pana mgr Macieja Gawrona
do dalszych etapow postepowania doktorskiego.
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