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OMOWIENIE PRZEDSTAWIONEGO CYKLU PRAC:

1 Wprowadzenie

Jednym z wazniejszych probleméw dotyczacych geometrii przestrzeni Banacha jest py-
tanie o jej regularnosé, precyzyjniej: o to, czy kazda przestrzen Banacha zawiera struk-
ture "regularng" - np. podprzestrzen z bazg, podprzestrzen izomorficzng z jedna z klasy-
cznych przestrzeni ciggowych £, lub ¢y lub podprzestrzerl z bazg bezwarunkows. Scisle
zwigzane z tymi problemami jest pytanie o strukture i bogactwo rodziny operatoréw
ograniczonych na przestrzeni Banacha i jej podprzestrzeniach. O ile odpowiedZ na pier-
wsze z wymienionych wyzej pytan jest - na mocy klasycznego twierdzenia Mazura - pozyty-
wna, to seria konstrukeji zapoczatkowanych przez B.Tsirelsona [65] zapewnita przyktady
przestrzeni o strukturze dalekiej od oczekiwanej regularnoéci. Intensywne badania od
1991 roku nad nows klasg "egzotycznych" przestrzeni i metodami ich kostrukeji przynosza
odpowiedzi na dtugo otwarte pytania dotyczace rowniez tak regularnych przestrzeni, jak
przestrzen Hilberta £5.

Jednym z przelomowych krokéw byta konstrukeja przestrzeni Banacha nie zawierajace]
bezwarunkowego ciggu bazowego autorstwa W.T.Gowersa i B.Maurey’a [42], wprowadza-
jaca nowa - obecnie juz klasyczna - technike. Jak zaobserwowal W.Johnson, przestrzern
Gowersa-Maurey’a posiada znacznie silniejsza wlasnosé - jest dziedzicznie nierozktadalna.
Przypomnijmy, ze przestrzeri Banacha jest rozkfadalna, jesli jest sumg prostg dwoch
swoich domknietych nieskoriczenie wymiarowych podprzestrzeni. Przestrzeri Banacha bez
rozkladalnych podprzestrzeni nazywamy dziedzicznie nierozktadalng (typu HI - hereditar-
ily indecomposable). Uzyskanie wlasnosci HI "przy okazji" konstrukcji przestrzeni bez
ciggu bezwarunkowego zainspirowalo stynng dychotomig Gowersa [40], ktory wykazal,
dzieki kapitalnemu wykorzystaniu technik teorii Ramsey’a, ze dowolna przestrzen Banacha
zawiera bezwarunkowy cigg bazowy lub podprzestrzen typu HI i zainicjowal program
"uznej” klasyfikacji przestrzeni Banacha - z dokladnoscig do przejScia do podprzestrzeni
- opisany w pracy [41].

Celem programu Gowersa jest identyfikacja klas nieskoniczenie wymiarowych przes-
trzeni Banacha, ktore sa,

- dziedziczne, tzn. jedli przestrzen nalezy do danej klasy, to wszystkie jej domkniete
nieskonczenie wymiarowe podprzestrzenie rowniez,

- nieuniknione, tzn. kazda przestrzeri Banacha zawiera nieskoriczenie wymiarows pod-



przestrzen z jednej z tych klas,

- "definiowalne" w jezyku rodzin operatoréw ograniczonych w przestrzeni.

Oczywidcie celem jest wskazanie klas nie tylko roztacznych, ale takze definiowanych
przez wiasnosci mozliwie odlegle od siebie. Klasy operatoréw interesujace z punktu
widzenia tak pojetej klasyfikacji to nietrywialne projekcje ograniczone (o jadrze i obra-
zie wymiaru nieskonczonego), izomorfizmy (przy pomocy ktérych definiowane sg rézne
typy minimalnosci przestrzeni) i ograniczone niezwarte operatory $cisle singularne. Przy-
pomnijmy, ze operator jest $cisle singularny, jesli zadna jego restrykcja do nieskonczenie
wymiarowe] podprzestrzeni nie jest izomorfizmem na obraz.

Program rozwijany jest dwutorowo: z jednej strony rozpoznawane sg kolejne klasy,
a wiec dowodzone odpowiednie dychotomie, z drugiej - konstruowane sg przyklady przes-
trzeni w proponowanych klasach. Najbardziej regularnymi przestrzeniami, o bogate]
rodzinie operatoréw ograniczonych, sg oczywiscie przestrzeni ciggowe £, lub ¢y, scharak-
teryzowane dzieki twierdzeniu Zippina jako "blokowo jednorodne" przestrzenie. Na drugim
koricu listy znajdujg sie¢ przestrzenie typu HI réznej masci, o bardzo ubogiej rodzinie oper-
atoréw ograniczonych. Przypomnijmy, ze przestrzen Gowersa-Maurey’a Xy ma "malo
operatoréw", tzn. dowolny ograniczony operator na Xgys jest postaci AId + S, gdzie S
jest $cidle singularny. Wtasnos¢ te lub jej bliskag wersje posiadajg wszystkie przestrzenie
typu HI [42, 29]. Konstrukcja Gowersa-Maurey'a otwarta drogg do odpowiedzi na pytanie
J.Lindenstraussa [50] o istnienie przestrzeni, ktéra ma "bardzo malo operatoréw", tzn.
na ktoérej dowolny operator ograniczony jest zwartg perturbacjg wielokrotnosci identy-
cznosci ("scalar-plus-compact problem'"). Problem ten zostal rozwigzany ostatnio przez
S.Argyrosa i R.Haydona, ktérzy skonstruowali przestrzen typu HI, ktéra ma "bardzo
malo operatoréw" i jest predualng do #; [14]. Jednakze refleksywna oraz dziedziczna
wersja problemu "scalar-plus-compact", w duchu programu Gowersa, pozostaje otwarta,
wymagajgc wprowadzenia nowych narzedzi.

Wyniki z omawianego cyklu prac [Al, A2, A3, A4, A5| dotyczg programu klasyfikacji
Gowersa rozwijajac techniki umozliwiajace zaréwno identityfikacje nowych klas, jak i ba-
danie przykladéw "egzotycznych" przestrzeni pod wzgledem bogactwa rodzin izomor-
fizméw (w jezyku typow minimalnosdci) i operatoréw $ciSle singularnych. Stan badari
w tym zakresie oméwiony jest ponizej, a w kolejnych rozdzialach przedstawione sg bardziej
szczegbtowo wyniki z omawianego cyklu prac.

Gléwnym narzedziem przy rozpoznawaniu klas w ramach programu Gowersa jest

odpowiednia adaptacja technik teorii Ramseya do sytuacji przestrzeni Banacha, zapro-



ponowana przez W.T.Gowersa w dowodzie jego dychotomii [40], rozszerzona w pracach
[41, 54, A1, 63, 30, 3]. Nalezy zauwazy¢, ze choé¢ dychotomie dotyczg wlasnosci dale-
kich od regularnosci, teoria ta dostarcza réwniez istotne wyniki o zachowaniu przestrzeni
"regularnych"; dychotomia Gowersa wraz z rezultatem R.Komorowskiego i N.Tomczak-
Jaegermann [45] pokazala, ze ly jest jedyng przestrzenig izomorficzng z dowolng swojg,
domkniets podprzestrzenig nieskoniczenie wymiarows, (rozwigzanie "problemu przestrzeni
jednorodnej" S.Banacha).

Dychotomia Gowersa [40] przyniosta pierwsze dwie klasy: przestrzenie z bazg bezwa-
runkowsy, i przestrzenie typu HI, definiowalne w jezyku nietrywialnych projekcji ogranic-
zonych. Dalsza klasyfikacja w ramach programu Gowersa, rozwijana obecnie intensy-
wnie, dotyczy rodziny izomorfizméw wewnatrz przestrzeni. Przypomnijmy, ze przestrzen
Banacha jest minimalna jesli zanurza sie izomorficznie w dowolng swojg domkniets pod-
przestrzen nieskonczenie wymiarows. Przestrzen Banacha X nazywamy quasi-minimalng,
jesli dowolne jej dwie nieskoniczenie wymiarowe podprzestrzenie zawierajg dalsze izomor-
ficzne nieskonczenie wymiarowe podprzestrzenie. Przedmiotem badad w ramach pro-
gramu Gowersa w zakresie przestrzeni quasi-minimalnych jest identyfikacja typéw mini-
malnosci, okreslajacych, jakie pary podprzestrzeni w calej przestrzeni mogg byé izomor-
ficzne. W oczywisty sposob podprzestrzenie, ktére lezg "blisko" siebie wewnatrz calej
przestrzeni, bedg izomorficzne, stad kazda przestrzen typu HI jest quasi-minimalna. Anal-
iza réznych sposobéw wyboru par podprzestrzeni "oddalonych" od siebie i izomorficznych
prowadzi do wprowadzenia réznych typéw minimalnosci przestrzeni Banacha.

W celu sformutowania nastepnych wlasnosci przypomnijmy standardowe definicje.
W przestrzeni Banacha z baza (e;) nosnikiem dowolnego wektora z = . z;e; nazywamy
zbiér suppz = {i € N : z; # 0}, zakresem z - najmniejszy przedzial w N zawierajgcy
suppz. Ciag (z,) C X spelniajacy maxsuppz, < minsuppZ,4i, n € N, nazywamy
ciggiem blokéw, domkniets podprzestrzeri rozpieta przez nieskoniczony ciag blokéw (z,)
nazywamy podprzestrzeniq blokowg. Ciag bazowy (z,,) C-dominuje ciag bazowy (y,) (odp.
jest C-réwnowazny ciggowi (yn)), jesli odwzorowanie =, — vy, n € N, mozna rozszerzy¢
na lin(z,) do operatora ograniczonego T' o normie ||T| < C (odp. izomorfizmu T na
obraz z ||T||, [T~} < C).

W.T.Gowers w kolejnej dychotomii [41] skontrastowatl - w przestrzeni Banacha z bazg
- quasi-minimalno$é¢ z brakiem izomorfizméw pomiedzy podprzestrzeniami blokowymi
o roztacznych noénikach. Kolejny krok zrobiony zostal w pracy [Al], poswieconej relacji

pomiedzy istnieniem ciggami subsymetrycznymi w przestrzeni oraz minimalno$cig przes-



trzeni. Podejécie zaprezentowane w pracy [A1l] zostalo zastosowane w pracy V.Ferenczi’ego
i C.Rosendala [30], ktérzy przeciwstawili r6znym typom minimalno$ci odpowiednie typy
"ciasnosci" przestrzeni, ktérej nie bedziemy tutaj definiowaé explicite. Przypomnijmy, ze
przestrzen Banacha X z bazg jest ciggowo minimalna [30], jesli dowolna jej podprzestrzen
blokowa zawiera cigg blokéw (z,) taki, ze kazda podprzestrzen blokowa X zawiera cigg
blokéw réwnowazny pewnemu podciggowi (z,). Ponizej przypominamy najwazniejsze

klasy wedlug klasyfikacji Ferenczi’ego-Rosendala w ramach programu Gowersa.

Twierdzenie 1. [80] Niech X bedzie nieskoriczenie wymiarowq przestrzeniq Banacha.
Wtedy X zawiera domknietq nieskoriczenie wymiarowq podprzestrzen Y z bazg o jednej

z nastepujgcych wtasnosci:

(1) Y jest przestrzeniq typu HI oraz dowolne dwa ciggi blokéw wY o parami roztgcznych
zakresach rozpinajg niepordwnywalne przestrzenie (tzn. zZadna z nich nie zanurza sie

w drugg),
(2) Y jest ciggowo minimalng przestrzeniq typu HI,

(8) Y ma baze bezwarunkowq oraz dowolne dwa ciggi blokéw w'Y o parami roztgcaznych

nosnikach rozpinajq nieizomorficzne przestrzenie,

(4) Y ma baze bezwarunkowq, jest quasi-minimalna, ale dowolne dwa ciqgi blokéw w'Y

o parami roztgeznych zakresach rozpinajg nieporéownywalne przestrzenie,

(5) Y ma baze bezwarunkowq, jest ciggowo minimalna i "ciasna" (w szczegdlnosci bez

minimalnych podprzestrzeni),
(6) Y ma baze bezwarunkowgq i jest minimalna.

W dalszym rozwoju programu Gowersa w ujeciu Ferenczi’ego-Rosendala [30] wyko-
rzystywana jest struktura asymptotyczna przestrzeni Banacha [70, 63], Scisle zwigzana
z typami minimalnosci, cf. [27, 30] oraz lokalna minimalnosé¢ przestrzeni.

Poniewaz program Gowersa klasyfikuje przestrzenie Banacha z doktadnoscig do pod-
przestrzeni, oczywistym obiektem badan sg przestrzenie nie zawierajace ¢, lub cy. Jedyne
znane przyktady tego typu to mieszane przestrzenie Tsirelsona i przestrzenie budowanych
na ich bazie, w szczegdlnosci przestrzeni typu HI. Liste przykladéw z tej klasy zaczyna
przestrzen Tsirelsona [65, 34], dualna pierwsze]j znanej przestrzeni nie zawierajacej £, lub

o, nastepnie pojawila sie przestrzen Tzafriri’ego rozwiazujaca hipoteze tzw. "réwnych



typow" [69]. Kolejny przyklad to przestrzen Schlumprechta [61], pierwsza znana dowol-
nie wykrzywialna przestrzen, wykorzystana przy dowodzie dowolnej wykrzywialnosci £
(rozwigzania "distortion problem") w pracy [57]. Konstrukcja Gowersa-Maurey’a [42],
bazujaca na przestrzeni Schlumprechta, przyniosta nowa metode. S.Argyros i I.Deliyanni
zaadaptowali ja w sytuacji przestrzeni £1-asymptotycznych [11], a wiec przestrzeni o bardzo
regularnej lokalnej strukturze inicjujac "réwnolegta" klase przestrzeni, i, wraz ze wspolau-
torami, zaprezentowali systematyczne podejécie do teorii konstrukcji przestrzeni tgcza-
cych w swojej strukturze skrajnie rézne wlasnosci, cf. [13, 15, 18, 9, P7]. Zostaly tez
skonstruowane przestrzenie £p-asymptotyczne, 1 < p < oo, typu HI [2, 26]. Niewat-
pliwie najwyzszym osiggnieciem tej teorii obecnie jest wspomniana wczesniej przestrzen
Argyrosa-Haydona, posiadajaca "bardzo malto operatorow" [14].

Do tej pory okreslono typy minimalnosci tylko poszczegdlnych przyktadow "egzoty-
cznych" przestrzeni. V.Ferenczi i C.Rosendal [31] pokazali, ze przestrzen skonstruowana
w pracy [37], rozwiagzujaca "problem hiperplaszczyzn" Banacha jest klasy (3), natomiast
przestrzen typu HI z bazg, asymptotycznie bezwarunkows, z [38] jest klasy (1). Zaskaku-
jacym przyktadem klasy (2) okazala sie pewna wersja oryginalnej przestrzeni Gowersa-
Maurey’a, jak pokazali niedawno V.Ferenczi i T.Schlumprecht [32]. Pierwszy znany przy-
ktad przestrzeni klasy (4) skonstruowali niedawno S.Argyros, A.Manoussakis i autorka
[P9]. Klasa (5) zawiera oryginalng przestrzen Tsirelsona [25], jak réwniez jej konweksy-
fikacje; sztandarowymi przyktadami klasy (6) sa przestrzenie £,, 1 < p < o0, i ¢, jak
réwniez dualna do przestrzeni Tsirelsona oraz przestrzen Schlumprechta. Bardziej sys-
tematyczne podejécie do badania struktury mieszanych przestrzeni Tsirelsona oraz przes-
trzeni konstruowanych na ich bazie, w tym typéw minimalnosci, zostalo przedstawione
w pracach [51, 46, A3, A4, A5|. W szczegblnosci wprowadzone w pracach [A4, A5]
narzedzia pozwalajg na glebsze zrozumienie podobiefistw pomiedzy budowa przestrzeni
typu Gowersa-Maurey’a a typu Argyrosa-Deliyanni oraz pozwalajg na pelniejszy opis
struktury lokalnej i asymptotycznej ogdlnych przestrzeni Banacha, cf. [A5].

Podobieristwa struktur przestrzeni typu Gowersa-Maurey’a oraz Argyrosa-Deliyanni,
o ktérych mowa powyzej, opierajg sie na lokalnej reprezentacji w tych przestrzeniach
przestrzeni £, lub (konweksyfikowanej) przestrzeni Tsirelsona [34], przestrzeni o bardzo
podobnej strukturze. Przestrzeri Tsirelsona i jej konweksyfikacje cechuje silna wersja cig-
gowej minimalnosci, w ktorej kazdy znormalizowany ciagg blokéw zawiera podciag (za-
miast ciagu blokéw) réwnowazny pewnemu podciggowi bazy. Przestrzenie o tej wlasnosci
tworza, Klase I (Schlumprechta) [62], badana w pracy [30, 60]. Pytanie H.Rosenthala,



czy silniejsza wlasnosé, w ktorej kazdy znormalizowany cigg blokéw zawiera podcigg
réwnowazny bazie, charakteryzuje tylko klasyczne przestrzenie £, lub co, rozwazane jest
w pracy [A2].

Przestrzenie z Klasy I Schlumprechta, jak przestrzen Tsirelsona i jej konweksyfikacje
(klasa (5)) w szczegolnosci nie dopuszczajg ograniczonych niezwartych operatoréw scisle
singularnych na podprzestrzeniach, podobnie jak w przypadku £, lub ¢, (klasa (6)), i prze-
ciwnie, niz jest to w przypadku przestrzeni Schlumprechta (klasa (6)). Ta obserwacja
wskazuje na potrzebe wlgczenia do programu Gowersa rodziny nietrywialnych operatoréw
4cigle singularnych w podprzestrzeniach. T.Schlumprecht w pracy [62] zasugerowal dy-
chotomie miedzy Klasg I a Klasg 11, zawierajaca przestrzenie dopuszczajace nietrywialny
operator &ciéle singularny w kazdej podprzestrzeni nieskoriczenie wymiarowej. Dokladnie;
przestrzeri Banacha z bazg jest w Klasie II (Schlumprechta), jesli dowolny ciag blokéw
posiada dalsze znormalizowane ciggi blokéw (x,,) 1 (yn) takie, ze odwzorowanie z, — ¥y
rozszerza sie do ograniczonego operatora Scisle singularnego pomiedzy lin(z,,) i lin(y,).
Poniewaz dziedziczna, podobnie jak refleksywna, wersja problemu "scalar-plus-compact"
jest nadal otwarta, warunki gwarantujace istnienie nietrywialnych operatoréw $cisle sin-
gularnych w przestrzeni sa bardzo cenne. Giéwnym narzedziem konstrukcji takich op-
eratoréw jest réznego typu zachowanie "modeli rozciagnietych" [39, 36, 62, 5, 6, 19] lub
asymptotyczne zachowanie ciagéw bazowych wzgledem kanonicznej bazy ¢; [62]. Praca
[A5], dzieki wykorzystaniu metod rozwinietych przy badaniu mieszanych przestrzeni Tsi-
relsona w pracy [A4], przedstawia ogélne warunki istnienia nietrywialnych operatorow
scisle singularnych w jezyku asymptotycznego zachowania wyzszego rzedu ciggéw bazo-
wych, o zastosowaniu m.in. w klasie przestrzeni £,-asymptotycznych. Ogoélne podejscie
zaprezentowane w pracy |[Ab] znalazto swoje zastosowanie w konstrukeji nietrywialnych
operatoréw $ciéle singularnych na przestrzeniach HI typu Argyrosa-Deliyanni w pracy
[P8].

2 Typy silnej minimalno$ci

W tym rozdziale oméwione zostana ogolne wyniki z prac [A1, A2| dotyczace wzmocnionych
wlasnosci minimalnosci.

Rozwazaé tutaj bedziemy typy minimalnosci formulowane w jezyku réwnowaznosci
ciggow blokéw. Moéwimy, ze przestrzenn Banacha X z bazg jest blokowo minimalna, jesli

dowolny cigg blokéw X zawiera dalszy cigg blokéw réwnowazny bazie. Przestrzen Schlum-



prechta [8] jest przyktadem przestrzeni blokowo minimalnej nie zawierajacej kopii £, lub
co. 7 drugiej strony dowolna blokowo jednorodna przestrzen Banacha z bazg (w kto-
rej dowolny znormalizowany ciag blokéw réwnowazny jest bazie) jest izomorficzna z £,
1 <p < o0, lub ¢y, na mocy twierdzenia Zippina.

Analogiczne pojecia sformutowane w jezyku podciggdw, zamiast ciggu blokéw, danego
ciggu bazowego okazuja sie rownowazne. W tym ujeciu zamiast przestrzeni blokowo jed-
norodnej rozwazamy cigg subsymetryczny, tzn. rownowazny wszystkim swoim podciggom.
7 twierdzenia Ramsey’a wynika, ze jesli dowolny podciag ustalonego ciggu bazowego (e;)
zawiera podcigg réownowazny (e;), to (e;) ma podcigg subsymetryczny. Ponownie ka-
noniczna baza przestrzeni Schlumprechta [61] jest przykladem ciggu subsymetrycznego,
ktorego domkniete rozpiecie liniowe nie zawiera £, ani co.

Badanie poérednich wtasnosci miedzy blokows, jednorodnoscig i blokows minimalnos-
cig, wigzacych obydwa typy "podbaz" danego ciggu bazowego, tzn. podciagi i ciggi
blokéw, inspiruje interesujace problemy typu Ramsey’a zwigzane z klasyfikacyjnym pro-
gramem Gowersa.

Praca |A1l] przedstawia nastepujacy rezultat, osiggniety dzieki istotnemu poszerze-
niu techniki zastosowanej w pracy [P3]. Przypomnijmy, ze przestrzen Banacha X jest
(blokowo) nasycona przestrzeniami/ciagami bazowymi typu (P), jesli kazda (blokowa)

domknieta nieskoriczenie wymiarowa podprzestrzen X zawiera dalszg, (blokows,) podprzes-

trzeni/ciag typu (P).

Twierdzenie 2. [A1, Cor. 3.5] Przestrzeri Banacha nasycona subsymetrycznymi ciggami

bazowymi zawiera podprzestrzeri (blokowo) minimalng.

Przypomnijmy, ze odwrotna implikacja nie jest prawdziwa; przykladem przestrzeni
minimalnej bez ciggéw subsymetrycznych jest przestrzen dualna to przestrzeni Tsirelsona
[24]. Rezultat powyzszy pozwolil na pierwsze rozszerzenie klasyfikacji Gowersa w za-
kresie przestrzeni quasi-minimalnych. Zaprezentowana w pracy technika postuzyta jako
baza poszerzenia programu klasyfikacyjnego Gowersa przez V.Ferenczi’ego i C.Rosendala
w pracy [30] w jezyku bogactwa rodziny izomorfizméw w przestrzeni.

Kombinatoryczny dowéd powyzszego twierdzenia wykorzystuje nastepujacy lemat "sta-
bilizacyjny", dowodzony za pomocg standardowej metody przekatniowej, cf. [66, 54, P3,
33]. Niech X bedzie przestrzenig Banacha z bazg (e;). Rozwazamy liniowa przestrzen
Q rozpiets przez (e;) nad Q. Majac dany ciag bazowy (e;) przez bb(e;) (odp. bbg(e;))
oznaczamy rodzine wszystkich nieskoficzonych znormalizowanych ciggéw blokéw (e;) w X



(odp. w Q). Majac dane dwa ciagi blokéw Z, W € bbg(e;) piszemy Z < W jesli poza
skoniczong liczbg wektoréw, Z jest ciagiem blokéw W.

Lemat 3 (Lemat stabilizacyjny). [P3J[A1, Lem. 2.1] Niech X bedzie przestrzeniq Ba-

nacha z bazq (e;). Rozwazamy przeliczalny zbidr A i odwzorowanie monotoniczne
7 (bbo(e;), %) — (24, Q).

Wtedy istnieje cigg Wy € bbg(e;) spetniajacy (W) = 7(Wo) dla dowolnego ciggu
blokow W € bbg(e;) ciggu Wy.

W dowodzie glownego twierdzenia [A1], dzigki metodzie przekatniowej i odpowiedniej
aproksymacji, przechodzimy najpierw do sytuacji, w ktérej mozemy zastosowaé powyzszy
lemat - do podprzestrzeni blokowej w O nasyconej subsymetrycznymi ciggami blokéw
w Q z pewng uniwersalng stalg réwnowaznosci C' > 1.

Kluczowa cze$¢ dowodu opiera sie na réwnoczesnej stabilizacji, zapewnionej przez
lemat stabilizacyjny, dwoch odwzorowar 7,p zdefiniowanych na bbg(e;) o wartosciach
w 24, gdzie A jest rodzing par skoriczonych znormalizowanych ciggéw blokéw w Q, przy
czym T jest rosngce, a p - malejgce wzgledem = i inkluzji. Moéwiac w sposéb bardzo
uproszczony, para (X, y) skoficzonych ciggéw blokéw w Q nalezy do 7(W), dla W € Q, jesli
moze by¢ "dobrze" przedtuzona w pare C-réwnowaznych nieskoriczonych ciggéw blokéw
wewnatrz W, natomiast para (x,y) nalezy do p(W) jesli moze by¢ "dobrze" przedtuzona
w pare C-réwnowaznych nieskoniczonych ciggdéw blokéw, z tym, ze pierwszy z nich jest
rowny W z doktadnoscig do skoriczonej liczby wektoréw. Uzyta tutaj relacja inkluzji
lub réwnosci z doktadnoscia do skoniczonej liczby wektorow wymaga bardzo delikatnej
definicji "dobrego" przedtuzania, wykorzystujacej drzewka skoriczonych ciggéw blokow.

Pokazujemy nastepnie, ze kazdy subsymetryczny cigg blokéw ciagu W, stabilizu-
jacego obydwa odwzorowania rozpina przestrzenl blokowo minimalng. Dowdd tej ob-
serwacji oparty jest na naprzemiennym wykorzystaniu stabilizacji 7 i p na Wy. Dok-
tadniej mowige, majac dany bazowy cigg subsymetryczny (x,) blokéw Wy oraz dowolna
podprzestrzeri blokowa Y w rozpieciu liniowym W, definiujemy indukcyjnie: podciag
(zy,) oraz cigg blokow (y,) C Y takie, ze ((Zky,--- ) Thpss)s (Y15---,Yn)) € T(Wy) oraz
(kys -y Tk ), (Y1, -+, Un)) € p(Wh) dla dowolnego n € N.

Praca [A2] poswiecona jest nastepujacemu problemowi postawionemu przez H.P.Ro-
senthala, dotyczacemu innej posredniej wtasnoéci pomiedzy blokows minimalnogcig i blo-

kowsg, jednorodnoscia;:
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Problem. Niech X bedzie przestrzenig Banacha ze znormalizowang bazg (e;) o tej wtas-
nosci, ze dowolny jej znormalizowany cigg blokéw zawiera podcigg réwnowazny (e;). Czy

baza (e;) jest réwnowazna kanonicznej bazie £, lub co?

Baze spelniajacg powyzszy warunek nazywamy bazg Rosenthala. Problem Rosenthala
jest blisko zwigzany z pytaniem S.A.Argyrosa dotyczacym modeli rozciggnigtych: czy jesli
wszystkie modele rozciggniete w przestrzeni Banacha sg réwnowazne, to sg réwnowazne
kanonicznej bazie ¢ lub £,7 Przypomnijmy, ze ciag bazowy (z,) generuje jako model
rozciggniety pewien subsymetryczny ciag bazowy (%), jesli dla dowolnych liczb (a;)E,
k € N, zachodzi

k k
Jim L -%{&)H% ;%] = ||; a;Zi| -
Na mocy twierdzenia Ramsey’a dowolny znormalizowany cigg bazowy zawiera podciag
generujacy pewien model rozciggniety [22]

W pracy [A2] przedstawione sa czeSciowe odpowiedzi na pytanie Rosenthala, wyko-
rzystujace twierdzenie Krivine’a przypomniane nizej. Méwimy, ze cigg blokéw (z,) ciggu
bazowego (e;) ma jednakowy rozktad, jesli dla pewnych liczb ay, ... a1 m11 < mia <
e <ma < Mot < Moo < ... MAMY Tp = A1€m, ; + ... + Gkem, dla dowolnego n € N.

Bedziemy stosowaé twierdzenie Krivine’a w wersji Lemberga [47]:

Twierdzenie 4 (Twierdzenie Krivine’a [47]). Dla dowolnego ciggu bazowego (e;) zna-
jdziemy liczbe 1 < p < oo takg, ze dla dowolnych k € N i e > 0 istnieje cigg blokéw (z);

o jednakowym rozktadzie oraz nastepujgcej wtasnosci: dla dowolnych iy < --- < i cigg

(zf ...,z ) jest (1+ €)-réwnowazny kanonicznej bazie L.

Zbior liczb p speliajacych teze twierdzenia Krivine’a nazywamy zbiorem Krivine’a
ciagu (e;).

Dowodzimy najpierw, ze odpowiedz jest pozytywna przy zalozeniu jednostajnej row-

nowaznosci we wlasnoséci Rosenthala.

Twierdzenie 5. [A2, Thm 1] Niech (e;) bedzie znormalizowanym ciggiem bazowym o na-
stepujgcej wltasnosci: kazdy jego znormalizowany cigg blokdw o jednakowym rozktadzie
zawiera podcigg C-réwnowazny (e;), z pewnqg uniwersalng statg C > 1. Wiedy (e;) jest

réwnowazny kanonicznej bazie co lub £y, 1 < p < co.

Metoda dowodu zainspirowana jest rezultatami G.Androulakisa, E.Odella, T.Schlum-
prechta i N.Tomczak-Jaegermann [5] odnosnie pytania S.A.Argyrosa. Rozszerzajac tech-
nike otrzymujemy takze nastepujacg obserwacje.
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Stwierdzenie 6. [A2, Prop. 7] Niech X bedzie przestrzeniq Banacha z bazq Rosenthala
(e;). Jesli X* ma réwniez baze Rosenthala, to (e;) jest rdwnowazna kanonicznej bazie co

lub £y, 1 < p < 0.

Kolejny wynik zapewnia pozytywna odpowiedZ na pytanie Rosenthala przy zaloze-
niu istnienia ciaglej selekcji podciggéw rownowaznych bazie we wlasnosci Rosenthala
w nastabszym ukladzie topologii. Niech bb(e;)p oznacza bb(e;) z produktows topologia
dyskretna, a bb(e;) g oznacza bb(e;) z topologiq Ellentucka-Gowersa [41], w ktoérej bazowe
zbiory otwarte sg postaci [z1, . .., Tk, W], gdzie (z1, ..., ox) jest znormalizowanym ciggiem
blokéw, k € N, W € bb(e;), oraz

(21, 2, W] = {(®1,- ., Thy Y1, Yo, - - ) ¢ T <Y1 1 (%) € bb(e;) jest ciagiem blokow W}

Stwierdzenie 7. [A2, Prop. 8] Niech X bedzie przestrzeniq Banacha z bazq Rosenthala
(e;). Zaldimy, ze istnieje ciagle odwzorowanie ¢ : bb(e;)r — bb(e;)p przypisujace dowol-
nemu ciggowi Z € bb(e;) podcigg Z dominujgcy (e;). Wtedy (e;) jest réwnowazna kano-

nicznej bazie ¢y lub £,, 1 < p < oo.

Jak w poprzednich przypadkach odpowiednia przestrzen £, lub cy jest dobrana dzigki
twierdzeniu Krivine’a.

Podkreslmy tutaj istotne réznice w zachowaniu wiasnosci Rosenthala i blokowe]j mini-
malnosci. Dodatkowe zalozZenia, ktére uzyliémy wyzej, jak jednostajna réwnowaznosé lub
cigglosé selekcji ciggéw réwnowaznych we wlasnosci Rosenthala, sg spelnione automaty-
cznie w sytuacji, gdy rozwazamy wybor ciagéw blokéw zamiast podciggow. Istotnie,
dzieki metodzie przekgtniowej, dowolna blokowo minimalna przestrzeri Banacha z baza
zawiera ciag blokéw (z;), ktéry rozpina podprzestrzen blokowo nasycong ciggami blo-
kéw jednostajnie réwnowaznymi (z;). W przypadku blokowej minimalnosci przestrzeni
ciaglosé odwzorowania wybierajacego ciag blokéw (jednostajnie) réwnowaznych bazie
wynika z twierdzenia Gowersa [41]. Zauwazmy ponadto, ze znane dotychczas konstrukcje
przestrzeni Banacha w oparciu o mieszane przestrzenie Tsirelsona takze dopuszczaja
cigglosé w wyborze ciggéw blokéw o zadanych wlasnosciach; odpowiednie Srednie uzy-
wane do budowy wektoréw o zadanych wtasnodciach na kazdym kroku mogg by¢ wybier-
ane z dowolnej podprzestrzeni blokowej. Wyniki prezentowane w pracy [A2] wskazujg na
to, ze zbudowanie nietrywialnej bazy Rosenthala wymaga calkowicie nowego narzedzia,

ktére w szczegdlnosci uniemozliwi ciggltosé wyboru ciggéw réwnowaznych.
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3 Przyklady - mieszane przestrzenie Tsirelsona i przes-

trzenie /,-asymptotyczne

W rozdziale tym omawiamy systematyczne podejscie z prac [A3, A4, A5| do badania
wlasnosci podstawowych przestrzeni w klasie przestrzeni nie zawierajacych £, ani co, mi-
anowicie mieszanych przestrzeni Tsirelsona i ich modyfikowanych wersji w zakresie usta-
lania typéw minimalnogci oraz badania istnienia nietrywialnych operatoréw Scisle singu-
larnych. Wyniki dotyczace ostatniego problemu, dzieki wprowadzonej metodzie, obejmuja
réwniez znacznie szerszg, klase przestrzeni £,-asymptotycznych, w tym przestrzeni typu HI

budowanych na bazie mieszanych przestrzeni Tsirelsona.

3.1 Podstawowe definicje

Rodzina M skoriczonych podzbioréw N jest regularna, jesli jest dziedziczna, tzn. dla
dowolnych G C F, F € M takze G € M, rozciggnieta, tzn. dla dowolnych ny < -+ < my
im; < --- < my spetiajacych n; < my, i = 1,...,k, jesli (nq,...,nk) € M to takze
(m1,...,mg) € M, oraz zwarta w topologii produktowej 2N,

Niech M bedzie zwartg rodzing skoniczonych podzbioréw N z topologig produktows 2N,
Dla dowolnej liczby porzadkowej o ktadziemy Mt = {F € M : F -punkt skupienia M*}
i dla dowolnej liczby porzadkowej granicznej o kladziemy M® = ﬂﬁ <a M?A. Indeks
Cantora-Bendixsona M, oznaczany przez C'B(M), definiujemy jako najmniejszg liczbe
porzadkows, «, dla ktérej zachodzi M* = 0.

Bedziemy pracowaé z dwoma typami rodzin regularnych: "matymi" rodzinami (An)nen

i "duzymi" rodzinami (Sa)a<w,- Niech
A, ={FCN:#F<n}, neN
Rodziny Schreiera (Sa)a<w,, wprowadzone w pracy [1], sa definiowane indukcyjnie:

So = {{k}: ke N}U{O},
Sa+1={F1U"'UFk3 kSF1<"'<Fk, Fl,...,FkGSa}, a < wi.

Jesli o < wy jest liczbg porzadkows graniczna, wybieramy oy, o i kladziemy
S,={F: FeS&,, orazn < F dla pewnej liczby n € N}

Jest dobrze znanym fakt, ze rodziny (Ap)nen, (Sa)a<w, s regularne, CB(Ay) = n+1 oraz
CB(S,) = w* + 1 [1]. Rodziny Schreiera mogg by¢ traktowane jako modelowe rodziny
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o odpowiednim indeksie Cantora-Bendixsona, dzieki dychotomii [35] oraz wlasnosciom
przedstawionym w pracy [59)].

Niech X bedzie przestrzenig Banacha z baza. Majac dang rodzine M skonczonych
podzbioréw N méwimy, ze cigg wektorow (z1,...,2x) w X jest M-dopuszczalny (odp.
M-dozwolony), jedli (minsuppz;)¥,; € M oraz (z1,...,zx) jest ciagiem blokéw (odp.
wektoréw o skoriczonych nosnikach parami rozlgcznych). Dla 0 < § < 1 0-$rednig wek-

toréw 1, ..., T nazywamy wektor postaci 0(zy + - -+ + ).

Definicja. Ustalmy rodziny (M) = (Ay,) lub (Sg,) oraz (6,) C (0,1). Niech K C cgo
bedzie najmniejszym zbiorem zawierajacym (+ek) i zamknietym ze wzgledu na operacje
brania 6,-$redniej na M,,-dopuszczalnych ciggach wektoréw, dla wszystkich n € N.

Definiujemy norme na cqy wzorem || - || = sup{f() : f € K}. Mieszana przestrzer
Tsirelsona T[(My, 6,),] to uzupelnienie przestrzeni (coo, || - ||)-

Modyfikowang mieszang przestrzen Tsirelsona Tyr[(Mn, 0,)n] definiujemy analogicznie,
zastepujac ciggi dopuszczalne dozwolonymi.

Ktadge M,, = M i 0, = 0 dla wszystkich n € N otrzymujemy klasyczng przestrzen
typu Tsirelsona T[M, 0].

Przestrzenie zdefiniowane powyzej maja bardzo regularne wtasnosci: latwo widaé, ze
kanoniczna baza (e,) jest 1-bezwarunkowa w przestrzeni T'[(M,, 0, )] 1 jej modyfikowane;
wersji. Dowolna przestrzent T'[(Sk,,0n)n] jest refleksywna; podobnie T[(Ay,,0n)xs], 0 ile
0, > 7}: dla przynajmniej jednej liczby n € N [11].

Konstrukcja tutaj opisana pozwala réwniez na budowe klasycznych przestrzeni cig-
gowych: przestrzen typu Tsirelsona T'[A,, 0] jest izomorficzna z o lub £, w zaleznosci od
relacji pomiedzy 6 in, , [20, 10]. Klasyczna przestrzen Tsirelsona w ujeciu [34] to T[Sy, 3.
Przestrzeri Tzafriri’ego to wariant konstrukeji T'[(A,, ﬁ)"] dla 0 < ¢ < 1, stynna przes-
trzen Schlumprechta, ktéra byta bazg do konstrukeji przestrzeni Gowersa-Maurey’a, dana
jest formuly S = [(A,, m)n]

Modyfikowane przestrzenie typu Tsirelsona sg izomorficzne ze swoimi niemodyfiko-
wanymi wersjami [25, 52|, podczas gdy sytuacja jest calkowicie odmienna w przypadku
przestrzeni mieszanych [49].

Proste rozumowanie pozwala na prace z kanonicznymi postaciami mieszanych przes-

trzeni Tsirelsona opisanymi w uwadze ponize;j.

Uwaga. [4, A3] Kazda mieszana przestrzen Tsirelsona definiowana przez rodziny (A,)

ma kanoniczng posta¢ T[(An, =37 )n], dla pewnych 1 < ¢ < 00 i (c) C (0,1] o regu-
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larnych wtasnosciach (uzywamy tutaj konwencji é = 0). Natomiast dowolna przestrzen
definiowana przez rodziny Schreiera (S,) ma kanoniczng postaé T[(Sn, cn6")s), dla pew-
nych 6 € (0,1] i (¢,) C (0,1] o regularnych wlasnosciach. Obserwacje te sa prawdziwe

takze w sytuacji przestrzeni modyfikowanych.

W przypadku przestrzeni definiowanych przez rodziny Schreiera bedziemy réwniez
rozwazaé ich p-konweksyfikacje, 1 < p < 0o, oznaczane przez T®[(S,, 0,)n]. Przestrzenie

te tworzg klase "modelowych" przestrzeni £,-asymptotycznych.

Definicja. Przestrzeri Banacha X z baza (e,) jest £5-asymptotyczna (odp. silnie £y-asym-
ptotyczna), dla1 < p < oo oraz o < wy, jesli kazdy znormalizowany S,-dopuszczalny (odp.
Se-dozwolony) ciag (21, .. .,2k) w X jest C-réwnowazny kanonicznej bazie E’;, dla pewnej
uniwersalnej statej C > 1, [55, 59]. W przypadku o = 1 dla uproszczenia bedziemy mowic

o przestrzeniach £,-asymptotycznych.

3.2 Narzedzia

Podstawowymi elementami konstrukeji ciagéw bazowych o zadanych wlasnosciach w mie-
szanych przestrzeniach Tsirelsona oraz przestrzeniach budowanych na ich bazie sa roznego

typu $rednie skoriczonych ciagow bazowych. Warsztat rozwiniety przy okazji konstrukeji

tych érednich okazuje sig uzyteczny tez w sytuacji ogélnych przestrzeni £,-asymptotycznych.

Szacowanie normy wektoréw w mieszanych przestrzeniach Tsirelsona, ich modyfikowa-
nych wersji oraz przestrzeni zbudowanych na ich bazie wykorzystuje postac¢ funkcjonatow
ze zbioru normujacego. Dowolny funkcjonal ze zbioru normujacego powstaje w wyniku
skonczonej liczby operacji brania odpowiednich $rednich, ktérych historia jest opisana
w tzw. analizie drzewkowej funkcjonatu. W praktyce szacowanie normy kombinacji lin-
iowej pewnego ciggu wektoréw z; < -+ < x; sprowadza si¢ do umiejetnosci szacowania
| Erz;|| + - -+ + || Bpzi]| dla dowolnego @ = 1,...,k, gdzie By, ..., Eyz; jest podziatem
wektora z; na cigg blokéw lub wektorow o nosnikach parami rozigcznych. Jest to mozliwe,
jesli (z;) jest ciggiem specjalnych srednich opisanych nizej, o odpowiednio szybko rosnace;
dtugosci. Ciagi specjalnych srednich sg wykorzystywane zaréwno do budowy par ciagow
zar6wno réwnowaznych, jak i rozpinajgcych dziedzing i obraz nietrywialnych operatoréw

§cisle singularnych.

Zacznijmy od prostszej sytuacji mieszanych przestrzeni Tsirelsona definiowanych przez

"male" rodziny (A,). Kluczowym narzedziem jest tutaj nastgpujaca obserwacja, zapew-
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niajgca istnienie w dowolnej podprzestrzeni blokowej ciggéw bazowych o dowolnej dtugosci
réwnowaznych kanonicznej bazie skoriczenie wymiarowej przestrzeni £,, dla stosownego
1<p< 0.

Twierdzenie 8. [A8, Thm 2.9] Niech X bedzie mieszang przestrzenig Tsirelsona o ka-
nonicznej postaci T[(An, -39 )n]. Wtedy 2bidr Krivine’a dowolnej podprzestrzent blokowej

X zawiera p, gdzie é +% = 1.

Nastepujacy oczywisty fakt jest bazg dla wykorzystania powyzszego twierdzenia: jesli
T jest £,-§rednig, czyli jest postaci ||z1 + -+ + zar]|7'(z1 + -+ - + zar) dla pewnego znor-
malizowanego ciggu (z1,...,zy) C-rownowaznego bazie kanonicznej Zé” , to dla pewnej
stalej D = D(C) oraz dowolnych 1 < j < M zachodzi

74D > sup {Z |Ez| : (B)ly, Bi<---< Ej} > j1/D.

W sytuacji mieszanych przestrzeni Tsirelsona definiowanych przez rodziny Schreiera
(S,), a wigc w szczegdlnosci przestrzeni £1-asymptotycznych, gdzie twierdzenie Krivine’a
nie wnosi nowej informacji, potrzebne jest wprowadzenie nowych narzedzi, uzytecznych
w znacznie ogdblniejszej sytuacji.

Dla dowolnej £,-asymptotycznej przestrzeni Banacha X, dla 1 < p < oo, wprowadzamy
najpierw parametry mierzace asymptotycznosé X wyzszego rzedu: definiujemy dolng stalg,
asymptotyczng 0,(X) € (0,1], dla n € N, jako najwiekszg stalg taka, ze dla dowolnego
S,-dopuszczalnego ciggu blokéw n < 71 < --+ < 7 € X mamy |z1 + - + 2P >
On(X) (|21 ||P + -+ + ||lzi||P) (dlap =1 cf. [59]). W szczegblnosci w przypadku mieszane]
przestrzeni Tsirelsona o kanonicznej postaci T®[(S,, ¢,0™),]) mamy 0,(X) = c,6", n € N.

W pracy [A5] udowodnione jest nastepujace twierdzenie, uogélniajace wynik z [A4]
i znane w szczegdlnym przypadku mieszanych przestrzeni Tsirelsona o postaci kanonicznej
T[(Sn, ¢n)nl, & wiec dla § = 1 oraz p = 1, zatem gdy T®[S;, 0] = £, [13].

Twierdzenie 9. [A4, Lem. 2.1/][A5, Thm 2.2] Niech X bedzie £,-asymptotyczng przes-
trzeniq Banacha, 1 < p < oo, z dolnymi statymi asymptotycznymi (0n(X))n. Niech
0 = lim,(0,(X))/". Wtedy dla kazdych M € N i § > 0 istnieje znormalizowany cigg
blokéw (z;) C X spetniajgcy dla dowolnego zbioru G € Sy i liczb (ai)ieq nastepujqce
szacowanie

1
||Z a;zi|| = '2‘(1 - 5)“2 Qi€minsupp z: || 7® 5, 0]-
e, i€G
Ponadto (z;) moze byé tak wybrany, aby (suppzi); C S, dla pewnej liczby r € N.
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Wynik ten warto rozwaza¢ w kontekscie twierdzenia Krivine’a w wersji Lemberga
(Twierdzenie 4). Zastepujemy tutaj klasyczne przestrzenie £, przez T®) [S1,0] 1 zwiek-
szamy dopuszczalnoéé skoriczonych ciggéw blokéw jednostajnie "reprezentujacych" (dok-
tadniej: dominujacych) kanoniczng baz¢ pewnej przestrzeni T®)[S,, 6] z poziomu rodziny
A, na S,, gwarantujac, zamiast jednakowego rozktadu, jednostajng dopuszczalnosé nosni-
kow elementow "reprezentujacego" ciaggu. Twierdzenie jest prawdziwe w wersji ogolnej dla
przestrzeni E‘;‘—asymptotycznych, a < ws, 1 stosownej przestrzeni T®)[S,, 0], przy uzyciu
rodzin (Sen) zamiast (S,) w definicji stalych asymptotycznych [A5, Rem. 2.5].

W sytuacji mieszanych przestrzeni Tsirelsona T'[(Sy, c,0™)n] mozna wskazaé ciagi blo-
kow o jeszcze bardziej regularnych wlasnosciach. Specjalne iterowane $rednie w tym
przypadku wykorzystane byly juz w pracy [4] w dowodzie dowolnej wykrzywialnosci przes-
trzeni w przypadku ¢, — 0. Badanie innych wlasnosci mieszanych przestrzeni Tsirelsona
oraz zachowania ich modyfikowanych wersji oparte byto do tej pory na lokalnej lub asymp-
totycznej reprezentacji £; w przestrzeni, wymagajacej istotnych zalozen o ciagu (0,), za-
zwyczaj 0 = 1, cf. [11, 12, 13, 48, 46]. Ogélny przypadek wymagal w pracy [A3, A4
poszerzenia warsztatu dla opisania struktury lokalnej i asymptotycznej za pomocg przes-
trzeni innych niz ;.

Podstawowe $rednie specjalnego typu w przestrzeniach T'[(S,, ¢,0")n] i W ich mody-
fikowanych wersjach scharakteryzowane sa przez nastepujaca wtasnos¢ (odpowiednik wlas-
nosci £,-Srednich wspomnianej wyzej): M-specjalna $rednia x o normie 1, gdzie M € N,

spetia dla dowolnej liczby 0 < j < M warunek
09D > sup {z | Eiz| : (E;); —S; — dopuszezalny (odp. —dozwolony) } >6077/D

gdzie D zalezy tylko od parametréw 6,6;. Jesli cigg (c,) jest malejacy, to dowolna
przestrzen blokowa przestrzeni T[(Sy, ¢n8™)n] 1 Tar[(Sn, cn0™)n] zawiera specjalne srednie
o dowolnej dtugosci [A3, Cor. 4.10], [A4, Prop. 2.11].

Specjalne $rednie opisane powyzej wystarczajg do badania wlasnosci mieszanych przes-
trzeni Tsirelsona [A3], natomiast sytuacja modyfikowana wymaga bardziej delikatnych
narzedzi. Wynika to z koniecznosci szacowania norm podziatu wektora na ciagg wektorow
o nosnikach parami rozlacznych zamiast na ciag blokow, jak to jest w sytuacji niemody-
fikowanej. Aby pokonaé te trudno§é wprowadzamy Srednie Tsirelsona [A4, Def. 2.15],

opisujace lokalng reprezentacje przestrzeni Tsirelsona T[S, 0] w rozwazanej przestrzeni
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(odpowiednik reprezentacji £, w przestrzeniach definiowanych przez rodziny Ay). Istnie-
nie $rednich Tsirelsona w dowolnej podprzestrzeni blokowej gwarantowane jest przez dolne
szacowanie typu Tsirelsona w Twierdzeniu 9 oraz definicje samej przestrzeni. Dysponujac
réowniez goérnym szacowaniem typu Tsirelsona [A4, Lem. 2.10] normy wykorzystujemy
kanoniczng baze przestrzeni Tsirelsona T'[Si, 0] jako posredni cigg bazowy w poréwna-
niu odpowiednio dobieranych ciggéw bazowych (z,), (yn,) W modyfikowanej mieszane;
przestrzeni Tsirelsona. W zaleznosci od doboru ciggéw (z) i (yn), dzieki "przejsciu"
przez przestrzeri T[Sy, 0], dowodzimy réwnowaznosci (@,) i (yn), lub Scistej singularnosci
operatora. transportujacego dowolny z, w y, [A4].

Narzedzia opisane wyzej pokazujg strukturalne analogie migdzy budows mieszanych

przestrzeni Tsirelsona definiowanych przez "male" rodziny (A,) i "duze" rodziny (S,).

3.3 Mieszane przestrzenie Tsirelsona

Dotychczas znane rezultaty o typach minimalnosci dotycza wybranych przyktadow lub
specjalnych klas mieszanych przestrzeni Tsirelsona. Stynna przestrzen Schlumprechta S
jest blokowo minimalna [8]. Wynik ten jest tez prawdziwy dla klasy superrefleksywnych
przestrzeni zbudowanych na bazie S w pracy [23] i dla pewnej klasy przestrzeni o postaci
kanonicznej T'[(An, 557 )n] 2 ¢ = oo [51]. Z drugiej strony przestrzen Tzafriri’ego nie jest
minimalna [44]. Zwiazek pomiedzy wersjg ciggowej minimalnosci oraz lokalng i asympto-
tyczna reprezentacja £; w przestrzeniach T'[(Sp, 0n)n] 1 ich czesciowo modyfikowanych wer-
sjach przy dodatkowych zatozeniach dotyczacych ciagu (6,,) byt badany w pracy [48, 46],
w szczegdlnosci dla § = 1 przestrzenie te sg ciggowo minimalne.

Prace [A3, A4] zawierajg przedstawione ponizej ogdlne wyniki.

Twierdzenie 10. [A8, Thm 3.1, Remark 8.4] Dowolna mieszana przestrzer Tsirelsona

T[(An, 0n)n] jest ciggowo minimalna.

Dowbéd opiera sie na poréwnaniu ciagéw §rednich dlugich ciggéw £p-§rednich dla od-
powiedniego parametru p. Wiecej informacji o mozliwosci dychotomii pomiedzy Klasami
IiII Schlumprechta w klasie przestrzeni definiowanych przez rodziny (.A,) zakodowanych

jest w zachowaniu ciggu (cy,).
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Twierdzenie 11. [A3, Prop. 2.10] [A4, Thm 3.4] Niech X bedzie mieszang przestrzenig
Tsirelsona o kanonicznej postaci T[(An, -57)n]. Niech p € [1,00) spetnia % + % = 1.
Wtedy

1. jesli inf, ¢, > 0, to X jest nasycona przestrzeniami £y-asymptotycznymsi Klasy I

Schlumprechta,
2. jesli c, — 0, to X jest Klasy II Schlumprechta.

Zauwazmy, ze przypadek 1. wyzej nie redukuje si¢ do przestrzeni £, poniewaz, przy
notacji z twierdzenia, X nie zawiera £,, o ile sup, ¢, < 1 [A3, Prop. 2.13]. Analogiczne

wyniki mozna osiggnaé w przestrzeniach definiowanych przez rodziny Schreiera.

Twierdzenie 12. [A3, Thm 4.11, Remark 4.14], [A4, Thm 2.20] Dowolna mieszana
przestrzen Tsirelsona o postaci kanonicznej T[(Sy, c,0™)n] oraz jej modyfikowana wersja,

z ciggiem (c,,) malejgcym, jest ciggowo minimalna.

Twierdzenie powyzsze uogélnia rezultat z [46] dla § = 1. Modyfikowane mieszane
przestrzenie Tsirelsona definiowane przez rodziny Schreiera jako refleksywne oraz silnie
¢,-asymptotyczne nie zawierajs minimalnej podprzestrzeni na podstawie [30]. Zatem
twierdzenie powyzej zapewnia dalsze przyklady w klasie (5), ktore, w odrdéznieniu od
oryginalnej przestrzeni Tsirelsona, dopuszczaja nietrywialne operatory $cisle singularne

na mocy nastepujacego wyniku.

Twierdzenie 13. [A5, Cor. 4.4, Lem. 38.5] Dowolna mieszana przestrzen Tsirelsona
o postaci kanonicznej T[(Sn, ¢ 0™)n] oraz jej modyfikowana wersja, z ciggiem (c,) zbieznym

do zera, dopuszcza ograniczony niezwarty $cisle singularny operator na podprzestrzent.
W pracy [A3] przedstawiamy réwniez kryterium dotyczace przestrzeni dualnych.

Twierdzenie 14. [A3, Thm 5.1] Niech X bedzie przestrzeniq Banacha z bazg $ciggajgcg
(€;). Niech (z,) C X i(zk) C X* bedg ciggami blokdw spetniajgcymi nastepujgce warunki:

1. zi(zn) =1, n €N, oraz 0 < inf,||z,|| < sup,||z.] < oo,
2. (z,) jest réwnowazny pewnemu podciggowi (ey,) bazy,
3. odwzorowanie P: X >z Y. x%(x)z, € lin(z,) jest ograniczong projekcjg.

Wtedy (x}) jest réwnowazny podciggowsi (ef;, ).
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Whiosek 15. [A8, Cor. 5.2] Dualna przestrzeri przestrzeni Schlumprechta S jest mini-
malna. Dualna przestrzen dowolnej mieszanej przestrzeni Tsirelsona o postaci kanonicz-

nej T[(Sn, cnl™)n] dla 0 =1 jest ciggowo minimalna.

Jakkolwiek powyzszy wynik jest sformutowany dla przestrzeni Schlumprechta, to samo
rozumowanie pracuje w przypadku dowolnej przestrzeni o postaci kanonicznej T[(A, nif‘l,;)n]
z ¢ = 00. Druga czes¢ twierdzenia w kontekscie technik dostepnych takze w sytuacji mody-
fikowanych przestrzeni sugeruje przestrzenie Ths[(Sy, cn0™)n] dla @ = 1 jako kandydatow
do podklasy klasy (5) w klasyfikacji Ferenczi’ego-Rosendala [30], doktadniej klasy silnie

{-asymptotycznych ciggowo minimalnych przestrzeni bez podprzestrzeni minimalnych.

3.4 Operatory $cisle singularne w przestrzeniach /,-asymptotycz-
nych

Jak bylo to wspomniane wczesniej, doktadny sposéb wykorzystania operatoréw $cile sin-
gularnych w programie klasyfikacyjnym Gowersa, i zwigzana z tym blisko dziedziczna
wersja problemu "scalar-plus-compact", dotyczaca operatoréw na nieskonczenie wymia-
rowych podprzestrzeniach danej przestrzeni pozostajg otwartymi pytaniami. Konstrukcja
nietrywialnych $cisle singularnych operatoréw w przestrzeni Banacha X jest oparta naj-
czesciej na roznego typu zachowaniach modeli rozciggnigtych w X wzgledem kanonicznej
bazy (e,) przestrzeni £,: z jednej strony lokalnej reprezentacji (e,) w X zapewnione]j przez
twierdzenie Krivine’a (Tw. 4), z drugiej "silnej" dominacji modelu rozciggnigtego pewnego
ciggu bazowego w X przez (e,) [5, 6]. T.Schlumprecht wprowadzit réwniez relacje silnej
dominacji pomiedzy modelami rozciggnietymi, pozwalajaca na konstrukeje operatora bez
uzycia "zewnetrznego" ciggu pomocniczego [62], jak réwniez wykorzystal réznego typu
zachowanie asymptotyczne wyzszego rzedu ciggdéw bazowych wzgledem kanonicznej bazy
¢, [62]. W przypadku przestrzeni Schlumprechta oraz wybranych przyktadéw przestrzeni
tyou HI zostaly skonstruowane nietrywialne operatory $cile singularne na calej przes-
trzeni [7, 36, 19]; ich konstrukcja opiera sie na bardzo precyzyjnym doborze parametréw
definiujacych przestrzen, ktory zapewnia kontrole nad pewnym modelem rozciggliwym
przestrzeni dualnej.

W pracy [A5] przedstawione jest ogélne kryterium zapewniajgce istnienie nietrywial-
nego operatora $cisle singularnego w przestrzeni Banacha w jezyku asymptotycznego
zachowania wyzszego rzedu ciggoéw bazowych wzgledem pomocniczego ciggu bazowego

o pewnych regularnych cechach, ktérego typowym przykladem jest zaréwno kanoniczna
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baza £, jak i przestrzeni Tsirelsona T'[S, 0] lub jej konweksyfikacji. Ceng za dopuszczenie
szerszej rodziny ciggdéw pomocniczych jest zalozenie czesciowej bezwarunkowosci ciggow
bazowych w rozwazanych przestrzeniach. Zastosowania obejmujg mieszane przestrzenie
Tsirelsona i ich konweksyfikacje, jak rowniez szeroka klase £,-asymptotycznych przestrzeni,
w szczegblnoscel przestrzeni typu HI

Bedziemy uzywaé pojecia czesciowej bezwarunkowosci [28] i czedciowe]j réwnowaznosci
ciggow bazowych. Majac dang rodzine M skoniczonych podzbioréw N méwimy, ze ciag ba~
zowy (z;) jest M-bezwarunkowy, jesli |, aies|| < C||32; asei| dla dowolnych (a;) € coo,
F € M i pewnej uniwersalnej statej C > 1. Méwimy takze, ze ciagi bazowe (z;) i (y;) sa
M-réwnowazne, jesli (z;)ser 1 (¥i)ier sa C-rownowazne dla dowolnego F' € M i pewnej
uniwersalnej statej C' > 1. W jezyku wprowadzonym wezesnie] ciag bazowy (z;) generuje
model rozciggniety (e;), gdy dla dowolnej liczby € > 0 istnieje liczba n € N taka, ze ciagi
(€:)isn 1 (T;)isn s Si-rownowazne ze staly (14 ¢).

W celu kontrukeji nietrywialnego $cisle singularnego operatora w podprzestrzeni wpro-
wadzona, jest i badana w pracy [A5] relacja o-silnej dominacji pomiedzy ciagami bazo-

wymi, gdzie o < w;. Podamy tutaj jej charakteryzacje, uzyteczng w zastosowaniach.

Lemat 16. [A5, Lem. 8.6/ Rozwazamy dwa znormalizowane ciggi bazowe (z:), (¥i),
gdzie (y;) jest bezwarunkowy oraz lin(y;) nie zawiera jednostajnie cg, n € N. Wiedy,
z doktadnoscig do brania podciggow (x;) i (vi), a-silna dominacja (z;) przez (y;) jest
réwnowazna warunkows

(A) dla pewnych regularnych rodzin (M) skoriczonych podzbioréw N spetniajgcych
M, C Mpi1, n €N, oraz CB(M,) / w®, zachodzi

1
I E a;zi]| < max - nsnl‘}EElXMn“ -EEF a;yi||  dla dowolnego (a;) € coo

Pojecie to rozszerza pojecie silnej dominacji uzyte w konstrukcji nietrywialnych Scisle
singularnych operatoré6w w pracy [62, 6], wykorzystujac m.in. rodziny Schreiera (Sa) za-
miast rodziny (A,), co wymaga uzycia dodatkowe] techniki w prowadzonych rozumowa-

niach. Typowe przyklady opisuje nastepna obserwacja.
Lemat 17. [A5, Lem. 3.4, Lem. 8.5]

1. Niech (z;) bedzie znormalizowanym S,-bezwarunkowym ciggiem bazowym, dla gra-
nicznej liczby porzqdkowej o < wy. Wiedy (z;) zawiera podcigg Su-réwnowazny

kanonicznej bazie £1 lub podcigg a-silnie dominowany przez kanoniczng baze £1.
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2. Niech X = TP (S, c,0™)n] bedzie p-konweksyfikacjq mieszanej przestrzeni Tsirel-
sona z ciggiem (c,) 2bieznym do zera. Wtedy kanoniczna baza X jest w-silnie domi-

nowana przez kanoniczng baze T®[Sy, 6],
Nastepne twierdzenie jest bazg do dalszych zastosowan.

Twierdzenie 18. [A5, Thm 4.2/ Niech X bedzie przestrzeniq Banacha z Sq-bezwarunkowg
bazg, dla granicznej liczby porzgdkowej o < wy. Niech E bedzie przestrzeniq Banacha
z bazq bezwarunkowq (e;) dominowang przez wszystkie swoje podciqgi, nie zawierajgca

jednostagnie cj, n € N. Zatozmy, ze

(i) X ma znormalizowany cigg blokéw (z;) a-silnie dominowany przez (e;),

(ii) dla dowolnej liczby porzgdkowej B < o istnieje znormalizowany cigg blokéw (zP);

spetniajgcy (supp xf)7 C Sy, dla pewnej liczby rg € N, taki, ze (xf)ieF C-dominuje
(€:)icr dla dowolnego F € Sg, gdzie C > 1 jest pewng statqg uniwersalng.

Wtedy X dopuszcza ograniczony Scisle singularny niezwarty operator na podprzestrzeni.

Odpowiednikiem tego twierdzenia w sytuacji rodzin (A,) s wyniki [6, Thm 3.8] oraz
[5, Thm 5.1], w ktérych do konstrukeji nietrywialnych operatoréw niezwartych wyko-
rzystano rézne zachowania modeli rozciggnietych wzgledem bazy kanonicznej £,. Tutaj
wykorzystujemy ciggi blokéw o zachowaniu asymptotycznym dowolnie wysokiego rzedu,
dopuszczamy szeroka, rodzing pomocniczych ciggéw bazowych (e;) o regularnych wiasnos-
ciach w miejsce kanonicznej bazy £,. Dodatkowo pokazujemy réwniez Scista singularnosé
konstruowanego operatora. Wynik ten jest takze propozycja poszerzenia rezultatu [62,
Thm 1.4] (ktéry réwniez dotyczy zachowania asymptotycznego wysokiego rzedu) w kieru-
nku zastapienia w roli ciggu pomocniczego kanonicznej bazy ¢; przez inny "regularny" ciag
bazowy. Kosztem jest dodatkowe zalozenie czesciowej bezwarunkowosci, w poprzednich
przypadkach otrzymywane "automatycznie" [56] lub niepotrzebne dzigki uzyciu kanonicz-
nej bazy £, [56, 16].

Dow6d na poczatku wykorzystuje schemat konstrukeji znany w sytuacji rodzin (A,),
cf. [5]; budujemy ciagg blokéw (y;) z ciggéw (:cf ) 1 dowodzimy a-silnej dominacji (z;)ics
przez (y;)ies Przy uzyciu pomocniczego ciagu (e;). Jednakze, poniewaz nie mozemy zag-
warantowaé nawet S,-bezwarunkowosci (y;), pokazujemy Scisty singularnoéé operatora
transportujacego (¥;)ies na (z;)ics "recznie", wykorzystujac So-bezwarunkowosé bazy

w X i jednostajng dopuszczalnosé nosnikéw kazdego ciggu blokéw (zF); w warunku (i).
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Typowe zastosowanie powyzszego rezultatu dotyczy przestrzeni £,-asymptotycznych.
Warunek (i7) w Twierdzeniu 18 dla /,-asymptotycznej przestrzeni X oraz przestrzeni
E =T1® [S1,0], ze stosownie dobrang liczbg 6, jest zapewniony przez Twierdzenie 9.

Otrzymujemy nastepujacy wniosek, rozszerzajacy Twierdzenie 13.

Wniosek 19. [A5, Cor. 4.4] Niech X bedzie £,-asymptotyczng przestrzeniq Banacha,
1< p < 00, z dolnymi statymi asymptotycznymi (0,(X))n i Sw-bezwarunkowq bazg.
Zatozimy, ze X zawiera znormalizowany cigg bazowy (x;) w-silnie dominowany przez
kanoniczng baze T®[S,, 0], gdzie 6 = lim,,(8,(X))¥/™.
Wtedy X dopuszcza ograniczony $cisle singularny niezwarty operator na podprzes-

trzeni.

Modelows przestrzenig X dla sytuacji opisanej wyzej jest przestrzen T®[(Sn, caf™)n)
spetiajaca ¢, — 0. Jednakze, poniewaz warunki (i) i (i4) gléwnego twierdzenia sg
niezmiennicze ze wzgledu na S,-réwnowazno$é (z doktadnoscia do brania podciggow),

Twierdzenie 18 implikuje nastepujacy wynik.

Whiosek 20. [A5, Cor. 4.5] Niech X bedzie przestrzeniq Banacha z S,,-bezwarunkowgq
bazq (e;). Zatdzmy, ze baza (e;) jest S,-rownowazna kanonicznej bazie p-konweksyfikacji
mieszanej przestrzeni Tsirelsona T®[(Sy, ™)), 1 < p < 00, z ciggiem (c,) zbieznym
do zera.

Wtedy X dopuszcza ograniczony Scisle singularny niezwarty operator na podprzes-

trzens.

Zastosowania powyzszego wyniku obejmujg, szeroks klase przestrzeni Banacha zdefi-
niowanych na bazie mieszanych przestrzeni Tsirelsona [A5, Cor. 4.7]. Zbiory normujace
dla tych przestrzeni dla pewnych par (S,,6,) sa zamkniete ze wzgledu na operacje bra-
nia §rednich na wszystkich dopuszczalnych ciggach, dla innych par (Sp,0,) sa zamkniete
ze wzgledu na operacje brania $rednich tylko na specjalnych dopuszczalnych ciggach,
wyréznionych za pomocs pewnej funkcji kodujacej (cf. [9]). Odpowiednie zalozenia
o funkcji kodujacej pozwalajg na otrzymanie przestrzeni o zadanych wlasnosciach, w tym
réwniez przestrzeni dziedzicznie nierozkladalnych.

W szezegblnoscei powyzszy wynik zapewnia nietrywialne operatory $cisle singularne na
podprzestrzeniach fy-asymptotycznej przestrzeni Banacha X 4p typu HI skonstruowanej
w pracy [2] i £,-asymptotycznych przestrzeni Banacha X, typu HI, 1 < p < oo, skon-

struowanych w pracy [26], zgodnie z [A5, Cor. 4.9]. Poréwnujac w klasie tych przestrzeni
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opisane wyzej podejécie z metoda [7, 36, 19] otrzymujemy operatory tylko na podprzes-
trzeni rozwazanej przestrzeni, zamiast na calej przestrzeni, jednakze przy znacznie stab-
szych, standardowych, ograniczeniach na parametry definiujace rozwazang przestrzen.
Szerszy zakres stosowania metody [A5] obejmujacy zaréwno przestrzenie typu HI, jak
i te z bazg bezwarunkows, wynika réwniez z faktu, Ze Scista singularno$¢, podobnie jak
ograniczonoéé, konstruowanego operatora opiera si¢ na bezwarunkowej strukturze mie-
szanej przestrzeni Tsirelsona asymptotycznie reprezentowanej w rozwazanej przestrzeni,
podczas gdy $cista singularnoéé operatoréw budowanych w pracy [36, 19] wynika z wtas-

noéci dziedzicznej nierozkladalnosci rozwazanej przestrzeni.
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Prace [P2]-[P9] poswiecone sg zastosowaniom technik kombinatorycznych w przestrze-
niach Banacha i konstrukcjom norm typu Tsirelsona; w szczegblnosci dotycza warian-
tow dychotomii Gowersa i geometrycznej charakteryzacji dziedzicznej nierozkladalnosci
[P2, P3, P4], konstrukeji i badania wlasnosci przestrzeni budowanych na bazie mieszanych
przestrzeni Tsirelsona [P7, P8, P9] i zastosowail norm typu Tsirelsona [P5, P6]. Praca [P1]
po$wiecona jest réznym typom ciggloéci odwzorowan wielowartosciowych. Najwazniejsze

wyniki z powyzszych prac oméwione sg ponizej.

4.1 Multifunkcje

Praca [P1] poswiecona jest relacjom pomiedzy réznymi typami ciaggtosci multifunkeji
(odwzorowan wielowartosciowych). Przypomnijmy, ze multifunkcja F' okreslona na przes-
trzeni topologicznej X o wartodciach w rodzinie podzbioréw przestrzeni topologicznej ¥
jest pdtcigglta z gory w zo € X, jesli dla dowolnego otoczenia U zbioru F(zg) istnieje
otoczenie V punktu z, takie, ze dla dowolnego punktu xz € V mamy F(x) C U. Multi-
funkcja F jest pdtciggta z dotu w zo € X, jesli dla dowolnego y € F(zo) i jego otoczenia U
istnieje otoczenie V' punktu z, takie, ze dla dowolnego z € V mamy F(z) N U # 0. Mul-
tifunkcja F' jest ciaglta w xo, jesli jest polciagla z dotu i z géry w xg. Gléwnym wynikiem
pracy [P1] jest nastepujace

Twierdzenie 21. [P1, Cor. 4.2] Niech X bedzie przestrzenig topologiczng, Y - rzeczy-
wistq przestrzeniq lokalnie wypuktq, F' multifunkcjq okreslong na X o warto$ciach w ro-
dzinie ograniczonych, domknietych i wypuktych podzbiorow Y . Ustalmy xo € X i zaldzmy,
ze F'(xg) jest zbiorem stabo zwartym.

Wtedy multifunkcja F' jest ciggla w xo wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego funkcjo-
natu f € Y* funkcja X 3 x — sup{f(y) : v € F(z)} € R jest ciggla w zo.

4.2 Dychotomia Gowersa

Prace [P2, P3, P4] poswiecone sg réznym aspektom dychotomii Gowersa, geometrycznej
i topologicznej charakteryzacji dziedzicznej nierozkladalnosci i zastosowan techniki sta-
bilizacji. Podstawowym narzedziem jest tutaj Lemat 3, wykorzystany w szczegélnosci
w pracy [P3] w alternatywnym dowodzie dychotomii Gowersa dotyczacej gry o zbiory skori-
czonych ciggéw blokéw [40]. Gra Gowersa toczy sie w przestrzeni Banacha X z bazg dla
ustalonego zbioru ¢ skoriczonych ciggéw blokéw z kuli jednostkowej X. Ruchy wykonuje

na przemian dwoch graczy: S i P, z ktorych S wybiera podprzestrzenie blokowe, a P
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wskazuje wektory o skoriczonym nogniku z podprzestrzeni wybranej w poprzednim ruchu
przez gracza S. Gracz P wygrywa, jesli w pewnym momencie wyprodukuje cigg blo-
kéw ze zbioru o. Dychotomia Gowersa [40] orzeka, ze dla dowolnego zbioru o istnieje
podprzestrzeri blokowa Y taka, ze albo gracz P ma strategie wygrywajacg dla dowolnie
malej "otoczki" zbioru o w Y, albo Y nie zawiera zadnego ciaggu blokéw z 0. Dychoto-
mia ta w wersji dla zbioréw ciggéw nieskoriczonych o odpowiednich wlasnoSciach topo-
logicznych w topologii produktowej X~ implikuje w szczegolnosci dychotomie Gowersa
o ciggach bezwarunkowych i przestrzeniach dziedzicznie nierozktadalnych, o ktérej mowa
byta w rozdziale 1.

Technika stabilizacji zaprezentowana przy dowodzie dychotomii Gowersa w pracy
[P3] pozwala takze na dowdd dychotomii dotyczacych ciggédw o wlasnosciach bliskich
bezwarunkowosci. W szczegdlnoéci rozwazamy wilasnos¢ UL* [68]; ciag bazowy (z;)
jest typu UL*, jedli dla dowolnego skoriczonego zestawu liczb (a;) zachodzi ||D; a;zi]| <
C|I>>,; |ai|z;|| dla pewnej statej uniwersalnej C' > 1. W dychotomii dotyczace] ciagow tego

typu zamiast podprzestrzeni rozwazamy stozki.

Twierdzenie 22. [P3, Thm 5.8] Kazda przestrzeri Banacha zawiera cigg bazowy typu
UL* lub nieskoriczenie wymiarowy stozek Y taki, ze dla dowolnych stozkéw nieskoriczenie
wymiarowych K, H CY zachodzi inf{||z +y||: 2 € K, y € H, ||lz|| = [jy]| =1} = 0.

Przykladem ciggu typu UL* jest baza Schaudera w przestrzeni funkcji ciggtych C[0,1],
natomiast przestrzeri Gowersa-Maurey’a [42] spelnia drugi z warunkéw powyzszej dy-
chotomii. Analogiczna dychotomia dla ciggéw innego typu implikuje, ze kazda przestrzen
typu HI zawiera stozek, ktérego dowolne dwa nietrywialne podstozki sg dowolnie "blisko"
siebie, tzn. inf{||lz —y||: =€ K, y € H, |jz|| = |ly|| =1} =0 [P3, Cor. 5.6].

Prace [P2, P3, P4] prezentujg réwniez warunki charakteryzujace dziedziczng nierozkta-
dalnoéé i zawieranie ciggéw bezwarunkowych w jezyku geometrii podzbioréw wypuklych
przestrzeni Banacha, pozwalajgce na glebsze zrozumienie struktury przestrzeni typu HI

Przyktadowe wyniki prezentujemy ponizej.

Twierdzenie 23. [P2, Thm 2.1] [P3, Prop. 4.10] Dla przestrzeni Banacha X nastepujgce
warunki sq réwnowazne:

1. X jest dziedzicznie nierozktadalna,

2. przeciecie dowolnych dwdch nieograniczonych wypuktych podzbioréw X, nie zawie-

rajgcych Zadnej prostej, jest zbiorem nieograniczonym.
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3. dla dowolnej réwnowaznej normy ||-|| na X oraz dowolnej nieskoriczenie wymiarowej

podprzestrzeni Y C X zbior
Wy = ﬂ{f c feX |Ifll=1, f(z)=1, dla pewnego x € Y o0 normie 1}

jest prawie ograniczony, tzn. 0graniczony po prrecieciu z pewng podprzestrzeniq skoriczo-

nego kowymiaru.

W kracie norm na ustalonej przestrzeni wektorowej nieskoniczonego wymiaru X, z po-
rzadkiem ||-]]; < ||z & (||]l1 < |||z dla pewnej stalej ¢ > 0) twierdzenie to charak-
teryzuje normy dziedzicznie nierozkladalne jako elementy "nierozktadalne" (element kraty
jest nierozktadalny, jesli nie jest maksimum dwoch elementéw od siebie mniejszych).

Dla przestrzeni Banacha (X ||-]|) i topologii wektorowej 1" na X stabszej niz topologia
normy T} rozwazamy topologie T* = (T x Tjjy) N (Tj. x T') na produkcie X x X [67].
Otoczenia (0,0) w tej topologii generowane sg przez gracza S w pewnej modyfikacji gry
Gowersa [P4]. Powyzsze twierdzenie implikuje nastepujaca charakteryzacje wlasnosci HI
[P4, Prop. 4.4]: przestrzen Banacha X jest dziedzicznie nierozktadalna wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnej liczby r > 0 zachodzi (0,0) € ETE , gdzie Tg jest topologig
wszystkich otwartych, nieograniczonych i wypuktych zbioréw, ktére nie zawierajg zadnej
prostej, a S, = {(z,y) € X x X : H:J:|| =yl =1, ||z —vy| <r}. W tym jezyku mozna

tez scharakteryzowaé przestrzenie zawierajgce ciag bezwarunkowy.

Twierdzenie 24. [67] [P/, Prop. 4.3, Thm 4.4] Przestrzeri Banacha X zawiera nieskoric-
zony cigg bezwarunkowy wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnej topologii Zmzowej T na X
stabszej od topologii normy oraz pewnej liczby v > 0 zachodzi (0,0) & S

4.3 Wykrzywialno$é przestrzeni a klasyczne przestrzenie ciggowe

Prace [P5, P6] dotycza wykrzywialnosci (dystorsji) przestrzeni Banacha. Przestrzen Ba-
nacha (X ||-||) jest A-wykrzywialna, A > 1, jesli istnieje norma réwnowazna | - | na X taka,

ze dla kazdej nieskoriczenie wymiarowej podprzestrzeni Y C X zachodzi

sup{= { nyeY, ||r||=||y||=1}z/\

Przestrzen Banacha jest dowolnie wykrzywialna, jesli jest A-wykrzywialna dla dowolnej

liczby A > 1. Pierwszg znang przestrzenig dowolnie wykrzywialng jest stynna przestrzen
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Schlumprechta T'[(A,, lcwgz(++1))”] [61]. Dzieki transferowi systeméw wektordow z przes-
trzeni Schlumprechta do £ E.Odell i T.Schlumprecht rozwigzali "distortion problem"
pokazujac, ze przestrzeri Hilberta £y jest dowolnie wykrzywialna [57]. Pytanie o dowod
dowolnej wykrzywialnosci przestrzeni ¢y przy uzyciu jej wewnetrzej struktury pozostaje
otwarte. W tym kontekscie naturalne jest pytanie, czy normy typu Tsirelsona przestrzeni
T[ Ay, 51175] lub ich modyfikowanych wersji, izomorficznych z ¢y, dowolnie wykrzywiaja
przestrzen Hilberta. Praca [P5] przynosi negatywng odpowiedz na to pytanie.

Dla dowolnych 1 < p,q < oo spelniajgcych % + % = 1 oraz n € N przez |- |p, (odp.
|||lpn) oznaczamy norme przestrzeni typu Tsirelsona T'[An, —7] (odp. jej modyfikowane;
wersji Thy[An, —]) izomorficznej z £, [20, 10].

Twierdzenie 25. [P5, Thm 4.1] Ustalmy 1 < p < oo orazn € N, n > 1. Wtedy dla

dowolnego € > 0 dowolna nieskoriczenie wymiarowa podprzestrzen £, zawiera nieskoricze-

nie wymiarowq podprzestrzen Y takg, ze

Tlpn Tlipn
sup {U—~ ||x|t=|ry||=1}<2+a, sup {” o H:cu=||yu=1}<1+e
z,yeY |y|p,n z,y€Y “yHWt

Przestrzenie #1 1 ¢y nie sg wykrzywialne, natomiast otwartym problemem jest istnienie

przestrzeni A-wykrzywialnej dla pewnej liczby A > 1, lecz nie dowolnie wykrzywialnej
("bounded distortion problem"). Obecnie wiadomo, ze przestrzen bez dowolnie wykrzy-
wialnej podprzestrzeni zawiera £,-asymptotyczng podprzestrzeni z bazg bezwarunkows,
1 < p < o0, zawierajaca jednostajnie £7, n € N [64, 55, 53]. Pierwszy przyktad dowol-
nie wykrzywialnej £;-asymptotycznej przestrzeni to mieszana przestrzeri Tsirelsona de-
finiowana przy pomocy rodzin Schreiera wprowadzona przez S.A.Argyrosa i I.Deliyanni
[11]. Intensywne studium nad wykrzywialnodcig przestrzeni £;-asymptotycznych wyzszego

rzedu zostalo przedstawione w pracy [59].

W pracy [P6] pokazujemy, ze w przestrzeni bez dowolnie wykrzywialnej podprzestrzeni
lokalna (mierzona indeksem Bourgaina) i asymptotyczna "odlegtos¢" od przestrzeni £,
muszg, sie pokrywaé, uogdlniajac wynik [55].

W celu sformutowania wyniku wspomnianego wyzej przypomnijmy potrzebne definicje.
Drzewkiem na zbiorze X nazywamy zbior T C |Jo.; X™ taki, ze (z1,...,2x) € T jesh
(z1,...,Zp,Zks1) € T, k € N. Dla drzewka T na X kladziemy D(T) = {(z1,...,2k) :
(z1,...,z1,z) € T dlapewnego z € X}.1indukeyjnie definiujemy drzewka D*(T) dla
liczb porzadkowych «; D(T) = T, D**(T) = D(D*(T)) oraz D*(T) = eeo D*(T)
dla dowolnej granicznej liczby porzadkowej . Ktadziemy o(7T) = inf{a: D*(T) = 0}.
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Dla przestrzeni Banacha X i liczby C > 1 przez Tc(X) oznaczamy drzewko skon-
czonych znormalizowanych ciggéw bazowych w X C-réwnowaznych kanonicznej bazie ;.
Indeksem Bourgaina X nazywamy I(X) = sup{o(Tc(X)): C > 1} [21]. Dla oérodkowych
przestrzeni nie zawierajacych £; indeks ten jest postaci w®, a < wy [43].

Latwo sprawdzi¢, ze indeks Bourgaina przestrzeni £-asymptotycznej jest wiekszy niz
w®. Zalezno$¢ te mozna odwrdcié w przestrzeni ograniczenie wykrzywialnej na mocy

glownego rezultatu pracy [P6].

Twierdzenie 26. [P6, Thm 2.1] Niech X bedzie przestrzeniq Banacha z bazg. Ustalmy
a < wy 1 zatézmy, ze I(Y) > w® dla dowolnej podprzestrzeni blokowej Y C X. Witedy X

zawiera podprzestrzen dowolnie wykrzywialng lub podprzestrzen ¢5-asymptotyczng.

Wynik ten pozostaje prawdziwy, jesli zamiast ¢; rozwazymy przestrzenie co lub £,
1 < p < oo, przy odpowiedniej modyfikacji definicji indeksu Bourgaina [P6, Thm 3.1,
Rem. 3.6]. Indukcyjny dowdd opiera si¢ na stabilizacji norm opisujgcych strukture
asymptotyczng przestrzeni, uogélniajacych postaé¢ kanonicznych norm réwnowaznych na

mieszanych przestrzeniach Tsirelsona, oraz dychotomii I.Gasparisa [35].

W ogolnym przypadku poziomy lokalnej i asymptotycznej reprezentacji ¢; w przes-
trzeni mogg by¢ skrajnie rézne, jak pokazuje gtéwny wynik pracy [P7]. W pracy te]
analizowane sg relacje miedzy réznymi typami lokalnej i asymptotycznej reprezentacji
l; w przestrzeni Banacha, w tym definiowanymi przy pomocy modeli rozciggnietych

wyzszych rzedow 1 "strategicznych" indekséw wykrzystujacych modyfikacje gry Gowersa.

Twierdzenie 27. [P7, Thm 13.8] Dla dowolnej liczby oo < wy istnieje osSrodkowa refleksy-
wna przestrzen X, typu HI o nastepujgcych wltasnosciach:

1. I(Y) > w® dla dowolnej nieskoriczenie wymiarowej podprzestrzeni Y C X,

2. X, mie zawiera ciggu bazowego generujgcego kanoniczng baze ¢1 jako model roz-

ciggniety (w szczegdlnosci nie zawiera podprzestrzeni £y-asymptotycznej).

Analogiczne wtasnodci - wzgledem przestrzeni ¢y - posiada réwniez przestrzen du-
alna do X,. Techniczna konstrukcja X, opiera sie na metodzie "atraktoréow" konstrukeji
przestrzeni na bazie mieszanych przestrzeni Tsirelsona, [9], ktéra pozwala na przeniesienie
wlasnodci podciggéw bazy pewnej pomocniczej przestrzeni na ciggi blokéw bazy przes-
trzeni docelowej. Zastosowane podejscie przynosi takze ogdlng metode konstrukeji przes-
trzeni Banacha nie dopuszczajacych co lub £, jako modeli rozciggnietych [P7, Thm 11.3],
rozszerzajac rezultat E.Odella i T.Schlumprechta [58].
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4.4 Typy minimalno$ci i operatory $cisle singularne - kontynuacja

Prace [P8, P9] kontynuuja badania z prac [A3, A4, A5|.

Praca [P8]| jest poswiecona konstrukcji nietrywialnych operatoréw scisle singularnych
na przestrzeniach budowanych na bazie mieszanych przestrzeni Tsirelsona T'[(An, 0 )]
i T[(Sn, O0n)n) W kontekscie refleksywnej wersji problemu "scalar-plus-compact". Po kon-
strukcji Argyrosa-Haydona przestrzeni predualnej do ¢; rozwigzujacej ten problem, uwaga
zostala z powrotem skierowana na "klasyczne" refleksywne przestrzenie typu HI, niem-
niej dotychczas znane konstrukcje nietrywialnych operatoréw scidle singularnych na tych
przestrzeniach wymagaly restrykcyjnych warunkéw na parametry (6,), cf. [7, 36, 19].
W pracy [P8] zaprezentowana jest ogolna metoda dotyczaca szerokiej klasy przestrzeni bu-
dowanych na bazie mieszanych przestrzeni Tsirelsona, przy zatozeniu ogdlnych ograniczen
na parametry (6,). Metoda ta upraszcza dowod poprawnosci konstrukeji G.Androulakisa
i T.Schlumprechta [7] i zapewnia pierwsza ogdlna procedure konstrukeji nietrywialnych
operatoréw $cisle singularnych na przestrzeniach definiowanych przez rodziny Schreiera
dzieki uzytemu pojeciu periodycznych iterowanych specjalnych érednich. Zaprezentowana
technika ujawnia strukturalne podobieristwo pomiedzy budowg przestrzeni definiowanych
za pomocg "malych" rodzin (A,) i "duzych" rodzin (S,).

Opiszemy teraz klase przestrzeni rozwazang w pracy [P8]. Niech (F,) = (S,) lub
(A,). Ustalamy ciagi parametrow (6y,), oraz (p;)ier takie, ze p Ny 0 oraz p; > 6, dla
wszystkich [ € L. Dla przestrzeni refleksywnej Xp z bazg (e,) 1 zbiorem normujacym D

(tzn. ||lz|| = supcp f(z) dla dowolnego z € X), rozwazamy nastgpujace warunki:

(D1) D zawiera baze (e}) i jest zamkniety ze wzgledu na operacje brania 6,-$redniej na
M.,,-dopuszczalnych ciggach wektorow, dla wszystkich n € N,

(D2) baza (e,) oraz kanoniczna baza mieszanej przestrzeni Tsirelsona T'[(Fp, 0, )n] sa F-
réwnowazne, gdzie F = {F € F,, : i, < F, n € N} dla pewnego ciagu (i,) C N,

(D3) dla dowolnych f € D oraz |l € L zachodzi {n: |f(en)| > o1} € Fu.
Dla przestrzeni wyzej opisanych prawdziwe sg nastepujace wymniki.

Twierdzenie 28. [P8, Thm 3.7] Rozwazamy refleksywng przestrzen Xp spe%m'ajch warun-
ki (D1)-(D3) wzgledem mieszanej przestrzeni Tsirelsona o postaci kanonicznej T[(An, -3 )n)

z q = oo. Wtedy istnieje ograniczony Scisle singularny niezwarty operator na Xp.
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Twierdzenie 29. [P8, Thm 3.5] Rozwazamy refleksywng przestrzen X p spetniajgceq warun-
ki (D1)-(D3) wzgledem mieszanej przestrzeni Tsirelsona o postaci kanonicznej T[(Sn, cn6™)n]

z parametrami spetniajgcymi warunek

Cn+k Qk

inf lim inf > 0.
k n

Cn

Wtedy istnieje ograniczony $cisle singularny niezwarty operator na Xp.

Powyzsze zalozenia o parametrach sg standardowe, spelniaja je w szczegélnosci przes-
trzenie dziedzicznie nierozkltadalne typu Gowersa-Maurey’a [42] w przypadku rodzin (A,)
oraz typu Argyrosa-Deliyanni [11] w przypadku rodzin (S,) (ogélniej - gdy 6 = 1 [59)]).
Wykorzystane narzedzia pokazuja, ze metoda jest mozliwa do zastosowania takze przy
jeszcze stabszych zalozeniach o ciggu (0,). Konstruowany operator jest dany wzorem
T(-) =", fa()es, dla specjalnie dobranego ciggu funkcjonatéw (f,), ktérego zachowanie
imituje zachowanie bazy kanonicznej c¢y. Podobnie jak w pracy [A5| wlasnosci operatora
dowodzone sg w oparciu o wlasnoSci mieszanej przestrzeni Tsirelsona, asymptotycznie

reprezentowanej w Xp dzieki warunkowi (D2).

Praca [P9] kompletuje liste przyktadow podstawowych klas (1)-(6) w klasyfikacji Feren-
czi’ego-Rosendala w ramach programu Gowersa (Twierdzenie 1). Po zaskakujacym wyniku
V.Ferenczi’ego i T.Schlumprechta [32], ktorzy pokazali, ze pewien wariant przestrzeni
Gowersa-Maurey’a jest przestrzenig ciggowo minimalng (zatem klasy (2)) nie byl znany

jedynie przyklad przestrzeni klasy (4).

Twierdzenie 30. [P9, Thm 0.2] Istnieje refleksywna przestrzeri Banacha w klasie (4)

Ferenczi’ego-Rosendala.

Skonstruowana przestrzenn jest bezwarunkowym wariantem przestrzeni Gowersa [38]
typu HI z asymptotycznie bezwarunkowsg baza, posiadajacej wszystkie wlasnosci charak-

teryzujace klase (4) poza bazg bezwarunkowa [31].

32



Literatura

[1]

2]

[6]

(7]

8]

[13]

D. Alspach, S.A. Argyros, Complezity of weakly null sequences, Diss. Math. 321 (1992),
1-44.

G. Androulakis, K. Beanland, A hereditarily indecomposable asymptotic £y Banach space,
Glasg. Math. J. 48 (2006), 503-532.

G. Androulakis, N. Kalton, A. Tcaciuc, On Banach spaces containing £, or co, Houston J.
Math. 37 (2011), no. 3, 859-866.

G. Androulakis, E. Odell, Distorting mized Tsirelson spaces, Israel J. Math. 109 (1999),
125-149.

G. Androulakis, E. Odell, T. Schlumprecht, N. Tomczak-Jaegermann, On the structure of
the spreading models of a Banach space, Canad. J. Math. 57 (2005), no. 4, 673-707.

G. Androulakis, F. Sanacory, An extension of Schreier unconditionality, Positivity 12
(2008), no. 2, 313-340.

G. Androulakis, T. Schlumprecht, Strictly singular, non-compact operators exist on Gowers-
Maurey space, J. London Math. Soc (2), 64 (2001), 655-674.

G. Androulakis, T. Schlumprecht, The Banach space S is complementably minimal and
subsequentially prime, Studia Math. 156 (2003), no. 3, 227-242.

S.A. Argyros, A. D. Arvanitakis, A. Tolias, Saturated eztensions, the attractors method
and Hereditarily James Tree Spaces, London Math. Soc. Lecture Note Ser., 337, Cambridge
Univ. Press, Cambridge, 2006.

S.A. Argyros, 1. Deliyanni, Banach Spaces of the type of Tsirelson, arXiv:math.FA /9207206.

S.A. Argyros, I. Deliyanni, Ezamples of asymptotic ¢1 Banach Spaces, Trans. Amer. Math.
Soc. 349 (1997), 973-995.

S.A. Argyros, 1. Deliyanni, D. Kutzarova, A. Manoussakis, Modified mized Tsirelson spaces,
J. Funct. Anal. 159 (1998), 43-109.

S.A. Argyros, I. Deliyanni, A. Manoussakis, Distortion and spreading models in modified
mized Tsirelson spaces, Studia Math. 157 (2003), no. 3, 199-236.

33



[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[25]

S.A. Argyros, R. Haydon, A hereditarily indecomposable Loo-space that solves the scalar-
plus-compact problem, Acta Math. 206 (2011), no. 1, 1-54.

S.A. Argyros, A. Manoussakis, A sequentially unconditional Banach space with few opera-
tors. Proc. London Math. Soc. (3) 91 (2005), no. 3, 789-818.

S.A. Argyros, S. Mercourakis, A. Tsarpalias, Convez unconditionality and summability of
weakly null sequences, Israel J. Math. 107 (1998), 157-193.

S.A. Argyros, S. Todorcevic, Ramsey Methods in Analysis, Advanced Course in Mathema-
tics CRM Barcelona, Birkhduser Verlag, Basel-Boston-Berlin, 2005.

S.A. Argyros, A. Tolias, Methods in the theory of hereditarily indecomposable Banach spaces,
Mem. Amer. Math. Soc. 170 (2004), no. 806.

K. Beanland, Operators on asymptotic £, spaces which are not compact perturbations of
a multiple of the identity, Illinois J. Math. 52 (2009), no. 2, 515-532.

S. Bellenot, Tsirelson superspaces and £, J. Funct. Anal. 69 (1986), 207-228.

J. Bourgain, On convergent sequences of continuous functions, Bull. Soc. Math. Belg. Sér.
B 32 (1980), 235-249.

A. Brunel, L. Sucheston, On B-convex Banach spaces, Math. Systems Theory 7 (1974),
no. 4, 294-299.

P. Casazza, N. Kalton, D. Kutzarova, M. Mastyto, Complezx interpolation and comple-
mentably minimal spaces, Lecture Notes in Pure and Appl. Math., 175, Dekker, New York,
1996, 135-143.

P.Casazza, W.B.Johnson, L.Tzafriri, On Tsirelson’s space, Israel J. Math. 47 (1984), 81-98.

P. Casazza, E. Odell, Tsirelson’s space and minimal subspaces, Texas functional analysis
seminar 1982-1983 (Austin, Tex.), 61-72, Longhorn Notes, Univ. Texas Press, Austin.

[. Deliyanni, A. Manoussakis, Asymptotic £, hereditarily indecomposable Banach spaces,
Hlinois J. Math. 51 (2007), 767-803.

S. Dilworth, V. Ferenczi, D. Kutzarova, E. Odell, On strongly asymptotic £, spaces and
minimality, J. Lond. Math. Soc. (2) 75 (2007), no. 2, 409-419.

S. Dilworth, E. Odell, T. Schlumprecht, A. Zsék, Partial unconditionality, Houston J. Math.
35 (2009), no. 4, 1251-1311.

34



[29]

[30]

[34]

[35]

[36]

[39]

V. Ferenczi, Hereditarily finitely decomposable Banach spaces, Studia Mathematica 123
(1997), no. 2, 135-149.

V. Ferenczi, C. Rosendal, Banach spaces without minimal subspaces (Part I), J. Funct.
Anal. 257 (2009), no. 1, 149-193.

V. Ferenczi, C. Rosendal, Banach spaces without minimal subspaces - Examples (Part II),

w druku, Annales de 'Institut Fourier.

V. Ferenczi, T. Schlumprecht, Subsequential minimality in Gowers and Maurey spaces,
arXiv:1112.2411.

T. Figiel, R. Frankiewicz, R. Komorowski, C. Ryll-Nardzewski, Selecting basic sequences in
¢-stable Banach spaces, Studia Math. 159 (2003), no. 3, 499-515.

T. Figiel, W. Johnson, A uniformly convex Banach space which contains no £,, Compositio
Math. 29 (1974), 179-190.

I. Gasparis, A dichotomy theorem for subsets of the power set of the natural numbers, Proc.
Amer. Math. Soc. 129 (2001), no. 3, 759-764. '

1. Gasparis, Strictly singular non-compact operators on hereditarily indecomposable Banach
spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 131 (2002), no. 4, 1181-1189.

W.T. Gowers, A solution to Banach’s hyperplane problem. Bull. London Math. Soc. 26
(1994), no. 6, 523-530.

W.T. Gowers, A hereditarily indecomposable space with an asymptotic unconditional basis,
Geometric aspects of functional analysis, 112-120, Oper. Theory Adv. Appl., 77. Birkhaiiser,
Basel, 1995.

W.T. Gowers, A remark about the scalar-plus-compact problem, Convex geometric anal-
ysis (Berkeley, CA, 1996), Math. Sci. Res. Inst. Publ.,, vol. 34, Cambridge Univ. Press,
Cambridge, 1999, pp. 111-115.

W.T. Gowers, A new dichotomy for Banach spaces, Geom. Funct. Anal. 6 (1996), 1083-
1093.

W.T. Gowers, An infinite Ramsey theorem and some Banach-space dichotomies, Annals
of Mathematics 156 (2002), 797-833.

35



[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

W.T. Gowers, B. Maurey, The unconditional basic sequence problem, J. Amer. Math. Soc.
6 (1993), 851-874.

R. Judd, E. Odell, Concerning Bourgain’s ¢1-index of a Banach space, Israel J. Math. 108
(1998), 145-171.

M. Junge, D. Kutzarova, E. Odell, On asymptotically symmetrical Banach spaces, Studia
Math. 173 (2006), no. 3, 203-231.

R. Komorowski, N. Tomczak-Jaegermann, Banach spaces without local unconditional struc-
ture, Israel J. Math. 89 (1995), no. 1- 3, 205-226. Erratum to “Banach spaces without local
unconditional structure”, Israel J. Math. 105 (1998), 85-92.

D. Kutzarova, D. Leung, A. Manoussakis, W.-K. Tang, Minimality properties of Tsirelson
type spaces, Studia Math. 187 (2008), no. 3, 233-263.

H. Lemberg, Sur un théoréme de J.-L. Krivine sur la finie représentation de £, dans un
espace de Banach, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 292 (1981), no. 14, 669-670.

D. Leung, W.-K. Tang, #1-spreading models in subspaces of mized Tsirelson spaces, Studia
Math. 172 (2006), 47-128.

D. Leung, W.-K. Tang, More mized Tsirelson spaces that are not isomorphic to their mod-
ified versions, Illinois J. Math. 52 (2008), no. 1, 17-46.

J. Lindenstrauss, Some open problems in Banach space theory, Séminaire Choquet. Initia-
tion & l’analyse, 15 (1975-1976), Exposé 18.

A Manoussakis, On the structure of a certain class of mized Tsirelson spaces, Positivity 5
(2001), no. 3, 193-238.

A. Manoussakis, A note on certain equivalent norms on Tsirelson’s space, Glasgow Math.
J. 46 (2004), 379-390.

B. Maurey, A Remark about Distortion, Operator Theory: Advances and Applications, 77
(1995), 131-147.

B. Maurey, A note on Gowers’ dichotomy theorem, Convex Geometric Analysis, 34, Cam-
bridge Univ. Press, Cambridge, 1998, 149-157.

V. Milman, N. Tomczak-Jaegermann, Asymptotic £, spaces and bounded distortion, Banach
spaces (ed. W. Johnson, B.-L. Lin), Comtemp. Math. 144 (1993), 173-195.

36



[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[70]

E. Odell, On Schreier unconditional sequences. Banach spaces (Mérida, 1992), 197-201,
Contemp. Math., 144, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1993.

E. Odell, T. Schlumprecht, The distortion problem. Acta Math. 173 (1994), no. 2, 259-281.

E. Odell, T. Schlumprecht, On the richness of the set of p’s in Krivine’s theorem, Geometric
aspects of functional analysis (Israel, 1992-1994), 177-198, Oper. Theory Adv. Appl., 77,
Birkh&user, Basel, 1995.

E. Odell, N. Tomczak-Jaegermann, R. Wagner, Proximity to £1 and Distortion in Asymp-
totic £1 Spaces, J. Funct. Anal. 150 (1997), 101-145.

C. Rosendal, Characterising subspaces of Banach spaces with a Schauder basis having the
shift property, arXiv:1106.0472.

T. Schlumprecht, An arbitrary distortable Banach space, Israel J. Math. 76 (1991), 81-95.

T. Schlumprecht, How many operators ezxist on a Banach space? Trends in Banach spaces
and operator theory, 295-333, Contemp. Math., 321, Amer. Math. Soc., 2003.

A. Teaciuc, On the existence of asymptotic-£y, structures in Banach spaces, Canad. Math.
Bull. 50 (2007), no. 4, 619-631.

N. Tomczak-Jaegermann, Banach spaces of type p have arbitrary distortable subspaces,
Geom. Funct. Anal. 6 (1996), no. 6, 1074-1082.

B.S. Tsirelson, Not every Banach space contains £, or co, Funct. Anal. Appl. 8 (1974),
138-141.

E. Tutaj, O pewnych warunkach wystarczajgcych do istnienia w przestrzeni Banacha ciggu

bazowego bezwarunkowego Praca doktorska, Uniwersytet Jagielloniski, Krakéw, 1974.

E. Tutaj, Some geometries on the unit sphere in Banach Spaces, 1, I1, Bull. Pol. Acad. Sci.:
Math. 33 (1985), 35-43, 45-50.

E.Tutaj, Some observations concerning the classes of unconditional-like basic sequences,
Bull. Pol. Acad. Sci.: Math. 35 (1987), 35-42.

L. Tzafriri, On the type and cotype of Banach spaces, Israel J. Math. 32 (1979), 3-38.

R. Wagner, Gowers’ dichotomy for asymptotic structure, Proc. Amer. Math. Soc. 124
(1996), 3089-3095.

37



[A1]

[A2]

[A3]

[A4]

[A5]

[P1]

[P2]

[P3]

Prace z cyklu publikacji wskazanego jako gléwne osiggniecie naukowe autorki

A. Pelczar, Subsymmetric sequences and minimal spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 131
(2003), no. 3, 765-771.

V. Ferenczi, A. Pelczar, C. Rosendal On a question of Haskell P. Rosenthal concerning
a characterization of co and £p, Bull. London Math. Soc. 36 (2004), 396-406.

A. Manoussakis, A. Pelczar, Quasiminimality of mized Tsirelson spaces, Math. Nachr. 284
(2011), 1924-1947.

D. Kutzarova, A. Manoussakis, A. Pelczar-Barwacz, Isomorphisms and strictly singular
operators in mized Tsirelson spaces, J. Math. Anal. Appl. 388 (2012), 1040-1060.

A. Pelczar-Barwacz, Strictly singular operators in asymptotic £, Banach spaces, w druku,
Nlinois J. Math. (2013), arXiv:1109.5874.

Pozostale prace naukowe autorki

A. Pelczar, Remarks on continuity of multifunctions, Univ. Iagel. Acta Math. No. 37 (1999),
263-273.

A. Pelczar, On a certain property of hereditarily indecomposable Banach spaces, Univ. lagel.
Acta Math. No. 38 (2000), 283-288.

A. Pelczar, Remarks on Gowers’ dichotomy, Recent progress in functional analysis (Valen-
cia, 2000), 201-213, North-Holland Math. Stud., 189, North-Holland, Amsterdam, 2001.

A. Pelczar, Some version of Gowers’ dichotomy for Banach spaces, Univ. lagel. Acta Math.
41 (2003), 235-243.

A. Pelczar, Stabilization of Tsirelson-type norms on £y, spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 135
(2007), 1365-1375.

A. Pelczar, Note on distortion and Bourgain £1-indez, Studia Math. 190 (2009), 147-161.

S.A. Argyros, A. Manoussakis, A. Pelczar-Barwacz, On the hereditary prozimity to £1, J.
Funct. Anal. 261 (2011), 1145-1203.

A. Manoussakis, A. Pelczar-Barwacz, Strictly singular non-compact operators on a class of
HI space, Bull. London Math. Soc. (2012), doi: 10.1112/blms/bds111.

S.A. Argyros, A. Manoussakis, A. Pelczar-Barwacz, Quasi-minimality and tightness by
range in spaces with unconditional basis, w druku, Israel J. Math., arXiv:1206.0651.

38
foe beleor — B =



