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Recenzja rozprawy habilitacyjnej i dorobku naukowego dra
Michata Wojtylaka

Na dorobek naukowy dra Michata Wojtylaka, w chwili obecnej, sktada sie
15 opublikowanych artykuléw naukowych. Wszystkie prace zostaly opubli-
kowane w czasopismach matematycznych rangi miedzynarodowe;j.

W niniejszej recenzji skoncentruje sie na ocenie dorobku naukowego uzys-
kanego przez Kandydata po doktoracie, ktory sklada sie z 7 prac tworzacych
rozprawe habilitacyjna oraz 5 prac poza rozpraws.

W pracach Kandydata rozwinieto techniki badania wartosci wtasnych
operatoréw liniowych w (skoniczone lub nieskoriczenie wymiarowych) prze-
strzeni Hilberta, polegajace na znajdowaniu zer funkcji Weyla. Dobre wia-
domo, ze analiza widma operatora liniowego wykorzystywana jest w wielu
dziedzinach matematyki, na przykiad w fizyce matematycznej, analizie nume-
rycznej, teorii réwnan rozniczkowych. Zatem teoria perturbacji operatoréw
liniowych jest dzisiaj czescia matematyki o ogromnym znaczeniu teoretycz-
nym 1 praktycznym.

W pracy [W3] (numeracja prac jest zaczerpnieta z Autoreferatu) Kandy-
dat bada wartosci wiasne macierzy C(7) := A+ 7B € C"" gdzie 7 € C
jest parametrem, a B = wv* jest perturbacja rzedu pierwszego. Wiadomo
ze wartosci wlasne macierzy C(7), ktére nie sa wartosciami wlasnymi A, sg
rozwiazaniami réwnania (J(z) = —1/7, gdzie @ jest funkcja Weyla

Q(z2) =< (A—2)" u,v >, z & a(A).

W Tw. 5.1 pokazano, ze dla dla generycznych u,v € C" oraz wszystkich 7 €
C algebraiczna krotno$é wartosci wlasnych C(7), ktére nie sa wartosciami
wlasnymi A, jest nie wieksza dwéjki. Z drugiej strony, odnotowano ze taki
wynik nie zachodzi w ogdlnym przypadku.

Niech V’ bedziw zbiorem par (u,v) € C?" dla ktérych istnieje 7 € C takie,
ze C'(7) ma potrdjna wartos¢ wlasna, ktéra nie nalezy do o(A). Wowczas,
Z Tw. 5.1 wynika, ze V' zawiera si¢ w pewnym podzbiorze algebraicznym
C?". Przy dowodzie wykorzystuje sie metody rezultantu macierzowego Sy-
Ivestera oraz formy kanonicznej Brunowskiego dla (A, u,vT). Drugi wazny
wynik artykuhu, mianowicie Tw. 6.2, dotyczy przypadku 7 € R. W tej sy-
tuacji, udowodniono, ze zbiér V' wszystkich par (u,v), dla ktérych istnieje



7 € R takie, ze C(7) ma podwdjna wartosé wlasna poza o(A4), jest zbiorem
domknietym o zerowej z 4n-wymiarowa mierze Lebesgue’a. W szczegdlnosei,
V' ma puste wnetrze. Ten fakt wyjasnia dlaczego w obliczeniach numerycz-
nych krzywe A\;(C(7)) € 0(A), j =1,...,n, zakreslone przez wartosci wlasne
C(7), 0 # 7 € R, nie przecinaja sie.

W pracy [W6] rozpatruje sie regularny pek liniowy macierzowy P()\) =
A+AE, gdzie A, E € C"*", oraz jego perturbacji. Rozwazony problem polega
na minimalizacji normy macierzy uvs rzedu jeden takiej, ze pek D()\) =
A4+uv*+AE, u,v € C" jest osobliwy (tzn. ze det D(A) = 0). Ten problem jest
zwiazany z analiza numeryczna 1 modelowaniem matematycznym. Stosowanie
metody funkeji Weyla prowadzi do uzyskania podstawowego rezultatu (Tw.
4), ktéry, w szczegdlnosci, méwi ze zakladajac regularnos$é peku A+ AE, pek
A+ mouv* + AE jest osobliwy dla pewnego 7y € C wtedy i tylko wtedy gdy
funkeja Weyla v*(A + AE)~'u = const # 0 oraz wtedy i tylko wtedy gdy
wielomian p(\, 7) = det( A+ Tuv* + AE) ma postaé p(A, 7) = (1+(7)det( A+
AE) dla pewnego 0 # ( € C.

Na podstawie Tw. 4 uzyskany jest szereg twierdzenl o wyznaczeniu od-
legtosci rzedu jeden peku regularnego od singularnosci. Najpierw, w jezyku
hermitowskej formy kanonicznej A + AE, podana jest charakteryzacja pe-
kéw hermitowskich, dla ktorych singularyzacja hermitowska A + uu* + AF
est mozliwa (w przypadku niehermitowskim taka charakteryzacja jet bardzo
prosta: macierz E ma byé nieodwracalna). W Tw. 23, podany jest jawny
wzor na hermitowska odlegtosé od singularnosci w przypadku hermitowskie-
go peku majacego jedynie proste wartosci wlasne. Otrzymane sa tatwe do
sprawdzenia oszacowania minimalnej normy Frobeniusa macierzy uv*, ktéra
syngularyzuje regularny pek A + AE (Tw. 13, Tw. 32). W rozdziale 7 po-
dany jest algorytm na znalezienie peku osobliwego bliskiego danemu pekowi
regularnemu, oraz rozwazane sa ilustracje numeryczne.

W pracy [W7], na przestrzeni [?, rozwazano operator H = [—~1] @& I oraz
H-samosprezony operator
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gdzie a,, € R, b, > 0 naleza do podzbioru ograniczonego R. Niech A,, oznacza
skonezona podmacierz A wymiaru n+1. Macierzy A i A,, posiadaja doktadnie
jedna wartos¢ wlasna niedodatniego typu A i A, odpowiednio. Wykazano
(Wn. 3.5), ze lim, 0o A = A. Kluczowa idea dowodu jest asymptotyczna



relacja pomiedzy funkejami Weyla
m(z) = — < ep, (A —2)"leg > i ma(z) = — < e, (An— 2) teq >,

gdzie ey oznacza pierwszy wektor bazy kanonicznej 2. Co wiecej w Tw. 4.3 w
przypadku prostej wartosci wtasnej A udowodniono, ze tempo zbieznosci A,
do A jest wykladnicze oraz pokazano, ze na wielkosé wyktadnika ma wplyw
odlegtosé A od widma czedci symetrycznej macierzy A.

Funkcja Q(z) jest uogdlniona funkcja Nevanlinny klasy Ny, jesli jest me-
romorficzna w C\ R, Q(z) = Q(z) oraz jadro (Q(z) — Q(w))/(z — w) ma
jeden niedodatni pierwiastek. Kazda funkcja klasy N; posiada doktadnie jed-
no uogdlnione zero niedodatniego tupu w péiplaszezyznie Im z > 0 oraz dla
T € RU {00} funkcja

_ Q) -7

=)= 1oy 1)
jest klasy Ny. To powoduje, ze funkcja (1), ktéra przypisuje 7 € R jedyne ze-
ro niedodatniego typu funkeji @, (z), jest dobrze zdefiniowana. W artykutach
[W1, W5] badano wlasnoéci funkeji a(7). W szezegdlnosel, pokazano [W1,
Tw. 3.3], ze funkcja a(7) jest rézniczkowalna, gdy Im a(7) > 0, a w [W5, Tw.
3.3] udowodniono, ze 7 — (1) jest ciggha oraz zbiér {a(r) : 7 € RU{oc}} na
sferze Riemanna stanowi krzywa, ktéra jest homeomorficzna okregu. Zwiaz-
ki pomiedzy teoria funkeji holomorphicznych a teoria perturbacji pozwalaja
sformutowa¢ wyniki prac [W1, W5] w jezyku teorii operatoréw, tak jak to
zaprezentowano w Autoreferacie. Mianowicie, na podstawie rezultatéow arty-
kutéw [W1,W5| oraz pracy V. Derkach, S. Hassi and H.S.V. de Snoo, Ope-
rator models associated with Kac subclasses of generalized Nevanlinna func-
tions, Methods of Functional Analysis and Topology, 5 (1999), 65-87, badana
jest parametryczna teoria perturbacji dla H-samosprzezonych operatoréw w
przestrzeni Pontryagina I1;. Rozwazane H-samosprzezone perturbacje rzedu
jeden H-samosprzezonego operatora A

S(ry:=A4+7<-Hu>u, 7€ER,

gdzie H jest ograniczonym odwracalnym samosprzezonym operatorem w
przestrzeni Hilberta (H, < -,- >) 1 takim, ze przeciecie o(H) z (—o0,0) za-
wiera doktadnie jedna prosta wartod¢ wlasna. Zakltadano réwniez, ze wek-
tor u jest cyklicznym wektorem operatora A. We wspominanych pracach,
przeprowadzona jest analiza wlasnosci wartosci wlasnych niedodatniego ty-
pu 3(7) operatora S(7) jako funkcji 7, gdzie jak zwykte funkcja Weyla
1/Q(z) =< (A — z)"'u, Hu >€ N, dostarcza pelnej informacji o 3(7), przy
tym 3(7) jest uogdlnionym zerem niedodatniego typu funkcji @, (z), zdefinio-
wanej jak powyzej. W szezegdlnoscel, w przypadku istnienia holomorficznego



rozszerzenia Q(z) w sasiedztwie § = 3(0) Tw. 4.5 z [W5] pozwala przeanali-
zowaé lokalne zachowanie 3(7) (|7] < ¢€).

W pracy [W2] w kontekscie duzych macierzy losowych badany jest pro-
blem parametrycznej zaleznosci wartosci wlasnej Gy niedodatniego typu H -
samosprzezonej macierzy Xy

[an -by -1 0
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gdzie ay € R, b, € CV i Cy € CN*N, Cx = Cy. Macierz Xy jest ma-
cierza losowa i przy odpowiednich zalozeniach probabilistycznych pokaza-
no (Tw 4.1), ze, Sy zmierza wzgledem prawdopodobiefistwa do pewnego
5o jak N — oo. W pracy [W4] rozwazono macierz losowa Xlg\ff)ﬂf N, gdzie
H}(\?) =diag{d,1,...,1}, 0 # d € R, oraz Wy jest losowa macierza Wignera.
Glowny wynik pracy mowi, ze szereg funkeji Weyla

N 1 e d -1 -1
A == (4 (X -2) "), e=1{1,0,...,0}
zmierzaja probabilistyczne jak N — oo do funkeji

(2—d)z+dvz2—4
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Artykuty [MI1-M5] podwiecone sa ogélnej teorii operatoréw w przestrze-
niach z nieokreslonym iloczynem skalarnym < H-,- >, gdzie H jest ogra-
niczonym odwracalnym samospawalny operatorem w przestrzeni Hilberta
(H,< -,- >). W szczegdlnosel artykuty [M1, M2, M3] zawieraja dogleb-
ne pordéwnanie wtasnosci spektralnych operatoréw TET oraz TTH, gdzie
TH = H-'T*H. W [M4] podana jest konstrukcja rodziny fundamentalnych
symetril przestrzeni Pontryagina II;, a w [W5] udowodniono ogélne kryte-
rium na H-samosprzezonosé nieograniczonego operatora.

W mojej opinii rezultaty przedstawione w autoreferacie ukazuja Kandyda-
ta jako badacza o szerokich zainteresowaniach matematycznych oraz potrafig-
cego uzywac roznorodnych metod i narzedzi. Dr Michal Wojtylak porusza sie
swobodnie po wielu dzialach matematyki i potrafi umiejetnie taczy¢ i stoso-
waé rézne metody badan. Kluczowe prace opublikowane sa w dobrych czaso-
pismach, np. takich jak: J. Math. Anal. Appl., Linear Algebra Appl.. Wyniki
w nich zawarte referowane byly na specjalistycznych miedzynarodowych kon-
ferencjach naukowych. Dokonania Kandydata sa szeroko znane spotecznosci
matematycznej zajmujacej sie problemami teorii perturbacji operatoréw na
przestrzeni Hilberta.



Podsumowujac uwazam, ze rozprawa habilitacyjna dra Michata Wojty-
laka stanowi zauwazalny wktad w rozwdj teorii operatoréw, a caly dorobek
naukowy Kandydata jest znaczny i uzasadnia nadanie mu stopnia naukowego

doktora habilitowanego.
%7 Oleksandr Gomilko






