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»Algorytm podzbioru acyklicznego: rozszerzenia i zastosowania”

Obszar problemowy rozprawy

Przedstawiona mi do recenzji praca doktorska Pana mgr Piotra Brendela zostata napisana pod opieka
prof. dr. hab. Mariana Mrozka na Wydziale Matematyki i Informatyki Uniwersytetu Jagiellonskiego.
Tematem pracy jest rozszerzenie tzw. algorytmu wyznaczania podzbioru cyklicznego (Mrozek,
Pilarczyk, Zelazna, Homology algorithm based on acyclic subspace, Comp. and Math. with App.
55(2008), 2395-2412) dziatajacego na zbiorach kostkowych na przypadek komplekséw symplicjalnych.
Rozprawa sytuuje si¢ wigc na pograniczu teorii homologii i algorytmiki, tzn. zawiera wyniki bedace
algorytmicznym podej$ciem wspomagajacym obliczanie grup homologii. Wspomaganie to polega na
redukcji komplekséw symplicjalnych z zachowaniem ich homologii, co zmniejsza rozmiar danych
wejsciowych (opis analizowanej przestrzeni topologicznej) i automatycznie pozwala na zaoszczedzenie

pamieci podczas obliczen.

Teoria homologii zajmuje si¢ analizg i klasyfikowaniem rozmaito$ci charakteryzujac je przez liczbe
,»roznych” cykli, jakie mozna wyznaczy¢ na tej powierzchni, przy czym cykle sa ,,r6zne”, jesli nie
istnieje ciggla funkcja przeksztalcajaca jeden z nich w drugi. Specyficznym rodzajem analizowanych
rozmaitosci sa tzw. kompleksy symplicjalne, tzn. przestrzenie konstruowane przy pomocy punktow,
odcinkow, trojkatow oraz ich n-wymiarowych uogdlnien. Rozprawa dotyczy takich wtasnie przestrzeni
topologicznych. Wspoétczesne podejscie do homologii to podejscie algebraiczne, gdzie grupy homologii
traktowane sg jako elementy skonczenie generowanych grup abelowych. Homologia przestrzeni
topologicznej X nazywa si¢ zbior niezmiennikow topologicznych X opisywanych przez ich grupy
homologii H,,(X), i = 0, 1, ..., gdzie n-ta grupa homologii H,, reprezentuje n-wymiarowe ,,dziury” w X.
Formalnie, n-ta grupa homologii definiowana jest jako grupa ilorazowa H,, (X) = ker(d,) / im(0,,4+1),
gdzie d, jest operatorem brzegu, ktory n-wymiarowemu sympleksowi przyporzadkowuje kombinacje

liniowa wszystkich jego $cian kowymiaru 1.

Teoria homologii znajduje praktyczne zastosowanie w tzw. topologicznej analizie danych, ktora bada
duze, wielowymiarowe, niekompletne i/lub zaszumione zbiory danych z wykorzystaniem technik

topologicznych, w mys$l zasady ,,data has shape and shape has meaning” (G. Singh). Analizy te moga
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rowniez stuzy¢ do budowy modeli predykecyjnych opartych o analizg ksztattu danych. Chociazby z tego

tylko wzgledu tematyke rozprawy uwazam za bardzo aktualng oraz istotna.
Zawarto$¢ rozprawy

Praca liczy 110 stron i podzielona jest na 4 rozdzialy poprzedzone wstgpem przedstawiajacym
motywacj¢ oraz streszczenie gtdwnych wynikow rozprawy, oraz dwa dodatki. Rozdziat 1 wprowadza
czytelnika w podstawowe pojecia z zakresu teorii homologii wykorzystywane w pozniejszej czesci
rozprawy. Rozdziat 2 jest gtdbwna czescig pracy, zawierajaca oryginalne wyniki doktoranta zwigzane z
algorytmem konstrukcji podzbioru cyklicznego. W rozdziale 3 opisano algorytm obliczania tzw. grupy
podstawowej (czyli, nieformalnie mowige, grupy cykli na rozmaitosci z operacjg ich ,,sklejania”) dla
pewnej klasy CW-komplekséw. Rozdzial 4 to podsumowanie pracy. Dodatek A opisuje notacje
wykorzystang do zapisu algorytméw, a dodatek B stanowi techniczng instrukcje kompilacji i uzycia
dotaczonej do pracy implementacji algorytmu. Rozprawa zawiera rowniez indeks pojec, ktéry bardzo

ulatwia czytanie, zwlaszcza gdy chee si¢ wrocic do jakiej$ definicji.
Oryginalne osiagniecia

Problem obliczenia homologii zadanej przestrzeni moze by¢ wymagajacy obliczeniowo, ale mozna go

uprosci¢ poprzez zredukowanie rozmiaru danych wejsciowych korzystajac z prostego faktu, iz
H,(X) = H,(X,A),n > 0,

gdzie A jest podzbiorem acyklicznym zbioru X, tzn. jest homologicznie rownowazny punktowi, a
H,(X,A) jest homologig relatywng. Rownowazno$¢ ta oznacza, ze homologic X mozna liczy¢ z
pominieciem zbioru A, zatem jesli A jest duzy w stosunku do X, obliczenie homologii bedzie szybsze

niz w przypadku analizowania catego zbioru X.

Powyzsza obserwacja stanowi podstawe do konstrukcji algorytmu. Oryginalne wyniki doktoranta

zawarte w rozprawie to:

e projekt, implementacja i analiza ztozonosci obliczeniowej algorytmu konstrukcji podzbioru
acyklicznego bedacego rozszerzeniem algorytmu dla zbioréw kostkowych na przypadek
kompleksow symplicjalnych;

e modyfikacje w/w algorytmu pozwalajace na zwickszenie jego efektywnosci poprzez
zwigkszenie rozmiaru konstruowanych podkompleksow;

e zaproponowanie sposobu zréwnoleglenia algorytmu podzbioru acyklicznego;

e projekt i implementacja algorytmu obliczajgcego grupe podstawowa okreslonej klasy CW-

kompleksow.

Cze$¢ wynikow doktoranta zostata opublikowanych w dwoch publikajcach:



e Brendel, Dlotko, Ellis, Juda, Mrozek — Computing fundamental groups from point clouds, Appl.
Alg. in Eng., Comm. & Comp. 26(2015), 27-48,

e Brendel, Dlotko, Mrozek, Zelazna — Homology Computations via Acyclic Subspace, LNCS
7309(2012), 117-127.

Oba czasopisma sg dobre: pierwsze posiada Impact Factor, a w serii LNCS, réwniez utrzymujacej

wysoki poziom, publikowane sg gléwnie recenzowane artykuty pokonferencyjne.

Za rzecz bardzo wartosciowa w przedstawionej rozprawie uwazam rzeczywista implementacje
algorytmu podzbioru cyklicznego. W wielu pracach doktorskich z informatyki (nawet tych w naukach
technicznych, o naukach matematycznych nie wspominajac) algorytmy wystepuja jedynie na papierze,

a mgr Brendel napisat w petni dziatajacy program implementujacy zaprojektowany wczesniej algorytm.

Doktorant jest rowniez autorem jednego z twierdzen oraz czesci lematdw opisanych w pracy (lematy
2.5, 2.11-2.14, 2.22-2.24, twierdzenie 2.15). Wyniki teoretyczne nie budza moich watpliwosci,
doktorant wykazuje si¢ dobrym poziomem kultury matematycznej oraz znajomoscig teoretycznych
podstaw algebry czy topologii algebraicznej i sprawnie porusza si¢ w tym obszarze. W kolejnej czesci
recenzji wiecej uwagi chce poswigci¢ samym algorytmom oraz wynikom dotyczacym ich analizy. W
swojej zasadniczej idei algorytmy te sprowadzaja si¢ do szczegdlnych postaci algorytméw
przeszukiwania wszerz, co moze wydawac si¢ dosy¢ proste i nieoryginalne. Jednak gdy zagltebi¢ si¢ w
szczegobty, konstrukcja tych algorytméw wymaga bardzo dobrej znajomosci topologii algebraicznej. W
podejéciu algorytmicznym do homologii wystepuje bowiem wiele subtelnosci i detali, ktore sg
niezwykle istotne dla poprawnosci dziatania algorytméw. Sposoby radzenia sobie z wigkszo$cig z nich
sg formalnie opisane w lematach i twierdzeniach zawartych w rozdziatach 1 i 2. Osobnym problemem
—z punktu widzenia projektowania algorytmu — byta kwestia doboru odpowiednich struktur danych dla
reprezentacji rozmaitosci (sympleksoéw, topleksow itp.) zapewniajacych nie tylko poprawnos¢

reprezentacji, ale i efektywnos¢ dziatania algorytmu.
Uwagi krytyczne i polemiczne

Nie mam najmniejszych watpliwosci, ze algorytmy zawarte w pracy co do swej idei sg poprawne — ich
koncepcja jest dla mnie jasna i zrozumiata. Moje watpliwos$ci budza natomiast pewne fragmenty
dotyczace analizy ztozonosci oraz sposob samego zapisu algorytmow. W przypadku Algorytmu 2.1 nie
przeprowadzono analizy ztozonosci tworzenia stownika (linia 2), co moze miec przeciez wplyw na
ztozono$¢ catego algorytmu. Nie jestem rowniez pewien, czy w przypadku istnienia np. wierzchotka
izolowanego algorytm go przeanalizuje (wydaje mi si¢, ze taki wierzchotek bedzie pominigty w liniach
4.1 12.). Algorytm ma zwréci¢ trojke (V, E, C) gdzie C jest zbiorem topleksow, ale ze wzgledu na linie
5.19. do zbiorow V i C zawsze beda dodawane te same elementy, w rezultacie czego na samym koncu

dostaniemy C =V (?): po wejsciu do if-a w linii 4. w linii 6. element dodany w linii 5. do C



bezwarunkowo dodawany jest do kolejki @, a wigc w petli 7. w koncu w ktorym$ momencie zostanie
dodany do V. W petli 10. co prawda do kolejki Q moga by¢ dodawane inne elementy, ale po powrocie,
z chwilg wejscia do ciata if-a w linii 4. elementy te rowniez w koncu trafig do obu zbioréw C i V. W
linii 13. Wystepuje notacja (z,17) co sugeruje krawedz skierowang, a mamy chyba do czynienia z

krawgdziami nieskierowanymi.

Wydaje mi si¢, ze algorytm 2.1. mozna w ogoble zapisa¢ prosciej, wykorzystujac wytacznie postac
stownika D i informacje, jakie on zawiera, tzn. zbior topleksow zawierajacych zadany wierzcholek —

ponizej pseudokod uproszczonej wersji algorytmu dla konstrukcji V i E:

D := TwérzSiownik(S); Q := U,D[v]
while Q !'= 0@
T := PobierzPierwszy (Q)
forall n€Q
iftNnp#@P E :=E U ({t,n}); V :=V U {1,n}

Natomiast zbiér C mozna chyba konstruowaé¢ wykonujac BFS na topleksach i po prostu dodawa¢ tylko

jeden topleks dla sktadowej:

Q := UvD[v]
while Q != @
C := PobierzPierwszy(Q); T := wierzchotki C
forall T€Q
ifTNT#0 Q :=QO\1; T := T U wierzchotki T

Lemat 2.9 opisuje ztozono$¢ algorytmu 2.1 jako O(card V - (dimS + 1) - deg D). Po pierwsze owo
,»T1” nie ma wptywu na ztozono$¢ w notacji O i spokojnie mozna je poming¢, ale to akurat jest szczegot.
Powazniejsza usterka jest tu fakt, iz ztozono§¢ wyrazona jest w terminach elementdéw, ktére nie sa
czgscig wejscia. Wejsciem jest jedynie S 1 ztozono$¢ moze zaleze¢ tylko od jego rozmiaru. Rozmiar
stownika niewatpliwie da si¢ wyrazi¢ w terminach wielkos$ci S jako O(S). Natomiast zmienna V jest w
ogo6le modyfikowana w trakcie dziatania algorytmu i jej rozmiar si¢ zmienia w czasie, wigc w ogole nie
mozna mowié o jej rozmiarze przy definiowaniu ztozono$ci. Nalezy obliczy¢ gorne ograniczenie na

rozmiar V (ktore wynosi 0(S)). Ostatecznie, ztozonosé¢ algorytmu wynosi 0(|S|3).

W algorytmie 2.2 do zbioru A w linii 3. dodane zostang wszystkie o € G niezaleznie od warunku z linii
8, bo linia 3. wykonuje si¢ bezwzglednie na poczatku kazdego przebiegu petli forall, a chyba nie o to
chodzito? Przyjmujac nawet, ze algorytm dziata tak, jak powinien, posta¢ zbioru A w oczywisty sposob
zaleze¢ bedzie od wyboru poczatkowego o — na szczegscie doktorant zauwaza to i proponuje w rozdziale
2.3. usprawnienie pozwalajace na dodanie do podkompleksu acyklicznego wigkszej liczby elementow,

niz by to wynikato z ,,naiwnej” wersji algorytmu 2.2.



W algorytmie 2.3. dobrze by byto rozwazy¢ zlozonos¢ dwoch operacji: sprawdzenia predykatu w linii
8. oraz operacji dodania elementu do zbioru w linii 12, gdyz moga one wptywaé na ztozono$¢ catego

algorytmu.

Dla algorytmu 2.5. nie podano ztozonosci obliczeniowej. W przypadku algorytmu 2.6. z kolei brakuje
mi rozwazan na temat tego, czy wybor elementu W w linii 22. nie bedzie aby mial wpltywu na

efektywnos¢ algorytmu (analogicznie do wyboru poczatkowego o w algorytmie 2.2.).

W dodatku A.2 opisano sktadni¢ algorytmoéw — blok instrukcji oraz instrukcje warunkowe i petle; w

pracy doktorskiej z informatyki mozna sobie to darowac.

Tablica 2.1 zawiera poroéwnanie algorytmu podzbioru acyklicznego z algorytmem opartym na
koredukcjach dla testowych kompleksow symplicjalnych pochodzacych z pewnej bazy danych.
Eksperymenty przeprowadzono jednak tylko dla trzech kompleksoéw, a baza ta zawiera ich az 21 —

dlaczego inne nie zostaly poddane testom?

Tablica 2.2. zawiera wyniki dos§wiadczen dla komplekséw o wymiarach 3 i 4. Co z kompleksami wigcej

wymiarowymi? Czy algorytm daje sobie z nimi rad¢?
Drobniejsze uwagi merytoryczne:

e na str. 6 doktorant prowadzi rozwazania na temat zlozono$ci algorytmu obliczania grup
homologii i pisze, ze w ogdlnym przypadku (tzn. gdy wspdtczynniki macierzy operatora brzegu
niekoniecznie nalezg do ciata) jego ztozonos¢ jest ponad sze$cienna — ale nie precyzuje jaka
doktadnie, w szczego6lnosci interesujace jest to, czy jest ona nadal wielomianowa?

e str.12:jestX Uy U, powinno by¢ X UfY

o w definicji CW-struktury na str. 13 podzbiory K muszg by¢ niepuste

e W tej samej definicji jest K¢ a powinno byé K;

e str. 14d1: jest BI*!, powinno by¢ BI°!

e str. 213d: jesli |S| < oo, to czy warunek, iz c(g) = 0 dla prawie wszystkich symplekséw o €
S nie jest pusto spetnialny?

e str. 24916 — brak definicji H,

e str. 26g4: jest vy — v4 € B, (S), powinno by¢ vy — v € By(S)

e str. 28d3: jest n, powinno by¢ d

o str. 30gl4: jest a, B € Z, powinno by¢ a;, B; € Z

e str. 34d4: co z warunkiem 0 < k < I < n w przypadku, gdy n = 2?

e czylematy 2.2, 2.4, 2.7, 2.8 sa oryginalnym wynikiem doktoranta, czy tez doktorant przytacza
ich dowody z jakiego$ zrodta?

e str.39g19: suma U powinna by¢ indeksowana, bo w takiej postaci UK oznacza sumg elementow
ze zbiorow Sy, a nie zbior K,

e str. 39d8: niezdefiniowane H

e str. 45d5: jest ,,Sciezka”, powinno by¢ ,,Sciezka W’

e str. 45d14: skoro W jest ciagiem, to W = (a4, ..., 0,,), a nie {oy, ..., o, }

e str. 58, algorytm, 1. 17: jest ,,SympleksyZawierajace”, powinno by¢ ,,TopleksyZawierajace”

e str. 64d16: struktura drzewa nie bedzie zniszczona zawsze, ale tylko wtedy, gdy usuwana

krawedz nie zawiera wierzchotka bedacego lisciem
e czy twierdzenie 3.16 jest wynikiem wlasnym doktoranta, czy tez jego dowod istniat wezesniej,
a doktorant jedynie go zweryfikowatl przy uzyciu obliczen?



® notacja opisana w dodatku A.16 powinna zosta¢ wprowadzona wezesniej, poniewaz byta
uzywana w algorytmach w rozdziale 2

Drobne bledy jezykowe/literowki znalezione w rozprawie (nie wplywajace w zadnym stopniu na oceneg

merytoryczng pracy):

6g2: przecinek po »matematyczne™; 7d16 potrafia — mogg; 8d6 CW-komplekséw, — CW-
kompleksow; 9g3 teoretycznie — teoretyczne; 14g3, 41g19 llos¢ — Liczbe; 14d13 odwzorowywuje —
odwzorowuje; 20g19 symplicjalnym — symplicjalny; 22d5 kowymiariu — kowymiaru; 29d7, 42d18,
43d12 prze — przez; 30d12 Operacje — Operacje; 33g18 roznymi — réznymi; 38d13 w postaci —
postaci; 50g4 wejsciowa — wejsciowa; 62d7 Obie z nich — Obie; 64g19 algorytm — algorytmu; 69d12
wzgledow — wzgledu; 72g12 réwnie — réwniez; 73d12 indeks to —» indeks; 74d8 orientacje —
orientacje; 76g1, 82d4 ilogé — liczba; 77g14 ztablicowanej — stablicowanej; 77g16 ilo§é¢ — liczbe;
82g17 wszystkie pary redukcyjne — wszystkich par redukcyjnych; 82d11, 82d12 ilo§é — liczby; 82d6
nawet znalezienie — znalezienie nawet; 83d6 uruchomiomy — uruchomiony; 84g11 odpowiadajagcym

— odpowiadajacych; 88d8 3.11 — twierdzenia 3.11; 92¢8 Dowiedzono — Dowiedziono;
Konkluzja

Podsumowujgc, uwazam, ze przedstawiona mi do oceny rozprawa doktorska mgr. Piotra Brendela
zawiera oryginalne wyniki i pomimo kilku uwag krytycznych moja ogélna jej ocena Jjest pozytywna.
Rozprawa ta w mojej ocenie spetnia wymagania zwyczajowe i ustawowe stawiane rozprawom
doktorskim. W zwigzku z tym wnosze¢ o dopuszczenie doktoranta do dalszych czynnosci przewodu

doktorskiego.

Adam Roman



