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Dr Rafal Pierzchata ukonczyt studia matematyczne na Uniwersytecie Jagiellon-
skim w 2001 roku. Stopien doktora nauk matematycznych uzyskat w 2005 roku,
réwniez na Uniwersytecie Jagielloniskim, na podstawie rozprawy zatytulowanej Za-
stosowania geometrii o-minimalne; w teors aproksymacyi; promotorem jego dokto-
ratu byt prof. dr hab. Wiestaw Pawtucki.

Tematyka badawcza dr Rafata Pierzchaty nalezy do analizy funkcji wielu zmien-
nych zespolonych. Wiodace tematy w jego badaniach to nieréwnosci wielomianowe
na zwartych podzbiorach C™ i R", aproksymacja wielomianami na zwartych pod-
zbiorach C™ i teoria pluripotencjatu.

Dr Rafat Pierzchata jest autorem lub wspoétautorem 12 prac opublikowanych, zas
kolejne 2 sa przyjete do publikacji. Z tego dorobku, 5 prac, oznaczonych w autorefe-
racie jako [P1] — [P5], sktada sie na Osiggniecie naukowe. . ., wymagane przez Ustawe
o stopniach naukowych i tytule naukowym. Cykl ten jest zatytulowany Zastosowanie
zbioréw subanalitycznych i definiowalnych do nieréwnosci wielomianowych i aprok-
symacjt wielomianowey, zas wchodzace w jego sktad prace zostaly opublikowane w
latach 2010 - 2015.!

Przejdzmy do oméwienia cyklu prac [P1] - [P5).

Omoéwienie i ocena cyklu publikacji Zastosowanie zbioréw
subanalitycznych t defintowalnych do nieréwnosdci wielomianowych 1
aproksymacji wielomianowej

Omawiany cykl rozpoczyna praca [P1], z wyrézniajacym sie Twierdzeniem 10.2
Twierdzenie 10 to pelna odpowiedZ na nastepujace pytanie: pod jakimi warunkami
wielomianowy obraz zbioru zachowujacego nieréwnoé¢ Markowa réwniez zachowuje
nierownos¢ Markowa. W literaturze znane sa warunki dostateczne na to, by obraz

W kwestii formalnej: praca [P1] co prawda jeszcze nie ukazala sig¢ w druku i nie zostala przypi-
sana do konkretnego numeru czasopisma, ale w dniu 1 pazdziernika 2015 zostala opublikowana na
stronie internetowej czasopisma. Uwazam, ze publikacja online spelnia ustawowy wymég publikacji.

2Uzywam numeracji z autoreferatu, zaréwno przy odwolywaniu si¢ do wynikéw, jak i do litera-

tury.
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h(E) zbioru zachowujacego nieréwnos¢ Markowa réwniez zachowywatl nierdwnosé
Markowa, patrz np. W. Pawtucki i W. Plesniak [85] (Proposition 1.2, dla zwar-
tych podzbioréw E C R™ i odwzorowan h klasy C'°°, zachowywanie warunku UCP;
przypomnijmy, ze warunek UPC implikuje zachowywanie nieréwnosci Markowa),
W. Plesniak [94] (Proposition 4.1, tutaj £ C R™ i h jest odwzorowaniem analitycz-
nym), M. Baran i W. Plesniak [10] (Theorem 2.5 dla odwzorowai holomorficznych
i Theorem 2.8 dla odwzorowan wielomianowych oraz podzbioréw R™ spetniajacych
warunek UCP, obydwa twierdzenia z badaniem zachowania sie wyktadnika Markowa
dla h(FE); por. tez Twierdzenie 9 w autoreferacie). Praca [P1] podaje pelng charak-
teryzacje odwzorowan wielomianowych h, dla ktérych obraz h(£) dowolnego zbioru
E zachowujacego wlasnoéé Markowa réwniez zachowuje nieréwnoéé Markowa. Do-
ktadniej, potaczenie Twierdzenia 10 i Lematu 11 daje nastepujaca dychotomie: jesli
h jest odwzorowaniem wielomianowym, to albo dla kazdego zbioru zwartego E za-
chowujacego niewréwnos¢ Markowa, jego obraz h(F) rowniez zachowuje nieréwnosé
Markowa, albo obraz h(£) zadnego zbioru zwartego E nie zachowuje nieréwnoéci
Markowa. Kryterium decydujacym o tym, ktora z tych mozliwosci zachodzi, jest
wielkos¢ rank h, patrz sformutowanie Twierdzenia 10 i Lematu 11.

Wynik otrzymany w Twierdzieniu 10 byt motywacja do postawienia pytania czy
przeciwobraz zbioru zachowujacego nieréwnosé Markowa w odwzorowaniu wielomia-
nowym rowniez zachowuje nierownosé Markowa, patrz Pytanie 12. CzeSciowa od-
powiedz na to pytanie daje Twierdzenie 13 — twierdzenie to podaje pewne warunki
dostateczne na to, by przeciwobraz zbioru spelniajacego warunek HCP przez od-
wzorowanie holomorficzne réwniez spetnial warunek HCP. (Przypomnijmy, ze zbidr
spetniajacy warunek HCP zachowuje nieréwno$é Markowa.) Ostatni rozdzial pracy
[P1] podaje pewne warunki dostateczne na to, by podzbiér K C E zbioru E za-
chowujacego nieréwno$¢ Markowa rowniez zachowywat nieréwnos¢ Markowa, patrz
Twierdzenie 14 i Wniosek 15.

Druga w tym zestawie jest obszerna praca [P2], dotyczaca wielowymiarowej wer-
sji nieréwnosci Remeza. Nierownoéé Remeza jest przypomniana w autoreferacie jako
Twierdzanie 2, za$ jej wielowymiarows, wersje dla cial wypuktych, pochodzacs od
Yu.A. Brudyi’ego i M.I. Ganzburga [42], znajdujemy w autoreferacie jako Twierdze-
nie 4. Jak rozumiem, punktem wyjsciowym do pracy [P2] bylo nastepujace pytanie:
czy dla zbiorow B C R™ z ostrzami wielowymianowymi (tzn. dla zbioréw spelnia-
jacych warunek UPC) zachodzi nier6wno$é typu Remeza. Badanie tego zagadnienia
doprowadzito do wyodrebnienia szerszej rodziny zbiorow, tzw. zbiordw posiadaja-
cych specjalne parametryzacje (zbiory z wlasnoscia SPP), patrz Definicja 17. Wazna
obserwacja jest tu Lemma 3.8 z pracy [P2], méwiacy o tym, ze zwarty zbiér B C R™
z wiasnodcia UPC ma réwniez wtasnoséé SPP. Tak wiec w pracy [P2] zardéwno gtéw-
ny wynik, Twierdzenie 16, jak i jego konsekwencje, sa formutowane dla zbiorow z
wlasnoscig SPP. Przedstawione w [P2] konsekwencje Twierdzenia 16 sa réznorodne:
poréwnywanie funkeji maksymalnych Siciaka dla zbioru B z wtasnoécig SPP i jego
podzbioru S C B o dodatniej mierze, patrz Wniosek 19; szacowanie z dotu rzedu
aproksymacji wielomianami na podzbiorze S C B dla funkcji ciagtych na S, kté-
re nie maja analitycznego rozszerzenia na otoczenie zbioru B, patrz Wniosek 20;
poréwnywanie norm L¢ i LY na B dla wielomianéw, patrz Wnioski 22 i 23.
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Sadze, ze warto powiedzieé co$ o schemacie dowodu Twierdzenia 16. Twierdzenie
16 (= Theorem 1.2 w [P2]) jest konsekwencjg potaczenia Theorem 9.3, dopuszcza-
jacego jeszcze szerszg klase zbioréw B niz posiadajace wiasnosé SPP (patrz De-
finition 9.1 w [P2]), ale z ograniczeniem z dotu na stosunek miar B i S C B
postaci |S|/|B| > o > 0, oraz Lemma 6.2, pozwalajacego pozbyé sie warunku
|S|/|B| > ¢ > 0. Z kolei dowdéd Theorem 9.3 uzywa Twierdzenia 18 (= Theorem
7.8 w [P2]), bedacego pewnym oszacowaniem z dotu miar obrazéw zbioru wzgledem
pewnej rodziny odwzorowan definiowalnych w strukurach o-minimalnych; zaloze-
nia Twierdzenia 18 wydaja mi sie¢ abstrakcyjna wersje wtasnosci parametryzacji z
Definition 9.1.

Kolejng prace [P3] widze jako element wiekszego cyklu prac habilitanta, doty-
czacych wlasnosci Lojasiewicza — Siciaka (LS) i jej zastosowan (patrz [R1] — [R4];
moéwiac doktadniej, [P3] wyrasta z pewnych zagadnien rozwazanych juz [R3] i [R4]).
Wtasnosé LS, badana doktadniej od stosunkowo niedawnych lat, jest to pewne osza-
cowanie z dotu dla funkcji ekstremalnej Siciaka. W pracy [P3] pokazane jest jed-
nostajne oszacowanie z dotu, z wyktadnikiem 1, dla funkcji ekstremalnej Siciaka w
przypadku zbioru zwartego K C R", traktowanego jako podzbiér C™, patrz Twier-
dzenie 24 (przez jednostajnos¢ rozumiem tu zaleznosé statej e, z Twierdzenia 24
tylko od wymiaru przestrzeni C™). Konsekwencja tego wyniku sa Twierdzenia 25
i 26 — oszacowanie z géry rzedu aproksymacji wielomianami dla funkcji holomor-
ficznych na pewnym otoczeniu zbioru K. Tu nalezy zwrdci¢ uwage na dwa punk-
ty. Po pierwsze, oszacowanie z Twierdzenia 24 pozwala zastapié otoczenia postaci
{z € C" : ®g(z) < A}, pojawiajace sie w klasycznym sformutowaniu twierdze-
nia Bernsteina-Siciaka-Walsha (patrz Theorem 3.1 w [P3]), przez otoczenia postaci
Ky = {z € C™ : dist(z, K) < A}, prostsze do wyznaczenia. Po drugie, oszacowanie
w Twierdzeniu 26 jest jednostajne w f. Oszacowanie to otrzymuje sie¢ z twierdze-
nia Bernsteina-Siciaka-Walsha poprzez zastosowanie pewnego abstrakcyjnego lema-
tu z analizy funkcjonalnej, zacytowanego w [P3] jako Lemma 2.1, a pochodzacego
z wezesniejszej pracy habilitanta [R5] (patrz Lemma 2.3 w pracy [R5]). Dopelnie-
niem tych wynikéw sa oszacowania z dotu rzedu aproksymacji wielomianami dla
funkcji ciagtych na K, ktére nie maja holomorficznego rozszerzenia na odpowiednio
duze otoczenie zbioru K, patrz Twierdzenie 30. Twierdzenie 30 wiaze tego rodzaju
oszacowanie z dotu z warunkiem HCP. Twierdzenie 27 — sformutowane dla zbioréw
subanalitycznych — mozna widzie¢ jako szczegdlny przypadek Twierdzenia 30.

Geometryczny warunek UPC, wprowadzony prze W. Pawtuckiego i W. Pleéniaka
(84], okreSlony dla zwartych podzbioréw R", implikuje warunek HCP i spelnienie
nieréwnosci Markowa. Istotne jest wiec posiadanie mozliwie szerokiej i naturalne;
klasy przyktadéw zbiordw spetniajacych ten warunek. W. Pawtucki i W. Pleéniak
[84] pokazali, ze zwarty i ttusty, subanalityczny podzbiér £ C R™ ma wtasnosé UPC.
Glowny wynik pracy [P4] to wskazanie pewnej innej klasy zbioréw £ C R™, maja-
cych wlasno$¢é UPC — Twierdzenie 34 mowi, ze kazdy zbiér £ C R", ograniczony,
ttusty i1 definiowalny w pewnej szczegdlnej ograniczonej wielomianowo strukturze
o-minimalnej (strukturze o-minimalej zbieznych szeregéw potegowych o wyktadni-
kach wymiernych) ma wlasnoé¢ UPC. W konsekwencji, takie zbiory maja réwniez
wlasnoéé HCP i zachowuja nieréwnoéé Markowa. Przy tym, stosowne Przyktady 32



i 33 pokazuja, ze podobne twierdzenie nie zachodzi dla zbioréw definiowalnych w
wiekszej strukturze o-minimalnej R.,« szeregow potegowych o wyktadnikach rzeczy-
wistych.

Praca [P5] dotyczy innego aspektu teorii pluripotencjatu, mianowicie pokazania
L-regularnosci (czyli ciagtodci funkcji ekstremalnej Siciaka) pewnych podzbioréw
E C R™ ktére nie spelniaja warunku UPC. W tym celu wprowadzony jest wa-
runek (A) dla zbioru E w punkcie 2, patrz Definicja 36, w istocie rownowazny
L-regularnodci zbioru E w 2o, patrz Lemat 37. Warunek (A) jest uzyty do pokazania
L-regularnoéci pewnych zbioréw z ostrzami, patrz Twierdzenia 42, 46 i 49.

Przejdzmy do oceny powyzszego cyklu prac. Moim zdaniem, matematycznie pre-
zentuje on bardzo dobry poziom. Podejmowane pytania sg naturalne i trudne. Dowo-
dy, niejednokrotnie skomplikowane technicznie, wymagaly zaréwno pomystowosci,
jak i odpowiedniej wiedzy. W pracach wida¢ wyraznie dbatos¢ autora o to, by zrozu-
mie¢ i wydoby¢ istotne wiasnoéci wykorzystywane w dowodach, i formutowa¢ wyniki
przy mozliwie ogdlnych zalozeniach. Dobrg ilustracja jest tu praca [P2] i schemat
dowodu jej gtéwnego wyniku, Twierdzenia 16 (patrz wyzej). Nalezy podkreslié, ze
wszystkie prace [P1] — [P5] ukazaly si¢ bardzo dobrych lub dobrych czasopismach:
Math. Ann., Adv. Math., Constr. Approx., Adv. Geom., J. Math. Pures Appl.

Podsumowujac, uwazam, ze przedstawiony cykl prac spelnia wymagania artyku-
tu 16.1 — 16.2 Ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym, tzn. (...) stanowi
znaczny wkiad autora w rozwd] okreslonej dyscypliny naukowej (...), tu — matema-
tyki.

Ocena pozostalego dorobku i aktywnosci naukowej habilitanta

W myél artykutu 16.1 Ustawy o stopniach naukowych i tytule noukowym, nalezy
ocenié, czy kandydat (...) wykazuje sig istotng aktywno$cig nauvkowq (...). Kryte-
ria tej oceny przedstawia Rozporzgdzenia Ministra Nauki 1 Szkolnictwa Wyzszego z
dnia I wrzesnia 2011 r. w sprawie kryteridw oceny osiggnieé osoby ubiegajgce) sie o
nadanie stopnia doktora habilitowanego.

Na pozostaly dorobek naukowy dr Rafata Pierzchaty sktada si¢ 9 prac, oznaczo-
nych w autoreferacie [R1] — [R9], przy czym prace [R3] — [R9] sa juz opublikowane,
za$ [R1] i [R2] sa przyjete do druku. Roéwniez te prace ukazaly sie¢ w dobrych lub
bardzo dobrych czasopismach. Dominujaca w nich tematyka to badanie warunku Lo-
jasiewicza — Siciaka, w szczegdlnosci zastosowanie warunku LS do szacowania rzedu
aproksymacji wielomianami dla funkeji holomorficznych oraz wskazanie przyktadéw
zbioréw spelniajacych warunek LS. Naleza tu prace [R1] — [R4] (a takze [P3], wcho-
dzaca do Osiggniecia... i omdéwiona juz wezedniej). Wymierimy kilka wynikow z
tych prac:

(i) Wielomianowo wypukle wielodciany holomorficzne w C™ speiniajg warunek
LS, praca [R3], Twierdzenie 58.

(ii) Podanie warunku koniecznego i dostatecznego na to, by K C R?, traktowany
jako podzbiér C, spelial warunek LS, Twierdzenie 52, praca [R2]. Wczesniejsza,
stabsza wersje tego wyniku znajdujemy w [R4|, patrz Twierdzenie 51. Dla pordw-
nania przypomnijmy, ze Twierdzenie 24 z pracy [P3] zapewnia, ze kazdy zwarty
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podzbior K C R™, traktowany jako podzbiér C", spetnia warunek LS, i to z wy-
ktadnikiem 1 i stata zalezng tylko od wymiaru n i srednicy zbioru K. Wcze$niejsza,
stabsza wersja tego wyniku jest pochodzace z [R4] Twierdzenie 50.

(iii) Przyktady zbioréw spetniajacych warunek LS w C™, patrz pochodzace z [R2]
Twierdzenia 53 i 54.

(iv) Zachowanie warunku LS przez holomorficzne obrazy i przeciwobrazy, patrz
pochodzace z [R1] Twierdzenia 63 — 65 1 68.

Warto wspomnieé réwniez pracg [R5], w ktérej autor pokazuje, jak bezposrednio z
twierdzenia Walsha — Bernsteina — Siciaka oraz z nieréwnosci Lojasiewicza otrzymaé
ich jednostajne wersje, tzn. Twierdzenia 721 73. Gtéwnym narzedziem jest tu Lemma
2.3 z [R5], powracajacy jako narzedzie w podobnym kontekscie takze w pracy [P3].

Praca [R6], ktorej wspotautorem jest M. Denkowski (jest to jedyna praca wspot-
autorska w dorobku dr R. Pierzchaty) nalezy do nieco innej tematyki. Prace [R7] -
[R9] powstaly jeszcze przed doktoratem.

Podsumowujac: uwazam, ze réwniez prace [R1] — [R9] dotycza ciekawej i aktual-
nej problematyki. Ta czesé aktywnosdci habilitanta oceniam pozytywnie.

W myél przywolanego wyzej Rozporzgdzenia. .., ocenie podlega takze inna ak-
tywno$¢ habilitanta: udzial w konferencjach, w tym prezentowanie referatdow, udziat
w grantach, dziatalnoéé dydaktyczna i organizacyjna, wspdtpraca miedzynarodowa,
indeksy cytowan etc. Dane dotyczace tych aspektéw aktywnosci habilitanta znaj-
duja sie w Wykazie prac naukowych. . ., bedacym czeScia materiatléw dostarczonych
przez habilitanta. Zapoznalam si¢ z tymi danymi; dodam, ze wg bazy MathSciNet,
prace habilitanta byty cytowane 25 razy przez 8 autoréw (dane z dnia 18 maja 2016).
Réwniez ta czesé aktywnosci habilitanta oceniam pozytywnie.

Konkluzja

Uwazam, ze przedstawiony przez dr Rafata Pierzchate cykl prac Zastosowanie
zbioréw subanalitycznych i defintowalnych do nieréwnosci wielomianowych i aprok-
symacji wielomianowej, a takze jego pozostaty dorobek naukowy i inna aktywnosé,
spetniaja wymogi stawiane przez Ustawe o stopniach naukowych 1 tytule naukowym
kandydatom do stopnia doktora habilitowanego.

7 pelnym przekonaniem rekomenduje nadanie dr Rafatowi Pierzchale stopnia
doktora habilitowanego.

Ava, Nowout

Anna Kamont



