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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Aleksandra Czechowskiego

pt. ,,Rigorous numerics for a singular perturbation problem”

Przedstawiona rozprawa doktorska zostata przygotowana na Wydziale Matema-
tyki i Informatyki Uniwersytetu Jagielloniskiego w Krakowie. Promotorem rozprawy
jest prof. dr hab. Piotr Zgliczyiiski. Praca zostata napisana w jezyku angielskim
i liczy tacznie 100 stron.

Uzyskane w rozprawie wyniki otrzymano przy uzyciu metod topologicznych zasto-
sowanych do potokéw generowanych przez ukltady réwnan rézniczkowych, a precyzyj-
niej mowiac ogolnych twierdzeii, ktore z istnienia skoniczonego ciagu podzbioréw odpo-
wiednich sekcji transwersalnych przestrzeni fazowej, wnioskuja o istnieniu trajektorii
okresowej lub homoklinicznej. Zastosowanie tych metod dla otrzymania gléwnych
wynikéw rozprawy, wymagato doboru szeregu odpowiednich sekcji i ich podzbioréw
oraz przeprowadzenia weryfikacji zalozen dot. wzajemnych relacji miedzy tymi zbio-
rami, wyrazonych w jezyku dynamiki badanego uktadu rownan. Wszystkie obliczenia
musialy zosta¢ przeprowadzone z zachowaniem rygoru arytmetyki przedziatowej (ri-
gorous numerics), aby uwzgledni¢ skoriczona reprezentowalnosé liczb rzeczywistych
oraz oczywisty fakt, ze metody numeryczne przy rozwigzywaniu réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych generuja pewien blad. Ta ostatnia czesé zostata przeprowadzona
przy uzyciu programu komputerowego (kod zrodtowy dostepny na stronie www autora
[16]), ktory korzysta z bibliotek CAPD (dostepnych pod adresem [1]). Opisana meto-
dologia znalazta odpowiednie odbicie w redakcji pracy, ktora jest napisana w sposob
$cisty i umozliwiajacy przesledzenie prowadzonych rozumowain, a takze zapoznanie sie
z implementacja algorytmoéw. Nie mam zastrzezen dotyczacych poprawnosci jezyka
angielskiego uzytego w rozprawie. Praca jest zredagowana bardzo starannie, potra-
fitlbym wskazaé¢ zaledwie kilka drobnych pomytek.

Rozprawa sklada sie z czterech rozdzialow. We wstepie (rozdzial 1), autor ogol-
nie przedstawia zasadnicze idee stosowane w komputerowo wspomaganym dowodzeniu
twierdzen dot. dynamiki ukladéw réwnan roézniczkowych (computer assisted proofs)
oraz pomysl uzycia metod topologicznych przy pomocy tzw. segmentéw izolowanych.
Nastepnie formulowany jest problem istnienia rozwiazan okresowych w tréjwymia-
rowym uktadzie FitzHugh-Nagumo, ktory zadaje tzw. uktad dynamiczny o dwoch
szybkosciach (fast-slow system). Autor formuluje tu gtowne wyniki dotyczace ist-
nienia rozwiazan okresowych dla tego ukladu (tw. 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3) oraz orbity
homoklinicznej (tw. 1.2.4), wskazuje na gléwne wyzwania dotyczace probleméw ze
stosowaniem metod numerycznych w poblizu wolnej rozmaitosci (slow manifold) oraz
ogoblnie szkicuje idee dowoddéw. Rozdzial 2 prezentuje — zgodnie z tytulem — uzy-
skane w pracy metody topologiczne, ktére znajduja zastosowanie do badania dynamiki
uktadéw rownari. W rozdziale 3 metody topologiczne z drugiego rozdziatu znajduja
zastosowanie do modelowego uktadu, ktérego uproszczona dynamika ma zasadnicze



cechy uktadu FitzHugh-Nagumo. Nastepnie odnoszac sie do konstrukcji odpowied-
nich segmentéw dla modelowego uktadu, autor opisuje wspomagane komputerowo do-
wody zasadniczych rezultatow dla wlasciwego uktadu FitzHugh-Nagumo. Ostatni 4
rozdzial poswiecony jest uwagom nt. otrzymanych wynikéw na tle rezultatow uzyska-
nych przy pomocy metod analitycznych oraz perspektywom badawczym. Rozprawa
jest opatrzona spisem tresci i bibliografia.

Czesé rozprawy dotyczaca rozwiazan okresowych pochodzi z pracy autora i pro-
motora [17].

Zawartos¢ rozprawy. Motywacje do rozwazan stanowig nastepujace réwnania
w modelu FitzHugh-Nagumo przewodzenia impulsu nerwowego
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gdzie parametry v > 0, a € (0,1) sa ustalone oraz ¢ > 0 jest malym parametrem.
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nazywany uktadem FitzHugh-Nagumo. Orbity homokliniczne i okresowe takiego uktadu
to odpowiednie ,wedrujace profile” rozwiagzan w wyjsciowym modelu.

Celem rozprawy staje si¢ wykazanie, ze przy odpowiednich wartosciach parame-
trow, w tym dla e bliskich zeru, badany uklad réwnain posiada rozwiazania okresowe
oraz orbity homokliniczne dla zerowego punktu réwnowagi. W calej rozprawie zaktada
sie, ze a := 0.1 i v := 0.2. Gléwne wyniki rozprawy mowia, ze dla e € (0,0.0015]
i # = 0.61 zagadnienie (1) posiada orbite okresowa (tw. 1.2.1 i 1.2.2) oraz ze dla
kazdego € € (0,5 - 1079] istnieje 0 € [1.2624,1.2675] taka, ze uklad (1) posiada or-
bite homokliniczng (tw. 1.2.4). Zasadnicze trudnosci pojawiaja z powodu osobliwosci
przejscia miedzy réwnaniami, gdy € — 07 (zmiana wymiaru przestrzeni fazowej ukta-
dow) oraz przeprowadzenie dowodu dla € z przedziatu lewostronnie otwartego.

Zastosowana metoda bazuje na takich pojeciach jak h-zbidr zawarty w sekcji trans-
wersalnej wzgledem potoku oraz segment izolowany w przestrzeni fazowej. Ogolnie
moéwiac, h-zbidr to homeomorficzny obraz kostki, dla ktorej obrazy przeciwleglych
$cian sa wyréznione jako punkty wyjécia, albo punkty wejscia. Natomiast przez izo-
lowany segment dla potoku rozumie sie podzbioér przestrzeni fazowej, ktory jest dy-
feomorficzny z kostka jednostkowa w taki sposob, ze (w tzw. kierunku centralnym)
obraz jednej ze $cian (przedniej) sklada sie z punktow wejscia, a przeciwlegltej (tyl-
nej) z punktéow wyjscia oraz obrazy (bocznych) przeciwleglych Scian kostki sa albo
punktami wejscia do segmentu (dla tzw. kierunku stabilnego), albo wyjscia (dla tzw.
kierunku niestabilnego). Glowne twierdzenie uzyte w dowodzie istnienia rozwiazan
okresowych dla (1) — twierdzenie 2.3.5, w swej topologicznej czesci, bazuje na wyniku
Zgliczynskiego i Gidei (tw. 2.3.1) o istnieniu punktu stalego dla zlozen g ogr—1 -+ go
odwzorowan g;, ¢ = 0,...,k, takich, ze g; zadaje generyczne nakrycie z nietrywial-
nym stopniem topologicznym pomiedzy dwoma h-zbiorami X; ; i X; dla kazdego
i=1,...,k. W przypadku twierdzenia 2.3.11 stanowiacego gtéwne narzedzie do wy-
kazania istnienia orbit homoklinicznych, topologicznego argumentu dostarcza wynik



Wilczaka i Zgliczynskiego (tw. 2.3.9), ktory mowi o istnieniu potaczenia dysku po-
ziomego w pierwszym h-zbiorze z dyskiem pionowym w ostatnim h-zbiorze poprzez
ciag odpowiednich ztozeri miedzy tymi h-zbiorami. Autor pokazal w ogodlnej sytuacji
rownania rozniczkowego @ = f(x), x € R™, ze odpowiednie relacje generycznego na-
krywania h-zbior6w mozna uzyska¢ na dwa sposoby:

(a) przez odwzorowanie Poincarégo, ewentualnie jego modyfikacje (patrz tw. 2.2.10
itw. 2.2.11), gdy kolejne h-zbiory sa obrazami $cian przednich i tylnych pewnego
segmentu izolowanego; albo

(b) przez tzw. odwzorowanie wyjscia lub pochodzace od niego (patrz tw. 2.2.15
i 2.2.16), gdy przynajmniej jeden z h-zbioréw jest obrazem bocznej $ciany (zlozonej
albo z punktow wejscia, albo z punktéw wyjscia) pewnego segmentu izolowanego.
Ta druga sytuacja bedzie miala zastosowanie przy przejsciu miedzy obszarami o szyb-
kiej i wolnej dynamice uktadu (1), gdy € jest male. Oprocz wspomnianych wyzej troj-
wymiarowych twierdzen 2.3.5 i 2.3.11, praca zawiera ogoblne twierdzenia dla rownan
rozniczkowych w R™, ktore, choé nie zostaly uzyte do badania uktadu (1), wskazuja
na mozliwo$¢ stosowania tego typu metod dla wyzej wymiarowych uktadow (patrz
tw. 2.3.2 1 2.3.10).

Wymienione wyzej narzedzia zostaly zastosowane przez autora do komputerowo
wspomaganych dowoddw istnienia rozwiazan okresowych i rozwiagzan homoklinicz-
nych dla (1). Dowdd istnienia rozwigzania okresowego, tj. twierdzenia 1.2.1, polega
na zlokalizowania ,szybkich” trajektorii (lewej i prawej) laczacych dwie galezie (dolna
i gorna) ,wolnej” rozmaitosci oraz wskazania tam czterech segmentéow izolowanych
wokot poczatkow” i koricow” trajektorii taczacych. Nastepnym krokiem jest pota-
czenie dolnych i gérnych segmentow wzdluz ,szybkich” trajektorii taczacych poprzez
wstawienie dodatkowego h-zbioru znajdujacego sie pomiedzy nimi. Wreszcie polacze-
nia wzdluz dolnej i gérnej galtezi rozmaitosci wolnej jest otrzymywane przez taincuchy
kilkudziesieciu h-zbioréw. Niewatpliwie pewna trudno$¢ przysporzylo autorowi do-
branie tych w/w obiektow w taki sposob, aby byly odpowiednie dla dowolnie matych
€. Obliczenia zostaly przeprowadzone z zachowaniem rygoru arytmetyki przedziato-
wej. Podobnie wygladaja dowody pozostatych wynikow dla (1), tj. twierdzen 1.2.2
il.24.

Ocena rozprawy. Uzyskane w rozprawie wyniki wpisuja sie w bardzo wazny i sze-
roki nurt badan nad dynamika réwnan rézniczkowych. Zaproponowane w rozprawie
narzedzia topologiczne istotnie opieraja sie na wczesniejszych wynikach Gidei i Zgli-
czynskiego [80] oraz Wilczaka i Zgliczyniskiego [71]. Wktad autora polega na wykaza-
niu, ze relacja nakrywania pomiedzy h-zbiorami jest realizowana przez odwzorowanie
przesuniecia wzdluz trajektorii pomiedzy sekcjami transwersalnymi oraz dzieki odpo-
wiednio rozumianym segmentom izolowanym w przestrzeni fazowej. Pojecie segmentu
izolowanego pochodzi od Srzednickiego, ktory (na wzor metody Wazewskiego dla po-
tokow) uzyl go w rozszerzonej przestrzeni fazowej do badania dynamiki rownan nie-
autonomicznych. Metody te byly i sa rozwijane przez Srzednickiego, a takze Mrozka,
Zgliczynskiego, Wojcika i grono ich wspoétpracownikéw. W tej pracy uzyto segmentdw
izolowanych dla uktadéw autonomicznych, a uzyskane tu twierdzenia pokazuja, ze to-
pologicznag relacje nakrywania dla h-zbioréw mozna weryfikowaé przy pomocy geome-
trycznych warunkow, ktére mozna zbadaé analitycznie, a nawet numerycznie. Druga
cze$¢ rozprawy, czyli zastosowanie otrzymanych topologicznych kryteriow do uktadu
FitzHugh-Nagumo, stanowi obiektywna weryfikacje zrozumienia dynamiki tego kon-
kretnego ukladu, gdyz zastosowanie metod numerycznych wymaga odpowiedniego
podejscia, szczegblnie przy doborze segmentéw izolowanych, ktoére speilnialyby za-
tozenia wspomnianych narzedzi topologicznych dla e bliskich zeru oraz umiejetnego
podejscia do obliczerh numerycznych wzdluz galezi ,wolnej” rozmaitosci.



7 pewnoscia przedstawiona rozprawa jest kontynuacja i cze$cia pewnego szerszego
programu zwiazanego z osoba promotora rozprawy. Nadaje to raczej szerszy kontekst
tym rezultatom i na pewno nie deprecjonuje ich. Uwazam, ze uzyskane w rozprawie
wyniki zarowno te dotyczace narzedzi topologicznych, jak réwniez ich wspomaganych
komputerowo zastosowan do uktadu FitzHugh-Nagumo sg ciekawe i nietrywialne.

Jednak chce zwrocié uwage na pewna stabosé tej rozprawy, ktora upatruje w braku
wyjasnien i/lub dyskusji nt. tego jakie znaczenie maja tutaj zastosowane argumenty
topologiczne. W rozdziale drugim autor wprowadza stopien topologiczny, ktory jest
niezbedny do zdefiniowania relacji nakrywania, ale — w praktycznym wymiarze — na
tym sie koriczy jego rola w pracy. W nastepnych podrozdziatach autor formuluje
i uzywa twierdzen z prac [80] i [71]. Jednak nie wspomina nic o intuicjach stojacych
za relacja nakrywania pomiedzy h-zbiorami, ani o tym jaka role w dalszych rozwaza-
niach odgrywa nietrywialnos¢ stopnia topologicznego odwzorowania A (pojawiajacego
sie w definicji 2.1.4). Tym samym cala topologiczna warstwa zostala niejako ukryta
we wspomnianych juz wynikach z prac [80] i [71]. Przy czym zaznaczam, ze nie cho-
dziloby tu o powtorzenie dowodow (do ktorych sa przeciez precyzyjne odnosniki), ale
wyjadnienie topologicznego ,,powodu” pojawienia sie punktu stalego ztozenia odwzo-
rowan czy potaczenia pomiedzy dyskiem poziomym w pierwszym h-zbiorze, a dyskiem
pionowym w ostatnim h-zbiorze.

Konkluzja. Biorac pod uwage wyzej sformutowane oceny, uwazam, ze rozprawa
doktorska mgr. Aleksandra Czechowskiego spelnia ustawowe i zwyczajowe wymagania
oraz wnosze o dopuszczenie go do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.

Aleksander Cwiszewski



