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RECENZJA
rozprawy doktorskiej mgra Aleksandra Czechowskiego
pt. ”Rigorous numerics for a singular perturbation problem.”

Zagadnienia zwigzane z poszukiwaniem i lokalizacja rozwigzan ograniczonych naleza
do gléwnego nurtu badan w teorii rownan rézniczkowych. Podstawowe pytania dotycza w
szczegoblnosei istnienia i krotnosci rozwigzan periodycznych, homoklinicznych czy hetero-
klinicznych. Do uzyskiwania wynikéw ilosciowych i jako$ciowych rozwigzan rdéwnan
rézniczkowych wykorzystuje si¢ szerokie spektrum metod badawczych poczawszy od
glebokich twierdzen analizy funkcjonalnej, poprzez zaawansowane technicznie metody
topologiczne, po estymacje numeryczne pozwalajace na przeprowadzenie Scislych
matematycznie dowodéw wspomaganych komputerowo. Konkretny problem rézniczkowy ma
swojg wiasng specyfike i zwykle wymaga wypracowania oryginalnych metod badawczych
swoistych dla tego wiasnie problemu. Wyniki teoretyczne sformulowane w postaci twierdzen
czesto zawierajg fraze ,,dla dostatecznie matej wartosci parametru”, po ktdrej nastgpuje teza.

Autor recenzowanej rozprawy podjal sie¢ zadania polegajacego na zastgpieniu
powyzszej frazy konkretnym wyliczeniem zakresu zmienno$ci parametru. Do realizacji tego
celu wykorzystuje znany od potowy ubieglego stulecia model FitzHugh-Nagumo, w ktérym
réwnania dyfuzji poprzez proste podstawienie sprowadza do uktadu trzech réwnan
rézniczkowych zwyczajnych. Otrzymany problem ODE, nazywany przez autora ukladem
albo rownaniami FitzHugh-Nagumo, nalezy do szerszej klasy rownan, tzw. slow-fast systems.
Wydaje si¢, ze po polsku wygodniej jest moéwi¢ o uktadach wolno-szybkich. Analiza uktadu
wolno-szybkiego metodami numerycznymi jest trudna ze wzgledu na fakt, ze jest to
zagadnienie z ,,matlym” parametrem ¢. Dla parametru ¢ = 0 uklad rozklada si¢ na dwa
poduktady réwnan rézniczkowych nizszego wymiaru, nazywane odpowiednio wolnym i
szybkim poduktadem. W latach 70-tych i 80-tych ubieglego stulecia wypracowano szereg
metod badawczych dla uktadéw wolno-szybkich, z czego najbardziej znana jest geometric
singular perturbation theory (GSPT) zaproponowana przez N. Fenichela. GSPT daje
mozliwo$¢ uzyskania jakosciowych informacji o dynamice pelnego wolno-szybkiego ukladu
na podstawie danych uzyskanych z analizy jego podukladow. W szczegdlnosci, stosujac tg
metode mozna uzyska¢ wyniki o istnieniu rozwigzan periodycznych i homoklinicznych
ustalonego systemu dla parametru & € (0,&¢], o ile g jest ,,dostatecznie mate”. Gtéwnym celem
autora rozprawy jest przypisanie parametrowi gy konkretnej wartosci liczbowej. Wyniki
badan sformutowane w postaci twierdzen: Tw. 1.2.1 oraz Tw. 1.2.4 dotycza istnienia orbit
periodycznych i homoklinicznych dla wolno-szybkiego uktadu FitzZHugh-Nagumo. W pracy
znajdujemy ponadto dwa twierdzenia, z ktorych pierwsze, Tw. 1.2.2, rozszerza zakres
zmiennoS$ci parametru € wyznaczony w Tw. 1.2.1 o jeden rzad wielkosci. Twierdzenie 1.2.3 o



istnieniu rozwigzania periodycznego dla maksymalnej wartosci parametru € = gy wyznaczonej
w Tw. 1.2.2 nie stanowi nowego rezultatu matematycznego. Daje jednak informacjg, ze
uzyskana warto$¢ liczbowa gy jest na tyle duza, by dowdd twierdzenia mozna bylo
przeprowadzi¢ z wykorzystaniem klasycznej metody odcinkowej Newtona-Moore’a.
Metodologia podjetych przez mgra A. Czechowskiego badan oparta jest na potgczeniu dwoch
niezaleznych metod topologicznych stosowanych w ukladach dynamicznych oraz na
wykorzystaniu metod numerycznych pozwalajacych na przeprowadzanie $cistych dowodéw
wspomaganych komputerowo. Zaproponowana i rozwijana od dluzszego czasu przez
promotora pracy P. Zgliczynskiego metoda pierwsza, zwigzana z pojeciem covering relation,
jest stosowana w badaniach wlasnosci cie¢ Poincare. Jest to metoda wspomagana
komputerowo z zastosowaniem rigorious numerics, w tym arytmetyki odcinkowej oraz tzw.
rigorious integration. Metoda druga, zwigzana z pojeciem segmentu izolujacego, jest rowniez
efektem badan matematykow krakowskich: R. Srzednickiego i pdzniej K. Wojcika (np. [63],
[64]). Pozwala ona na analiz¢ pewnych wiasnosci sekcji Poincare na podstawie danych o
topologicznym zachowaniu wyjsciowego pola wektorowego w segmencie izolujgcym.

Przejde teraz do omoéwienia zawartosci liczacej 100 stron rozprawy doktorskiej,
napisanej] w jezyku angielskim. Praca sktada si¢ z czterech rozdzialow zawierajacych
podrozdziaty. Wstep zawiera podstawowe informacje o ukladach wolno-szybkich, dalej o
Scisle] numeryce w réwnaniach rézniczkowych oraz o wspomnianych wyzej metodach
topologicznych. W drugiej czegsci Wstepu znajdujemy opis gtownych wynikéw pracy
(Twierdzenia: 1.2.1, 1.2.2., 1.2.3, 1.2.4) oraz szkicowe opisy dowodow. W czgsci pierwszej
Rozdziatlu 2 autor szczegdtowo opisuje narzgdzia topologiczne, ktére wykorzystuje w swoich
dowodach. Sg tam definicje i twierdzenia zwigzane z poj¢ciami: h-zbioru, covering relation,
backcovering relation oraz tzw. warunki stozka. Zaréwno definicje jak i podstawowe
wlasnosci i twierdzenia pochodzg z prac promotora rozprawy: [77] i [80]. W drugiej czesci
tego rozdziatlu autor opisuje pojecie segmentu izolujacego, a nastgpnie podaje szereg definicji
pomocniczych koniecznych do aplikacji tego pojecia w swojej pracy. Na uwage zastuguje
Podrozdziat 2.2.1 zatytutowany Isolating segments imply coverings, w ktorym autor dowodzi
Twierdzenie 2.2.10 uzasadniajgce tytul podrozdziatu. Nastepnie p. Czechowski dowodzi
Twierdzenie 2.2.15 zawierajace bardziej szczegdtowsy teze, istotng w kontekscie zastosowan
do uktadu FitzHugh-Nagumo. Do kluczowych teoretycznych wynikéw autora zaliczytbym
ponadto:

- Twierdzenie 2.3.2 stluzace do znajdowania orbit okresowych w uktadach zadanych przez
pola wektorowe za pomoca potaczonych technik covering relations oraz isolating segments;

- Twierdzenie 2.3.5 bedace modyfikacjg powyzszego, przystosowang do specyfiki rownan
FitzHugh-Nagumo w kontekscie przyjetych technik badawczych;

- Twierdzenia 2.3.8 1 2.3.10 stuzace do znajdowania orbit homoklinicznych oraz
Twierdzenie 2.3.11 bedace modyfikacja Tw. 2.3.10 przygotowang do pracy z ukladem
FitzHugh-Nagumo.

W Rozdziale 3 autor podaje teoretyczne twierdzenia niezb¢dne do uzasadnienia, ze
wspierane komputerowo dowody gltownych tez pracy przeprowadzone sg w sposob Scisty.
Szczegdtowy opis computer assisted proofs Twierdzen 1.2.1 — 1.2.4 konczy ten rozdzial.
Krotki Rozdzial 4 zawiera uwagi koncowe oraz kilka propozycji kierunkéw dalszych badan.

Omawiajac wyniki zawarte w rozprawie mgra Czechowskiego nalezy wspomnie¢ o
pracy [54] Kaname Matsue, ktora jako preprint pojawila si¢ w lipcu 2015, a jej kolejna
poprawiona wersja, w lutym 2016 r. W czesci 1.2.5.2 Podrozdziatu 1.2.5 pt. Related Works
pan mgr Czechowski dokonuje poréwnania swoich wynikéw z rezultatami uzyskanymi przez
Matsue. Zaré6wno cel badan, jak i metodologia postepowania w pracy [54] jest bardzo



podobna do przedstawionej w rozprawie. Wynika to z faktu, ze oba podejscia oparte sa na
metodach Zgliczynskiego z wykorzystaniem segmentéw izolujacych.

Jednakze, ogdlniej sformutowane twierdzenia teoretyczne zawarte w recenzowanej
rozprawie dajg mozliwos$¢ ich szerszego wykorzystania. Ponadto, p. Czechowski uzyskal
wyniki numeryczne wigksze o rzad wielkosci od tych z pracy Matsue. Dotyczy to Twierdzen
1.2.11i 1.2.4. Natomiast w Twierdzeniu 1.2.2 autor rozprawy rozszerza zakres zmiennosci € o
jeszcze jeden rzad wielkosci. Niewatpliwie, prace [5] i1 [54] $wiadczg o duzym
zainteresowaniu problematykg rozwijang przez doktoranta wsrdd matematykow-z osrodkow
zagranicznych.

Rozprawa doktorska pana mgr. A. Czechowskiego zawiera wyniki z pogranicza
matematyki i informatyki. W zasadzie nie mam zastrzezen do pracy. Znalaztem jedynie kilka
malo istotnych ,literéwek”, np. w formule (1.16) na stronie 23, czy w Def. 2.3.7 na stronie
50. Tekst jest spojny, napisany w sposéb dbaly i w konsekwencji nie sprawia trudnosci w
czytaniu. Autor rozprawy jasno formutuje rozwazane zagadnienia oraz dokonuje logicznie
poprawnych analiz dziatania i poprawnosci opisanych metod. Konkretne wyniki otrzymane
przez doktoranta zostaly przedstawione w sposOb przejrzysty i precyzyjny, co zapewne jest
niemalg zashugg promotora rozprawy. Podzial na rozdzialy jest naturalnie dostosowany do
przyjetego sposobu prezentacji uzyskanych wynikow. Pan mgr A. Czechowski jest
wspoétautorem jednej publikacji cytowanej w rozprawie [18]. Ponadto, tre$¢ rozprawy zostala
juz czgsciowo opublikowana jako preprint [17], ktérego wspdtautorem jest promotor.

Podsumowujac stwierdzam, ze cele badawcze zakreslone przez autora we Wstepie do
rozprawy zostaly w pracy zrealizowane. Bibliografia przedmiotu liczaca 81 pozycji jest
wyczerpujgca. Autor zajmuje si¢ ciekawg i weigz dynamicznie rozwijajacg si¢ problematyka,
polegajaca na wypracowaniu technik wspomaganego komputerowo $cistego dowodzenia
twierdzen o charakterze teoretycznym, jak i tych pochodzacych z zastosowan. Otrzymane
rezultaty z jednej strony poszerzajg nasza wiedze o naturze konkretnego typu rownan, w tym
przypadku rownan FitzHugh-Nagumo. Z drugiej za$ strony, wskazuja na nowe mozliwosci
wykorzystania metod topologii obliczeniowej w rozmaitych zagadnieniach pochodzacych z
teorii 1 zastosowan.

Uwazam, Ze recenzowana rozprawa doktorska pana mgr. Aleksandra Czechowskiego
spelnia wymagania ustawowe i zwyczajowe stawiane pracom doktorskim. Dlatego, z pelnym
przekonaniem oraz zgodnie z obowigzujaca procedura wnosz¢ o jej dopuszczenie do
publicznej obrony.
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