Piotr Zgliczynski Krakéw, 4 stycznia 2016
Instytut Informatyki UJ

Recenzja rozprawy doktorskiej Franka Weilandta
zatytulowanej Rigorous Numerical Computation of the
Conley Index for Flows

Zacznijmy od podsumowania: w mojej ocenie spelnia warunki stawiane dok-
toratom z matematyki i wnioskuje o dopuszczenia F. Weilandta do dalszych
etapéw postepowania doktorskiego.

W dalszym ciagu recenzji bede uzywat skrotu FW dla odniesenia do autora
rozprawy.

Praca dotyczy $cistego numerycznego obliczania indeksu Conley’a dla poto-
koéw. Wydaje sig, ze gléwny akcent pracy jest potozony raczej na teoretyczne
aspekty - zaprojektowanie algorytméw niz otrzymanie nowych wynikéw doty-
czacych dynamiki interesujacych ukladow.

Rozdzial drugi zawiera definicje indeksu Conleya dla potokow oraz przeglad
roznych podejsé do definicji indeksu Conleya dla odwzorowan (dyskretnego in-
deksu Conleya). Poza dygresja w podrozdziale 2.5.5 (definicja dyskretnego in-
deksu poprzez 'mapping torus’) rozdzial ten nie zawiera zadnych wilasnych wy-
nikow JW. Jegli chodzi o mapping torus to z zawartosci doktoratu nie widaé
jeszeze czy jest to co$ uzytecznego.

W rozdziale 3-im JW omawia numeryczne wyznaczanie indeksu Conleya dla
potokéw. Podstawowa technika oméwiona w pracy to rozwazanie, @p, odwzo-
rowania przesuniecia wzdhuz trajektorii o ustalony krok czasowy i konstrukecja
pary indeksowej (IV, L) dla ¢,. Z prac promotora z lat 1990 wynika, ze mozna
w ten sposéb wyliczy¢ (homologiczny) indeks Conley’a potoku. Rozdzial ten
nie zawiera wlasnych wynikéw JW, a jedynie uwagi dotyczace problemu z opty-
malnym wyborem kroku czasowego h. Na stronie 38 JW pisze: Our numerical
experiments show that beginning with a given flow @ ..., the homological index
map is often the identity, Wydaje mi sig, ze tak jest zawsze, dla potoku odwzo-
rowanie indeksowe jest zawsze identycznodcia. Wydaje sig, ze jesli otrzymamy
identycznosé jako odwzorowanie indeksowe, to $wiadczy to 7e nasz algorytm
wygenerowal 'dobrg’ pare indeksowa nie zawierajaca zbednych skladowych w
zbiorze wyjscia.

Rozdzial 4 The Conley index for Poincaré maps wydaje mi sie by¢ naj-
ciekawszym w pracy. We wstepie, zapowiadajac ten rozdziat, JW pisze, ze w
kontekécie, P, odwzorowania przesunigcia o okres T dla réwnania nieautono-
micznego ' = f(t,z) = T-okresowa prawg strong , Finding the Conley index
of P using the standard approach .. would require enclosing the image of bozes
after time T'. This is infeasible if solution curves expand very quickly. Another
difficulty is that P is often not defined on every point (t,x), but only on a sub-
set. Ten problem zostal zauwazony dobrych 20 lat temu i wtedy teZ znaleziono
lekarstwo na niego - jest to 'metoda sekeji posrednich’. Daje ona dobre wyniki w



licznych komputerowo wspieranych dowodach w dynamice i niewaptliwie umoz-
liwitaby réwniez obliczenie indeksu Conley’a. Samo podejscie rozwazane w tym
rozdziale jest rozszerzeniem wczegniejszych wynikéw Mrozka 1 Srzednickiego,
ktérzy rozwazali segment izolujacy podezas gdy w rozprawie mamy pare indek-
sows. Czyni to dowody trudniejszymi, ale metoda jest ogdlniejsza bo tatwiej
skonstruowa¢ (na komputerze) parg indeksows dla odwzorowania przesuniecia
o czas h (dla rozsadnych wyboréw h), niz blok izolujacy dla potoku. Metoda
dowodu przedstawiona w pracy wydaje mi si¢ by¢ mieszaning, *sekeji pogrednich’
i metody homotopii dla segmentéw izolujacych rozwinigtej przez Srzednickiego.
Te rezultaty pochodza ze wspélnej pracy JW z Mrozkiem i Srzednickim. Orygi-
nalnym wktadem JW sa zaprezentowane w tym rozdziale algorytmy, i dowody
ich poprawnogci, do obliczenia odwzorowania indeksowego dla odwzorowania
Poincaré dla Hi (1-ej grupy homologii). Trudno powiedzie¢ czy faktycznie z
numerycznego punktu widzenia zaprezentowana metoda jest efektywniejsza niz
metoda sekeji posrednich ( patrz tez kolejny rozdzial recenzji, gdzie dyskutuje
przyktady numeryczne). W danym momencie metoda jest ograniczona do réw-
nan nieautonomicznych, ale z koncepcyjnego punktu widzenia nie powinno by¢
trudnodci w przystowaniu jej do uktadéw autonomicznych. Np. wystarczy zna-
lezé (skonstrulowac) wspotrzedna, ktéra bedzie rosta w czasie ewolucji tak diugo
jak trajektorie znajduja si¢ w badanej parze indeksowej.
Rozdziat 5 Time discretization for finding Morse decomposition of a flow
Podstawa rozwazan tutaj jest obserwacja, ze mozna rozwazaé przesunigcie
wzdhuz trajektorii o czas zalezny w sposdb ciagly, aby obliczy¢ indeks Conley’a
dla potoku, podczas gdy w rozdziale 3-im rozwazany byt staly krok. W oczy-
wisty sposéb mozna to stosowaé do obliczenia rozktadéw Morse’a i jest to dalej
dyskutowane w rozprawie.

1 O przykladach numerycznych

Przyktady réwnan rozwazane w rozprawie sa raczej rozczarowujace. Od tego
typu pracy oczekiwalbym raczej komputerowo wspieranego dowodu nowych fak-
tow, tymezasem w rozprawie znajdujemy nastepujace przyktady:

e rownanie van der Pol’a na stronie 35; wydaje mi sig, ze istnienie cyklu
granicznego przyciggajacego wszystkie punkty procz punktu stalego jest
anlitycznie udowodnione w literaturze (to réwnanie jest szezegdlnym przy-
padkiem ’ukladu Lienarda’). FW pokazuje dla pewnych wartosci parame-
tru pokrycie cyklu przyciagajacego kostkami.

e przyklad 4.5.1. Dla rownania
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gdzie n = 2, FW pokazuje, ze jego program konstruuje pare indeksows,
ktéra si¢ 'obraca’. Segmenty izolujace o tej wlasnosci byly konstruuowane
analitycznie przez Srzednickiego i innych autoréw.



Przylozenie do tej pary indeksowej twierdzen z poprzednich rozdzialow
daje istnienie orbity okresowej (zdaje sig, ze niezerowej, ale tego FW juz
nie wyjagnia)

e przyklad 4.5.3. To jest kolejne réwnanie typu rozwazanego w latach 80 1
90 przez Srzednickiego _
=gt

Podobnie jak w poprzednim przyktadzie FW uzyt programu do konstrukeji
‘duzej’ obracajacej sic pary ideksowej i 'matej’ pary wokot zera. Konkluzja
to podobnie jak w przykiadzie poprzednim to istnienie orbity okresowej
(niezerowej, ale tego FW juz nie wyjasnia).

Wynik ten nietrudno uzyskaé analitycznie konstruujac¢ segmenty izolujace
metoda R. Srzednickiego.

e rownanie (5.4) to spreparowany uklad ze znana dynamiks, stuzy do ilu-
stracji pewnych probleméw i heurystyk pozwalajacych ich uniknac.

Podsumowujac te przyklady, nie widzg¢ w pracy zadnych naprawdg cieka-
wych wynikow, jedli chodzi o stosowanie przedstawionych algorytméw. Przy-
klady rozwazane sa na plaszczyznie, wyniki uzyskane w pracy mozna otrzymac

analitycznie.
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