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Damiana Brzyskiego

Uwagi wstepne. Rozprawa doktorska Damiana Brzyskiego miesci sie w no-
watorskim, szybko rozwijajacym sie nurcie statystyki. Dotyczy tematyki, ktora
jest wazna i intensywnie badana. Istotne sa motywacje, pochodzace gltéwnie z
biologii i genetyki. Rozwoj technologii stworzyl zapotrzebowanie na nowy typ
procedur statystycznych. Ogromne bazy danych, zawierajace wiele ,zmiennych
objasniajacych” (p) dla umiarkowanie licznej probki ,obiektow” (n) wymagaja
algorytméw wyboru modelu (selekeji istotnych zmiennych). To zagadnienie oka-
zalo si¢ wyzwaniem dla spolecznosci statystykow i zaowocowalo mnéstwem prac,
zaréwno teoretycznych jak i zorientowanych na zastosowania. Adekwatna teo-
ria matematyczna jest w fazie rozwoju i nie ma charakteru zamknietej calosci.
Sciste rozumowania przeplatajg sie z nowymi pomystami weryfikowanymi em-
pirycznie, symulacyjnie lub uzasadnionymi heurystycznie. Na tym tle nalezy
rozpatrywaé i ocenia¢ dokonania Brzyskiego. W jego rozprawie réwnie wazne
sg twierdzenia, dowody, symulacje i propozycje algorytmow.

Omoéwienie zawartosci rozprawy. Najprostszym i najwazniejszym zadaniem
wyboru modelu jest rozpoznanie podzbioru niezerowych wspotczynnikéw regre-
sji liniowej. Brzyski rozwija pomyst, ktory pojawil sie stosunkowo niedawno w
pracach M. Bogdan, E. J. Candesa i in. Chodzi o algorytm SLOPE, ktéry jest
pewnym uogdlnieniem LASSO, pozwalajagcym na kontrole frakcji “falszywych
odkry¢” (FDR) na wzor klasycznej metody Benjaminiego-Hochberga. SLOPE
wzbudzil szerokie zainteresowanie wérod specjalistéw i jest obiektem dalszych



badan. Gléwny wkiad Brzyskiego polega na opracowaniu modyfikacji metody
SLOPE (nazwanej gSLOPE), w ktorej dokonuje sie selekcji grup zmiennych,
a nie pojedynczych zmiennych. Ten kierunek ma wazne uzasadnienia i moty-
wacje. Jak przekonujaco argumentuje Brzyski w swojej rozprawie, w sytuacji
gdy zmienne objasniajace sa silnie skorelowane w grupach, wyboér pojedyncze]
wspblrzednej ma niewielki sens, nalezy traktowaé grupy jako catosci.

Centralnym wynikiem rozprawy jest Twierdzenie 5.3.1. Stwierdza ono, ze al-
gorytm gSLOPE pozwala kontrolowa¢ FDR na poziomie grup, przy zatozeniu
ortogonalnosci macierzy planu, XTx = I,. Jest to wynik analogiczny do Twier-
dzenia 1.3 z pracy Bogdan, Berga, Su i Candesa z 2013 (w poZniejszej wersji
opublikowanej w Ann. Appl. Statist. 2014), zacytowanej jako Twierdzenie 2.2.1
we wstepnej czeéci rozprawy. Zaproponowana w rozprawie modyfikacja SLOPE
(wzor (5.1)) polega na zastapieniu w skladniku “regularyzujacym” normy Jx(b)
przez “grupowa” norme Jx([[b]]7), gdzie [[b]];r = (|lbr, |2, -, ||br,|l2)T. Dodat-
kowo wprowadzone s3 wagi w;, dajace mozliwo$¢ wlasciwego uwzgledniania réz-
nych licznogci grup. O ile w twierdzeniu Bogdan, Berga, Su i Candesa parametry
) sa wyznaczone przez kwantyle rozktadu normalnego, A; = &~1(1 - qi/2p), to
W recenzowanej rozprawie sa one zastapione przez maksima wazonych kwantyli
rozktadéw ., gdzie I; sa licznosciami grup. Brzyski bardzo uwaznie przeanali-
zowal dowod wezedniejszego twierdzenia Bogdan, Berga, Su i Candesa i wpro-
wadzil takie modyfikacje algorytmu, zeby otrzymaé w pelni analogiczng teze, na
poziomie grup zamiast pojedynczych wspolrzednych. Ponadto Brazyski zadbat
0 to, zeby jego algorytm gSLOPE zachowal jedna z podstawowych zalet pod-
stawowej wersji SLOPE, mianowicie istnienie efektywnej metody obliczeniowej.
Zauwaza mianowicie, ze do obliczania gSLOPE mozna zastosowaé metode pro-
zimal gradient. Kwestie zwigzane z numerycznym obliczaniem gSLOPe sg omo-
wione w podrozdziale 5.6, zag w Dodatku C Procedura 3 (prozimal gradient)
jest przez Autora uzupelniona przez podanie kryterium stopu. W kolejnych
podrozdziatach nastepujacych po gléwnym Twierdzeniu 5.3.1, Autor uzupet-
nia teoretyczny wynik serig wskazowek, jak dobieraé¢ parametry algorytmu w
praktyce. Chodzi tu o wyboér wag (Podrozdzial 5.5), wybor A; w sytuacji bar-
dziej realistycznej niz ortogonalna (Podrozdzial 5.6, Procedury 4 i 5), estymacja
wariancji btedu (Podrozdzial 5.7, Procedura 6).

Rozdzial 6 jest poswiecony badaniom symulacyjnym i stanowi wazny sktadnik
rozprawy. Autor zastosowal nastepujaca metodologie. Macierz planu X o wy-
miarach n = 5402 i p = 12677 jest duzym podzbiorem rzeczywistej bazy danych
NFBC. W tej macierzy wyrézniono m = 2522 grup zmiennych, znajdujac sku-
pienia silnie skorelowanych kolumn przy pomocy algorytmu klasteryzacji HCA.
Wektor 8 ustalono arbitralnie, wybierajac po jednej niezerowej wspoirzednej z
grup “istotnych”, odpowiednio “rzadkich”. Nastepnie wygenerowano w sztucziny
sposob wektor zmiennych objagnianych y. Do tak spreparowanych danych za-
stosowano gSLOPE i badano zachowanie FDR. Nalezy podkresli¢, ze przeprowa-
dzone do$wiadczenia dotyczyly sytuacji realistycznej, w ktorej nie sa spelnione
zatozenia Twierdzenia 5.3.1 i parametry algorytmu sa dobierane heurystycz-



nie. Wyniki doswiadczen potwierdzaja uzytecznosé gSLOPE i w szczegdlnosci
zachowanie poziomu FDR.

Rozdzial 7 nieco odbiega od gléwnego tematu rozprawy. Rozpatrywana jest
inna metoda selekcji zmiennych tzw. Ordered Dantzig Selector (ODS) i wersja
»grupowa” (gODS). Klasyczna procedura Dantzig Selector wynaleziona przez
Candesa i Tao w 2005 r. polega na minimalizacji ||b]|; przy ograniczeniach
[IXT(y — Xb)|lo < C. Zapropnowane modyfikacje polegaja na zastapieniu
normy || - ||; przez Jy ;w (sortowana, grupowana i wazona norma £1). Jak ro-
zumiem, obie modyfikacje (ODS i gODS) sg dzielem Brzyskiego. Interesujace
Twierdzenie 7.1.1 pokazuje rownowaznos¢ ODS i SLOPE przy zalozeniu orto-
gonalnodci planu. Rozumiem, ze rownowaznosé gODS i gSLOPE w tej sytuaciji
jest problemem otwartym, nieprawdaz?

Ocena osiagnietych wynikéw. Jak juz wspomniatem, istotnymi sktadnikami
rozprawy sg nie tylko 1) twierdzenia matematyczne ale, w réwnym stopniu,
2) propozycje algorytmoéw uzasadnionych heurystycznie, ktérych uzytecznosé
sprawdza sie doswiadczalnie.

1) Zaczne od wynikow matematycznych. Najwazniejsze z nich to Twierdzenie
5.3.1. Postac tego twierdzenia i metoda dowodu sa podobne do wczeéniejszego
wyniku Bogdan, Berga, Su i Candesa. Potrzebne w ogdlniejszej sytuacji mody-
fikacje sa jednak dalekie od oczywistosci. Dowdd Twierdzenia 5.3.1 nie jest co
prawda nowatorski, ale wymagal od Autora gltebokiego zrozumienia zagadnie-
nia i solidnej pracy przygotowawczej (seria pomocniczych wynikéw w Rozdziale
4). Potrzebne narzedzia matematyczne to przede wszystkim teoria optymaliza-
¢ji wypuktej. Rozprawa Brzyskiego §wiadczy o znakomitym opanowaniu przez
Autora wspoliczesne], zaawansowane] wiedzy z tej dziedziny i o umiejetnosci jej
tworezego wykorzystania. Podobne uwagi dotyczg w jeszcze wiekszym stopniu
Twierdzenia 7.1.1. Jest to wynik $cile teorio-optymalizacyjny. Dowdd opiera sie
na ciggu subtelnych i trudnych wynikéw pomocniczych w podrozdziale 7.1. Po-
zwolg sobie w tym miejscu na ogolniejszg refleksje. Jest dla mnie zadziwiajace,
ze (nie tylko w recenzowanej rozprawie) problemy optymalizacyjne w statystyce
wysuwajg sie na pierwsze miejsce, spychajac w cien tresci probabilistyczne. Wra-
cajac do rozprawy Brzyskiego, zainteresowany probabilistyks czytelnik znajdzie
tu eleganckie (cho¢ tatwe) Twierdzenie 5.4.1 (ktére petni istotng role w ustawie-
niu symulacji).

2) Heurystyczne rozwazania w Podrozdziatach 5.5, 5.6 1 5.7 prowadza do sfor-
mufowania petnego algorytmu gSLOPE, gotowego do uzycia w realistycznych
zastosowaniach. Sprawdzianem uzytecznosci sg symulacje w Rozdziale 6. Uwa-
zam przeprowadzone przez Brzyskiego doswiadczenia symulacyjne za poprawnie
zaprojektowane. Wynikajace z nich wnioski za dobrze uzasadnione. Podoba mi
si¢ zasadnicza koncepcja uzycia rzeczywistych danych w macierzy X i sztucz-
nej konstrukeji zmiennej odpowiedzi y. Z jednej strony, jest to nasladowanie



realistycznej sytuacji, z drugiej strony daje mozliwos¢ poréwnania wynikéw te-
stowanego algorytmu z tzw. ,,ground truth”.

Uwagi krytyczne. Rozwijana przez Brzyskiego tematyka nie jest mojg Scista
specjalnoéciy. Patrzac z pewnej perspektywy moge nie doceniaé technicznych
szczegdtow i trudnodei, widze natomiast niewykonczone i niezadowalajace ele-
menty teorii w trakcie jej powstawania. Gloéwne twierdzenie rozprawy, 5.3.1,
odpowiada na inne pytanie, niz to, ktore nas naprawde interesuje. Podsta-
wowa motywacja algorytmu gSLOPE jest sytuacja p 3> n (czy nawet m > n?).
Tymczasem zalozenia twierdzenia moga by¢ spelnione tylko dla p < n. Autor
oczywiscie zdaje sobie z tego sprawe 1 po przeanalizowaniu przypadku ,ortogo-
nalnego” przechodzi do przypadku ,niemal ortogonalnego”. W tej sytuacji, ma-
tematyczne dowody sa zastapione heurystyka. Rozwazania w Podrozdziale 5.6
., Near orthogonal situation” bazuja, jak sie wydaje, na $miatym spostrzezeniu,
ze jesli mamy EXT X; = &;; dla wektorow losowych X, ..., Xp, to ich realizacje
s ,niemal ortogonalne” w przestrzeni n-wymiarowej, gdzie n < p. Zapewne,
stoja za tym spostrzezeniem stuszne intuicje, ktore mogg by¢ sformalizowane
i uscislone. Na razie musze poprzesta¢ na stwierdzeniu, ze z heurystycznych
rozwazai w Podrozdziale 5.6 wynikaja konkretne recepty na wybér A; (Pro-
cedury 4 1 5), i te recepty sprawdzaja sie w do$wiadczeniach symulacyjnych.
Jest to solidny argument, choé nie jest to matematyka. Podobna uwaga dotyczy
konserwatywnego charakteru oszacowarn FDR w algorytmie gSLOPE. Rozpa-
trywany w Twierdzeniu 5.3.1 wybor A; daje $cista nierownosé, ale oszacowanie z
gory bywa doéé odlegte od ,docelowej wartosci” FDR. Inna ,recepta” podana we
wzorze na A" (5.20) zapewne pozwala lepiej kontrolowa¢ FDR, ale ten fakt
nie jest matematycznie udowodniony, tylko uzasadniony symulacyjnie. Uwazam
przy tym, ze przemieszanie matematyki z heurystyka jest konieczne na obecnym
etapie rozwoju teorii.

Redakcja rozprawy i drobne uwagi. Praca jest napisana starannie, z dbato-
4cig o jasno$¢ wyktadu. Rozwazania o charakterze technicznym sg poprzedzone
wyja$nieniem motywacji. Zauwazylem tylko niewielka liczbe drobnych bledéw,

niekonsekwencji i gorzej zredagowanych fragmentow.

e Nie jest dla mnie jasne dlaczego Autor na str. 10 przytacza argumenty na
rzecz uzycia normy || Xy, by, || zamiast ||by,||, podczas gdy w zasadniczym
algorytmie gSLOPE uzywa ||by,|| (str. 23, wzor (5.1).

e Proposition 3.1.1: chyba powinno by¢ z,-1. Brakuje tez stowa matriz
przed Py.

e W Lemacie 4.2.2 brakuje mi jawnego zaznaczenia, ze b* jest rozpatrywane
jako funkcja y przy ustalonych innych elementach problemu, A, D.

e Na str. 26 na dole moéwi sie swobodnie o niecentralnych rozktadach x, a
dopiero na str. 27 pojawia si¢ definicja, i to tylko w przypadku rozkladow
centralnych.



e W Twierdzeniu 5.6.1, odwolanie do definicji zbioru C w Podrozdziale 4.2
utrudnia czytelnosé. Moze chodzi o Podrozdziat 4.17 Ale i tutaj wymiary
sie chyba nie zgadzaja: Cy C RP? Lepiej powtoérzy¢ definicje, dopasowana
do kontekstu.

e W dowodzie Tw. 5.3.1 na str. 28 mamy wspoélrzedne 1, ..., mg nieistotne
amg+1,...,m istotne. Na str. 33 na odwroét: wspodlrzedne 1,...,s sa
istotne a s + 1,...,m nieistotne. Dlaczego? Formalnie to dopuszczalne,
ale czytanie utrudnia.

e Moze warto bytoby zacytowaé prace Liu i in. ,,The Group Dantzig Selec-
tor” (AISTATS 2010) i skomentowaé jej wkiad. Wydaje sie zwigzana z
tematyka rozprawy.

Whnioski. Rozprawa Brzyskiego stanowi wartosciowy wkiad do statystyki i
sadze, ze zostanie doceniona przez specjalistéw. Matematyczna cze$é pracy
jest solidna, $écista i zawiera nietrywialne twierdzenia. Moje ,uwagi krytyczne”
wskazuja tylko, ze warto$é rozprawy nie ogranicza sie do twierdzen i dowoddw.
Rozprawa spelnia warunki stawiane pracom doktorskim z matematyki. Wno-
sze o dopuszczenie Pana Damiana Brzyskiego do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego.
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